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about the world is that it is at all
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RESUMO

Uma investigacao em Relatividade Geral através de um curso
introdutorio para o Ensino Médio

Rodrigo Rodrigues Machado

Orientadores:
Alexandre Carlos Tort
Carlos Augusto Domingues Zarro

Resumo da Tese de Doutorado apresentada ao Programa de P6s-Graduagcdo em Ensino
de Matematica, Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro,
como parte dos requisitos necessarios a obten¢do do titulo de Doutor em Ensino e
Histéria da Matemética e da Fisica.

Os temas de Fisica Moderna e Contemporanea (FMC) tém cada vez mais chamado
a atencdo e despertado a curiosidade de estudantes do ensino secunddrio. Esse cres-
cente interesse traz reflexdes ao docente em sala de aula sobre como discutir os topicos
de FMC, de tal modo a evitar a desinformacao e, também, uma simplificacdo exces-
siva de conceitos e ideias centrais contidas na teoria. Dentre os diversos assuntos que
podem ser trabalhados em uma introducdo a FMC, esta tese pretende contribuir com
uma introduc¢do a Teoria da Relatividade Geral (TRG) compativel com o Ensino Médio
brasileiro. Com esta introdug@o pretendemos investigar, aps um curso introdutoério de
TRG, quais concepgdes dos estudantes ndo estdo de acordo com as concepgdes padrao
da Fisica. A introducao da TRG no ensino secunddrio representa um grande desafio
para os docentes devido a complexidade matematica da teoria e, também, devido a
relacdo entrelacada entre o formalismo matemadtico e a parte conceitual. Dessa forma,
a nossa pesquisa iniciou com a leitura de trabalhos que apresentaram uma discussao
da TRG no ensino secundério e iniciativas no ensino superior. O quantitativo de tra-
balhos sobre o ensino da TRG aumentou significativamente apds a detec¢ao das ondas
gravitacionais em 2016 e, também, com a obtencdo da primeira imagem de um buraco
negro em 2019. Dessa forma, apds essa revisao estabelecemos uma proposta de ensino
para a TRG por meio da constru¢io de um texto de apoio (Apéndice A). Além disso,
trabalhamos na construg@o de trés artigos ja publicados sobre temas relacionados a
TRG que versam sobre as for¢as de maré, o principio da equivaléncia e a precessao
do periélio de Merctirio. Apds essa etapa, iniciamos a constru¢do de um instrumento

vi



de pesquisa (Apéndice C) para que pudéssemos sondar as concepcdes dos estudantes.
A construcdo do instrumento de pesquisa se apoiou no famoso livro de divulgacao da
Teoria da Relatividade escrito por Albert Einstein e em artigos sobre o ensino da TRG.
A metodologia utilizada para a avaliacao do instrumento de pesquisa foi a Andlise de
Contetdo de Laurence Bardin. Essa andlise permitiu-nos inferir que as dificuldades no
ensino da TRG vém de concepgdes alternativas de dominios antecedentes, do uso acri-
tico de conhecimentos prévios e de negligéncia a detalhes conceituais mais refinados
em certos dominios da Fisica.

Palavras chave: Ensino de Fisica, Ensino de Relatividade Geral, Fisica Moderna.

Rio de Janeiro
Agosto de 2024
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ABSTRACT

An investigation into General Relativity through an introductory
high school course

Rodrigo Rodrigues Machado

Supervisors:
Alexandre Carlos Tort
Carlos Augusto Domingues Zarro

Abstract of doctor’s thesis submitted to Programa de P6s-Graduacdo em Ensino de
Matematica, Instituto de Matemadtica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, in par-
tial fulfillment of the requirements for the degree Doutor em Ensino e Histéria da
Matematica e da Fisica.

The themes of Modern and Contemporary Physics (MCP) have increasingly attrac-
ted the attention and aroused the curiosity of secondary school students. This growing
interest brings out reflections to the teacher in the classroom on how to discuss MCP
topics, in such a way as to avoid misinformation and, also, an excessive simplification
of central concepts and ideas contained in the theory. Among the various subjects that
can be covered in an introduction to MCP, this thesis intends to contribute with an in-
troduction to the Theory of General Relativity (TGR) compatible with Brazilian High
School. With this introduction we intend to investigate, after an introductory TGR
course, which students’ conceptions are not in accordance with the standard concep-
tions of Physics. The introduction of TGR in secondary education represents a great
challenge for teachers due to the mathematical complexity of the theory and also due to
the intertwined relationship between mathematical formalism and the conceptual part.
Therefore, our research began with reading works that presented a discussion of TGR
in secondary education and some initiatives in higher education. The number of works
on teaching TGR increased significantly after the detection of gravitational waves in
2016 and also with the obtaining of the first image of a black hole in 2019. Therefore,
after this review, we established a teaching proposal for TGR through the construction
of a supporting text (Appendix A). In addition, we worked on the construction of three
articles already published on topics related to the TGR that deal with tidal forces, the
principle of equivalence and the precession of Mercury’s perihelion. After this stage,
we began the construction of a research instrument (Appendix C) so that we could
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probe the students’ conceptions. The construction of the research instrument was ba-
sed on the famous book promoting the Theory of Relativity written by Albert Einstein
and on articles about the teaching of TGR. The methodology used to evaluate the rese-
arch instrument was Laurence Bardin’s Content Analysis. This analysis allowed us to
infer that the difficulties in teaching TGR come from alternative conceptions of ante-
cedent domains, the uncritical use of prior knowledge and the negligence about refined
conceptual details in certain domains of Physics.

Keywords: Physics Education, General Relativity Teaching, Modern Physics.

Rio de Janeiro
Agosto de 2024
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Capitulo 1

Introducao

Se, usando a imagem de Arthur
Koestler, considerarmos Copérnico,
Kepler e Newton como sondmbulos
que sabiam para onde queriam ir e
que conseguiram chegar ld sem saber
exatamente como, entdo Einstein foi o

maior sondmbulo de todos eles.

(Ohanian e Ruffini, 2013, p.ix)

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) € um grande marco da Fisica tedrica (EINS-
TEIN, 1915), (WHEELER; MISNER; THORNE, 1973), (D’INVERNO, 1999), (OHA-
NIAN; RUFFINI, 2013). Publicada na sua versado final em 1915, por Albert Einstein,
esta é uma teoria da gravitacdo que descreve o espago-tempo curvo € 0 movimento de
um corpo na vizinhanga de um objeto massivo como, por exemplo, uma estrela, uma
galdxia ou um buraco negro (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018, p.1-1).
Entretanto, podemos voltar um pouco no tempo e tracar as origens da TRG a insatisfa-
¢ao de Einstein com o status privilegiado que os referenciais inerciais apresentavam na
Teoria da Relatividade Restrita (TRR) e na Mecanica Newtoniana (MN). Além disso,
também podemos tragar as origens da TRG as incompatibilidades entre a gravitagao
newtoniana e a TRR; mais precisamente, ao problema da interag¢do instantanea embu-
tida na lei da gravitacdo universal de Newton e a questdo da simultaneidade.

Einstein, em seu famoso livro de divulga¢do da Teoria da Relatividade (TR) (EINS-
TEIN, 1999), mostra de maneira inequivoca seu descontentamento com o status pri-

vilegiado dos referenciais inerciais. A ideia desse descontentamento segue o seguinte
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raciocinio: sempre que desejamos descrever o0 movimento de um objeto escolhemos,
por exemplo, um corpo rigido como um vagio que se move sobre o leito de uma fer-
rovia, ao qual fixamos um eixo de coordenadas. Além disso, também escolhemos
observadores munidos de réguas e reldgios para realizarem as medidas necessdrias.
Einstein argumenta que se quisermos descrever o movimento de um corpo € indife-
rente se o referencial adotado para tal descricao € inercial ou ndo-inercial, no sentido
newtoniano. Entretanto, se quisermos determinar as leis da Fisica em um determinado
referencial, elas assumem suas formas mais simples se escolhermos os referenciais
inerciais.

As transformagdes de coordenadas entre referenciais inerciais em movimento re-
lativo, mais precisamente as transformacdes de Galileu, no caso da MN, e as transfor-
macodes de Lorentz, no caso da TRR, asseguram a simplicidade das leis fisicas para
esses referenciais. Nos referenciais ndo-inerciais ocorre o aparecimento de forgas di-
tas de inércia, como, por exemplo, a forca centrifuga e a forca de Coriolis, que violam
a terceira lei de Newton e modificam a dinamica, tornando-a, algumas vezes, mais
complexa. No entanto, para Einstein, essa condi¢ao privilegiada atribuida aos referen-
ciais inerciais € injustificivel e ele demonstra claramente sua insatisfacio. Em suas

palavras:

“Como € possivel que determinados corpos de referéncia (ou bem seus estados de mo-
vimento) sejam privilegiados frente a outros (ou frente a seus estados de movimento
respectivos)? Qual € a razdo desse privilégio?” (EINSTEIN, 1999, p. 62)

Einstein, entdo, propde o chamado Principio da Relatividade Geral (PRG), que pre-
tende estender o Principio da Relatividade Restrita (PRR) incorporando os referenciais
nao-inerciais em seu enunciado. Podemos enunciar o PRG da seguinte forma:

“As leis da natureza sdo vdlidas para todos os referenciais, quaisquer que sejam seus
estados de movimento.” (EINSTEIN, 1999, p. 54)

Esse caminho trilhado por Einstein ird guid-lo na percep¢ao da estreita relacao en-
tre geometria e gravitacdo. Essa conexao € feita através do Principio da Equivaléncia
(PE), que teve um papel heuristico importante para Einstein em sua jornada na cons-
trucdo da TRG (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b, p. 139).

Com o intuito de contextualizar o presente trabalho, € fundamental que revisitemos
as definicdes de massa na MN. Na MN, reconhecemos dois tipos de massa, a saber: a
massa inercial e a massa gravitacional. A massa inercial € interpretada como uma me-

dida da propriedade de inércia de um corpo, isto €: estd associada a resisténcia que um

2
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corpo oferece a qualquer tentativa de alteracdo do seu estado de movimento. A massa
gravitacional, por sua vez, € interpretada como a fonte de campo gravitacional, ou seja,
representa o andlogo gravitacional da carga elétrica. A primeira aparece na segunda
Lei de Newton e a segunda na Lei da Gravitacdo Universal. O que € interessante no-
tarmos é que apesar da massa inercial e da massa gravitacional serem conceitualmente
distintas, os experimentos mostram que sao diretamente proporcionais. Normalmente,
escolhemos a constante de proporcionalidade igual a unidade e estabelecemos a igual-
dade entre elas. Este fato na MN € uma notdvel coincidéncia, pois ndo é explicavel
dentro da estrutura desta teoria. Experimentos realizados pelos fisicos Galileu Galilei,
Isaac Newton, Bardao Lorand von Eotvos, R. H. Dicke e, mais recentemente, S. Sch-
lamminger confirmam a igualdade entre essas massas (OHANIAN; RUFFINI, 2013,
p- 21).

Einstein, ao enunciar o PE, fornecera pela primeira vez uma interpretacao fisica
para a igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional. Para tal, ele utiliza
o PE na sua forma fraca, cujo enunciado afirma que um referencial em “repouso”
(ndo acelerado) sob a a¢do de um campo gravitacional uniforme € equivalente (indis-
tinguivel frente a quaisquer experiéncias no dominio da Mecanica) a um referencial
uniformemente acelerado na mesma dire¢do e em sentido oposto ao do campo gra-
vitacional. A equivaléncia mencionada segue da observacdo experimental de que a
aceleracao que um corpo adquire em queda livre € independente da sua massa inercial
e da sua constituicdo interna. Einstein chama o resultado anterior de propriedade ex-
tremamente notdvel do campo gravitacional (EINSTEIN, 1999, p. 57). O PE aplicado
a MN leva a igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional. Einstein, pos-
terioremente, generaliza o PE e propde o seguinte argumento: “supde-se o PE como
um principio fundamental da natureza, sendo vélido para todos os dominios da Fisica
- chamada de forma forte do PE”. O PE na sua forma forte possibilita-lhe prever novos
fendmenos como a deflexdo da luz num campo gravitacional e o desvio gravitacio-
nal para o vermelho (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b, p. 139). Ressalta-se
que também € possivel reescrever o PE em termos dos referenciais em queda livre, e

enuncié-lo da seguinte forma:

“Um referencial ndo-girante em queda livre em um campo gravitacional uniforme € equi-
valente (nenhuma experiéncia pode distinguir) a um referencial inercial na auséncia de

gravidade.”

Esta forma de enunciar o PE apresenta uma interpretacdo interessante na TRG, po-
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rém € totalmente equivalente as demais formulacdes do principio feitas anteriormente.
Assim, para um referencial em queda livre € como se a gravidade tivesse desapa-
recido, pois os efeitos mensurdveis no referencial em queda livre sdo idénticos aos
efeitos mensurdveis em um referencial em movimento uniforme no espago livre (sem
gravidade). Destacamos, ainda, que quando o campo gravitacional é ndo-uniforme o
PE tem validade apenas local, onde o campo gravitacional ndo apresenta uma variacao
aprecidvel. Em um campo gravitacional nao-uniforme, um corpo em queda livre, em
principio, estard sujeito as for¢as de maré que indicariam presenca de efeitos gravita-
cionais (MACHADO; TORT; ZARRO, 2020). A importancia do PE estd no fato de
que por meio dele, Einstein se dd conta da conexd@o entre a gravitacdo e a geometria
dos espagos curvos, a chamada geometria de Riemann. Assim, Einstein inicia a sua
épica jornada pela geometrizacdo da gravitacdo. Ao final de 1915, em quatro sessdes
na Academia Prussiana de Ciéncias, Einstein corrige as trés versdes anteriores €, na
ultima sessdo, enuncia a forma final das equacdes de campo da TRG, hoje conhecidas
como equagoes de campo de Einstein. Essas equacdes estabelecem uma relagdo entre
a geometria do espago-tempo e a distribuicdo de matéria e energia. Podemos sintetizar

o contetddo da forma final da TRG da seguinte forma:

GEOMETRIA DO ESPACO-TEMPO o< DISTRIBUICAO DE MATERIA E ENERGIA.

O nivel de complexidade matemético exigido na busca de solu¢des para estas equa-
¢oes é elevado. Por isso, no nivel em que estamos interessados em trabalhar, nos ba-
searemos nas solucgdes ja obtidas. As solucdes destas equacdes nos dio a métrica do
espaco-tempo, isto é: a separacdo espaco-temporal entre dois eventos. A partir dela,
muitas consequéncias fisicas relevantes podem ser obtidas. Portanto, deixaremos de
lado qualquer tentativa de obter solucdes das equacdes de Einstein e centraremos nossa
atencao nas suas solucdes, em particular na solu¢do de Schwarzschild. Em 1916, Karl
Schwarzschild obteve a primeira e talvez a mais importante solu¢io exata das equa-
coes de Einstein. Essa solucdo, que leva a métrica de Schwarzschild, é vélida para o
caso em que temos uma massa central esférica, no vacuo, M ndo-girante e eletrica-
mente neutra. O resultado obtido, ou simplesmente, métrica de Schwarzschild pode

ser escrito na forma:

% (Ar)2 —1r?sin? 0 (A¢)? — r?(AF)?,
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onde A7 € o tempo prépri(ﬂ ¢ € a velocidade da luz e os parAmetros r, 6, ¢pet sdo as
coordenadas de Schwarzschild. O termo R, é o raio de Schwarzschild e é definido
pela relagdo R, = 2GM/c?, onde G € a constante de gravitagdo universal. Podemos
associar a métrica de Schwarzschild com um dos objetos mais fascinantes do nosso
universo: o buraco negro. Contudo, essa associa¢ao nao € direta. O proprio Schwarzs-
child nunca prop0s tal associagdo. Para isso, € necessdrio interpretar a natureza da
coordenada r = R,. Se substituirmos na métrica r = R, notaremos uma singulari-
dade, pois o termo A7, que representa o tempo proprio, tendera a infinito. Este foi
um problema que ocupou os fisicos logo apds aparecimento da solucido de Schwarzs-
child. Com os esfor¢os de Paul Painlevé em 1921; Allvar Gullstrand em 1922 e Arthur
Eddington em 1924, foi mostrado que se redefinirmos a coordenada temporal ¢ a sin-
gularidade em r = R, desaparece. Em 1933, o padre belga George Lemaitre interpreta
a solucdo de Painlevé e Gullstrand como a métrica obtida por um observador em queda
livre, que parte do repouso de uma grande distancia do buraco negro. Entretanto, a in-
terpretacdo fisica da mudanca de coordenadas proposta por Eddington sé ocorre em
1959, devido ao fisico americano David Filkenstein. Nesta mesma época, em 1960,
o problema final foi solucionado pelo matematico americano Martin Kruskal que re-
solve o problema de obter o maior sistema de coordenadas possivel para a descricdo
do espaco-tempo para o buraco negro de Schwarzschild. Nela, como esperado, hd so-
mente a singularidade em r = 0 onde se encontra a massa ), representando o fato
de que existe uma massa puntiforme, o que leva a uma densidade de energia infinita
naquele ponto.

Mencionamos até aqui discussdes que consideramos importantes a compreensao
da complexidade do tema e a potencialidade de fascinio por parte do aluno interessado
em iniciar seus estudos introdutérios a TRG. De maneira resumida essas discussdes

correspondem:

e 2 insatisfacdo de Einstein com o status privilegiado dos referenciais inerciais;
e a0 PRG;

e as diferentes formulagdes do PE e suas consequéncias;

a introdu¢do da métrica de Schwarzschild;

e aos buracos negros.

Nosso maior desafio nesta tese, contudo, transcende os tépicos acima listados.

Nao apenas a TRG é notadamente um assunto conceitual e tecnicamente intrincado

!0 tempo préprio representa o intervalo de tempo medido por um observador com um tnico relégio.
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(BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a, p. 020104-1); mas, ao contrério de toda a
Fisica a que os alunos ja foram expostos até entdo, ela ndo tem uma base fenome-
noldgica tangivel. Isto significa dizer, diretamente, que ndo existem experimentos ou
demonstracdes que possam ser feitos em sala de aula de modo a mostrar as aplicagdes
da TRG. Este fato é particularmente importante no campo do Ensino de Fisica (EF),
uma vez que dd ensejo aos alunos mais criticos levantarem questdes do tipo: “Como
nos sabemos disso?”, “Por que acreditamos ou aceitamos isso?” ou “Qual é a base
para esta afirmacdo?”. A semelhanca de Arons, concordamos que estas perguntas de-
vam ser parte integrante da educagdo basica e, especialmente no EF, acreditamos que

os alunos devam:

“[...] testar e verificar resultados e conclusdes ao investigar se os resultados fazem
sentido em casos extremos ou especiais que possam ser examinados simples e direta-
mente. Eles devem ser conduzidos de modo a resolver um problema de formas alterna-
tivas quando for possivel. Tal modo deve ser conduzido tanto de maneira quantitativa,
como qualitativa.” (ARONS, 1997, p. 382)

Ainda de acordo com Arons:

“No6s forcamos uma grande frag@o de alunos & memorizacao ao impo-los, particularmente
no Ensino Médio e nos anos iniciais da graduacio, materiais que requerem capacidades
de raciocinar abstratamente que eles ainda nio obtiveram. E nés procedemos com esses
materiais em um passo que atropela a aprendizagem e a compreensdo efetivas, mesmo
que essas capacidades de raciocinio tenham sido formadas. Sob tamanha pressdo, os
alunos ndo adquirem a experiéncia do que realmente significa compreender. Eles nao
chegam a testar seu ‘conhecimento’ por consequéncias plausiveis ou por consisténcia
interna; eles ndo tém nenhum sentido de onde vém esses resultados ou ideias aceitas,
como sdo validados ou por que devemos acreditar nelas. [...] eles adquirem a ideia
equivoca de que o conhecimento reside em frases memorizadas, terminologia técnica
esotérica e regurgitacdo de ‘fatos recebidos’. ” (ARONS, 1997, p. 388)

Como, entdo, responder as perguntas impostas anteriormente? Como nao se deixar
levar por fatos com pouco significado e frases memorizadas a favor de uma compre-
ensao efetiva por parte do aluno? No que diz respeito as outras dreas da Fisica, ndo é
dificil pensarmos em modelos ou experimentos que nos permitam avaliar a ﬁdelidadf]
das teorias cientificas. No caso da TRG, a resposta ndo deveria desviar completamente

de como agimos para justificar os outros “fatos concretos” da Fisica. Sabendo que uma

’Fidelidade no sentido de poder prever e corresponder a resultados experimentais.
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teoria, seja ela qual for, engloba fendmenos, modelos e leis; ela precisa ter um com-
ponente preditivo cujas proposicdes possam ser testadas experimentalmente dentro de
um limite de validade. No caso da TRG podemos utilizar os chamados testes cldssi-
co além de oferecermos o argumento quantitativo e qualitativo sobre a existéncia
dos buracos negros. E assim que procederemos.

Além desse aspecto epistemoldgico, podemos citar outros que também nos servem

de motivagdo pessoal para a concretizacio deste trabalho:

1. a presenca de experimentos de pensamento nas origens da TRG;
2. aprevisdo de novos fendmenos a partir do modelo tedrico;

3. o trabalho intelectual, o pioneirismo e até mesmo a criatividade de Einstein na

proposi¢cdo da TRG. Nas palavras de Earman e Glymour:

“A magnificéncia da odisseia intelectual de Einstein reside ndo apenas na grandeza
de sua conclusdo, mas também em seu caos, na falta de dire¢do dos caminhos que
levaram ao objetivo. Nao se pode ler esta histéria sem ficar maravilhado com o
intelecto de Einstein; durante grande parte do periodo entre 1912 e 1916 ele esteve
verdadeiramente perdido [...], completamente no caminho errado, acompanhado
de razdes errdneas que afirmava serem fundamentais. E, no entanto, de maneira
bastante singular, no decorrer de um més, ele abandonou seus erros e suas justifi-
cativas. A moral, talvez, ¢ que uma certa inconstincia € mais propicia ao progresso
tedrico do que qualquer abundancia de clareza conceitual - pelo menos para Eins-
tein.” (EARMAN; GLYMOUR, 1978, p. 277)

Apesar de todos os argumentos dados até aqui corresponderem a nossa visao de en-
sino e ao porqué de ensinar a TRG a nivel secundario, talvez a nossa maior motivacao
tenha outra origem. Podemos citd-la como dizendo respeito aquilo que o historiador
Marc Bloch chamou, em seu livro, de apaziguamento de nossas fomes intelectuais
(BLOCH, 1944, p. 45), no sentido de como apresentar esse tema fascinante no Ensino
Médio. Desta forma, destacamos que juntamente com o crescente interesse sobre o
tema e com o, ainda, pequeno quantitativo de trabalhos sobre ele no Brasil € que este
trabalho ganha escopo.

De maneira geral, este trabalho tem como objetivo apresentar uma introdugdo a
TRG com uma matematica apropriada ao nivel de instru¢ao proposto sem a utiliza-

¢do do formalismo matematico da teoria. Isto ndo significa que ndo reconhecamos a

3840 eles: a precessio do periélio de Mercirio; a deflexdo da luz e o desvio gravitacional para o
vermelho.
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importancia do formalismo matematico da TRG. No entanto, esta tese se quer como
possivel porta de entrada para o tema tanto para estudantes que apresentem a von-
tade de seguir os estudos na TRG, quanto para estudantes que queiram apenas ter um
contato introdutério com o tema.

Por este motivo, escolhemos discutir alguns aspectos técnicos da teoria como: as
diferentes formulacdes do PE; a utilizagdo do PE como argumento a favor do PRG
e da previsdo dos fendmenos relativisticos; a andlise da métrica de Schwarzschild; o
funcionamento de reldgios préximos a um buraco negro e o papel do horizonte de
eventos de um buraco negro.

Seguindo esta mesma vertente, uma das estratégias utilizadas por nds consistird
em seguir os percursos tracados pelo proprio autor da teoria, Albert Einstein, no livro
intitulado “A Teoria da Relatividade Restrita e Geral” (EINSTEIN, 1999). Levando
em conta o alto grau de abstracio para a compreensao do tema, nos questionamos: sera
possivel fazer uma introdu¢do elementar compativel com o ensino secundario sobre a
TRG em que o conceitual e o técnico possam ser separados? Esse desafio de apresentar
um assunto, notadamente conhecido como complexo e sutil, constitui outra importante
motivagao deste trabalho.

A nossa proposta consiste em aplicar um curso de TRG desenvolvido para o Ensino
Meédio brasileiro. De maneira especifica, o objetivo deste trabalho reside em pesqui-
sar a compreensao dos estudantes dos conceitos relacionados a TRG, que se mostrem
em desacordo com as ideias-padrdo da Fisica. No inicio dos anos 1970 a discussao
sobre as ditas “concepg¢des alternativas ou espontaneas” comeg¢am a ganhar notorie-
dade no seio da literatura em EF (FRANCISQUINI, 2019, p. 121). A semelhanca de
Bandhyopadyay e Kumar, nossa pesquisa nao se limitard ao referencial das concepg¢des

alternativas, uma vez que, na palavra dos autores:

“Uma concepg¢do alternativa é, em sua conotagdo usual, geralmente considerada uma
instanciacdo da fisica ingénua - os conceitos e leis do mundo fisico que adquirimos em
nossa experiéncia da vida cotidiana. No entanto, dada a natureza avangada e um tanto
técnica do presente topico, as concepgdes dos alunos aqui relatadas nao parecem se re-
lacionar diretamente com a fisica ingénua. Em vez disso, eles possivelmente surgem de
concepgdes alternativas de dominios antecedentes, do uso acritico de conhecimento pré-
vio ou simplesmente da falta de atengdo a discriminagdes conceituais mais refinadas.”
(BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b, p. 140)

Por este motivo, em conformidade com os autores, iremos nos referir a essas con-

3

cepcodes como sendo “vulnerabilidades conceituais” dos alunos. Definindo-as como
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sendo “todas as concepgdes dos alunos que nao siao congruentes com a Fisica padrao”
(BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b, p. 140). As vulnerabilidades conceituais

podem advir de no¢des adquiridas dos conceitos de Fisica Classica (FC), ao longo

da trajetoria académica do estudante, que porventura possam vir a impactar negativa-

mente na aprendizagem dos conceitos relativisticos.

A fim de investigar as vulnerabilidades conceituais relacionadas a TRG, propu-

semos a constru¢ao de um curso de TRG para o Ensino Médio cujas etapas estao

compreendidas abaixo:

1. Leitura de artigos especializados sobre o ensino e aprendizagem relacionados a

TRG;

. Determinagdo e adaptacao de contetidos a serem abordados no curso elaborado

por nds a luz da literatura de ensino e aprendizagem de TRG;

. Consulta a livros especializados de TRG a fim de estabelecer o contato do docente-
pesquisador com o conteddo de uma maneira mais aprofundada do que aquilo
que ird expor em sala de aula. Além disso, investigar discussdes pertinentes a
serem exploradas em sala de aula. Daremos preferéncia as leituras: A Teoria
da Relatividade Especial e Geral (EINSTEIN, 1999), Exploring Black Holes:
Introduction to General Relativity (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER,
2018); Introducing Einsteins relativity (D’INVERNO, 1999); Understanding re-
lativity - a simplified approach to Einsteins theories (SARTORI, 1996); A most
incomprehensible thing: notes towards a very gentle introduction to the Mathe-
matics of relativity (COLLIER, 2019) e General relativity without calculus (NA-
TARIO, 2011) ;

. Estruturacdo e escrita de uma apostila, a ser disponibilizada aos alunos, a qual

nos referiremos no nosso trabalho como “texto de apoio” (Apéndice A);

. Construcdo de um questiondrio em duas partes. A primeira versando sobre te-
mas e vulnerabilidades conceituais relatados na literatura e a segunda visando

a investigar outras fontes de vulnerabilidades conceituais ainda ndo relatadas na
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literatura. Iremos nos referir a este questionario (ambas as partes) como Instru-

mento de pesquisa

Os trabalhos relacionados ao ensino sobre a TRG a nivel mundial t€ém majorita-
riamente enfoque no ensino de TRG no Ensino Médio (BALDY, 2007), (VELENT-
ZAS; HALKIA, 2013), (ZAHN; KRAUS, 2014), (KAUR; BLAIR; MOSCHILLA;
STANNARD; ZADNIK, 2017), (KERSTING; STEIER, 2018), (KERSTING; HEN-
RIKSEN; B@E; ANGELL, 2018), (CHOUDHARY; KRAUS; KERSTING; BLAIR;
ZAHN; ZADNIK; MEAGHER, 2019),(KERSTING, 2019), (KERSTING; TOELL-
NER; BLAIR; BURMAN, 2019) e (KERSTING, 2020). Ainda destacamos dois traba-
lhos dedicados a temas conceituais em TRG (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a)
e (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b), sendo o publico-alvo alunos universita-
rios selecionados. Estas iniciativas estdo distribuidas nos paises: Austrdlia, Noruega,
India, Grécia, Franca e Alemanha. No Brasil encontramos uma movimentago no sen-
tido de apresentar a TRG de duas maneiras distintas: a primeira a partir de um enfoque
histérico-filos6fico (GUERRA; BRAGA; REIS, 2007) e a segunda a partir de um curso
formal para alunos selecionados (CARAGEORGE, 2020).

Embora reconhe¢amos a importincia dos aspectos histdricos e filosoficos relativos
a constru¢ao do conhecimento, nossa abordagem se assemelha a segunda tendéncia a
nivel nacional. No entanto, percebemos a necessidade de expandir o ptiblico alvo desta
abordagem, seguindo as tendéncias internacionais. Assim, propusemos um curso de
TRG a ser aplicado em duas turma do quarto andﬂ do Ensino Médio Técnico de um
colégio federal localizado no Rio de Janeiro.

Tendo apresentado nossas justificativas, inquietagdes e motivagdes relativas a es-
colha do tema, iremos introduzir nossas perguntas de pesquisa que nos servirdo como
guias durante todo o desenvolvimento deste trabalho. Nossa pergunta inicial visa a

investigar:

e Quais vulnerabilidades conceituais relatadas na literatura os estudantes do
Ensino Médio estao sujeitos a manifestar apés a aplicacao formal de um
curso introdutorio de Teoria da Relatividade Geral?

“Estas turmas nio correspondem 2 totalidade de turmas do dltimo ano, momento em que a TRR
estd presente no curriculo da escola, mas correspondem a totalidade de turmas atribuidas ao docente
responsavel por esta pesquisa.

>Nesta escola, o Ensino Médio e Técnico é realizado ao longo de quatro anos.
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Antes de lancarmos ma@o dos meios escolhidos por nds para responder esta per-
gunta, sentimos necessidade de expressar um pressuposto de nossa pesquisa. A se-
melhanca dos achados de McDermott (MCDERMOTT, 1993, p.297) em relagdo as
concepgdes alternativas, um pressuposto de nosso trabalho reside no fato de que nao
importa quio lucidamente um tdpico seja abordado as vulnerabilidades conceituais
estardo presentes no processo ensino-aprendizagem do aluno.

A fim de oferecermos uma resposta a pergunta, sugeriremos um instrumento de
pesquisa sob a forma de questiondrio a ser aplicado apds a instrucao formal de acordo
com as vulnerabilidades conceituais ja relatadas na literatura, em especial as apontadas
por Bandyopadhyay e Kumar (2010a, 2010b). Embora o trabalho destes seja realizado
com um publico de alunos selecionados de graduacdo, projetamos encontrar dificulda-
des semelhantes nas turmas de Ensino Médio lecionadas por nds. Nossos resultados
serdo extraidos ndo apenas da resposta as questdes objetivas do questiondrio; mas, fun-
damentalmente, com a Andlise de Contetddo (AC) (BARDIN, 1977) das justificativas
dos alunos para cada alternativa selecionada.

Outra instancia de nosso trabalho se preocupard em mapear outras vulnerabilidades

pouco ou nao-relatadas na literatura. A esse respeito, nos questionamos:

e Em que medida podemos identificar vulnerabilidades conceituais relacio-

nadas ao conteudo ainda nio relatadas na literatura?

N

A semelhanga da primeira questdo, também iremos construir um instrumento de
pesquisa sob a forma de questiondrio, a fim de levantar dados sobre dificuldades apon-
tadas na literatura e utilizar a AC das justificativas dos alunos. No entanto, a AC
utilizada neste momento difere em esséncia da utilizada anteriormente. Neste caso
possuindo um cardter mais epistemoldgico no que se refere a construcdo de novas
categorias de vulnerabilidades conceituais. No caso anterior, possuindo cardter mais
investigativo no que se refere a consolidagdo e correspondéncia entre as vulnerabilida-
des descritas na literatura e aquelas manifestadas pelos alunos.

Neste trabalho nos preocuparemos em estabelecer um conjunto de estratégias para
a abordagem da TRG dialogando com a literatura especializada no tema. Esse conjunto
de estratégias juntamente com o instrumento de pesquisa ira permitir uma investigacao
sobre as concepcdes dos estudantes frente a alguns temas da TRG. Tragamos aqui os

objetivos especificos propostos por este trabalho:
e Contribuir com o ensino-aprendizagem de TRG no Ensino Médio;
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e Colaborar com a ampliac¢do de temas da TRG que possam ser abordados a nivel
introdutdrio;
e Contribuir com a descri¢do das dificuldades apresentadas pelos estudantes em

um curso introdutorio de TRG.

Nos valemos, ainda, de algumas premissas gerais extraidas da literatura especiali-
zada que consideramos importantes para o pleno desenvolvimento da pesquisa sobre o
ensino de TRG:

1. Os alunos do Ensino Médio podem obter uma compreensdo qualitativa de TRG.
Para tal, recursos de aprendizagem apropriadamente projetados devem ser utili-
zados por meio da interacdo com professores e colegas (KERSTING; HENRIK-

SEN; BOE; ANGELL, 2018);
2. O uso de experimentos de pensamento ajuda a compreender as leis e principios

da Fisica, que exigem alto grau de pensamento abstrato (VELENTZAS; HAL-

KIA, 2013);
3. O conhecimento prévio influencia a maneira como os alunos tentam assimilam

as novas ideias da TRG (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a).

A primeira premissa vem dos resultados positivos para a introdu¢do do tema no
nivel secunddrio. Ja a segunda premissa, mostra um caminho possivel importante para
lidar com ideias e trabalhar com principios fisicos que exijam dos estudantes algum
grau de pensamento abstrato. Outra estratégia muito utilizada para lidar com ideias
e conceitos abstratos € o uso de analogias e metaforas como realizado em (BALDY,
2007), (WATKINS, 2014), (KAUR; BLAIR; MOSCHILLA; STANNARD; ZADNIK,
2017) e (KERSTING; STEIER, 2018). Por fim, a terceira premissa importante estd
relacionada ao conhecimento prévio dos estudantes que afeta as novas ideias oriundas
da TRG.

Além disso, para que possamos atender a uma insatisfagc@o relatada no trabalho de
(KERSTING; HENRIKSEN; BOE; ANGELL, 2018, p. 010130-14) sobre a introdu-
cdo puramente qualitativa dos conceitos e ideias-chave da teoria, apresentamos uma

hipdtese importante a ser investigada neste trabalho:

e E possivel fazer andlises quantitativas através de manipulacdes algébricas sim-
ples da métrica do espaco-tempo e interpretar fisicamente resultados matemati-

cos relativos ao tema.

12



Capitulo 1. Introducdo

Com o objetivo de seguir a pesquisa, faremos a divisao dessa tese em capitulos. O
Capitulo 2 tratard da revisao de literatura que forma a base de todo o nosso trabalho.
Iniciaremos ele com um breve panorama sobre a Fisica Moderna e Contemporanea
(FMC) a nivel do ensino secunddrio, seguido de uma extensa revisdo sobre trabalhos
sobre a TRG. Iniciaremos essa revisdo apresentando os trabalhos desenvolvidos ao
redor do mundo e, em seguida, no Brasil. Apds essa breve introdugdo, apresentaremos
as principais abordagens utilizadas no ensino da TRG, a saber: os principios fisicos
da TRG, e o espaco-tempo curvo a luz da literatura especializada em ensino de TRG.
Para este dltimo assunto, analisaremos as divergéncias entre autores acerca da forma
utilizada na apresentacio do espago-tempo curvo.

No Capitulo 3 descreveremos as etapas de construcdo desta pesquisa. Iniciaremos
relacionando o texto de apoio construido (Apéndice A - versao completa e Apéndice B
- versdo resumida) com os trabalhos analisados no Capitulo 2. Analisaremos também
as estratégias utilizadas na constru¢ao da sequéncia didatica necessaria a composi-
¢do do curso introdutério de TRG. Descreveremos a construcdo do instrumento de
pesquisa (Apéndice C) utilizado neste trabalho e detalharemos a construcdo de cada
questdo. Por fim, discutiremos como foi feita aquisicdo dos dados da pesquisa e como
serd feita a AC dos dados obtidos.

No Capitulo 4 serd feita a analise das justificativas escritas para a escolha das ques-
toes objetivas do instrumento de pesquisa. Ele tem por objetivo analisar quais as vulne-
rabilidades conceituais sao manifestadas pelos estudantes apds um curso introdutdrio
de TRG. Além disso, descreveremos trés artigos publicados durante a escrita desta
tese (MACHADO; TORT; ZARRO, 2020), (MACHADO; TORT; ZARRO, 2021) e
(MACHADO; TORT; ZARRO, 2024).

Finalmente, no Capitulo 5 descreveremos os percursos seguidos em nosso trabalho
apresentando nossas conclusdes e possiveis desdobramentos para a continuagdo deste
trabalho.
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Revisao de Literatura

[...] aqueles que, de um ponto de vista
geral cientifico e filosdfico, se
interessam pela teoria mas ndo
dominam o aparato matemdtico da
fisica tedrica [...] foi inevitdvel
repetir-me muitas vezes, sem
preocupagdo com a elegdncia da
apresentagcdo; pautei-me,
escrupulosamente, pela norma do
genial fisico tedrico Ludwig
Boltzmann, que deixava as questoes de
elegdncia a cargo de alfaiates e

sapateiros.

Albert Einstein em “A Teoria da
Relatividade Especial e Geral” (1999,

p-7)

Neste capitulo apresentaremos a revisao de literatura destacando os principais tra-

balhos publicados sobre o ensino da Teoria da Relatividade Geral (TRG). Iniciamos

o capitulo apresentando algumas justificativas e, também, destacando de forma con-

cisa trabalhos que versam sobre o ensino de Fisica Moderna e Contemporanea (FMC).

Posterioremente, uma revisao ampla € realizada acerca dos trabalhos que apresentam

topicos especificos ou uma introducao completa a TRG com um enfoque voltado para

o Ensino Médio (EM) ou em discussdes conceituais do tema para a graduagdo.
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2.1 Fisica Moderna e Contemporanea no Ensino Mé¢-
dio

Iniciaremos o debate estabelecendo uma contextualizacdo para determinar uma or-
dem cronoldgica para a caracterizacdo da FMC. Seguindo (OSTERMANN; RICCI,

2002) estabeleceremos a seguinte divisdo:

e Fisica Classica estende-se até o final do século XIX;
e Fisica Moderna incia-se no final do século XIX até a década de 40 do século XX;

e Fisica Contemporanea, aproximadamente a partir da década de 40 do século XX em diante.

Os tépicos que compreendem a FMC sao diversos como: a Teoria da Relatividade
Restrita (TRR), a Mecénica Quantica (MQ), a TRG e a Fisica de Particulas (FP). Na
pesquisa em Ensino de Fisica (EF) existe uma discussdo pujante para que esses topicos
sejam trazidos para a sala de aula do ensino secundério. O trabalho de (OSTERMAN;
MOREIRA, 2000) apresenta uma extensa revisdo de literatura sobre o tema. No que
se refere as justificativas para a insercdo de topicos de FMC no ensino secunddrio,

destacam-se as seguintes:

e “despertar a curiosidade dos estudantes e ajuda-los a reconhecer a Fisica como um empreendi-
mento humano e, portanto, mais préxima a eles;”

e “os estudantes ndo t€m contato com o excitante mundo da pesquisa atual em Fisica, pois nao
véem nenhuma Fisica além de 1900. Esta situagd@o € inaceitdvel em um século no qual idéias
revoluciondrias mudaram a ciéncia totalmente;”

e “¢ do maior interesse atrair jovens para a carreira cientifica. Serdo eles os futuros pesquisadores
e professores de Fisica;”

e “¢ mais divertido para o professor ensinar tépicos que sdo novos. O entusiasmo pelo ensino
deriva do entusiasmo que se tem em relacdo ao material didatico utilizado e de mudancas es-
timulantes no contetido do curso. E importante ndo desprezar os efeitos que o entusiasmo tem

sobre o bom ensino;”

e “Fisica Moderna ¢ considerada conceitualmente dificil e abstrata; mas, resultados de pesquisa
em EF t€m mostrado que, além da Fisica classica ser também abstrata, os estudantes apresentam
sérias dificuldades conceituais para compreendé-la.”

(OSTERMAN; MOREIRA, 2000, p. 24)

Destacamos aqui duas justificativas que estdo em consonancia com esta tese, quais
sejam: despertar a curiosidade dos estudantes através de novos temas no EF e possibi-

litar o contato do estudante com a FMC na escola. Além das questdes apontadas por
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Osterman e Moreira, outra questdo importante € levantada por (VIDEIRA; FRANCIS-
QUINI, 2018, p. 82) ressaltando que os alunos sdo frequentemente expostos a temas
de FMC sem que os mesmos sejam trazidos para a atividade do docente. O crescente
interesse por parte da midia e do publico leigo cresce acerca de discussdes de topicos
de FMC. Ressaltamos, ainda, que ndo apenas a midia jornalistica/televisiva refere-se
este interesse, pois, recentemente, os veiculos de comunica¢do em massa como o You-
Tube tém apresentado cada vez mais conteidos de FMC. A gravidade deste interesse
¢ dupla: ao mesmo tempo que visa informar, gera desinformacdo. A desinformacao
por parte da midia advém da super simplificacdo de termos, das metdforas utilizadas
nas explicacdes ao publico leigo e na superficialidade com que o assunto € abordado.
O tratamento de temas sabidamente complexos pelos meios de comunicacdo faz com
que as pessoas se sintam intimidadas por ndo compreenderem o assunto e repitam bor-
ddes e expressodes vazias, como € o caso da frase “fudo é relativo”. O caso das midias
independentes, como é o caso do YouTube, Facebook e similares, € ainda mais pre-
ocupante. Essas plataformas tém o seu funcionamento declaradamente determinado
por algoritmos especializados em manter a audiéncia logada sem compromisso com o
conteudo/veracidade das informagdes veiculadas. Dessa forma, a reflexdo sobre trazer
esses temas para a algada do professor torna-se necessaria.

Entretanto, alguns autores apresentam questionamentos sobre a inser¢ao prematura
de topicos de FMC. O autor Arnold Arons apresenta uma reflexdao importante sobre o

assunto:

“H4 um desejo compreensivel na comunidade da fisica por uma introdugdo antecipada
dos alunos aos aspectos da fisica moderna. Em alguns setores, esses sonhos de apren-
dizado acelerado estendem-se a defesa da injecdo dos resultados da mecanica quéantica,
fisica nuclear e fisica de alta energia desde o primeiro ano (universitdrio) ou mesmo no
ensino médio. A luz do que temos aprendido nos tltimos anos sobre o desenvolvimento
cognitivo e a formagdo de conceitos, duvido que o aprendizado e a compreensdo genui-
nos desse material sejam vidveis em tais estagios iniciais. SO se cultivaria a memorizacdo
cega dos resultados finais para serem usados em exercicios artificiais de li¢ao de casa e
para serem testados como o que Eric Rogers costumava chamar de “recall barato”. Co-
nhecimento e compreensdo ndo residem em cadeias de nomes como “quark”, “gluon” ...
ou “funcdo de onda”. Quando as questdes “Como sabemos ...7”" e “Por que acreditamos
...7” ndo estdo sendo tratadas, nenhum aprendizado ou entendimento genuino pode ser

alcancado.” (ARONS, 1996, p. 265)

Dessa forma, para os interessados na introdu¢do de FMC no ensino secundario, como

€ o caso desta pesquisa, deve-se levar em conta a reflexao trazida por Arons. Por isso,
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utilizando o alerta de Arons (1996) e, ainda, visando contribuir com a gama de temas
de FMC que possam ser abordados em nivel médio, iniciaremos uma revisao de lite-
ratura sobre o ensino de TRG. Nessa revisao, logicamente, procuramos elementos que
nos ajudem com as questdes “‘como sabemos 7 e “por que acreditamos?”’. Outro fator
relevante € evitar um tratamento puramente enciclopédico, no sentido de apresentar
nomes sem a devida discussdo do tépico em questdo.

Na sequéncia n6s discutiremos trabalhos sobre o ensino da TRG. Dividiremos essa
apresentacao colocando os trabalhos anteriores e posteriores ao ano de 2017, pois no-
tamos um aumento no quantitativo de artigos sobre o ensino da TRG a partir deste

ano.

2.2 Iniciativas para a insercao da Teoria da Relativi-

dade Geral no mundo

2.2.1 Trabalhos anteriores ao ano de 2017

O trabalho de Effing (1977) propde uma atividade prética para auxiliar os estu-
dantes a obter uma no¢@o mais intuitiva de um espago curvo. Assim, a proposta se
baseia em atividades praticas com objetos encontrados em jardins como abdboras ou
melancias. Logicamente, o leitor interessado em utilizar a abordagem de Myron Ef-
fing pode adaptar e utilizar objetos mais simples e de facil aquisicdo como bexigas e
bolas. O autor, entdo, discute como realizar o tracado de linhas retas e circulos em
espagos curvos e apresenta um dispositivo para a medi¢do do comprimento de curvas
chamado de “map-measuring device’ Com o auxilio do dispositivo em questdo, o
autor propde uma atividade para determinacao da fun¢do-Pi. Essa funcdo apresenta o
valor de, aproximadamente, 3,14 em um espaco plano. A atividade consiste em tracar
diferentes circulos em uma superficie curva e medir, com o auxilio do curvimetro, o
comprimento do circulo e o seu respectivo raio. Entdo, calculando a razdo do com-
primento do circulo pelo raio € determinado o valor da fun¢do-Pi para um dado raio
especifico. Um grafico € plotado para observar os diferentes valores da fun¢ao-Pi em
relagc@o ao raio dos circulos tragados. Dessa forma, podemos observar que o valor da
fun¢@o-Pi nao é uma constante em espagos curvos. Através dessas atividades é possivel

explorar geometrias ndo-euclidianas.

'Em portugués, esse dispositivo é chamado de curvimetro.

17



Capitulo 2. Revisdo de Literatura

A autora Baldy (2007) apresenta um estudo sobre como as concep¢des dos alunos
acerca da gravidade evoluem ao longo de um curso. Os estudantes estavam na nona
série do ensino francés e apresentavam idades em torno de quinze (15) anos. A autora
propde um novo enfoque para o ensino da gravidade apés um mapeamento das difi-
culdades de estudantes apresentadas na literatura especializada. Essa nova proposta
estd baseada na interpretacdo einsteiniana para a gravidade. Para que fosse possivel
analisar a efetividade desta proposta, a autora comparou a interpretagdo baseada na
Fisica einsteiniana com a interpretacdo tradicional baseada na Fisica newtoniana. Na
abordagem newtoniana a queda dos corpos era explicada através da interagcdo (forca)
gravitacional proposta por Isaac Newton, onde essa interagdo ocorre instantaneamente
entre os corpos. Na abordagem einsteiniana faz-se uso da analogia do modelo traves-
seiro em que bolas de aco sdo colocadas sobre o travesseiro distorcendo o mesmo e
pequenas bolinhas de gude sdo postas sobre o travesseiro distorcido. Nessa analogia,
0 travesseiro representa o espago, as bolas de aco representam os corpos celestes e
as bolas de gude representam os corpos de prova que sdo atraidos pelos corpos celes-
tes. O quantitativo utilizado no estudo foi de cento e vinte e trés (123) alunos para
os testes. Deste quantitativo total, vinte e um (21) alunos integraram o grupo con-
trole. Para o grupo controle, a abordagem para o ensino da gravidade foi realizada
através da teoria de Newton (abordagem newtoniana). Os cento e dois (102) alunos
restantes foram introduzidos ao ensino de gravidade através da teoria da deformacao
do espaco-tempo de Einstein (abordagem einsteiniana). A metodologia utilizada neste
estudo ocorreu da seguinte forma: uma primeira sessdo conjunta foi desenvolvida com
ambos os grupos de modo a mostrar que os objetos sdo atraidos por corpos celestes, na
segunda sessdao a abordagem newtoniana € aplicada no grupo controle e a abordagem
einsteiniana € aplicada para os demais estudantes. A evolugdo conceitual dos estudan-
tes foi realizada por meio de trés testes: teste inicial, teste intermedidrio e teste final.
As concepgoes dos estudantes foram examinadas por dois avaliadores que trabalharam
de forma independente. Estes avaliadores inferiram sete categorias para classificar a
concepgdo dos estudantes. Estas categorias iam da mais completa e correta concepgao

até a mais incorreta delas. Destacamos aqui trés dessas concepgdes abordadas:

1. Atracdo generalizada (Generalized attraction) (GA) - qualquer corpo celestial atrai objetos inde-

pendente da sua localizacio no espago, ou seja, a gravidade é um fendmeno universal;

2. Atragdo corpo celeste (Celestial body attraction) (CBA) - qualquer corpo celestial atrai objeto,

mas somente quando os mesmos estao proximos a sua superficie;
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3. Somente atracdo da Terra (Earth’s attraction only) (EA) - a atracdio gravitacional sé ocorre na
Terra.
(BALDY, 2007, p. 1776)

Os resultados mostram que apds a sessdao conjunta ambos os grupos (abordagem new-
toniana e abordagem einsteiniana) apresentaram uma evolugao compardvel. Apds esta
sessdo conjunta, ocorreu uma elevacdo do percentual de estudantes que possuem a
concepcdo CBA. Entretanto, apds a segunda sessdo (em que era apresentada a teo-
ria newtoniana para o grupo controle e a teoria da deformacao do espago-tempo para
os demais estudantes) o grupo Newton apresentou uma estagnacdo na sua evolucao
enquanto o grupo Einstein apresentou uma elevagdo de 38% dos estudantes que atin-
giram a concepgao correta (GA). Esses resultados indicam uma efetividade maior na
evolucdo conceitual dos estudantes utilizando a interpretacio einsteiniana no estudo
da gravidade.

O trabalho de Bandyopadhyay e Kumar (2010a) investiga como os estudantes uni-
versitdrios compreendem as ideias basicas da TRG. O trabalho se concentra nos aspec-
tos qualitativos da TRG, compativeis com o nivel de graduagdo em Fisica. No entanto,
Bandyopadhyay e Kumar (2010a) relatam que sua abordagem também contém um en-
foque técnico para um entendimento de assuntos qualitativos da TRG. A investigacao
proposta se concentra no diagndstico das concepcdes dos estudantes que ndo estdo
de acordo com as concepgdes padrao da Fisica, chamadas no trabalho de concepgoes
alternativas. Seis (6) estudantes participaram deste trabalho na India. Todos os estu-
dantes apresentavam um bom desempenho em disciplinas do curso de graduagdo em
Fisica e, em particular, obtiveram um bom desempenho no curso de TRR. Os estudan-
tes participaram de forma voluntdria em um curso de férias sobre TRG em que foram
pesquisadas as concepcdes dos mesmos. A metodologia utilizada foi composta pela
aplicacdo de um questionario inicial com 12 (doze) temas contidos no livro “A teoria
da relatividade restrita e geral” (EINSTEIN, 1999). O instrutor do curso realizou a
leitura do livro sem fornecer explica¢des da Fisica contida no livro, porém esclarecia
o significado de algumas palavras em inglés para evitar alguma incompreensao por
erros de traducdo. Para cada tema abordado, os alunos sdo solicitados a responder, por
escrito, perguntas baseadas nos temas tratados no livro de Einstein. As questdes abor-
davam interpretacdes de trechos do livro ou de ideias-chave. O questiondrio completo
possuia ao todo 52 itens. Apds essa etapa inicial foi conduzido um curso formal de
TRG baseado no livro “Introducing Einstein’s relativity” (D’ INVERNO, 1999). Por

19



Capitulo 2. Revisdo de Literatura

fim, ao final do curso foram realizadas entrevistas detalhadas sobre os aspectos dis-
cutidos no questiondrio inicial apds a exposi¢do formal da TRG. Os resultados deste
trabalho sdo apresentados ao longo do texto por meio de uma discussdo de oito (8)
temas conceituais. Destacaremos a seguir alguns desses temas e os resultados mais
importantes para a nossa pesquisa. O primeiro tema conceitual trata da relatividade
do movimento uniforme. Os autores relatam que todos os estudantes que participaram
da pesquisa sabiam enunciar o Principio da Relatividade Restrita (PRR), entretanto,
apenas trés perceberam o detalhe fundamental de que o PRR necessita de verificacao
experimental. O segundo tema conceitual discute referenciais em movimento ndo uni-
forme e o PRR. A diferenciacdo entre descrever fendmenos fisicos e descrever as leis
da Fisica (que regem os fendmenos fisicos) é confusa para os estudantes. Descrever
um fendmeno fisico significa medir as grandezas fisicas como, por exemplo, deter-
minar as grandezas cinemdticas posi¢do, velocidade e aceleragdo para a descri¢dao do
movimento. Descrever as leis da Fisica, por sua vez, significa encontrar as equagdes
matematicas que relacionam as grandezas fisicas medidas. Além disso, os autores ana-
lisaram que os estudantes entendem que as leis da Fisica sdo diferentes quando escritas
em relacdo a um referencial inercial e quando escritas em relacao a um referencial ndo-
inercial. Entretanto, é relatado que os estudantes ndo reconhecem a importancia e a
dificuldade que essa diferenga representou para Einstein na tentativa da proposi¢do de
um Principio da Relatividade Geral (PRG). Esta dificuldade apresentada por Einstein
na proposi¢do do PRG estd na presenca das “forcas” de inércia presentes nos referen-
ciais ndo-inerciais. As “forcas” de inércia tornam os referenciais ndo-inerciais iden-
tificaveis, ou seja, através de experimentos conseguimos identificar que o referencial
estd acelerado. Além disso, os alunos ndo compreendem como o Principio da Equiva-
léncia (PE) foi um argumento fundamental a favor do PRG. O terceiro tema conceitual
trata da igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional. Neste tema apare-
ceu uma concepcao ndo congruente com a concepgao padrao da Fisica. Alguns alunos
descreveram a massa gravitacional como uma quantidade que ‘resiste’ somente a acao
da forca gravitacional. O quarto tema conceitual refere-se ao PE como argumento para
0 PRG. Neste tema os autores relatam que nem todos entendem como Einstein utilizou
o PE como argumento a favor do PRG, mas que todos conseguiram chegar a conclusao
de que o PE emerge da igualdade da massa inercial e da massa gravitacional. Um alerta
¢ feito que nem todos os alunos conseguem entender uma inversao no raciocinio para

explicar a igualdade entre as massas mencionadas. Esse raciocinio consiste em tomar
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o PE como vélido desde o inicio e a consequéncia logica da aplicagdo do mesmo € a
igualdade entre as massas gravitacional e inercial. O tltimo tema que destacaremos
aqui fala sobre a deflexdo da luz sob a agcdo de um campo gravitacional. Neste tema os
estudantes nao exploraram o PE para chegar a conclusao da deflexdo da luz, tendendo
a procurar explicacdes em conhecimentos anteriores que 0s mesmos possuiam.

Em um segundo trabalho, Bandyopadhyay e Kumar (2010b) apresentam um es-
tudo analisando as concepgdes dos estudantes universitarios sobre o PE. Os autores
avaliaram as concepgdes dos estudantes que ndo eram congruentes com as concepgdes
padrdo da Fisica, chamadas pelos autores, neste trabalho, de vulnerabilidades con-
ceituais. A metodologia utilizada foi composta, inicialmente, por um curso piloto de
TRG em que um questiondrio sobre o PE fora aplicado. Apds o curso piloto, um curso
de um semestre, que contava com 30 (trinta) estudantes universitdrios foi realizado
utilizando como base o livro do fisico Steven Weinberg (WEINBERG, 1972). Duas
semanas apds o PE ter sido discutido, um questiondrio com 19 (dezenove) itens foi
aplicado. Os alunos deveriam responder as questdes apresentando uma breve justifi-
cativa das mesmas. O artigo tratou, ao todo, de 8 (oito) temas conceituais, a saber:
“principio de Galileu”, “a proporcionalidade universal entre a massa inercial e a massa
gravitacional”, “a igualdade Miperciat = Mgrav € @ energia interna”, “o PE e a nogado
de referencial inercial”, “uso do PE em tarefas”, “a natureza local do PE’, “o PE e a
imponderabilidade” e “o PE e dominios ndo-mecénicos”. Destacaremos, a seguir, 0s
resultados de quatro temas conceituais que sdo de interesse para a nossa pesquisa. O
“principio de Galileu” trata do fato da aceleracdo de um corpo em queda livre ser inde-
pendente de sua massa inercial. Acerca do “principio de Galileu”, os autores destacam
a seguinte vulnerabilidade conceitual: a igualdade entre a massa inercial e a massa
gravitacional ndo necessita de verificacdo experimental. Um total de 12 (doze) alunos
possufam essa visdo. Dentre os estudantes com essa concepgdo, 3 (trés) alunos nao
apresentam a percepg¢ao acerca da distingdo entre as massas. O restante dos estudantes
tomou como certa a igualdade entre as massas inercial e gravitacional “provando” o
principio de Galileu. Os autores relatam que a discussio acerca da diferencga entre a
massa inercial e a massa gravitacional ndo é uma prética comum na escola secundé-
ria. O segundo tema que trataremos € “o PE e a no¢do de referencial inercial”. Para
esse tema, 15 (quinze) estudantes possuiam a concepg¢do padrdo (categoria criada pe-
los autores para classificar os estudantes que responderam corretamente as perguntas),

porém entre esses estudantes apenas 4 (quatro) mostraram ter compreendido que os
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efeitos experimentados por um observador em queda livre sdao idénticos aos efeitos ex-
perimentados por um observador em movimento uniforme no espago livreﬂ Os demais
chegaram a conclusdo de que corpos livres (da acdo de forgas externas exceto a for¢ca da
gravidade) apresentam movimento uniforme em relacao ao observador em queda livre.
Outro grupo de alunos preferiu utilizar as ideias newtonianas e tenderam a apresentar
uma explicacdo baseada na ideia de forgas de inércia para o referencial em queda livre.
O ultimo tema que iremos tratar refere-se ao “uso do PE em tarefas”. Nesse topico, os
alunos utilizavam diferentes formulacdes do PE para responder perguntas para as situ-
acoes propostas nas questdes. Uma vulnerabilidade conceitual apontada pelos autores
refere-se a interpretacdo de que o campo gravitacional equivalente (sentido oposto ao
da aceleragao do referencial) € limitado ao tamanho do corpo de referéncia em relacao
ao qual fazemos as medidas de posicao, velocidade e aceleragdo. As duas versdes do

PE propostas no artigo sao

1. Versdo 1: Um referencial uniformemente acelerado no espago livre € equivalente a um referen-
cial “em repouso” em um campo gravitacional de mesma magnitude que a aceleracdo, mesma

direcdo, porém com sentido oposto;

2. Versdo 2: Um referencial, ndo girante, caindo livremente em um campo gravitacional uniforme
¢ inercial.
(BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b, p. 148):

A formulacdo 2 para o PE, escrito em termos dos referenciais em queda livre, apre-
sentou uma dificuldade maior de assimilacao do que a formulacdo 1 do principio. Os
autores relatam aqui que os estudantes lidam bem com problemas que envolvem a ver-
sdo 1 do PE, mas ao utilizarem a versdao 2, mesmo quando solicitados explicitamente
para tal, preferem utilizar a mecanica newtoniana para responder as tarefas. Dessa
forma, os autores concluem que a versao 2 do principio € sutil e muito mais dificil de
assimilar que a versdo 1 (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b, p. 151). O dltimo
tema que destacaremos refere-se a “natureza local do PE”. Neste tema os autores rela-
tam que os alunos restringem o significado local do PE ao espaco, mas ndo ao tempo
(BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b, p. 152). Por fim, na mesma secdo, os autores
comentam que apesar da validade local do PE, a igualdade entre as massas inercial e
gravitacional continua valida. Por isso, 0 movimento de um corpo livre em um campo
gravitacional arbitrdrio € independente de sua massa, razao pela qual Einstein poderia
igualar gravidade a geometria (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b, p. 152).

2Espaco livre é uma regifio do espaco em que nio hd presenga de gravidade.
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O trabalho de Velentzas e Halkia (2013) apresenta um estudo sobre o ensino de
conceitos bdsicos e leis da Teoria da Relatividade (TR) para estudantes do ensino se-
cunddrio utilizando como ferramenta os experimentos de pensamento (‘‘thought ex-
periments”) utilizados em livros de divulgagdo da teoria. O estudo se concentrou na
utilizacdo dos experimentos de pensamento como uma forma de auxiliar os estudantes
a raciocinar sobre situacdes que nao fazem parte da vida cotidiana dos mesmos. Nesse
estudo foi utilizado o experimento de pensamento do elevador de Einstein para discutir
o PE e o experimento de pensamento do trem de Einstein para discutir a relatividade
da simultaneidade, da dilatacao do tempo e da contracdo do comprimento. Uma imple-
mentacio piloto foi realizada com oito alunos para detectar possiveis inconsisténcias
e, posteriormente, a implementacgao principal foi realizada. Na implementacao princi-
pal, foi dividido um quantitativo de quarenta (40) alunos do EM em onze (11) grupos
que continham entre trés e quatro alunos. Estes alunos possuiam idades em torno de
16 anos e foram selecionados a partir de seis escolas de diferentes locais em Atenas,
na Grécia. Os experimentos de pensamento tiveram a duracdo de duas horas para o
elevador de Einstein e de duas horas para o trem de Einstein. A metodologia consistiu
na utiliza¢do dos experimentos de pensamento acompanhada de entrevistas semiestru-
turadas. Os estudantes foram expostos aos experimentos de pensamento € 0S mesmos
deveriam utiliza-los para prever resultados. O professor tinha a funcdo de auxiliar
as interacOes dos estudantes nos grupos e intervir quando as discussdes comegavam
a se distanciar do propdsito das aulas. Os dados foram obtidos através da gravacao
e, posteriormente, da transcri¢cdo das entrevistas. Além disso, um questiondrio para
cada experimento de pensamento foi aplicado quinze dias ap6s a finalizacao das aulas
em que os experimentos de pensamento foram trabalhados. Os resultados gerais en-
contrados neste trabalho mostram que os experimentos de pensamento permitem uma
compreensdo basica da TR. Os autores alegam que o minimo formalismo matemadtico
exigido € importante para os estudantes desenvolverem silogismos e se concentrarem
nos conceitos centrais da teoria. Além disso, os experimentos de pensamento auxi-
liam os estudantes a raciocinar em situacdes que nao estio presentes em seu cotidiano.
Dessa forma, os alunos podem lidar com teorias fisicas que possuem um grau elevado
de pensamento abstrato.

A autora Watkins (2014) desenvolveu um estudo sobre o envolvimento de estudan-
tes universitarios no estudo da gravidade utilizando a analogia do tecido eléstico. O

estudo contou com 97 estudantes universitarios ao longo de um curso de Fisica con-
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ceitual. Os estudantes fizeram um pré-teste no inicio do curso e, posteriormente, um
pOs-teste (idéntico ao pré-teste) algumas semanas apds a finalizacdo do estudo da gra-
vidade. O teste apresentava questdes objetivas, onde algumas questdes apresentavam
uma escala Likert. Durante o curso, os estudantes participaram de atividades praticas
utilizando o tecido eldstico na discussdo da gravidade. Além das atividades praticas,
os estudantes também participaram de palestras com foco na introdu¢do da analogia
do tecido elastico. Os estudantes apresentavam, em sua maioria, faixa etdria de 18 a
22 anos. A autora utilizou uma metodologia quantitativa para analisar os resultados do
pré-teste e do pos-teste por meio de uma abordagem estatistica. A pontuacdo média
para o pré-teste foi de 51,4% enquanto para o pds-teste essa pontuagio sofreu uma ele-
vagdo e foi de 67,8%. A andlise também se concentrou em temas comuns que os alunos
tendem a associar a gravidade como magnetismo, atmosfera e rotagdo. Ao comparar
as questoes do pré-teste e do pds-teste, a autora notou uma redug¢do na marcacao das
opg¢Oes que continham distratores, que correspondiam aos itens que continham erros.
O trabalho de Zahn e Kraus (2014) faz parte de um projeto de um grupo de pesquisa
da Universidade de Hildesheim, chamado de “The Spacetime-Travel Project’. O tra-
balho proposto por Zahn e Kraus tem por objetivo a utilizacdo dos chamados modelos
de setoif| O modelo de setor consiste em modelos fisicos que sdo utilizados para re-
presentar espaco curvos bidimensionais e tridimensionais bem como um espago-tempo
curvo. Por exemplo, no caso de espacos curvos bidimensionais, as superficies curvas
sdo substituidas por pequenos elementos de drea planos, onde cada elemento plano
segue a geometria euclidiana. Os autores alegam que esta abordagem é adequada tanto
para estudantes universitdrios quanto para estudantes do ensino secundario. Este ar-
tigo consiste em um detalhamento de um workshop sobre a utilizagdo dos modelos de
setor. Os autores trazem uma sequéncia para a aplicagdo do modelo de setor. Inicia-
se discutindo que uma superficie curva pode ser aproximada por pequenos pedacos
planos (setores). Através desse modelo, pode-se discutir o conceito de curvatura de di-
versas formas. As superficies utilizadas para a constru¢do dos modelos s@o uma calota
esférica e uma sela. Depois o espaco tridimensional curvo € discutido. Nesta etapa,
a regido tridimensional € subdividida em pequenos blocos tridimensionais para que a
geometria, desses blocos, seja aproximadamente euclidiana. A curvatura € discutida
utilizando dois modelos, o primeiro compativel com o espago euclidiano e o segundo

compativel com um espaco curvo ao redor de um buraco negro. Apds essa discussao,

3Tradugdo do original sector models.
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os detalhes matematicos sobre o modelo sdo discutidos. Por fim, os autores comentam
que este trabalho foi aplicado com estudantes de graduacdo, de EM e outras pessoas do
publico em geral. O trabalho também € aplicado com frequéncia na Universidade de
Hildesheim, na Alemanha, para futuros professores de Fisica. Discutiremos em mais
detalhes o modelo de setor na secdo 2.4.2.

No trabalho do fisico Richard Price (2016), o autor tem por objetivo apresentar a
curvatura espacial de uma superficie e a curvatura do espaco-tempo que descreve a
gravidade na TRG enfatizando a diferenca entre as respectivas curvaturas. Na secao
IT do artigo o autor faz uma abordagem interessante para alunos que cursaram apenas
cursos introdutérios de Fisica. J4 na secdo III, o autor faz uma discussdo mais téc-
nica do tépico. Com essa abordagem, Price tenta evitar a discussdo da curvatura do
espaco-tempo utilizando a analogia do tecido elastico. E] Na sec¢do II, Price introduz as
geodésicas, que sdo as curvas mais “retas possiveis” em uma superficie curva. Como
exemplo, o autor ilustra as curvas percorridas por avides em voos comerciais, pois
essas curvas representam o caminho mais “reto” possivel entre dois pontos na superfi-
cie da Terra, sendo esse caminho representando a menor distincia entre esses mesmos
dois pontos fixos. Em uma superficie plana sabemos que a menor distancia entre dois
pontos € uma reta, mas em uma superficie curva, a geodésica € a curva que minimiza a
distancia entre dois pontos. Price estabelece entdo o conceito de separagdo entre duas
geodésicas. Assim, o autor estabelece que quando esta separagdo se altera, em uma
superficie curva, representa um conceito bdsico sobre curvatura. Em seguida, através
de diagramas espaco-tempo bidimensionais sdo tragadas as linhas de mundo (ou linhas
de universo) de cinco particulas. Ao comparar as linhas de mundo de duas particulas
que inicialmente estavam paralelas, mas com o decorrer do tempo afastam-se uma da
outra o autor argumenta que esse fendmeno estd associado ao inconfundivel selo da
gravidade (PRICE, 2016, pag. 590). A sec¢do III ndo sera descrita aqui por se tratar de
um tépico técnico que foge do escopo desta tese.

No trabalho desenvolvido por Gould (2016), o autor tem por objetivo apresentar
uma discuss@o para o modelo da gravidade de Einstein através do problema da queda
livre de um objeto. A metodologia utilizada no artigo consiste, inicialmente, em uti-
lizar o exemplo da queda livre e a partir deste exemplo reformular a interpretacao
newtoniana do problema em termos geométricos. Apds esta etapa, o autor compara

os modelos de Newton e de Einstein, na descricdo da queda livre, para mostrar que

“Discutiremos em mais detalhes a analogia do tecido eldstico na se¢fio 2.4.2.

25



Capitulo 2. Revisdo de Literatura

os modelos fazem previsdes contrdarias em relacao a atua¢do de uma forca durante a
queda livre. Um diagrama espaco-tempo € tragado e uma discussdo sobre a interpre-
tacdo acerca da forma, reta ou curva, das linhas de mundo é realizada. Durante essa
etapa inicial, os autores promovem uma discussio entre os modelos de Newton e de
Einstein na busca pela explicagdo do fendmeno da queda livre destacando as diferentes
interpretagdes obtidas para cada modelo. Utilizando o modelo de Newton, a discussdo
analisa o fato de que podemos sentir a forca da gravidade ao segurar uma bola e, pos-
teriormente, perceber o efeito desta for¢ca ao abandonarmos a bola e a mesma entrar
em movimento. Se tragcarmos um diagrama espaco-tempo para estas duas situacdes
perceberemos que a linha reta corresponde ao grafico da bola enquanto a mesma es-
tivesse em repouso e a linha curva corresponde ao grafico da bola enquanto a mesma
estivesse em queda livre (GOULD, 2016, p. 397). No modelo de Newton, a linha de
mundo serd reta se a forca resultante for nula e, no caso da bola em queda, a linha
de mundo serd curva (pardabola), pois existe a for¢a da gravidade atuando na mesma.
Ap6s essa discussdo, o mesmo problema € interpretado usando o modelo de Einstein.
A interpretacdo do modelo de Einstein estabelece uma premissa idéntica a do modelo
de Newton, a saber: o grafico da linha de mundo de um objeto serd uma linha “reta”
se e somente se nenhuma forca estiver atuando no corpo. Entretanto, o modelo de
Einstein ird interpretar que a linha de mundo da bola em repouso serd uma linha curva
enquanto a linha de mundo da bola em queda livre serd uma linha reta - embora ana-
lisando este grafico a nossa intuicao ird dizer o oposto. Dessa forma, a bola em queda
livre, no modelo de Einstein, esta livre da acdo de forcas e a linha de mundo que é
dada por uma parabola representa a linha “reta” - embora o formato da linha de mundo
seja visualmente curva no diagrama espago-tempo. No caso da particula em repouso
existe uma forca externa atuando (a forca que a pessoa aplica verticalmente para cima)
desviando a linha de mundo da particula de sua linha “reta”. Na sequéncia, o artigo
discute que a massa distorce a geometria do espaco-tempo tornando essa geometria
nao-euclidiana de modo que as medidas de espaco e tempo variam de local para local
e o formato de uma linha de mundo nesse diagrama também ¢é distorcida. Para que
o argumento discutido para o modelo de Einstein fosse compreendido, o artigo utiliza
uma analogia com viagens feitas por avides e realiza as respectivas representacoes des-
sas viagens em projecoes cartograficas (mapas) de modo a elucidar as explicagdes do
modelo de Einstein para explicar a queda livre relacionados a mudanga da geometria.

Essa analogia tem os seguintes pontos fortes: fornece um exemplo simples em que
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as linhas retaf] parecem curvas ao olhos; a escala de distancia no mapa varia com a
localiza¢c@o no mapa de uma forma andloga a alteracdo da escala de espaco e tempo na
TRG; e a analise do mapa permite confrontar os modelos de Newton e Einstein para a
gravidade tomando como analogia as interpretagdes possiveis para as rotas de avides
entre dois pontos na superficie da Terra. Por fim, as ultimas se¢des do artigo trazem
uma discussdo mais técnica sobre a escala de espago e tempo introduzindo a métrica
espacial e também a métrica espago-temporal. A verificacdo matemadtica da afirmacao
de Einstein de que uma bola em queda segue o caminho mais reto possivel é realizada.
Para isso, o autor propde para o leitor mais curioso a solucao da equacao da geodésica
através de solucdes numéricas utilizando programas como o Matlab ou o Mathematica.
A solucdo obtida pelo autor € justamente a pardbola (mesma solugdo obtida a partir da
mecanica newtoniana embora as interpretagdes sejam distintas). Um complemento ao
trabalho de Gould (2016) € feito no trabalho de Rebilas (2016) em que o autor propde
outra maneira de obter a pardbola através da utilizacao dos vetores de Killing. A forma
utilizada por Rebilas € um tanto técnica e foge do escopo desta tese.

No trabalho de Wood, Smith e Jackson (2016), os autores propdem uma atividade
pratica para a discussdo entre as diferencas nas geometrias de um plano, uma esfera
e uma superficie com formato de uma sela de cavalo. O artigo tem como objetivo
apresentar essa discussdo aplicada a tépicos de cosmologia sobre a diferenga entre um
universo plano, um aberto e um fechado. Para isso, os autores exploram o tracado
de tridngulos sobre um pedacgo de papel plano, sobre uma esfera e sobre uma sela de
cavalo. Os angulos internos sdo medidos e a soma dos angulos internos € feita. Um

z

valor igual a 180° € encontrado no caso do triangulo desenhado em um pedaco de papel
enquanto um valor maior que 180° é encontrado para a esfera e um valor menor que
180° € encontrado para a sela de cavalo. Por fim, os autores comentam que utilizam
essa estratégia em varios cursos universitirios de astronomia e em semindrios para

estudantes do ensino secunddrio interessados nesses topicos de TRG e de cosmologia.

2.2.2 Trabalhos a partir do ano de 2017

Descreveremos agora os trabalhos publicados a partir do ano de 2017. Notamos, a
partir de 2017, um aumento significativo de artigos que discutem a aplicac¢do de pra-

ticas, abordando a TRG, com enfoque no ensino secundédrio motivado provavelmente

SEm espagos curvos a concepcio de linha reta da geometria euclidiana é substituido pela geodésica
que pode ser pensada com a linha mais “reta” possivel em um espago curvo.
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pela deteccao das ondas gravitacionais e, posteriormente, pela divulgacdo da primeira
imagem de um buraco negro.

Os préximos trés trabalhos descritos fazem parte do grupo de pesquisa “The Einstein-
First Project”. O grupo “The Einstein-First Project” visa apresentar a Fisica mo-
derna para estudantes com idades compativeis com a faixa etdria de alunos da edu-
cacdo bésica. Pode-se acessar a pdgina do grupo através do seguinte link: https:
//www.einsteinianphysics.com/. Neste link é possivel acessar os artigos
publicados pelo grupo de pesquisa.

O trabalho de Stannard, Blair, Zadnik, Kaur (2017) tem por objetivo apresentar
uma forma de discutir a gravidade com base na TRG, tanto qualitativamente quanto
quantitativamente, em um nivel compativel com estudantes do EM. A sequéncia pro-
posta inicia com uma discussdo, similar a proposta feita por Gould (2016), ao discutir
as interpretacoes de pilotos para viagens realizadas entre duas cidades de mesma la-
titude. A partir dessa discussdo, a ideia de geodésica € apresentada como o caminho
mais curto entre dois pontos em uma superficie curva. A partir de uma projecado car-
togrifica (mapa), uma discussdo sobre a obten¢do grafica da geodésica é feita. Essa
maneira grafica segue a seguinte ideia: primeiro € tracada uma linha vertical (linha
central), no mapa, unindo pontos equidistantes as duas cidades. Em seguida, sdo mar-
cados pontos no mapa, na direcdo leste-oeste, que distam 1000 km dos pontos loca-
lizados na linha central e, entdo, uma linha (curva) € tracada no mapa, chamada de
linha de escala. O caminho mais curto entre as duas cidades, a geodésica, é obtida
tracando uma curva que inicia e termina nas cidades de mesma latitude e, além disso,
a curva tragada deve cortar perpendicularmente as linhas de escala. O mapa descrito
pode ser encontrado em (STANNARD; BLAIR; ZADNIK; KAUR, 2017, p. 3), onde
as linhas de escala bem como a geodésica estao tracadas. Na sequéncia o conceito de
geodésica € apresentado na TRG como o caminho que uma particula livre seguird no
espaco-tempo curvo. A determinagdo das geodésicas ocorrem a partir das solugdes das
equagdes de campo de Einstein, o que torna o processo complexo. Por isso, os autores
propdem a discussdo da distor¢do do tempdﬂ como uma forma de elucidar a analo-
gia da projecdo cartografica com as equacdes de campo de Einstein, que fornecem a
geometria do espaco-tempo. Para a discussao do distor¢do do tempo os autores utili-
zam uma equacao obtida a partir da solucdo de Schwarzschild (SCHWARZSCHILD,

1916). Dessa forma, a partir da solucdo de Schwarzschild, com algumas aproxima-

®Traducio de time warp.
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¢oes, pode-se escrever:

At, GM

T re?’

onde At, representa a diferenca entre o intervalo de tempo medido por um relégio

localizado no “infinito” (muito longe da fonte gravitacional) e o intervalo de tempo
medido por um relégio localizado em r, r coordenada radial, T}, o intervalo de tempo
medido por um relégio no “infinito”, GG representa a constante de gravitagao universal,
M a massa da fonte gravitacional e c a velocidade da luz.

A partir da equacdo anterior, os autores mostram que um reldgio localizado na
superficie da Terra e um relégio no espaco livre (afastado da Terra que mede T.),
inicialmente sincronizados, irdo apresentar valores diferentes com o passar do tempo.
Ap6s o intervalo de um dia, o relégio no espago livre ird registrar um intervalo de
tempo maior que o intervalo de tempo registrado pelo reldgio na superficie da Terra,
com uma diferenga de 60 pus. Além disso, uma comparag@o também € feita entre a
marcac¢do do reldgio na superficie da Terra com um segundo rel6gio a uma altitude
de 20.000 km. Essas andlises sdo construidas a partir de uma gréfico distdancia do
centro da Terra vs. tempo (STANNARD; BLAIR; ZADNIK; KAUR, 2017, p. 4). Na
sequéncia, o tempo passa a ser medido em unidade de comprimento (multiplicando
o tempo pela velocidade da luz). Os autores chamam de “mapa de espago e tempo”
os diagramas em que no eixo vertical temos uma distancia ao longo de uma direcao
de interesse e no eixo horizontal temos o tempo medido em unidade de comprimento.
Em termos newtonianos, o grafico distancia-tempo € tracado colocando o tempo na
horizontal. Dessa forma, neste grafico, distancia-tempo na perspectiva newtoniana,
as linhas verticais representam instantes de tempo fixos. Entretanto, na TRG lidamos
com o espago-tempo curvo e devido a distor¢ao do tempo ao tragcarmos um grafico
distancia-tempo as linhas de tempo constante nio estardo mais ao longo da vertical.
Dessa forma, os autores modificam a equagdo colocada anteriormente e escrevem Aty

em termos da altura A em relacdo a superficie da Terra:

At, g

T 2
onde At;, representa a diferenca entre o intervalo de tempo medido por um relégio em
uma altura h e o intervalo de tempo medido na superficie da Terra. O intervalo de

tempo 7' é dado pelo intervalo de tempo medido por um reldgio na superficie da Terra,
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g representa a expressao para a aceleragao da gravidade e c representa a velocidade da
luz. A partir da equacdo anterior, o efeito da distorcdo do tempo € mostrado a partir
de um grafico. As linhas de tempo constante agora estdo inclinadas em relacao a ver-
tical. Esse grafico € mostrado no trabalho de Stannard, Blair, Zadnik e Kaur (2017,
p. 5). Posteriormente, os autores introduzem a chamada primeira lei de Einstein *“ um
objeto seguird uma geodésica no espaco-tempo quando nenhuma forca externa atuar
sobre ele”. Para a introdu¢do da chamada primeira lei de Einstein, os autores come-
cam discutindo a primeira lei de Newton fornecendo uma interpretacio da mesma a
partir da andlise de um diagrama distancia-tempo. Neste diagrama, o grifico de um
objeto em repouso serd uma reta horizontal enquanto o grafico de um objeto em queda
livre serd uma parabola. Esses graficos sdo mostrados no artigo. Analisando o gra-
fico nota-se que quando a forca resultante no objeto € nula, a reta tracada no diagrama
distancia-tempo corta em 90° as linhas de tempo constante. A partir do diagrama
distancia-tempo teremos que a linha, representando o grafico de um objeto, que cru-
zar as linhas de tempo constante em angulos retos serd a geodésica. No entanto caso
exista uma forca externa liquida atuando em um objeto, a linha tragada no gréfico nao
ird cruzar as linhas de tempo constante em angulos retos. Depois dessa explanacao,
a primeira lei de Einstein é apresentada em que os autores comentam da importancia
dessa generaliza¢do quando o espaco-tempo € curvo. Na presenga de um objeto mas-
sivo, as linhas de tempo constante ndo estdo mais alinhadas com a vertical e possuem
agora uma inclinagcdo em relacdo a vertical. Neste diagrama distancia-tempo, em que
as linhas de tempo constante ndo estdo na vertical, a linha tracada para o grafico de
uma particula em queda livre cortard as linhas de tempo constante em angulos retos,
portanto o tragado do gréifico da particula em queda livre serd a geodésica. Assim,
uma particula em queda livre, na TRG, € a particula livre e, portanto, percorrerd uma
geodésica. Por fim, os autores fazem previsdes quantitativas.

Os autores do projeto “The Einstein-First Project” apresentam, também, um es-
tudo com o nome “Teaching Einsteinian Physics at Schools” que € publicado, separa-
damente, em 3 (trés) partes. A parte 1 discute um modelo para explicar a gravidade
na perspectiva de Einstein (KAUR; BLAIR; MOSCHILLA; STANNARD; ZADNIK,
2017a), a parte 2 discute modelos e analogias para a Fisica Quantica (KAUR; BLAIR;
MOSCHILLA; STANNARD; ZADNIK, 2017b) e a parte 3 apresenta uma revisao
dos resultados de pesquisa (KAUR; BLAIR; MOSCHILLA; STANNARD; ZADNIK,
2017c¢). Discutiremos a seguir as partes 1 e 3.
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O trabalho de Kaur, Blair, Moschilla, Stannard e Zadnik (2017a) tem por objetivo
fornecer o embasamento conceitual na utilizacdo de analogias e de simples modelos
fisicos importantes para se ensinar a TR, mais especificamente a TRG. A metodologia
aplicada visa a discutir duas ideias centrais, a saber: massas provocam uma curva-
tura no espaco-tempo e corpos em queda livre percorrem os caminhos mais curtos no
espaco-tempo. Os autores advogam que os alunos tenham em mente a célebre frase
do fisico John Wheeler “ O espaco-tempo diz a matéria como se mover; a matéria
diz ao espago-tempo como se curvar”. A introducdo aos conceitos € feita de maneira
sequencial com a discussdo de oito temas: a relagdo entre matéria e espago (curvo); o
espaco diz a matéria como se mover, mapeando a forma do espago usando trajetdrias
de fotons; as lentes gravitacionais; testando as leis da gravitacdo de Newton; a terceira
lei do movimento planetdrio de Kepler; a precessdo geodésica; e os sistemas estelares
bindrios e as ondas gravitacionais. Grande parte da abordagem gira em torno da utili-
zacdo da analogia do tecido eldstico. No artigo também € explorada uma atividade para
estudar a geometria ndo-euclidiana. Nesta etapa sao explorados dois tépicos: o signifi-
cado de uma linha reta e geometria em wokﬂ Por fim, o artigo faz uma discussao final
sobre a TRR. A faixa etdria dos estudantes que participaram dessa sequéncia variava
de 11 até 16 anos. Neste trabalho os autores nio apresentam resultados quantitativos,
mas os mesmos fazem uma discussdo final acerca da constru¢ido da abordagem pro-
posta. Os modelos e as analogias utilizadas foram evoluindo ao longo de cinco anos
de aplicacdo. Os autores afirmam que a natureza interativa das atividades provocou
beneficios na aprendizagem.

Ja no trabalho Kaur, Blair, Moschilla, Stannard e Zadnik (2017c) tém por objetivo
apresentar os resultados da aplicagao dos trabalhos anteriores (KAUR; BLAIR; MOS-
CHILLA; STANNARD; ZADNIK, 2017a) e (KAUR; BLAIR; MOSCHILLA; STAN-
NARD; ZADNIK, 2017b). Como j4 mencionado, a idade dos estudantes variava de 11
até 16 anos. A metodologia aplicada foi composta pela aplicagdo de um pré-teste e um
pOs-teste tanto para avaliar o entendimento conceitual quanto para avaliar as atitudes
dos estudantes em relagdo a Fisica. Em relacdo ao entendimento conceitual, foram
realizadas perguntas abertas nessa andlise. As perguntas abertas eram do tipo “O que
€ aluz” e “O que vocé quer dizer com o termo gravidade”. Ja para avaliar as atitudes
dos alunos as questdes foram montadas com itens em escala Likert e apresentavam

perguntas do tipo “Acho que Fisica € um assunto interessante” e “Gosto de aprender

7E um tipo de frigideira que apresenta o fundo arredondado.
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novos conceitos e ideias”. O pré-teste e o pds-teste foram realizados nas mesmas con-
dicdes e as questdes passaram por validagdo. A pesquisa visava a responder se seria
possivel ensinar a Fisica einsteiniana para jovens estudantes e se o ensino da Fisica
einsteiniana melhoraria as atitudes dos estudantes em Fisica. Os resultados mostram
que a apresentacdo da Fisica einsteiniana, como concebida pelos pesquisadores “The
Einstein-First Project”, estavam de acordo com as faixas etarias trabalhadas. Os pes-
quisadores trabalharam tanto com estudantes mais novos com 11 (onze) quanto com
estudantes de 16 anos. Os autores concluem que a utilizacdo de modelos e analogias
(KAUR; BLAIR; MOSCHILLA; STANNARD; ZADNIK, 2017a) e (KAUR; BLAIR;
MOSCHILLA; STANNARD; ZADNIK, 2017b) sdo eficazes para idades entre 11 e 16
anos. As pontuacgdes para o pré-teste foram baixas para todas as faixas etdrias. Uma
elevacdo significativa nas notas dos estudantes ocorreu para a faixa etdria entre 13 e
14 anos em que a pontuacdo média foi de 23% (pré-teste) para 91% (pds-teste). A
andlise também mostrou que o interesse dos estudantes sobre o tema aumentou apos
a introducdo da Fisica einsteiniana. Um resultado ainda destacado no artigo foi que
as meninas iniciaram com notas mais baixas em relacdo aos meninos na parte con-
ceitual e com o interesse no tema menor também. Entretanto, apds a apresentacdo da
Fisica einsteiniana utilizando analogias e metaforas com enfoque na parte conceitual
os autores destacam que as meninas obtiveram notas no pds-teste muito proximas dos
meninos. Os autores alegam que as meninas pareceram engajar-se mais com as ideias
conceituais e o aprendizado ativo do que abordagens convencionais.

Os préximos dois artigos apresentados a seguir, (ZAHN; KRAUS, 2018a) e (ZAHN;
KRAUS, 2018b), correspondem a uma continuag¢ao do artigo (ZAHN; KRAUS, 2014),
publicado pelo grupo de EF da Universidade de Hildesheim.

O trabalho de Zahn e Kraus (2018a) tem por objetivo descrever um workshop que
utiliza o modelo de setor para discutir a deflexdo da luz sob a a¢do de um campo
gravitacional, onde este workshop € feito para estudantes secunddrios e estudantes de
graduacdo. O artigo inicia com a aplicagao do modelo de setor para discutir a cons-
trucdo de geodésicas em superficies curvas. Cabe destacar que este workshop, quando
aplicado para estudantes, inclui uma explicacdo adicional da descri¢do da TRG para
as geodésicas. A geodésica em uma superficie curva € introduzida como uma linha
que € localmente reta. Para ilustrar os conceitos apresentados anteriormente 0s autores
iniciam analisando a marcagdo de geodésicas em uma esfera (globo terrestre). As mar-

cacodes dessas geodésicas mostram que duas geodésicas partindo de um determinado
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paralelo (latitude fixa) convergem ao se aproximar, por exemplo, do polo norte. Apds
essa etapa substitui-se a superficie esférica por pequenos elementos de drea planos (se-
tores) de geometria euclidiana. Ao dispor os pequenos elementos de drea (setores) em
uma superficie plana temos um modelo de setor para representar a superficie curva.
No interior do setor, com o auxilio de uma régua, traca-se uma linha reta. Quando a
linha reta atinge a borda do setor e queremos continuar o tracado em um segundo se-
tor, unimos dois setores colocando em contato as suas arestas e, assim, continuamos o
tracado da linha reta em cada setor (ZAHN; KRAUS, 2018a, p. 4) e (ZAHN; KRAUS,
2018a, p. 5). Através dessa constru¢do mostra-se que duas geodésicas irdo convergir,
aproximando-se uma da outra, mesmo inicialmente paralelas. Na sequéncia o artigo
discute a construcdo de geodésicas proximas a um buraco negro. O modelo de setor
¢ utilizado para representar o plano de simetria, para uma regiao fora do horizonte de
eventos de um buraco negro. Nesse experimento, uma nave € enviada para inspecio-
nar o espaco ao redor do buraco negro e a constru¢do de uma estrutura composta por
hastes rigidas € descrita. Apds esta etapa, os setores sdo construidos e colocados sobre
um plano euclidiano para formar o modelo de setor ao redor do buraco negro. Com
o modelo de setor construido as geodésicas sdo tragcadas de modo semelhante ao des-
crito anteriormente para as superficies curvas. Nota-se que a dire¢ao da geodésica vai
mudando ao longo do caminho. Esse tracado ilustra a deflexdo da luz em um campo
gravitacional. Localmente a propagacdo da luz ocorre por um caminho reto, mas de-
vido ao espago curvo, a direcdo de propagacdo vai mudando ao longo da trajetoria.
Posteriormente, os autores descrevem uma segunda forma de tracar as geodésicas. Na
sequéncia mostram como obter matematicamente os setores a partir da métrica da su-
perficie ou do espaco-tempo e, também, discutem a acurdcia das geodésicas aplicadas
no modelo de setor.

O trabalho de Zahn e Kraus (2018b) desenvolve dois workshops em que sdo dis-
cutidas maneiras de construir as trajetorias para a luz e particulas livres. Essa constru-
¢do visa a discutir os problemas do desvio gravitacional para o vermelho e, também,
da queda livre vertical. A discussdo inicia com a construcdo das geodésicas para o
espacgo-tempo na vizinhanca de um buraco negro. Nesta etapa € descrito o tragado das
geodésicas para a luz em um diagrama de setor para o espago-tempo e o desvio gravita-
cional para o vermelho € apresentado. Posteriormente, a discussio sobre o tragado das
geodésicas € feita para particulas livres. Nesta etapa, a queda livre de uma particula na

vizinhanca de um buraco negro € discutida e o diagrama espago-tempo usando o mo-
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delo de setor € apresentado. Uma discussao sobre as forcas de maré e a curvatura do
espaco tempo sao apresentadas. Por fim, também € introduzida uma discussao sobre
a utilizacdo do modelo de setor para, por exemplo, discutir o PE. Na subse¢do 2.4.2
iremos discutir em mais detalhes a construc¢ao de alguns modelos de setor descritos em
(ZAHN; KRAUS, 2014), (ZAHN; KRAUS, 2018a), (ZAHN; KRAUS, 2018b).

O trabalho de Janis (2018) apresenta uma sequéncia para a discussdo acerca do
espaco-tempo curvo da TRG. Janis inicia apresentando um avidao que deve percorrer
o caminho mais curto entre Ottawa, no Canadd e Veneza, na Itdlia. Nessa parte, o
autor discute o conceito de geodésica, o caminho mais reto possivel entre os dois pon-
tos nesse espaco. No caso de uma esfera, a geodésica é dada por um arco de grande
circulo. Se utilizarmos, por exemplo, o mapa de Mercator para estudar este problema
notariamos que a geodésica seria uma linha curva e, analisando o mapa, teriamos a
impressdao de que se conectassemos uma linha reta ligando Ottawa até Veneza, que
apresentam a mesma latitude aproximadamente, teriamos encontrado a rota que apre-
senta a menor distancia. Dessa forma, teriamos a falsa impressao de que a geodésica
representaria um caminho mais longo em relacdo a linha tracada, no mapa de Mercator,
que conecta diretamente as duas cidades. O autor, entdo, discute que o mapa nao re-
presenta a geometria da Terra com precisdo, existem distor¢des trazidas na construcao
de todos os mapas. Por isso, na proje¢do de Mercator, a geodésica parece ser uma rota
mais longa do que a rota tracada no mapa que conecta diretamente as cidades. Apds
essa explanacdo o autor concentra-se nos diagramas espago-tempo bidimensionais da
TRR. O autor traca as linhas de mundo para trés particulas, a saber: uma particula em
repouso, uma particula em movimento com velocidade constante e uma particula em
movimento acelerado. A linha de mundo da particula em movimento acelerado € uma
linha curva. Na sequéncia, o autor discute que particulas livres seguem geodésicas no
espago-tempo curvo. Assim, da mesma forma que a geodésica em um mapa de Merca-
tor € uma linha curva teremos que as geodésicas, na TRG, serdo linhas curvas quando
tracadas em um diagrama espago-tempo plano. Dessa forma, o autor propde, com essa
abordagem, uma discussdo da ideia central da TRG.

O trabalho de Possel (2018) inicia a sua discussdo fornecendo um contexto da
criacdo do texto que se origina de uma apresentacdo realizada em um encontro da
Sociedade Alema de Fisica. Nesse encontro, uma parte das apresentacdes teve como
foco o ensino da TRG. Possel retine da literatura possiveis caminhos para a introdu-

¢ao da TRG bem como alertas em relacdo ao excesso de simplificacdo na utilizacao
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de modelos em relagdo aos fendomenos fisicos. O autor destaca que o texto € vol-
tado prioritariamente para professores e divulgadores cientificos, mas também pode
ser utilizado por estudantes que buscam uma melhor compreensdo de ideias centrais
da TRG. Ao longo de oito capitulos o autor traz uma revisao de alguns trabalhos que
tratam dos seguintes temas: modelos; modelos bons e ruins; tecido eldstico; buracos
negros; cosmologia; e ondas gravitacionais. O trabalho de Pdssel conta com um acervo
e discussdes importantes para todos que desejam levar a TRG para a sala de aula da
escola basica.

Os préximos trabalhos apresentados fazem parte do projeto chamado ReleQuant.
Esse projeto tem como objetivo desenvolver ambientes de aprendizagem online para
os contetidos de TRG e de Fisica Quantica. O ambiente de aprendizagem online bem
como trabalhos desenvolvidos pelo ReleQuant podem ser acessado as através da pa-
ginahttps://www.magdalenakersting.com. Em relacdo ao tema TRG des-
tacamos os seguintes trabalhos do grupo ReleQuant: (KERSTING; HENRIKSEN;
BOE; ANGELL, 2018), (KERSTING; STEIER, 2018), (CHOUDHARY; KRAUS;
KERSTING; BLAIR; ZAHN; ZADNIK; MEAGHER, 2019), (KERSTING; TOELL-
NER; BLAIR; BURMAN, 2019), (KERSTING, 2019), (KERSTING, 2020). A seguir
descreveremos em mais detalhes estes estudos. E interessante ressaltar que alguns
destes trabalhos ja possuem integracOes entre diferentes grupos de pesquisa que apre-
sentam interesse no ensino da TRG.

O estudo desenvolvido por Kersting, Henriksen, Bge e Angell (2018) foi aplicado
em uma disciplina optativa de Fisica para o dltimo ano do EM na Noruega. Esse pro-
jeto tem como objetivo desenvolver ambientes de aprendizagem online para os con-
teidos de TRG e de Fisica Quantica utilizando como estratégia elementos de historia,
filosofia e aspectos sobre a natureza da ci€ncia. A pesquisa proposta resultou em uma
sequéncia voltada para o nivel secunddrio (KERSTING; HENRIKSEN; BOE; AN-
GELL, 2018, p. 010130-8):

e uma introdugdo descrevendo a TRG como uma nova teoria da gravidade;

e 0PE;

e referenciais e o principio da relatividade;

e fendOmenos relativisticos (deflexdo da luz, desvio gravitacional para o vermelho e dilatagdo tem-

poral gravitacional);

e espaco-tempo e curvatura descrevendo a relag@o entre espaco, tempo e gravidade.

A abordagem foi aplicada em quatro escolas, de desempenho escolar elevado, no

ano de 2016 em Oslo, na Noruega. Os estudantes que participaram cursavam o dltimo
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ano do EM e estavam inscritos em uma disciplina de Fisica avangada. A amostra era
composta por 122 alunos, com idades entre 18 e 19 anos. A metodologia utilizada
consistiu na aplicacdo de um ambiente de aprendizagem online ao longo 180 minu-
tos. Durante as discussdes sobre a TRG, sempre estavam presentes pesquisadores para
acompanhar o processo. Os estudantes gravaram as suas falas, quando estavam reu-
nidos em pequenos grupos, € enviaram para o professor responsavel pela dindmica.
Posteriormente, o professor repassou as gravacdes para os pesquisadores. As respos-
tas escritas foram obtidas através da plataforma do ambiente de aprendizagem online.
De forma a obter informag¢des detalhadas sobre a interagdo dos estudantes com o am-
biente de aprendizagem online e também sobre a avaliagdo dos estudantes acerca do
processo de aprendizagem foram realizadas entrevistas semiestruturadas em um grupo
focal. O quantitativo de estudantes que participaram destas entrevistas foi de 25 alu-
nos. Com o auxilio do software Atlas.ti e utilizando andlise temadtica os autores fizeram
a anélise dos dados. Discutiremos aqui resultados encontrados acerca da compreensao
dos conceitos-chave da TRG. Em relacdo ao PE, os autores analisaram que os estu-
dantes acharam dificil acreditar que nao existisse nenhum experimento que pudesse
diferenciar um referencial que estivesse sob acdo da gravidade de um referencial ace-
lerado. A introducdo ao PE, proposto pelos autores, é feita através de uma garrafa
com agua que é abandonada e cai em queda livre. A garrafa apresentava furos em sua
lateral e, inicialmente, a d4gua escoava pelos furos. Quando a mesma era colocada em
queda livre a dgua parava de escoar e a discussao do PE era realizada baseada na expli-
cacdo deste problema. Os autores relatam que essa abordagem foi bem-sucedida em
conectar a vida cotidiana dos alunos com a fisica da TR. Uma observacao importante
¢ feita no artigo sobre a conexao entre os fendmenos da vida cotidiana com a TR: “[...]
atividades de aprendizagem em TRG precisam ser muito explicitas ao vincular fend-
menos relativisticos a experiéncia cotidiana dos alunos (KERSTING; HENRIKSEN;
BO@E; ANGELL, 2018, p. 010130-10, tradugéo livre). Entretanto, devemos também
lembrar dos resultados descritos por Bandyopadhyay e Kumar acerca de uma dificul-
dade maior na compreensdo dos estudantes do PE escrito em termos dos referenciais
em queda livre. Nas palavras dos autores: “A conclusio € inconfundivel: a versdo 2
do PE (baseada no “pensamento mais feliz” de Einstein) € sutil e muito mais dificil
de assimilar do que versdo 17 (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b, p. 151). A
versdo 1 e a versdo 2 do PE apresentadas por Bandyopadhyay e Kumar (2010b) foi
descrita na subsecdo “Trabalhos anteriores ao ano de 2017”. Destacamos também que

36



Capitulo 2. Revisdo de Literatura

os estudantes da amostra de Bandyopadhyay e Kumar eram mais maduros intelectual-
mente, pois 0s mesmos eram estudantes universitarios. Por isso, acreditamos que essa
dificuldade com a versdo 2 do PE seja ainda mais complexa para estudantes da escola
secunddaria. No capitulo 3, discutiremos como esses resultados acerca do PE impacta-
ram na conducdo do curso de TRG proposto nesta tese. Em relacao a interpretacao dos
referenciais inerciais na TRG, Kersting, Henriksen, Bge e Angel (2018) apresentam o
resultado de que existe uma lacuna entre conhecer a definicao de referencial inercial e
saber aplicar essa definicao em situacdes-problema. Para o topico gravidade e espaco-
tempo, os alunos apresentaram uma dificuldade na interpretacdo da gravidade como
uma manifestacdo da curvatura do espaco-tempo e relacionar essa interpretacao com a
sua experiéncia cotidiana com a gravidade. Em relacdo aos fendmenos relativisticos, o
desvio gravitacional para o vermelho e a discussao sobre o funcionamento de relgios
em um campo gravitacional foram problematicos para os estudantes. Por isso, o artigo
relata a necessidade da explicacdo detalhada dos fendmenos relativisticos.

No trabalho de Kersting e Steier (2018), os autores apresentam uma pesquisa pi-
oneira cujo objetivo € pesquisar sobre as concepcdes dos estudantes secundarios em
relacdo ao espago-tempo curvo. Essa andlise se concentra na forma como os estu-
dantes raciocinam ao utilizar analogias e metaforas na compreensao da relacao entre
gravidade e a curvatura do espaco-tempo. Os autores utilizam a famosa analogia do
tecido eldstico para investigar a concepg¢ao dos estudantes. Este estudo ocorreu com 97
alunos com idades entre 18 e 19 anos em trés escolas localizadas na Noruega, sendo
essas escolas de alto desempenho a nivel nacional. Esse estudo faz parte do projeto
ReleQuant descrito anteriormente. A metodologia utilizada consistiu na utilizacao do
ambiente de aprendizagem online do projeto ReleQuant ao longo de duas aulas de duas
horas com os estudantes trabalhando em pequenos grupos durante as aulas. Os auto-
res utilizaram uma tarefa que visava a analisar uma charge que apresentava criticas a
analogia do tecido eldstico, onde uma traducao da charge pode ser vista na Figura[2.4]
Nessa andlise, os alunos deveriam refletir sobre a analogia do tecido eldstico para re-
presentar o espago-tempo curvo. Além dessa reflexdo, os estudantes deveriam escrever
um resumo sobre a discussio realizada em grupo sobre a analogia do tecido elastico.
Um total de 65 respostas foram obtidas com o auxilio da plataforma do ambiente de
aprendizagem online. A partir das respostas os autores identificam as metéforas utili-
zadas pelos estudantes para a compreensdo da analogia do tecido eldstico e, também,

analisam como os estudantes avaliam os pontos fortes e os pontos fracos da analogia
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do tecido elastico. Os resultados sao apresentados em duas partes: a primeira parte
consiste em identificar as metaforas conceituais relevantes advindas da literatura espe-
cializada e a segunda parte combina uma contextualizacdo da analise anterior com as
descobertas obtidas a partir dos dados das respostas dos alunos. A primeira parte tinha
como objetivo sistematizar as metdforas mais utilizadas na literatura estabelecendo a
seguinte relagdo “alvo é fonte’ﬂ Com base nessa relacdo, quatro metéforas conceituais

foram identificadas:
e 0 espaco-tempo € um tecido maledvel,
e 0 espaco-tempo é uma superficie 2D que possui caracteristicas geométricas;

e 0 espago-tempo ¢ um pano de fundo que responde a presenca de objetos e objetos macigos
distorcem o espago-tempo;

e 0 espaco-tempo € um ator que influencia o movimento dos objetos e 0s objetos se movem sob a
influéncia do espago-tempo.
(KERSTING; STEIER, 2018, p. 14)

Os autores ainda classificam as quatro metaforas conceituais em mapeamento es-
tatico e mapeamento dinamico. As duas primeiras metidforas conceituais, listadas an-
teriormente, referem-se a0 mapeamento estitico em que temos uma relacdo entre a
area de origem (concreto) como o tecido maleédvel e a drea alvo (abstrato) como o
espaco-tempo. As duas ultimas metaforas conceituais referem-se ao mapeamento di-
namico em que bolas curvam o tecido, drea de origem, e objetos massivos curvam o
espacgo-tempo, drea alvo. Dessa forma, o mapeamento dinAmico mostra a interpreta-
¢ao da gravidade no sentido einsteiniano. A segunda parte dos resultados corresponde
a andlise das respostas dos estudantes. Os estudantes apresentaram uma gama maior
em relacdo as metdforas utilizadas para descrever a analogia do tecido eldstico. As

metédforas conceituais empregadas pelos alunos sdo:

e 0 espaco-tempo é uma superficie 2D que possui caracteristicas geométricas;
e 0 espaco € um tecido maledvel;

e o tempo é um tecido maledvel;

o espacgo é uma superficie que tem caracteristicas geométricas;

e 0 espaco € uma rede de linhas;

8traduzido do original target-is-source.
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e 0 espaco-tempo é a quarta dimensao;

e 0 espaco-tempo é um pano de fundo que responde a presencga de objetos massivos;
e 0 espaco-tempo € um ator que influencia o movimento dos objetos;

e 0 espaco € um pano de fundo que responde a presenca de objetos massivos;

e o tempo é um pano de fundo que responde a presenca de objetos massivos;

e a massa é puxada para baixo;

e uma forga curva o espaco-tempo;

e a gravidade influencia o espago-tempo;

e a massa influencia a forca.
(KERSTING; STEIER, 2018, p. 19)

Os sete primeiros itens para as metdforas conceituais correspondem ao mapea-
mento estdtico e as demais correspondem ao mapeamento dindmico. Em relacdo ao
mapeamento estatico, a utilizacdo da metafora “o espaco-tempo € a quarta dimen-
sd0” revela que a utilizacdo de uma terminologia correta pode mascarar uma falta de
compreensdo conceitual dos estudantes para um determinado tépico. Uma observa-
cdo semelhante tinha sido realizada por (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a, p.
020104-8) que notaram que alguns estudantes utilizam jargdes técnicos nas respos-
tas e, assim, algumas perguntas adicionais devem ser feitas para que a compreensao
conceitual seja avaliada.

Os estudantes construiram mais metaforas relacionadas ao mapeamento dindmico
e alguns equivocos foram produzidos nessa constru¢do mostrando uma dificuldade
maior dos estudantes em entender a interpretacdo da gravidade na perspectiva de Eins-
tein. Os mapeamentos mais comuns feitos pelos estudantes estavam relacionados com
0s mapeamentos feitos na literatura em que o espaco-tempo € tratado como um cendrio
que responde a presencga de objetos massivos e também como um ator que influencia
o movimento de objetos. A metédfora conceitual, que ndo foi relatada na literatura, que
mais apareceu foi “ a massa é puxada para baixo”. Nessa perspectiva a analogia do
tecido eldstico necessita da forca da gravidade que puxa a massa para baixo. Outra
metafora conceitual que surgiu das respostas dos estudantes foi que “uma forga curva
o espago-tempo”. Essa metdfora conceitual ilustra que os estudantes utilizam o con-

ceito de for¢a em seu raciocinio mesmo que 0os mesmos conhecam a informacao que na
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TRG a gravidade ndo € tratada como uma forca. Logo, os autores ilustram que as no-
vas metédforas conceituais apontam para um esfor¢o na tentativa de mudar a concepgao
da MN para a TRG. Como relatado no artigo, os estudantes confundem causa e efeito,
pois na interpretacao einsteiniana a forca da gravidade nao curva o espaco-tempo mas
aparece da curvatura do espaco-tempo. Em relacdo as limitacdes da utilizacdo da ana-
logia do tecido elastico, os estudantes mostraram uma compreensao sobre a fun¢do das
analogias na ciéncia. Alguns estudantes apresentaram consciéncia de que as analogias
sdo sempre limitadas. Os estudantes ainda apresentaram percepgdes bastante sofistica-
das ao mencionar que somente matematicamente se pode descrever completamente a
TRG. Os estudantes também mostraram a percep¢ao de que ndo € possivel visualizar
mais de trés dimensdes. A limitacdo mais citada pelos estudantes para a analogia do
tecido eldstico foi a reducao de um fendmeno quadridimensional para uma dimensao
menor (bidimensional). Os alunos tiveram dificuldade em entender uma critica recor-
rente da literatura em ensino de TRG sobre a utilizacdo da analogia. Essa critica a
analogia refere-se ao fato de que a mesma sugere que o espago-tempo se curva em
uma dimensao invisivel (GOULD, 2016, p. 396). Os estudantes ndo estavam consci-
entes que isso € um aspecto visual da analogia, mas ndo corresponde ao fendmeno real.
Os estudantes ao analisar a analogia ainda tendem a pensar usando a Fisica Cléssica
e os mesmos apresentam dificuldade em entender como massas exercem atracao sem
o auxilio da forca da gravidade. Poucos estudantes apontaram que a analogia do te-
cido eldstico ndo mostra que a presenca de massas provoca também uma curvatura do
tempo. Por fim, o artigo ainda relata algumas respostas dos estudantes para a interacao
professor-aluno. Os estudantes analisaram na charge que € dificil ensinar TRG e que
muitas vezes os professores recorrem a matemadtica para evitar perguntas dificeis dos
alunos.

O trabalho de Choudhary, Kraus, Kersting, Blair, Zahn e Zadnik (2019) relata a
criacdo de um grupo de colaborac¢do internacional para o ensino da Fisica einsteiniana,
chamado de Einsteinian Physics Education Research (EPER). O EPER visa reunir e
combinar abordagens de aprendizagem inovadoras na Fisica einsteiniana. A Fisica
einsteiniana compreende os conteudos da TR (restrita e geral) e a Fisica Quantica. A

formacdo do EPER contém os seguinte grupos de pesquisa:

1. “The Einstein-First Project” - um grupo australiano formado por fisicos e pesquisadores em EF

que visa introduzir conceitos de Fisica Moderna reformando o curriculo escolar de ciéncias;

2. “Project ReleQuant” - um projeto educacional que desenvolveu ambientes de aprendizagem
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digital sobre Fisica Quéntica e TRG para alunos do EM na Noruega;

3. “The Spacetime-Travel Project” - um grupo de EF da Universidade de Hildesheim, Alemanha,
dirige o projeto Spacetime-Travel para facilitar o ensino da TRG e da TRR na escola e na Uni-
versidade.

O objetivo deste trabalho € apresentar um estudo que visa a combinar diferentes abor-
dagens do grupo EPER. Um quantitativo de 72 alunos, com idades entre 15 e 16 anos,
participou da pesquisa em Perth, na Austrdlia. Para esse estudo duas escolas partici-
param da pesquisa, a primeira escola contribuiu com 50 alunos enquanto a segunda
escola contribuiu com 22 alunos. A metodologia foi composta pela aplicacdo de trés
unidades de ensino, a saber: “tempo e gravidade”, “gravidade € geometria” e “es-
tranhezas quanticas”. O quantitativo de aulas para cada unidade era de duas aulas,
em que cada aula apresentava duragdo de uma hora. Posteriormente, ao final das trés
unidades uma tnica aula de revisdo foi realizada. Apds a conclusdo das unidades,
questiondrios foram aplicados. Para a unidade 1, tempo e gravidade, foram utilizadas
perguntas abertas que tinham como foco a compreensdo conceitual. Para a unidade
2, gravidade € geometria, foram aplicadas questdes fechadas visando a compreen-
sdo dos tdépicos trabalhados nesta unidade. A unidade 3 visava a avaliar um tépico
de Fisica Quantica. A unidade 1 pretende discutir a relacdo entre gravidade e a dis-
tor¢do do tempo. Os autores propdoem um modelo para a discussdo da distor¢do do
tempo que faz parte do ambiente de aprendizagem online do grupo ReleQuant apre-
sentado em (KERSTING; HENRIKSEN; BOE; ANGELL, 2018) que pode ser aces-
sado em https://www.viten.no/filarkiv/general—-relativity/#/
id/5abb662e61f5dd7a0abef72b. A unidade 2 apresenta a relagdo entre gravi-
dade e geometria seguindo a abordagem desenvolvida pelo Spacetime-Travel Project
utilizando os chamados modelos de setor. A unidade 3 traz uma abordagem baseada
nos trabalhos do grupo Einstein First discutindo topicos de Fisica Quantica. Os re-
sultados para a unidade 1 sdo apresentados através de trés conceitos-chave, a saber:
o tempo como a quarta dimensdo; gravidade como a curvatura do espaco-tempo; e
objetos como seguindo geodésicas no espaco-tempo. A primeira pergunta, referente
ao primeiro conceito chave, investigava a concepcao dos estudantes sobre o tempo.
As respostas dos estudantes variaram desde identificar o tempo como uma grandeza
escalar até afirmacdo do tempo como a quarta dimensao. Os estudantes também apre-
sentaram nas respostas a consciéncia da altera¢ao da passagem do tempo perto de uma

fonte gravitacional. A segunda pergunta, investigava a interpretacio einsteiniana para a
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gravidade. As respostas dos alunos variaram, basicamente, em trés: um fendmeno ge-
ométrico, um fendmeno devido a curvatura do espago-tempo e uma forca dependente
do espaco-tempo e dependente da matéria. Destacamos aqui que na interpretagdo eins-
teiniana a gravidade néo € tratada como uma forca. Além disso, 10% da amostra ndo
utilizou a descri¢do einsteiniana para a resposta. O tultimo tema, objetos seguem ge-
odésicas no espaco-tempo, foi 0 mais problematico. Um quantitativo de apenas 18%
responderam corretamente que particulas livres seguem geodésicas no espago-tempo.
Os resultados para a unidade 2 referem-se a eficiéncia na aplicacdo do modelo de setor
para discussao da gravidade como geometria e apresentaram resultados positivos nessa
abordagem.

O trabalho da autora Kersting (2019) tem por objetivo apresentar uma generali-
zacdo relativistica para a primeira lei de Newton a semelhanca de (KAUR; BLAIR;
MOSCHILLA; STANNARD; ZADNIK, 2017a, p. 7) e, através do experimento de
pensamento da queda livre de Einstein, explicar como a distor¢ao do tempo estd re-
lacionada com a gravidade. A metodologia para os objetivos propostos segue a apre-
sentagdo do modelo do tecido elastico e o modelo da distor¢do do tempo. O modelo
de distor¢cao do tempo faz parte do projeto ReleQuant como ja descrito anteriormente.
O modelo de distor¢c@o do tempo pode ser acessadoem https://www.viten.no/
filarkiv/general-relativity/#/1d/5a5b662e61f5dd7a0acef72bl
Este modelo propicia aos estudantes explorar em uma perspectiva cldssica € em uma
perspectiva relativistica um diagrama posi¢ao-tempo. A situacdo explorada consiste
em analisar o grafico de Einstein (personagem utilizado no modelo) quando o mesmo
se mantém no topo de uma torre e, também, quando Einstein estd em queda livre. Os
estudantes podem interagir com a animacao fazendo um esbogo do gréfico utilizando
o mouse do computador. No caso newtoniano, quando Einstein estd em repouso no
alto da torre o grafico € uma linha reta horizontal enquanto no caso da queda livre o
grafico é uma pardbola. Apds a andlise utilizando a mecanica newtoniana, inicia-se a
andlise relativistica. Nessa etapa, um cursor € utilizado para curvar o eixo do tempo
(KERSTING, 2019, p. 5). Ja na situagdo relativistica, com o eixo do tempo curvo, o
grafico quando Einstein estd em repouso, agora, € uma linha curva enquanto no caso
da queda livre o grafico € uma linha reta. Nesse ponto, os estudantes entendem que, na
TRG, objetos em queda livre seguem o caminho mais reto possivel através do espaco-
tempo, a geodésica. Além disso, o modelo de distor¢do do tempo € utilizado para a

discussao do funcionamento de relégios em um campo gravitacional. Por fim, sdo lis-
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tadas as limitagdes do modelo de distor¢ao do tempo. O projeto ReleQuant foi testado
com estudantes do EM durante um periodo de trés anos. Os resultados apresentados
mostram que existe uma motivacio e engajamento dos estudantes com o conceito de
espago-tempo curvo embora os alunos achem o entendimento acerca do tema desafi-
ador. O modelo de distor¢do do tempo auxiliou os estudantes na percepc¢do de que
objetos se movem no espago-tempo e, também, na percep¢do da relagdo entre a dis-
torcdo do tempo e a gravidade. Destacamos ainda que os alunos tiveram dificuldade
de relacionar a ideia de geodésica aos corpos em queda livre. Embora o modelo de
distor¢do do tempo auxiliasse no entendimento desse conceito abstrato, os estudantes
apresentaram dificuldade na compreensdo do tempo na TRG. Por fim, como resultado
desta pesquisa os autores fazem uma sugestdo de uma sequéncia para a utilizagao do
modelo:

e ¢&nfase no fato de que objetos se movem no espago e no tempo. O envelhecimento, associado ao

fato que os objetos se movem no tempo, traz uma conexao entre a gravidade e as experiéncias

cotidianas;

e utilizacdo do modelo de distor¢cdo do tempo para explicar a gravidade como manifestagdo do
espago curvo. Essa discussdo complementa o experimento ilustrando o pensamento mais feliz
da vida de Einstein acerca da queda livre;

e discussdo do modelo de distor¢cdo do tempo para apresentar a dilatagdo do tempo gravitacional;

o utilizacdo do modelo de distor¢do do tempo para uma comparagdo direta entre os modelos pro-
postos por Isaac Newton e Albert Einstein na descri¢do da gravidade.

O trabalho de Kersting, Toellner, Blair e Burman (2020) tem por objetivo elaborar
discussdes sobre conceitos potencialmente confusos e fornecer andlises quantitativas
para o modelo de distor¢cao do tempo (KERSTING, 2019) baseado no feedback de pro-
fessores, fisicos e pesquisadores em EF. A primeira discussdo conceitual introduzida
no artigo se relaciona ao fato que, na descricao relativistica, para o problema da queda
livre na Terra o fator preponderante para a discussdao da queda de um objeto est4 rela-
cionado a distor¢ao do tempo. Dessa forma, o artigo introduz trés questdes conceituais
importantes: caminhos mais retos em espagos curvos; coordenadas e realidade fisica;
distorcao do tempo e dilatagdo gravitacional do tempo. A primeira questdao conceitual
discute a ideia de geodésicas em espacos curvos e, posteriormente, apresenta as geo-
désicas para o espaco-tempo. As geodésicas representam o caminho que minimiza a
distancia, porém as geodésicas sdo também as curvas que maximizam o tempo pro-

prio. A segunda questdo conceitual trata das coordenadas e da realidade fisica. Essa
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questdo trata que uma geodésica pode ser reta ou curva dependendo do sistema de
coordenadas escolhido. Entretanto, o artigo alerta que apesar da forma da geodésica
representada em um diagrama espago-tempo depender da escolha das coordenadas, a
geodésica serd sempre localmente reta. O modelo de distor¢ao do tempo proporciona
aos estudantes explorar a interpretagdo de Einstein e a interpretacdo de Newton para
um objeto em queda. A terceira questdo conceitual trata da distor¢do do tempo e da
dilatacdo gravitacional do tempo. O artigo discute que a massa da Terra ndo é capaz
de curvar o espaco significativamente. Dessa forma, a curvatura do tempo € a respon-
sdvel pelos planetas orbitarem em torno do Sol e pela queda de objetos na Terra. O
modelo de distor¢dao do tempo fornece a conexdo entre a gravidade e o tempo. Uma
das limitacdes do modelo estd no fato do modelo prever que o tempo passa mais ra-
pidamente no solo do que no alto de uma torre. Sabemos da TRG que o intervalo
de tempo medido no solo € menor quando comparado com intervalo de tempo me-
dido no alto de uma torre. Nesta etapa, os autores propdem que uma discussao seja
feita acerca das limita¢des da utilizacdo de modelos em Fisica. Na sequéncia, os auto-
res fornecem argumentos quantitativos para as trés questdes conceituais mencionadas
anteriormente. Por fim, os autores discutem os processos produzidos pelo grupo Rele-
Quantmo desenvolvimento do modelo de distor¢cao do tempo. Essa discussio final tem
por objetivo estabelecer debates sobre abordagens especificas para a aprendizagem em
TRG. A abordagem do grupo ReleQuant tem por objetivo atender o curriculo de Fisica
noruegués em que os alunos devem obter uma compreensio qualitativa da TRG com
um total de quatro aulas para cobrir o tema. Por isso, o grupo ReleQuant desenvolveu
algumas metas para o aprendizado que incluia a discussao das ideias-chave da TRG.
Além da comunicagdo das ideias-chave os autores também utilizam abordagens que
se tornam complementos para modelos ja existentes. O modelo de distor¢do do tempo
representa um complemento a utilizacdo da analogia do tecido eldstico que mostra a
relacdo entre a gravidade e o espaco curvo. O modelo de distor¢do do tempo também
visava a aproximar as experiéncias dos estudantes com os conceitos relativisticos. Os
autores destacam as dificuldades para o ensino da Fisica Moderna devido aos conceitos
abstratos envolvidos e, em alguns casos, a matemadtica avancada. Por fim, os autores
relatam que o atual formato do modelo de distor¢ao do tempo é um resultado de diver-
sos testes realizados em sala de aula e que o continuo feedback da comunidade de EF
faz crescer e melhorar as préticas educacionais.

Os autores Magdalena Kersting e David Blair no livro “Teaching Einsteinian Phy-

44



Capitulo 2. Revisdo de Literatura

sics in Schools: An Essential Guide for Teachers in Training and Practice” (KERS-
TING; BLAIR, 2022) apresentam discussdes sobre abordagens e inser¢des da TRR,
TRG e Mecanica Quantica na escola bésica. Os autores se referem a Fisica einstei-
niana para o corpo de conhecimento que contém a TR (Restrita e Geral) e a MQ. Os
capitulos do livro contam com a colaboracdo de diversos fisicos e pesquisadores na
area de EF como Bernard Schutz, David Treagust, Markus Possel além dos pesqui-
sadores que j4 compdem o grupo de colaboragdo internacional da Fisica einsteiniana
(CHOUDHARY; KRAUS; KERSTING; BLAIR; ZAHN; ZADNIK, 2019). O livro

estd dividido em trés secdes:

e Motivations and needs to teach Einsteinian physics: nessa parte sdo apresenta-
das, ao longo de quatro capitulos discussdes e motivagdes para a introducdo da

Fisica einsteiniana;

e Instructional approaches to teach Einsteinian physics: nessa etapa sdo discuti-
dos, ao longo de catorze capitulos, diversas abordagens para a inser¢ao da Fisica

einsteiniana (como TRR, TRG e Mecéanica Quantica);

e Introducing Einsteinian physics around the world: apresenta relatos da inser-
cdo da introducdo da Fisica einsteiniana em sete paises: Noruega, Alemanha,

Austrélia, Escécia, Holanda, Reptiblica Tcheca e Coreia do Sul.

O trabalho de Souza e Serrano (2023) apresenta uma resenha, com um detalha-

mento maior ao realizado aqui, do livro de Kersting e Blair (2022).

2.3 Iniciativas para a insercao da Teoria da Relativi-

dade Geral no Brasil

O trabalho de Guerra, Braga e Reis (2007) tem por objetivo apresentar uma nova
proposta curricular em que a TRR e a TRG sao inseridas para turmas de primeiro ano
do EM. A abordagem utilizada para tal inser¢do se apoia na utilizacdo da histéria e
da filosofia da ciéncia. Nessa abordagem a relacdo entre a Fisica e outras produgdes
culturais € realizada. A iniciativa foi feita em uma escola federal no Rio de Janeiro
com alunos apresentando uma faixa etdria em torno de 15 anos. O artigo advoga para
apresentagdo das teorias fisicas de modo a discutir-se sobre ci€ncia e também sobre os

limites e as possibilidades da mesma. O tema central a ser discutido era a mecanica por
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se tratar de uma turma de primeiro ano do EM. O primeiro contetdo a ser trabalhado
foi a cinemadtica dos movimentos, em um perspectiva historico-filoséfica, sobre a obra
de Galileu. Dessa maneira, as grandezas cinemadticas e as transformacoes de Galileu
foram apresentadas e discutidas. A discussao histdrica foi desenvolvida com a andlise
do filme o Nome da Rosa. Apds esse estudo, os limites para a aplicacao das transfor-
macOes de Galileu foram discutidos ja iniciando a discussdo sobre a TRR. Nesta etapa
a turma foi dividida em grupos. Estes grupos precisavam responder sobre os limites
das transformacdes de Galileu utilizando exemplos concretos e apresentar as suas res-
postas para a turma. O professor nesta etapa atuava para que as discussdes ocorressem
com base nas teorias cientificas. Para a discussio sobre o espacgo e o tempo, a aborda-
gem utilizada no curso visava uma reflexao por parte dos alunos sobre como a visao
de espago e tempo mudaram ao longo da histéria. Além de uma exposic¢do oral por
parte do professor, foi proposto um trabalho em que os alunos, em grupo, deveriam
selecionar pinturas e afrescos elaborados na Idade Média até o século XX e respon-
der um conjunto de perguntas. Essas perguntas visavam a analisar: como as pessoas
eram retratadas nas imagens; quais outros artistas seguiam as mesmas representacoes
nas figuras; e quais as principais teorias cientificas eram utilizadas para explicar os
movimentos celestes e terrestres. ApoOs a selecdo de uma pintura especifica, os grupos
apresentaram um trabalho que visava a responder um conjunto de perguntas descritas
anteriormente. Apds essa etapa, iniciou-se uma exposi¢ao histdrica sobre o final do
século XIX. Posteriormente, a TRR e a TRG foram trabalhados. Nessa abordagem,
novamente, a turma foi dividida em grupos e cada grupo precisava abordar um tema
entre sete temas possiveis. Os grupos precisavam apresentar o respectivo tema para a
turma. As organizacdes das apresentacdes foram feitas de modo que o professor pu-
desse, através de aulas expositivas, aprofundar o tema apresentado. Apds a etapa da
TRR concluida, em que os primeiros trés temas das apresentagdes foram trabalhados,
o estudo das leis de Newton foi iniciado. Nesta etapa, o legado de Newton foi enfa-
tizado juntamente com o contexto cultural. As leis de Newton e a lei da gravitacio
universal foram trabalhadas simultaneamente. Apds a conclusao da dindmica de New-
ton, o estudo sobre a TRG foi iniciado. Os temas que fizeram parte do enfoque sobre a
TRG foram o PE e a nova concepgao espaco-temporal. Durante essa etapa o professor
trouxe a discussdao as mudancas das representacdes espaciais comparando as pinturas
renascentistas com as pinturas do inicio do século XX. O professor/pesquisador re-

gistrava ao longo de todo curso as suas impressdes do trabalho desenvolvido. Esse
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registro leva a conclusdo de que a integracao da TR ao curriculo do primeiro ano co-
locando ela como parte inerente ao conteddo € uma forma para a introdugdo destes
temas. Além disso, a abordagem histérico-filoséfica € um caminho vidvel para tal in-
sercao. Em relacdo aos estudantes, os mesmos se mostraram interessados no estudo da
TR.

O trabalho de Zago (2018) tem por objetivo analisar o engajamento dos estudantes
em atividades envolvendo a TRG. A pesquisa se desenvolveu a partir de uma disci-
plina eletiva chamada de “gravidade de Einstein” em uma escola da rede publica do
estado de Sdo Paulo. Os estudantes participantes da pesquisa possuiam faixa etdria
entre 15 e 17 anos e a pesquisa contou com um total de 36 estudantes. Participaram
da pesquisa os professores de Fisica e Filosofia da escola bem como a pesquisadora
(autora da dissertacdo) e uma aluna de iniciacdo cientifica. As aulas foram conduzidas
pela pesquisadora. Os professores de Fisica e Filosofia atuaram no planejamento das
atividades e dos materiais, com questdes disciplinares, frequéncia dos estudantes e em
outros aspectos. A estudante de iniciac@o cientifica ficou encarregada de realizar as
gravacOes de dudio e video das discussdes em sala de aula. A metodologia utilizada
foi composta de dez encontros em que a sequéncia didética foi desenvolvida. Além
disso, outros quatro encontros foram realizados para que os estudantes apresentassem
um trabalho final. A autora utilizou, como recurso para a coleta de dados, gravacdes de
audio e video das discussdes realizadas sobre a TRG. O conteudo das aulas foram: dis-
cussdo do filme Interestelar, a gravidade newtoniana, o PE, o principio da relatividade
de Galileu, a velocidade da luz, a TRR, o espaco-tempo e a TRG. Os contetidos foram
trabalhados ao longo de 10 aulas com dura¢d@o de 1 hora e 40 minutos. Os resultados
gerais apresentam a identificacdo de diferentes niveis de engajamento dos estudantes.
Além disso, a autora identifica interagcdes entre professores e alunos frente ao tema
abordado.

No trabalho de Acevedo, Morais e Pimentel (2018), os autores t€m como objetivo
analisar: o desenvolvimento do PE e seu papel na formulagdo das teorias de gravita-
¢do; discutir a deducdo do desvio gravitacional para o vermelho (redshift gravitacional)
utilizando as expressoes relativisticas para o efeito Doppler; e apresentar os resulta-
dos experimentais que buscam verificar a igualdade entre a massa inercial e a massa
gravitacional. O artigo, inicialmente, apresenta diferentes formulagdes do PE. Nesta
discussao, os autores chamam de PE de Galileu a afirmagdo de que “particulas-teste no

vacuo apresentam a mesma aceleragao num dado campo gravitacional”. Na sequéncia
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os autores descrevem o PE de Newton como “o estabelecimento da igualdade entre
a massa inercial e a massa gravitacional”. Por dltimo, os autores descrevem o PE de
Einstein como “Admitimos que os sistemas K e K’ se equivalem completamente do
ponto de vista fisico. [...] Essa equivaléncia sé atinge um significado de maior profun-
didade se a admitirmos para todos os fendmenos fisicos, isto é, se as leis da Natureza
referidas a K coincidirem inteiramente com as leis referidas a K’ ” (ACEVEDO; MO-
RAIS; PIMENTEL, 2018, p. €20180329-5), sendo K um referencial inercial ¢ K’
um referencial ndo-inercial, em que nao atua nenhum campo gravitacional, e possui
uma aceleracdo g em relacdo ao referencial K. Em seguida, uma discussdo sobre as
limitagdes do PE € feita examinando que observadores em queda livre podem analisar,
em seu referencial, efeitos de maré que fariam com que o observador possa inferir se
estd sob a acdo de um campo gravitacional ou ndo. Por fim, os autores apresentam
uma ultima versdo do PE adequada a TRG. Na sequéncia, os autores apresentam as
consequéncias tedricas do PE de Einstein. A primeira consequéncia teoria discutida é
o desvio gravitacional para o vermelho. Nessa discussao os autores analisam a forma
correta para prever o desvio gravitacional para o vermelho utilizando as expressoes
relativisticas para o efeito Doppler tratando o movimento da fonte emissora de luz e
do receptor de luz uniformemente acelerados. Essa discussdo segue o trabalho de Flo-
rides (2002). Além disso, os autores criticam as formas usuais para a deducdo dos
fendmenos relativisticos a partir de expressoes cldssicas. Ainda na mesma secao 0s
autores utilizam o desvio gravitacional para o vermelho para analisar o funcionamento
de reldgios proximos a uma fonte de campo gravitacional. Por fim, uma discussdo
sobre os testes experimentais que tratam da comprovacdo experimental do PE bem
como os experimentos para a comprovacdo do desvio gravitacional para o vermelho
¢ realizada. Nessa secdo, a precisdo para a determinacdo da igualdade entre a massa
inercial e gravitacional € feita para os experimentos que utilizam medidas para a queda
livre de corpos proximos a superficie da Terra, para a oscilacdo de péndulos e para
a utilizacdo da balanca de torcdo. Além de uma discussiao sobre projetos modernos
para um aumento na precisdo na determinagdo da igualdade entre as massas inercial
e gravitacional como a missao MICROSCOPE (ACEVEDO; MORAIS; PIMENTEL,
2018, p. p. €20180329-13).

O trabalho de Carageorge (2020), que corresponde a uma dissertacao de mestrado,
tem por objetivo apresentar uma sequéncia didética para o ensino da TRG em um ni-

vel compativel com estudantes de EM com alto desempenho em exatas. Os estudantes
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selecionados estudavam em uma rede particular de ensino do Rio de Janeiro e todos os
alunos cursavam turmas preparatérias para os vestibulares IME e ITA. A faixa etéria
dos estudantes era varidvel, mas a maioria dos estudantes apresentavam idades entre
15 e 16 anos. A metodologia utilizada para as aulas consistiu em um total de 4 tempos
com 50 minutos para cada tempo aos sabados. Ao todo foram utilizados 3 sdbados para
a aplicacdo do curso de TR. A sequéncia utilizada para as aulas trabalhou os seguintes
temas: geometria ndo-euclidiana, nogdes basicas da TRG, métrica e fendmenos gra-
vitacionais. Para a geometria ndo-euclidiana foram trabalhados os temas curvatura,
geodésica e mapas. Para as no¢des basicas da TRG foram trabalhados o PE, o desvio
gravitacional para o vermelho e deflexdo da luz. Para a métrica foram trabalhados di-
versos topicos para a TRR explorando o invariante espaco-temporal (a métrica) bem
como diagramas espago-tempo. Por fim, os fendmenos gravitacionais sdo discutidos.
Nesta etapa, uma discussdo mais técnica € realizada em que uma matemdtica mais
avancada € utilizada. A discussdo da geodésica é feita através da ideia de que a mesma
corresponde a trajetéria seguida por uma particula livre com um intervalo tipo-tempo
em que o tempo proprio é maximizado. Depois as equacdes de campo de Einstein sido
apresentadas e uma solu¢do das mesmas € discutida. Por fim, o desvio gravitacional
para o vermelho, os buracos negros e a velocidade de dobra espacial sdo apresenta-
dos. A metodologia para acesso ao aprendizado dos alunos seguiu a aplicacdo de um
questiondrio pela plataforma Google Forms. Os itens do questiondrio variaram entre
perguntas discursivas e perguntas objetivas e foram aplicados dois meses apods a fina-
lizagdo do curso. Iremos descrever a seguir alguns dos principais resultados sobre a
aprendizagem dos estudantes. Os estudantes associaram a relacdo entre a gravidade
e a geometria como uma alteragdo do “plano”. Em relacdo ao problema da ‘“‘gar-
rafa em queda livre’ﬂ alguns estudantes ndo associaram o resultado do problema ao
PE. Esse resultado obtido por Carageorge (2020) assemelha-se ao resultado obtido em
(KERSTING; HENRIKSEN; BOE; ANGELL, 2018, p. 010130-10). No trabalho de
Kersting, Henriksen, Bge e Angell, os autores relatam que € necessdrio ser bastante
explicito ao vincular fendmenos relativisticos com experiéncias cotidianas dos alunos.
Na sequéncia, Carageorge relata que os estudantes foram capazes de responder que um
campo gravitacional pode ser substituido por uma aceleracao e os mesmos obtiveram
sucesso para descrever a deflexdo da luz e o desvio gravitacional para o vermelho a

partir desta andlise. Em relacdo ao intervalo espaco-temporal, nenhum aluno soube

Esse problema consiste em um garrafa com dgua com furos na lateral. Inicialmente a 4gua escoa
pelos furos, mas quando a garrafa é colocada em queda livre a d4gua para de escoar.
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responder que quantidade era essa e a sua vital importancia na TR. Por fim, o autor
relata que os estudantes parecem ter adquirido uma compreensao bdsica sobre o cone
de luz, mas apresentaram dificuldade para entender a ideia de passado e futuro que
surge da interpretacdo do cone de luz.

O trabalho de Neto (2020) tem por objetivo apresentar a analogia do tecido eléstico
para a descri¢do da gravidade como uma manifestacio da curvatura do espago-tempo.
Para apresentar a analogia o autor utiliza a “caixa relativistica” (NETO, 2020, p. 40),
um dispositivo que foi construido, durante a sua dissertacdo de mestrado, para que seja
possivel visualizar o desvio da luz emitida por um laser devido a distor¢ao do tecido
eléstico provocado pela presenga de uma esfera colocada sobre o tecido. Além disso,
a caixa relativistica pode simular um efeito andlogo ao provocado pelo eclipse do Sol.
Nesta etapa, o trabalho apresenta uma énfase no eclipse de Sobral de 1919. Uma bola
de isopor leve, que faz o papel do Sol, é colocada sobre o tecido €, como a mesma nao
conseguird deformar o tecido, a trajetéria da luz emitida por um laser, que faz o papel
de uma estrela, ndo sofrerd desvio e ird propagar em linha reta. Dessa forma, a luz do
laser € bloqueada pela bola de isopor. Essa analogia ilustra que uma estrela localizada
atrds do Sol ndo seria observada por um observador localizado na frente do Sol. Apds
essa etapa, a bola de isopor € substituida por uma bola de metal. Com a colocacao da
bola de metal sobre o tecido 0 mesmo se deforma. Essa deformacéo no tecido ilustra a
curvatura do espaco provocado pela presenca do Sol. Nessa etapa, a luz emitida pelo
laser percorre uma trajetoria curva. Essa etapa ilustra que um observador localizado
na frente do Sol conseguiria enxergar uma estrela localizada atrds do Sol. A posicao
aparente da estrela é discutida nesta etapa. A utilizagdo da caixa relativistica precisa
ser mediada por uma pessoa previamente treinada, pois para que se cumpra o objetivo
da utilizacdo da caixa € necessdrio que as etapas na apresentacdo sejam respeitadas. O
trabalho foi aplicado no espaco ciéncia viva, localizado no Rio de Janeiro, e no labora-
torio didatico na UFRJ. O publico do espago ciéncia viva € normalmente composto por
um publico leigo enquanto no laboratério didético o piblico era composto por estudan-
tes de Fisica que eram monitores do laboratério. No espaco ci€ncia viva o publico era
bastante heterogéneo. No laboratorio didatico foi realizado um treinamento dos mo-
nitores para a utilizacdo da caixa relativistica. Apds esse treinamento foi aplicado um
questiondrio para os monitores. As principais dificuldades dos monitores estavam nos
topicos referenciais ndo-inerciais e geometria ndo-euclidiana. Além disso, os autores

comentam que as ideias dos monitores da TRG vém de uma aprendizagem informal

50



Capitulo 2. Revisdo de Literatura

do tépico.

2.4 Principais abordagens para o ensino da Teoria da
Relatividade Geral

Nesta se¢do nds iremos discutir as principais iniciativas para a abordar a TRG em
um nivel compativel com estudantes secundérios e estudantes em inicio de graduacao

a luz da literatura analisada anteriormente.

2.4.1 Principios da Teoria da Relatividade

Quando analisamos as abordagens para o ensino de TRG, nota-se uma quanti-
dade significativa de trabalhos que utilizam os principios fisicos como porta de en-
trada para a TR (GUERRA; BRAGA; REIS, 2007), (BANDYOPADHYAY; KUMAR,
2010a), (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b), (VELENTZAS; HALKIA, 2013),
(KERSTING; HENRIKSEN; B@E; ANGELL, 2018), (ZAGO, 2018), (CARAGE-
ORGE, 2020) e (MACHADO; TORT; ZARRO, 2021). No trabalho de Machado, Tort
e Zarro (2021), fruto desta pesquisa, o PE € utilizado como um fio condutor para apre-
sentar uma discussdo introdutdria completa para a TRG. Uma visdo interessante sobre
a utilizacao dos principios fisicos da relatividade para o ensino da TRG ¢€ feita no livro
“Introducing Einstein’s relativity” do autor Ray D’Inverno. O autor destaca a impor-

tancia dos principios fisicos da relatividade para o estudo da TRG:

“H4 uma escola de pensamento que considera este um processo desnecessario [...] Parece
haver pouca duvida, porém, que a consideragdo destes principios fisicos ajuda acerca de
uma visdo sobre a teoria e promove a compreensdo. O simples fato de serem importantes
para Einstein parece suficiente para justificar sua inclusao. No minimo, ele nos ajudard a
entender como surgiu uma das maiores conquistas da mente humana. ”

(D’INVERNO, 1999, p. 120, traducgio livre)

Essa visdo estabelecida por D’Inverno estd em total acordo com o escopo desta
tese, pois utilizamos os principios fisicos como parte de um curso introdutério da
TRG. Os trabalhos (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a) e (BANDYOPADHYAY;
KUMAR, 2010b) fazem uma investigacdo acerca da concepg¢ao de estudantes univer-

sitarios na utilizacdo e aplicacdo dos principios da TRG. Em relacdo ao PE, o trabalho
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de Bandyopadhyay e Kumar (2010b) realiza um estudo importante sobre as vulnera-
bilidades conceituais acerca do PE. Ja o trabalho de Velentzas e Halkia (2013) mostra
que os experimentos mentais ajudam estudantes a estabelecer consequéncias da teoria
em situacdes que estdo além de sua experiéncia cotidiana. Os trabalhos de Kersting,
Henriksen, Boee Angell (2018) e Carageorge (2020) utilizam os principios da TRG
para uma introduc¢do da TR em nivel secundario. Ja o trabalho de Acevedo, Morais
e Pimentel (2018) discute formulacdes do PE, desde Newton até Einstein, e apresenta
uma discuss@o sobre o desvio gravitacional para o vermelho e sobre o funcionamento
de relogios em um campo gravitacional a partir das expressoes relativisticas. Desta-
camos também duas inciativas interessantes para a discussdao do PE. Um interessante
instrumento chamado de brinquedo de Einstein é utilizado em Zago (2018). Esse brin-
quedo, em sua forma mais simples, consiste em um pequeno recipiente, podendo ser
de plastico, em que dois elasticos sao fixados no fundo do recipiente. Nas outras extre-
midades sdo presas duas esferas que ficam penduradas na parte externa do recipiente —
Figura[2.1] Quando o conjunto (brinquedo de Einstein) é abandonado em queda livre
a forca eldstica puxa as esferas para o interior do copo, pois para um referencial em

queda livre a sensacdo € de auséncia de gravidade.

Figura 2.1: Brinquedo de Einstein - retirado de (ZAGO, 2018, p. 192).

O segundo exemplo interessante ¢ exposto em Kersting, Henriksen, Bge e An-
gell (2018) e Carageorge (2020). Nesse experimento temos uma garrafa, com furos
em sua lateral, em queda livre. Esse experimento pode ser visto no video https:
//www.youtube.com/watch?v=07jjF3jC30-4A em que o fisico Brian Greene
faz uma demonstracdo prética do experimento. Um desenho esquematico da situa¢do

pode ser visto na Figura[2.2] Nesse experimento, inicialmente a dgua escoa por furos
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localizados na lateral de uma garrafa. Posteriormente, a d4gua deixa de escoar pelos
furos da garrafa quando a mesma é abandonada em queda livre. Em relacdo a um
referencial fixo na garrafa (referencial em queda livre), € como se a gravidade tivesse
desaparecido. Essa situagdo € idéntica ao que ocorreria se essa mesma garrafa estivesse
em repouso (ou em movimento retilineo uniforme) no espaco livre (distante de qual-
quer corpo celeste). Um observador somente analisando o que acontece com a dgua,
que deixa de escoar pela garrafa, ndo conseguiria afirmar se estd em um referencial em
queda livre ou se estd em um referencial em repouso, livre da acdo da gravidade, no

espaco livre.

Instante t;

Garrafa em queda livre

Instante t,
(tz > ty)

Figura 2.2: Do lado esquerdo: garrafa com furos na lateral apoiada em uma superficie.
Inicialmente a d4gua escoa pelos furos. Do lado direito: garrafa com furos na lateral em
queda livre. Percebe-se que durante a queda livre a 4gua deixa de escoar pelos furos
na lateral.

O brinquedo de Einstein ou o problema da garrafa em queda livre permite explorar

o PE contido na chamada “a ideia mais feliz da vida de Einstein’’:

“ Entdo ocorreu-me a ideia mais feliz da minha vida na seguinte forma: o campo gra-
vitacional tem apenas uma existéncia relativa [...] , pois para um observador que cai
em queda livre do telhado de uma casa, pelo menos na sua vizinhanga imediata, ndo ha
campo gravitacional. De fato, se o observador soltar alguns corpos, entdo estes, em re-
lacdo a ele, permanecerdo em repouso ou em movimento uniforme, independentemente

da sua natureza particular ou fisica (nessa observagdo, a resisténcia do ar, naturalmente,
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¢ ignorada). Portanto, o observador tem o direito de interpretar seu estado como de re-
pouso. ”
(PAIS, 1995)

A discussdo do PE, na versdo escrita em termos dos referenciais em queda livre, per-
mite utilizar experimentos cotidianos na discussdo da fisica da TR. Como relatado em
Kersting, Henriksen, Bge e Angell (2018, p. 010130-10), os autores argumentam que
relacionar os principios da TRG com experiéncias cotidianas € util para os estudantes,
mas alertam que essa abordagem deve explicitar claramente a associacdo das experi-
éncias cotidianas com os principios fisicos da relatividade. Cabe destacar também que
a exposicao a formulacdo do PE, em termos dos referenciais em queda livre, € sutil
e mais dificil de assimilar em relagdo a outras formulagdes do principio (BANDYO-
PADHYAY; KUMAR, 2010b, p. 151).

2.4.2 Espaco-tempo curvo

Como discutido em Kersting, Henriksen, Bge e Angell (2018), especialistas em
gravitacdo sdo unanimes em afirmar que a caracteristica fundamental da TRG € que a
gravidade ¢ uma manifestacdo da curvatura do espaco-tempo. Entretanto, o conceito
de espaco-tempo curvo quadridimensional € uma ideia abstrata. Nas palavras de Albert

Einstein:

“ Nenhum homem pode visualizar quatro dimensdes, exceto matematicamente. Nao po-
demos nem mesmo visualizar trés dimensdes. Eu penso em quatro dimensdes, mas ape-
nas abstratamente. ”

(apud KERSTING; STEIER, 2018, p. 4, traducdo livre)

Assim, torna-se um desafio discutir o ensino e a aprendizagem do espago-tempo
curvo. Destacaremos trés tendéncias principais para apresentar a relacdo entre a gra-
vidade e a curvatura do espaco-tempo. A primeira tendéncia utiliza a analogia do
tecido eldstico como uma forma de visualizar a relagdo entre a gravidade e a curvatura
(BALDY, 2007), (WATKINS, 2014), (KAUR; BLAIR; MOSCHILLA; STANNARD;
ZADNIK, 2017a), (KERSTING; HENRIKSEN; BOE; ANGELL, 2018), (ZAGO, 2018),
(KERSTING; STEIER, 2018) e (NETO, 2020). Além da discussao da analogia do te-
cido eléstico, alguns trabalhos apresentam também uma discussdo sobre a curvatura do
tempo (KERSTING, 2019) e (KERSTING; TOELLNER; BLAIR; BURMAN, 2020).

A discussdo sobre a curvatura do tempo, chamado pelos autores de modelo distor¢ao
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do tempo, complementa a discussao da analogia do tecido eldstico. A segunda tendén-
cia explora a geometria de superficies curvas e utiliza essa discussao para apresentar o
espacgo-tempo curvo (PRICE, 2016), (GOULD, 2016) e (JANIS, 2018). Essa segunda
tendéncia assemelha-se a discussdo proposta por Edwin Taylor e John Wheeler, cha-
mada pelos autores de “parable of the two travelers” (TAYLOR; WHEELER, 1992, p.
281). Além das abordagens destacadas anteriormente, os trabalhos de Zahn e Kraus
(2014), Zahn e Kraus (2018a) e Zahn e Kraus (2018b) utilizam os modelos de setor
para discussdo do espago-tempo curvo. A seguir faremos uma breve discussdo sobre

as trés principais tendéncias para abordar o espaco-tempo curvo.

2.4.2.1 Analogia do tecido elastico

Nesta subsec¢do serd descrita a analogia do tecido eldstico e, em seguida, destacare-
mos os principais trabalhos que utilizam esta analogia no ensino de TRG. A utilizac¢do

do tecido elastico € descrita pelo fisico norte-americano Brian Greene:

“Ao explicar a ideia central, mas abstrata, da TRG de espago-tempo curvo, os fisicos cos-
tumam invocar uma metafora familiar: imaginamos planetas orbitando uma estrela como
se fossem bolas de gude rolando sobre um tecido eléstico esticado que foi deformado por
uma bola de boliche colocada no centro.”

(GREENE, 2020, tradugio livre)

Nessa analogia, o tecido elastico desempenha o papel do espaco-tempo (embora
sO seja possivel visualizar a curvatura do espaco nessa analogia). Uma esfera macica
colocada sobre o tecido eldstico € relacionada com algum corpo celeste como o Sol,
por exemplo. Inicialmente, nesta analogia, o tecido € esticado de modo a permanecer
plano simbolizando que na auséncia de matéria o espago-tempo € plano. Posterior-
mente, uma esfera massiva € colocada sobre o tecido deformando-o. A presenca da
esfera faz o tecido eléstico se curvar simbolizando a curvatura do espaco-tempo na
presenca de um corpo celeste massivo. Pequenos objetos sdo entdo colocados em
movimento sobre o tecido deformado pela esfera representando, por exemplo, 0 mo-
vimento de planetas ao redor de um astro central. A Figura [2.3]ilustra a ideia central
da TRG expressando que na presenca de matéria e energia o espaco-tempo torna-se
curvo. Na gravitacdo newtoniana a gravidade € descrita como uma forca de atracio
entre corpos que possuem massa. Essa forca € de ac@o a distancia e dependente do
produto entre as massas e do inverso do quadrado da distincia de separacdo entre cor-

pos. Na TRG a gravidade ndo € descrita como uma forca, sendo um efeito provocado
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pela curvatura do espago-tempo. Dessa forma, uma particula em movimento, nesse
espaco-tempo curvo, livre de agdes externas representa uma particula livre. As par-
ticulas livres irdo percorrer trajetorias no espago-tempo conhecidas como geodésicas.
O conceito abstrato de curvatura do espago-tempo torna a utilizacdo da analogia do

tecido uma forma visual interessante para a discussdo do tépico.

Figura 2.3: Um astro central massivo deforma o espaco-tempo tornando-o curvo. Um
astro de massa muito menor que a do astro central movimenta-se nesse espaco-tempo
curvo percorrendo uma geodésica — retirado de (MACHADO, 2016, p. 105).

Como ja mencionado, autores como (BALDY, 2007) e (KAUR; BLAIR; MOS-
CHILLA; STANNARD; ZADNIK, 2017) utilizam a analogia do tecido eléstico e ad-
vogam o seu uso no EM e, no caso, de (KAUR; BLAIR; MOSCHILLA; STANNARD:;
ZADNIK, 2017) até mesmo com estudantes com idades a partir de 11 anos. A autora
Watkins (2014) faz uma inser¢do da analogia em disciplinas introdutdrias em cursos
universitarios desenvolvendo uma abordagem nos moldes propostos por Baldy (2007).
A autora Zago (2018) utiliza a analogia do tecido combinada com outras estratégias
para a discussdo da TRG no EM em uma disciplina eletiva. J4 o autor Neto (2020)
utiliza a analogia do tecido eldstico, fazendo uso de um aparato experimental, para
discutir a deflex@o da luz que passa pela vizinhanga do Sol.

Entretanto, hé autores que criticam fortemente a utiliza¢do da analogia do tecido
elastico (PRICE, 2016), (GOULD, 2016) e (JANIS, 2018). Price (2016) inicia sua
critica analisando a explicagdo de como a bola de boliche (que simboliza um astro

central) provoca a curvatura do tecido eléstico:
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“[...] é a gravidade da Terra puxando a bola de boliche para baixo e, portanto, defor-
mando o tecido eléstico. A probabilidade de confusdo é quase certa. ”
(PRICE, 2016, p. 588, traducdo livre)

O autor critica a necessidade da utilizagdo da gravidade newtoniana para a expli-
cacgdo da interpretacdo einsteiniana da gravidade. O autor Gould (2016) também € um
grande critico a utilizacdo da analogia do tecido eléstico indicando alguns problemas

em sua utilizacio

“Infelizmente, a ilustracdo ndo faz sentido. Os alunos observam que o espago nio é
um tecido eldstico, ndo se curva em uma dimensdo invisivel e ndo empurra objetos para
orbitas circulares. O tecido eldstico nem reflete a simetria da massa central - se vocé virar
a ilustracdo de cabecga para baixo, a explicagao falhard. ”

(GOULD, 2016, p. 396, tradugao nossa)

Além disso, Gould discute que a distor¢ao do espago € irrelevante para a discussao
do problema da queda livre e que €, principalmente, devido a distor¢dao do tempo que o
fendmeno ocorre (GOULD, 2016, p. 396). Dessa forma, a utilizagdo da analogia nao
seria adequada para a discussdo do problema da queda livre, por exemplo.

O autor Janis (2018) complementa as criticas feitas anteriormente por Price (2016)
e Gould (2016) argumentando que nao € claro na analogia se é o espagco ou 0 espaco-
tempo que estd se curvando e, novamente como no trabalho de Gould, chama a atencdo
da necessidade da utilizagdo da ideia da for¢a gravitacional newtoniana para explicar

a interpretacao einsteiniana de gravidade:

“ Essa analogia € preocupante, no entanto. Primeiro, o estudante pode ficar confuso se é
0 espaco ou o espago-tempo que estd sendo distorcido. Entao por que o tecido estd sendo
distorcido? Por causa do peso da bola enorme? Mas isso seria usar a gravidade para
explicar a gravidade — um argumento circular. E a bola nfo esta localizada no espago-
tempo? Onde, entdo, estd?

(JANIS, 2018, p. 12, tradugdo livre)

Concordamos com a relevancia de todos os questionamentos propostos por Price
(2016), Gould (2016) e Janis (2018) e preferimos seguir propostas semelhantes aos
trabalhos destes autores para a discussao da relacdo entre a gravidade e a curvatura do
espaco-tempo. Entretanto, entendemos que a analogia do tecido eldstico pode trazer
beneficios para a compressao da ideia central da TRG. O trabalho de Kersting e Steier
(2018) desenvolve um importante estudo sobre a compreensao de alunos secundarios

ao utilizarem a analogia do tecido eldstico para discutir a ideia da gravidade como uma
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manifestacdo da curvatura do espaco-tempo. Nesse estudo, os autores incorporam as
principais criticas contidas nos trabalhos de Price (2016), Gould (2016) e Janis (2018)
e discutem formas de utilizar analogias no ensino. A titulo de exemplo, uma forma
interessante de abordar estas criticas a analogia do tecido eléstico foi realizada por

Kersting e Steier através de uma charge - Figura[2.4]

ENTENDENDO A GRAVIDADE: | | ELES DISTORCEM O TE o o oMo
0 ESPACO-TEMPO E COMO PORQUE SAO B JUAL
OBJETOS MACICOS FELO ... QUE? SER UMA APROXIMACAO.
DISTORCEM O TECIDO, E. - :
SUSPTRO ¢ 0
S ESPERA UM {

O N\ O

Figura 2.4: Discussdo sobre as limitacdes da analogia do tecido elastico - retirado de
(KERSTING; STEIER, 2018, p. 11, tradugdo livre).

O trabalho proposto por Kaur, Blair, Moschilla, Satannard e Zadnik (2017a, p.9)
também discute as limita¢des na utilizacdo da analogia do tecido eldstico. Os autores
mencionam que para utilizar a analogia do tecido eldstico para discutir a concep¢ao
de Einstein da gravidade € necessdria a gravitacdo newtoniana. Além disso, os autores
chamam a atencdao que o modelo do tecido eldstico apresenta uma curvatura espacial
bidimensional enquanto o efeito da gravitacao criada na Terra ocorre devido a curva-
tura do tempo. A seguir discutiremos uma maneira alternativa de apresentar o espaco-
tempo curvo e, também, a relacdo entre a gravidade e a curvatura do espaco-tempo

sem recorrer a analogia do tecido eldstico.

2.4.2.2 Perspectiva geométrica

Nesta subsecdo discutiremos o caso abordado por Edwin Taylor e John Whee-
ler, chamado pelos autores de “parabola dos dois Viajantes’ﬂ (TAYLOR; WHEELER,

10Traducio do original parable of the two travelers.
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1992, p. 281). Nesta discussdo estd o cerne das propostas feitas por Price (2016),
Gould (2016) e Janis (2018) que sdo contra a utiliza¢ao da analogia do tecido eldstico
para o ensino da gravidade. Taylor e Wheeler iniciam a discussdao com dois viajantes
localizados no equador, separados por uma distancia de 20 km. Cada viajante caminha

para o norte ao longo de uma linha com longitude constante — Figura [2.5]

: \
/ el 1 -19.990 kilometers

’\'“'“m u = _-,.-.': a 200 kilometers .__,___.f'"
R Tt |

\ A \g e

8 s

Figura 2.5: Dois viajantes A e B caminham ao longo de longitudes fixas. A separacdo
entre eles ¢ medida em duas situagdes, a primeira medida revela um valor de 20 km
para separacdo enquanto uma segunda medida revela um valor de 19,990 km para a
separagdo entre os mesmos - retirado de (TAYLOR; WHEELER, 1992, p. 282).

No inicio da caminhada os viajantes apresentavam trajetorias paralelas e a sepa-
racdo entre os mesmos era de 20 km. Apods os viajantes percorrem uma distancia de
200 km, ao longo de longitudes fixas, a separacdo entre os mesmos diminuiu, sendo o
novo valor igual a 19,990 km. Ambos os viajantes caminham confiantes que mantém
a sua dire¢do inicial de movimento inalterada. Qual, entdo, seria a explicacdo para a
reducdo na distincia que separada os viajantes? A resposta a essa questao estd justa-
mente na geometria curva do globo terrestre. Se ambos continuarem as suas jornadas,
ambos irdo se encontrar no polo norte. No inicio do movimento, ndo existia velocidade
relativa de aproximacdo. Entretanto, conforme o movimento continua surge uma velo-
cidade relativa de aproximacao. Dessa forma, os viajantes apresentam uma aceleracao
relativa, que faz com que eles se aproximem. Uma situagdo andloga ocorre quando

dois objetos, no interior de um vagiao em queda, sdo abandonados em relagdo a uma
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mesma altura em relagdo ao vagdo em queda — Figura[2.6]

Instante t; C( ?

Instante t, X@, J

— Tem

Figura 2.6: Dois objetos, no interior de um vagao em queda, abandonados em relacao
a uma mesma altura em relagio ao chao do vagio.

Essa aceleracdo relativa de aproximacao ocorre devido a efeitos de “maré” pro-
vocados pela ndo-uniformidade do campo gravitacional terrestre. Os efeitos de maré
sdo discutidos nas seguintes referéncias (SILVEIRA, 2003) e (MACHADO; TORT;
ZARRO, 2020). Na perspectiva geométrica, a aceleracado relativa decorre devido a ge-
ometria curva da superficie (curvatura do espaco) do globo terrestre. Ja para o caso
dos objetos em queda, na perspectiva geométrica, a aceleracao relativa entre os corpos
ocorre devido a geometria curva do espaco-tempo (curvatura do espaco-tempo). Essa
relacdo entre geometria e gravidade, que provoca esses efeitos de “maré”, no caso dos
objetos em queda, € o cerne da interpretacdo geométrica da gravidade feita por Eins-
tein. Entretanto, uma explicacdo alternativa pode ser feita. Essa explicacdo € feita com
base nas leis de Newton. Dessa forma, os viajantes podem atribuir que essa acelera-
cao relativa ocorre devido a uma interagdo de natureza gravitacional, pois a aceleracio
relativa entre os viajantes era independente da composicao ou massa dos viajantes. As
duas descri¢des apresentadas podem ser utilizadas para a descri¢do do problema. A
ideia dessa pardbola é mostrar, no caso dos viajantes, que os efeitos gravitacionais po-
dem ser representados pelas alteracdes na geometria do espago e no caso dos corpos
em queda os efeitos gravitacionais ocorrem devido a alteragdes (curvatura) do espaco

tempo. Assim, nessa discussdo estd a ideia central da TRG de Einstein.

60



Capitulo 2. Revisdo de Literatura

2.4.2.3 Modelo de tempo

Nos trabalhos (KERSTING; TOELLNER; BLAIR; BURMAN, 2020) e (KERS-
TING, 2019) o grupo ReleQuant desenvolve a introdu¢dao do modelo de distor¢ao
do tempo que discute a curvatura do tempo. Este modelo visa a complementar a
discussdo da analogia do tecido eldstico. O modelo de distor¢do do tempo pode
ser acessado através do seguinte link: https://www.viten.no/filarkiv/
general-relativity/#/id/5a5b662e61f5dd7al0a6ef72b. Com o au-
xilio do modelo de distor¢ao do tempo € possivel mostrar que objetos em queda livre
seguem curvas geodésicas e reldgios, submetidos ao efeito da gravidade, funcionam
mais lentamente ou mais rapidamente dependendo da localizagdo do mesmo. O mo-
delo de distor¢do do tempo apresenta dois cendrios: o primeiro contém um diagrama
altura-tempo em que Einstein fica no topo de uma torre de 45 m de altura e a segunda
contém o mesmo diagrama altura-tempo para analisar a queda livre de Einstein. A

Figura[2.7)ilustra os casos descritos acima.
Height (m) Height (m)

45@B-- - -m e mpm e g e 45@- - .

| > f
> »

Time (sec)

Figura 2.7: Cendrio newtoniano: do lado esquerdo o diagrama altura x tempo de Eins-
tein em repouso no alto de uma torre e do lado direito o diagrama altura x tempo
de Einstein em queda livre - retirado de https://www.viten.no/filarkiv/
general-relativity/#/1d/5a5b662e61f5dd7a0abef72b - acesso em
dezembro de 2022.

Apo6s essa discussdo com base na mecanica newtoniana, o cendrio relativistico é
posto. Nessa etapa, o diagrama para o espago-tempo aparece distorcido. A Figura[2.§|

ilustra o diagrama ja com o cendrio relativistico em que o eixo do tempo foi curvado.

61

Time (sec)


https://www.viten.no/filarkiv/general-relativity/#/id/5a5b662e61f5dd7a0a6ef72b
https://www.viten.no/filarkiv/general-relativity/#/id/5a5b662e61f5dd7a0a6ef72b
https://www.viten.no/filarkiv/general-relativity/##/id/5a5b662e61f5dd7a0a6ef72b
https://www.viten.no/filarkiv/general-relativity/##/id/5a5b662e61f5dd7a0a6ef72b

Capitulo 2. Revisdo de Literatura

! ~
A Height(m) ~

Time (sec) Al

Time (sec)

Figura 2.8: Cendrio einsteiniano: do lado esquerdo o diagrama altura x tempo de Eins-
tein em repouso no alto de uma torre e do lado direito o diagrama altura x tempo
de Einstein em queda livre - retirado de https://www.viten.no/filarkiv/
general-relativity/#/1d/5ab5b662e61f5dd7a0abef72b| - acesso em
dezembro de 2022.

Os cenérios colocados na Figura sdo os mesmos descritos anteriormente, ou seja,
o primeiro gréfico ilustra Einstein no topo de uma torre enquanto o segundo grafico
ilustra Einstein em queda livre. O gréfico da queda livre no diagrama distorcido € uma
reta e ilustra a geodésica em um espaco-tempo curvo.

Os estudantes podem comparar, utilizando o modelo de distor¢ao do tempo, as
interpretacdes de Newton e Einstein para o fendmeno da queda livre. Na concepgao
newtoniana, a gravidade € tratada como uma forca e, uma particula, sujeita a acao
somente dessa forca, se move de maneira acelerada e o grafico € uma pardbola. Na
concepgdo einsteiniana, a gravidade se manifesta pela curvatura do espago-tempo. No
modelo de distorcao do tempo essa curvatura € representada pela distor¢dao do eixo do
tempo e, assim, nesse diagrama uma particula em queda livre seguird uma linha reta

indicando que essa particula, em queda, esta livre da acdo de forgas.

2.4.2.4 Modelo de setor

A proxima abordagem para a discussdo do espago-tempo refere-se a utilizacdo
do modelo de setor realizada por Zahn e Kraus. O modelo de setor representa uma
abordagem pioneira no ensino para a discussdo das ideias bésicas da TRG utilizando
matematica elementar (ZAHN; KRAUS, 2014), (ZAHN; KRAUS, 2018a), (ZAHN;,
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KRAUS, 2018b). Logicamente, ndo pretendemos nesta secao discutir todos os as-
pectos apresentados pelos autores nos artigos citados, mas apenas comentar alguns
topicos simples que podem ser utilizados para os interessados nessa abordagem ge-
ométrica. Para superficies bidimensionais, os setores sdo elementos de dreas planos.
No caso das superficies tridimensionais os setores sdo blocos de geometria euclidiana.
J4 para os subespagos do espago-tempo, os setores sdo elementos que possuem a ge-
ometria da TRR (geometria de Minkowski). Para a constru¢do dos setores, o artigo
sugere a utilizacdo de pedacgos de papel e caixas de papeldo. A primeira discussao
consiste em determinar o sinal da curvatura de uma superficie bidimensional. Nesse
caso, os setores sdo representados por elementos de drea planos — Figura 2.9 Para
determinar o sinal da curvatura € utilizado o seguinte critério: um pedago da superficie
¢ recortado e ao tentarmos ajustd-lo sobre uma superficie plana perceberemos que se
esse pedago rasgar quando planificado teremos curvatura positiva, se esse pedago nao
rasgar (mas ndo se ajustar perfeitamente ao plano) teremos curvatura negativa e se o
pequeno pedago se ajustar perfeitamente ao plano teremos curvatura nula. As setas em
cinza colocadas na Figura[2.9]ilustram como realizar o critério para a determinac@o da

curvatura.

Figura 2.9: Do lado esquerdo o modelo de setor para uma superficie de curvatura
positiva e do lado direito o modelo de setor para uma superficie de curvatura negativa
—retirado e modificado de (ZAHN; KRAUS, 2014, p. 5).
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Ja na Figura os setores s@o recortados e colocados sobre o plano. Esses
modelos estdo disponiveis na pagina https://www.spacetimetravel.org/

sectormodelsl dos autores Zahn e Kraus.

Figura 2.10: Do lado esquerdo o modelo de setor para uma superficie de curvatura
positiva colocado sobre o plano e do lado direito o modelo de setor para uma superficie
de curvatura negativa colocado sobre o plano - retirado de (ZAHN; KRAUS, 2014, p.
5).

Um segundo procedimento para determinar a curvatura de uma superficie € des-
crito a partir dos setores colocados sobre o plano - Figura[2.10] Utilizando a disposi¢do
da Figura[2.10|podemos “juntar” quatro setores unindo os vértices dos mesmos em um
mesmo ponto como na Figura 2.11] Notamos que na Figura [2.11] duas arestas ndo se
tocam, indicando a presenga de curvatura. Se tentarmos, no lado esquerdo da Figura
@, fazer todas as arestas, que possuem o vértice em comum, se tocarem, tentando
girar o setor localizado na parte superior a esquerda, perceberemos que o setor tendera
a rasgar — Figura[2.11]— onde a seta em cinza ilustra o sentido de giro.

Ja no lado direito da Figura [2.11| notamos que ndo conseguimos colocar os quatro
setores representados unindo os vértices dos mesmos em um Unico ponto. Por isso, ao
tentarmos, na Figura [2.T1] fazer todos os vértices coincidirem em um mesmo ponto,
girar o setor localizado a esquerda na parte inferior, percebemos que o setor tenderd a
“descolar” do plano se elevando — lado direito da Figura 2.11] Dessa forma, através
deste critério descrito, o lado esquerdo da Figura[2.10]ilustra os setores representando
uma superficie de curvatura positiva enquanto os setores do lado direito da Figura[2.10]
ilustra os temos os setores representando uma superficie de curvatura negativa.

Ja no trabalho de Zahn e Kraus (2018a), os autores discutem o tracado das ge-

odésicas em superficies curvas. A geodésica € apresentada como uma linha que é
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Figura 2.11: Do lado esquerdo o modelo de setor para uma superficie de curvatura
positiva colocado sobre o plano, onde a seta em cinza indica o sentido de giro para o
setor localizado na parte superior a esquerda, e do lado direito o modelo de setor para
uma superficie de curvatura negativa colocado sobre o plano, onde a seta em cinza
indica o sentido de giro para o setor localizado na parte inferior a esquerda, - retirado
e modificado de (ZAHN; KRAUS, 2014, p. 5).

localmente reta. Dessa forma, utilizando o modelo de setores para uma superficie es-
férica, por exemplo, é possivel desenhar a geodésica de maneira simples — Figura[2.12]
Dentro de cada setor a geodésica é dada por uma linha reta. Toda vez que a linha reta
atinge a aresta do setor, une-se a aresta do setor vizinho e, entdo, a geodésica continua
sendo tragada como ilustrado no lado esquerdo da Figura[2.12]

Figura 2.12: Do lado esquerdo os setores sd@o unidos colocando as arestas dos mesmos
em contato para que a geodésica seja tracada e do lado direito o modelo duas geodé-
sicas sdo tracadas usando o modelo de setor e ilustrando a aproximacao das mesmas -
retirado de (ZAHN; KRAUS, 2018, p. 5).

Uma segunda geodésica pode ser tracada seguindo a mesma ideia apresentada an-
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teriormente, mas partindo de outro ponto no setor. Nota-se que duas geodésica, inici-
almente paralelas, se aproximam — lado direito da Figura [2.12]- indicando a presenga
de curvatura.

Na continuagdo do artigo, os autores apresentam o modelo de setor para a regidao

exterior ao horizonte de eventos de um buraco negro de Schwarzschild — Figura [2.13]

Figura 2.13: Modelo de setor representando a regido externa ao horizonte de eventos
para um buraco negro de Schwarzschild - retirado de (ZAHN; KRAUS, 2018, p. 6).

A geodésica ¢ tracada utilizando um procedimento similar ao apresentado anteri-
ormente como mostra o lado esquerdo da Figura [2.14] Posteriormente, ao posicionar
novamente 0s setores na sua configuragdo original, observamos no lado direito da Fi-
gura [2.14 que a geodésica sofreu um desvio. Assim, a Figura [2.14]ilustra a trajetdria
percorrida pela luz sob a acdo de um campo gravitacional.

Por fim, comentamos que os autores também desenvolvem abordagens para discu-
tir espagos curvos tridimensionais e o espago-tempo tridimensional ao redor de um bu-
raco negro. Além disso, discutem matematicamente, utilizando a métrica As?, como
construir os setores e, também, o desvio gravitacional para o vermelho. Portanto,
os trabalhos (ZAHN; KRAUS, 2014), (ZAHN; KRAUS, 2018a) e (ZAHN; KRAUS,
2018b) trazem uma forma geométrica bastante inovadora para a discussdo da teoria da
TRG.
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Figura 2.14: Do lado esquerdo os setores sdo unidos colocando as arestas dos mes-
mos em contato para que a geodésica seja tracada e do lado direito o tragcado de uma
geodésica usando modelo de setor para o buraco negro de Schwarzschild - retirado de
(ZAHN; KRAUS, 2018, p. 7).

2.4.3 Significado métrico das coordenadas

O dltimo tépico que discutiremos aqui em nossa revisdo de literatura esté relaci-
onado ao significado métrico das coordenadas. Esse assunto é pouco explorado na
literatura em ensino de TRG, porém € um tépico central, em nosso entendimento, para
que seja introduzida uma abordagem quantitativa para a TRG no EM. A discussio
a seguir tem como base a abordagem utilizada no livro de introducao a relatividade
“Exploring Black Holes” dos autores Taylor, Wheeler e Bertschinger (2018). Os au-
tores Taylor, Wheeler e Bertschinger constroem uma abordagem em TRG enfatizando
a importancia do significado métrico das coordenadas. No livro é dado um destaque
especial a dificuldade de Einstein com o significado métrico das coordenadas. Nas

palavras de Einstein,

“TIsso aconteceu em 1908. Por que outros sete anos foram necessdrios para a constru¢io
da TRG (1915)? A principal razdo reside no fato de que ndo € tao facil se libertar da ideia
de que as coordenadas devem ter um significado métrico imediato. ”

(apud TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018, p. 5-1, tradugo livre)

Einstein, em 1908, percebe a estreita relacio entre a geometria e a gravidade, en-
tretanto somente termina a formulacdo da TRG em 1915. A citagdo anterior torna
inequivoca que o significado métrico das coordenadas representou uma barreira a ser

superada por Einstein neste caminho para a formulacao da TRG. O significado métrico
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imediato das coordenadas refere-se a quantidades calculadas (variagdo de coordena-
das) que podem ser relacionadas diretamente com quantidades fisicas mensurdveis.
Por exemplo, relacionar uma variagdo de coordenada temporal com o intervalo de
tempo medido com o auxilio de um relégio. Bandyopadhyay e Kumar (2010a) rela-
tam a dificuldade dos estudantes com a seguinte pergunta: “A velocidadade da luz é
constante em um campo gravitacional ?” Os autores relatam que cinco dos seis alu-
nos, presentes na amostra, disseram categoricamente que a velocidade da luz ndo muda
sob a agdo da gravidade (Bandyopadhyay; Kumar, 2010a, p. 020104-8). Através da
métrica de Schwarzschild, discutida na introducao desta tese, podemos calcular a “ve-
locidade” da luz, de modo simples, para o movimento radial de um pulso luminoso
fazendo AT (intervalo tipo—luzﬂ e mostrar que realmente a velocidade da luz ndo é

uma constante como na TRR. A métrica de Schwarzschild pode ser escrita como

@ @an?=(1- R;) ¢ (A1) — (1_1}2) (Ar)? — r2sin? (A0)? — r2(Ad)2.

Fazendo A7 = 0 e através da hipétese simplificadora que o movimento do pulso

luminoso seja radial temos
Rs 2 1 2
0= (1= ) e (A0 = s (&),
)@ =y
onde fizemos Af = 0, A¢ = 0 e A7 = (. Calculando % segue que

Ar R,
At_j:(l_/r>c

O sinal de “+” na equagdo anterior indica um pulso luminoso que se move no sentido

[T

de crescimento de r e o sinal de na equacdo anterior indica um pulso luminoso que
se move no sentido de decrescimento de r. A equacdo anterior mostra que a velocidade
da luz possui valores diferentes para distintos valores da coordenada 7.
Reconhecidamente sabendo ndo termos esgotado a totalidade de trabalhos rela-
cionados ao assunto, escolhemos a partir deste momento direcionar nosso foco aos
percursos metodoldgicos a que esta tese se propde. Todas as etapas metodoldgicas

bem como sua delimitagdo e explicacdo serdo feitas no capitulo seguinte.

1 Uma discussdo sobre os tipos de intervalo e essa aplicagdo na TRR e na TRG pode ser encontrada
no apéndice A nas se¢des A.3.1 e A.7.2.
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A filosofia estd escrita neste grande
livro — quero dizer, o Universo — que
estd continuamente aberto ao nosso
olhar, mas ndo pode ser entendido a
menos que primeiro se aprenda a
compreender a linguagem e a
interpretar os caracteres em que estd
escrita. Estd escrito na linguagem da
matemdtica e seus caracteres sdo
triangulos, circulos e outras figuras

geométricas |[...]

Galileu Galilei apud (Allday, 2019,
p.5)

Neste capitulo descreveremos as etapas de condugdo desta pesquisa. Inicialmente
serd discutida a escolha do local para a aplicacdo do curso de Teoria da Relatividade
Geral (TRG) bem como a dura¢do da aplicagdo da proposta de ensino. Na sequéncia,
descreveremos como a literatura de ensino em TRG apoiou a sequéncia didatica es-
colhida para a constru¢cdo de um texto introdutdrio voltado para estudantes do Ensino
Médio (EM). Em seguida serdo descritas as aulas do curso de Teoria da Relatividade
(TR) detalhando o contetido abordado em cada exposi¢do. O material utilizado nesta
tese para investigar as dificuldades na aprendizagem em TRG sera apresentado utili-
zando como base os relatos da literatura em ensino acerca das dificuldades na apren-
dizagem deste topico, sendo esse material denominado instrumento de pesquisa. Por

fim, a dltima secdo do capitulo fard uma discussdo sobre a Andlise de Contetido (AC)
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que foi a metodologia escolhida para analisar as respostas dos estudantes.

3.1 Descricao do local de pesquisa e duracao da aplica-

¢ao da proposta de ensino de TRG

Imbuidos da ideia de realizar uma introdu¢do a TRG para o EM n6s realizamos um
mapeamento para determinar os possiveis locais para a realizacdo desta abordagem.
Dentre os locais propicios para aplicacdo desta pesquisa, optamos por uma escola da
rede federal em que o proponente da pesquisa é docente. Além do exposto anterior-
mente, a grade curricular da escola, no ano de 2019, apresentava o conteido de Fisica
Moderna no curriculo. Esse também foi um fator preponderante para a escolha do lo-
cal devido ao fato da Fisica Moderna j4 estar imersa no projeto pedagdgico da escola.
Destacamos a seguir, de forma concisa, a grade curricular referente ao ultimo ano das
turmas do EM

e Otica geométrica e Otica fisica;

e Teoria da Relatividade Restrita (TRR): Postulados. Simultaneidade. Dilatagdo do tempo e con-

tracdo do comprimento. Relagdo massa e energia relativistica;

e espectroscopia. Quantizacdo da energia. Efeito fotoelétrico.

Notamos um grande enfoque do curriculo na Fisica Moderna, em especial na TRR
e na Fisica Quantica, tornando propicia a introdu¢do da TRG. Além dos fatores cita-
dos, esta institui¢do de ensino também apresenta um historico de cursos e projeto{]
que versam sobre a temdtica FMC. Dessa forma, acreditamos que esta instituicao seja
um local proficuo para propormos uma nova abordagem do conteido de RG. Apds a
concretizacdo da escolha da instituicdo, comegamos a estabelecer a estratégia para a
insercdo da TRG. A estratégia utilizada foi inserir a TRG ao final da discussao sobre a
TRR. Dessa forma, seria possivel apresentar uma discussao completa sobre a TR para
os estudantes. Entretanto, ressaltamos a nossa preocupag¢do com o cumprimento da
ementa oficial. Assim a introdu¢do a TRG foi planejada de modo que todos os topicos

da ementa fossem trabalhados ao longo do ano letivo.

!Como, por exemplo, o curso de Fisica Moderna e Contemporanea (FMC) e, também, a participa-
¢do dos estudantes em uma competic¢do internacional promovida pelo CERN, o Beamline for Schools
(BLAS).
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No planejamento inicial a discussao sobre a TR (Restrita e Geral) ocorreria de 11
de maio de 2020 até 27 de agosto de 2020, ao longo de onze semanas com aulas pre-
senciais. Cada encontro com os estudantes apresentaria uma duragdo de 100 minutos
(dois tempos de aula de 50 minutos) ao longo de 11 (onze) semanas. Nos quatro en-
contros iniciais seriam discutidos tépicos de TRR. Apds essa imersdo na TRR, em
um encontro (dois tempos de 50 minutos) seriam trabalhadas as coordenadas carte-
sianas, polares e esféricas além de uma apresentacdo introdutdria sobre a geometria
nao-euclidiana. Apds esta etapa, trés encontros, ao longo de trés semanas, sobre a
TRG seriam realizados. Por fim, ocorreriam trés encontros para a discussdo destinada
aos buracos negros bem como os testes cldssicos da TRG. Na décima segunda semana
seria aplicado o instrumento de pesquisa para identificar as concepcdes dos estudantes
que estdo em desacordo com as concepgdes padrio da Fisica em relacdo a TRG.

Entretanto, a pandemia do Covid-19 alterou a data de aplicagdo da pesquisa e tam-
bém a forma de como o curso seria desenvolvido. Com a suspensao das atividades
presenciais nas escolas, o curso passou a ocorrer em formato ndo presencial (remoto)
com atividades administradas pela plataforma Microsoft Teams. No regime remoto o
curso precisou ser adiado, a nova data de aplicacdo ocorreu no periodo entre 11 de
dezembro de 2020 até 2 de abril de 2021. Neste periodo, os estudantes tiveram um
intervalo durante as festividades de final de ano (Natal e ano novo) e também um pe-
riodo de quinze dias de férias no més de janeiro. No regime remoto 0s encontros
foram compostos por atividades sincronas e assincronaﬂ Devido as particularidades
do regime ndo-presencial, dividimos a aplicacdo do instrumento de pesquisa em duas
partes. A parte 1 contém as questdes de 1 até 13 enquanto a parte 2 contém as questoes
de 14 até 21. Os encontros iniciais apresentavam um tempo médio de 75 minutos, mas
com o passar das semanas aumentamos o tempo dos encontros para 100 minutos. Esse
aumento de 25 minutos tinha como objetivo estabelecer uma maior participacido dos
estudantes nas aulas.

No regime remoto a TRR foi trabalhada ao longo de seis semanas em um total
de seis encontros sincronos. Na sequéncia, em um encontro sincrono as coordenadas
cartesianas, polares e esféricas bem como uma introdugdo a geometria ndo-euclidiana
foram realizadas. Apds os tépicos anteriores terem sido discutidos, iniciaram-se as

aulas sobre a TRG. Nessa etapa foram trabalhados os seguintes topicos: a insatisfacdo

2 Atividade sincrona é aquela em que as atividades sdo realizadas em tempo real; enquanto as ativi-
dades assincronas sd@o atividades gravadas que ficam a disposicdo dos alunos para serem assistidas em
quaisquer momentos.
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de Einstein com o status privilegiado dos referenciais inerciais; o Principio da Rela-
tividade Geral (PRQG); as diferentes formula¢des do Principio da Equivaléncia (PE); e
as consequéncias tedricas na utiliza¢do do PE na previsdo de novos fendmenos. Apds
a finalizacdo dos conteudos descritos anteriormente, foi aplicada a parte 1 do instru-
mento de pesquisa. Na sequéncia, foi realizado o encerramento da parte inicial com
uma discussdo sobre o espaco-tempo curvo com uma breve discussio para a solucio
da métrica para um buraco negro. Utilizamos um total de trés encontros (com duracao
de 100 minutos para cada encontro) na discussdo inicial da TRG. Todas as atividades
descritas até aqui foram realizadas de maneira sincrona, incluindo a aplicacio da parte
1 do instrumento de pesquisa. Por fim, devido a problemas no calendério académico
o conteddo final foi gravado e disponibilizado de forma assincrona pela plataforma
Microsoft Teams aos estudantes. O contetido final apresentava uma discussao sobre a
solucdo de Schwarzschild; a aplicagdo da métrica de Schwarzschild ao desvio gravita-
cional para o vermelho; discussdes qualitativas sobre a deflexdo da luz e a precessao
do periélio de mercirio; e o diagrama espaco-tempo ao redor de um buraco negro de
Schwarzschild. A duragdo aproximada do contetido gravado era de 110 minutos. O
video apresentava um conteudo denso e os estudantes relataram que precisaram assistir
o video por duas vezes ou pausar a gravagao e retroceder o video para compreender as
explicacdes sobre os topicos listados. Se o conteudo gravado fosse realizado de ma-
neira sincrona teriamos que dividir esse contetido em dois encontros de 100 minutos.
Ap6s o encerramento do conteido do curso foi aplicada a parte 2 do instrumento de

pesquisa ( questdes 14 até 21). As atividades ocorreram ao longo de treze semanas.

3.2 Conectando a abordagem utilizada com a litera-

tura especializada

3.2.1 Construcio do texto de apoio para o ensino de TRG

Nesta se¢do detalharemos como foram as etapas de constru¢do de um material di-
datico, chamado nesta tese de texto de apoio, produzido com o objetivo de fornecer
uma introducdo da TRG no EM. A versdo completa do texto de apoio esta colocada
no apéndice A e uma versdo resumida do texto estd colocada no apéndice B. O texto
de apoio esta dividido em sete se¢des. A se¢do Al apresenta uma breve explicacao

sobre a construcdo do texto. A secdo A2 apresenta uma introducdo a TRR. A se-
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cdo A3 apresenta os diagramas espaco-tempo e o intervalo invariante. A secdo A4
traz as coordenadas cartesianas, polares, esféricas e uma discussdo sobre a geometria
ndo-euclidiana. A sec¢do A5 apresenta uma breve revisdo sobre temas em mecanica
newtoniana. A secdo A6 contém uma introducdo a TRG. A secdo A7 apresenta os
buracos negros e os testes cldssicos da TRG.

Na sec¢do A2 fizemos uma introducao para discutir a TRR. A bibliografia principal
para a construcdo deste capitulo foi o livro “Understanding Relativity” (SARTORI,
1996). Nesta secdo, apresentamos os postulados da TRR e as previsdes tedricas ad-
vindas da aplica¢do dos postulados em experimentos de pensamento. Dessa forma, a
simultaneidade, a dilatagdo do tempo e a contragdo do comprimento sdo apresentadas.
Seguindo a abordagem adotada em Sartori (1996), ao introduzirmos os conceitos da
simultaneidade; da dilatacdo do tempo; e da contracdo do comprimento, apresentamos
sua defini¢do por extenso e de maneira matematizada para tornéd-los mais inteligiveis
aos alunos. Na sequéncia, discutimos as transformacoes de Lorentz para as coordena-
das espaco-temporais e para a velocidade. Complementamos esse capitulo trazendo o
efeito Doppler, o momento linear relativistico e a energia relativistica baseando nossas
discussoes nos autores Knight (2016) e Collier (2019).

Na secdo A3, continuamos desenvolvendo topicos de TRR que serdo importantes
para as discussdes das secdes A6 e A7. Iniciamos apresentando o intervalo invariante
ou intervalo espaco-temporal. No processo de escrita da secio A3 nos baseamos nos
resultados trazidos por Carageorge (2020). Nesse trabalho, o autor faz uma introducao
a TRG para o EM discutindo também a TRR. De todos os estudantes que participaram
da pesquisa de Carageorge, o autor destaca que nenhum estudante conseguiu respon-
der o que era o intervalo espaco-temporal (CARAGEORGE, 2020, p. 73). Como o
intervalo espago-temporal representa uma parte fundamental de nossa abordagem para
a introdug@o da TRG no ensino secundario, achamos necessario criar um novo capi-
tulo para que pudéssemos dar énfase a este tépico. Como dito por Taylor, Wheeler
e Bertschinger (2018, p. 1-23), “em relatividade todo o invariante ¢ um diamante”.
Dessa forma escolhemos enfatizar a discussao sobre o intervalo espago-temporal sem-
pre que possivel. Na sequéncia os diagramas espago-tempo sao discutidos para que os
estudantes apresentem uma visdo geométrica, juntamente com o intervalo invariante,
da TRR. Combinando o intervalo invariante e o diagrama espago-tempo podemos, por
exemplo, discutir o paradoxo dos gémeos em uma forma geométrica. Este capitulo se-
gue as referéncias: (GRIFFITHS, 2010), (NATARIO, 2010), (TAYLOR; WHEELER;
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BERTSCHINGER, 2018) e (COLLIER, 2019).

Na secdo A4, fazemos uma apresentacdo das coordenadas cartesiana, polar e esfé-
rica, pois esse € um topico desconhecido para os alunos que participaram da pesquisa.
Além disso, apresentamos aspectos da geometria ndo-euclidiana, fazendo uma com-
paracdo entre os resultados da geometria euclidiana e da geometria ndo-euclidiana.
Essa discussdo torna-se importante porque, como descrito por Kersting, Henriksen,
Bge e Angell (2018, p. 010130-14), os alunos “ddo como certa a natureza euclidiana
do nosso universo”. Dessa forma, a existéncia de outras formas de geometria deve
ser apresentada aos estudantes. A abordagem utilizada para discutir a geometria nio-
euclidiana seguiu a atividade apresentada no trabalho do autor Possel (2018, p. 20) que
pode ser acessada pelo seguinte link https://youtu.be/-czyukzZm94I. Essa
abordagem consiste em uma atividade pratica em que sdo realizadas duas experiéncias.
Na primeira experiéncia sao medidos os angulos internos de um tridngulo tragado so-
bre uma superficie curva e, em seguida, a soma dos angulos internos é comparada
com o resultado da geometria euclidiana. Na segunda experi€ncia uma circunferéncia
¢ tracada sobre uma superficie curva. Apds a medida do comprimento da circunfe-
réncia e do raio da mesma € calculada a razao entre o comprimento da circunferéncia
e do raio - novamente o resultado da medida anterior € comparado com o resultado
da geometria euclidiana. Essas atividades, que podem ser realizadas em sala de aula,
permitem que os estudantes explorem a geometria ndo-euclidiana. Como relatado por
Junius (2008), a semelhanca de Henri Poincaré: “nao se aprende uma nova geometria,
mas se acostuma.” Dessa forma, a op¢do de utilizar as atividades propostas por Possel
(2018) tem o objetivo de fazer com que os estudantes tenham um contato com medidas
em superficies curvas.

Na secdo A5 apresentamos uma revisdo sobre a mecanica newtoniana. Esse ca-
pitulo foi formulado em virtude de relatos de que as dificuldades na concepgao dos
alunos na aprendizagem de topicos de TRG surgem, possivelmente, de concepgdes
alternativas advindas do aprendizado de contetidos anteriores; uso indiscriminado de
conhecimentos prévios adquiridos durante a formagdo do estudante; ou devido a falta
de atencdo em detalhes importantes e discriminac¢des conceituais sutis (REIF, 2008
apud BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b). Dessa forma, apresentamos a discus-
sdo dos seguintes topicos: a formulagdo das leis de Newton; a gravitagcdo; a andlise das
leis de movimento escritas em relacdo aos referenciais inerciais e nao-inerciais. Lo-

gicamente, esse capitulo ndo tem a pretensao de ser um texto basico para a discussao
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da mecanica newtoniana, mas sim um texto complementar para discutirmos detalhes
importantes para o ensino de TRG.

Na secdo A6 iniciamos a discussdo sobre a TRG. A construgdo deste capitulo apre-
sentou como inspira¢ao inicial a sequéncia proposta por Kersting, Henriksen, Bge e
Angell (2018, p. 010130-5). A sequéncia proposta pelos autores € dividida em duas
partes: base conceitual e fendmenos relativisticos. A base conceitual apresenta uma
discussao sobre o PE, os referenciais, o PRG e, por fim, o espaco-tempo e a curvatura.
Ja em relacdo aos fendmenos relativisticos os seguintes contetidos foram apresentados:
a deflex@o da luz, o desvio gravitacional para o vermelho e a dilatagdo gravitacional
do tempo. Dessa forma, o inicio da escrita da secdo A6 fundamentou-se na sequéncia
proposta do Kersting, Henriksen, Bge e Angell (2018). Entretanto, ao longo do desen-
volvimento da nossa pesquisa, tivemos contato com os trabalhos de Bandyopadhyay
e Kumar (2010a) e (2010b). Assim, combinando os trabalhos de Bandyopadhyay e
Kumar com o livro de divulgacdo da TR de Einstein (EINSTEIN, 1999) modificamos
a sequéncia inicial de escrita da secdo A6. Por isso, iniciamos analisando a insatis-
facao de Einstein com o status privilegiado que os referenciais inerciais possuiam na
MN e na TRR. Posteriormente, o PRG é analisado nos moldes propostos por Einstein
e, em seguida, um exemplo que vai de encontro ao PRG € apresentado. Apds essa
discussdo, apresentamos o PE e discutimos a importancia do PE como argumento a
favor do PRG. Para a discussao sobre o PE Kersting, Henriksen, Bge e Angell (2018)
argumentam que utilizar experiéncias cotidianas para discutir os principios fisicos é
uma pratica interessante, pois os estudantes se lembram com mais facilidade de expe-
rimentos que eles visualizaram. O exemplo cotidiano utilizado pelos autores consiste
em analisar uma garrafa com dgua que possui furos em sua lateral, em queda livre.
Quando a garrafa € colocada em queda livre a d4gua deixa de escoar pelos furos. Para
um referencial em queda livre, juntamente com a garrafa, ¢ como se a gravidade ti-
vesse desaparecido, sendo que esse mesmo efeito seria obtido se a garrafa estivesse
no espaco livre (longe de qualquer corpo celeste). Essa proposta visa conectar uma
experiéncia cotidiana com a fisica da relatividade. Entretanto, é relatado que os alu-
nos podem apresentar dificuldades em relacionar a explicacdo do problema com o
PE, indicando que as atividades propostas que relacionam as experiéncias cotidianas
dos estudantes com a fisica da relatividade devem ser claras nessa associagdo (KERS-
TING; HENRIKSEN; B@E; ANGELL, 2018, p. 010130-10). Esse mesmo resultado

também foi encontrado por Carageorge (2020). Os estudantes até responderam corre-
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tamente o que aconteceria com a dgua saindo da garrafa durante a queda, mas alguns
ndo relacionaram a explicacdo com o PE (CARAGEORGE, 2020, p. 73). Além disso,
devemos levar em considerag¢do a dificuldade dos estudantes em lidar com o PE escrito
em termos dos referenciais em queda livre (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b,

p. 151). Dessa forma, optamos por discutir o PE através da seguinte sequéncia:

1. apresentacdo do PE em sua forma “fraca”: nenhuma experiéncia, mecénica, pode distinguir entre

um campo gravitacional uniforme (§) e a aceleragio uniforme equivalente (A= )
2. interpretagdo fisica da igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional utilizando o PE;
3. utiliza¢do do PE como argumento a favor do PRG;

4. apresentacdo do PE em termos dos referenciais em queda livre: um referencial nio-girante em
queda livre em um campo gravitacional uniforme € equivalente a um referencial inercial na

auséncia de gravidade;

5. ponderagdes sobre a aplicacdo do PE enunciado em termos dos referenciais em queda livre em

campos gravitacionais ndo uniformes;

6. apresentacdo do PE em sua forma “forte”: Nenhuma experiéncia, mecénica ou nio, pode distin-

guir entre um campo gravitacional uniforme (g) e a aceleracdo uniforme equivalente (A= 9.7

7. previsdo tedrica, utilizando o PE em sua forma “forte”, de dois novos fendmenos: a deflexdo da

luz em um campo gravitacional e o desvio gravitacional para o vermelho.

Assim, destacamos os livros Sartori (1996) e Einstein (1999) e os artigos dos auto-
res Bandyopadhyay e Kumar (2010a); Bandyopadhyay e Kumar (2010b); e Kersting,
Henriksen, Bge e Angell (2018) na construgdo da secdo A6. Destacamos ainda a uti-
lizagdo dos experimentos de pensamento em toda nossa abordagem. Os experimentos
de pensamento ajudam os estudantes a raciocinar em situagcdes fora do seu cotidiano
e compreender conteidos que se baseiam em pensamento abstrato (VELENTZAS;
HALKIA, 2013, p. 3046). Na continuacido da secdo apresentamos o problema do
disco girante cuja solug¢do forneceu pistas para Einstein perceber que, na presenga de
matéria, temos um espaco-tempo curvo. Aém disso, uma discussdao qualitativa das
equacdes de Einstein € feita e a solu¢do de Schwarzschild € apresentada. O final desta
secdo € o preludio para a solu¢do de Schwarzschild e o significado métrico das coor-
denadas.

Por fim, a secdo A7 apresenta uma aplicacdo da TRG fazendo uma discussao sobre

buracos negros. A escolha do contetido desta secao tem como inspiragdo a critica
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trazida em Kersting, Henriksen, Bge e Angell (2018) de onde destacamos os seguintes

trechos:

“[...] os alunos pediram mais abordagens matematicas e cdlculos faceis para testar sua

compreensdo também. Essa foi uma critica recorrente nas entrevistas que diz respeito

29

a frustracdo que os alunos experimentam ao abordar a RG apenas qualitativamente.
(KERSTING; HENRIKSEN; B@E; ANGELL, 2018, p. 010130-14)

E na sequéncia,

“ No entanto, o desafio em RG é que ndo temos calculos faceis a méo e que os alunos
tém que confiar quase exclusivamente em explicacdes ndo matematicas.” (KERSTING;
HENRIKSEN; BOE; ANGELL, 2018, p. 010130-14)

Ap6s uma reflex@o sobre os trechos apresentados, iniciamos uma busca de abor-
dagens quantitativas para a RG compativeis com o ensino secundério. Dessa forma,
fizemos uma leitura de livros e artigos que versassem sobre esse tema. O trabalho de
Stannard, Blair, Zadnik, Kaur (2017) apresenta uma abordagem interessante na intro-
ducdo de abordagens quantitativas. Destacamos também o livro dos autores Taylor,
Wheeler e Bertschinger (2018). Na segunda edicdo do livro Exploring Black Holes,
Taylor, Wheeler e Bertschinger apresentam a TRG sem énfase no formalismo tensorial
da teoria utilizando como objeto de estudo o buraco negro. O livro Exploring Black
Holes foi produzido para o ensino universitdrio, porém em diversos momentos do livro
as abordagens sdo compativeis com o ensino secunddrio. Por isso, optamos por uti-
lizar esse texto como referéncia principal em nossa abordagem quantitativa da TRG.
Finalmente, a se¢cdo A7 culmina na descri¢do do buraco negro. Apds essa discussao
inicial, introduzimos as chamadas estrelas negras e também uma breve apresentacao
sobre a formagdao do buraco negro e a classificacdo dos mesmos segundo a massa, a
carga e o momento angular. Posteriormente, a solu¢do de Schwarzschild € apresentada,
novamente, ilustrando o raio de Schwarzschild e o horizonte de eventos. Na sequén-
cia interpretamos as coordenadas de Schwarzschild. Essa interpretacao fundamenta-se
no capitulo 5 (Global and Local Metrics) do livro Exploring Black Holes. Essa dis-
cussdo concentra-se na perplexidade de Einstein sobre a falta de significado métrico
das coordenadas na TRG. Embora esse tépico seja um tanto técnico os autores Taylor,
Wheeler e Bertschinger apresentam uma maneira simples e visual para ilustrar esse
topico. Posteriormente sdo apresentados os trés testes cldssicos da TRG: a deflexdo

da luz, a precessao do periélio de mercurio e o desvio gravitacional para o vermelho.
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Os dois primeiros sao discutidos apenas de forma qualitativa enquanto o desvio gra-
vitacional para o vermelho é deduzido a partir de uma anélise quantitativa utilizando
a métrica de Schwarzschild. Por fim, discutimos o tracado de raios de luz em um

diagrama espago-tempo ao redor de um buraco negro.

3.2.2 Conteudo e descricao das aulas de TRG

Como ja descrito, o curso de TR ocorreu de 11 de dezembro de 2020 até 2 de
abril de 2021 em regime remoto pela plataforma Microsoft Teams. As aulas foram
conduzidas utilizando slides para a apresentacdo dos conteidos. A apresentacdo dos
conteudos foi realizada de maneira socratica, por meio de perguntas, para que os alunos
participassem mais ativamente das aulas. Os encontros foram conduzidos ao longo de
treze semanas, em que cada encontro apresentava duragdo média de 100 minutos. Os

tépicos trabalhados nos encontros sincronos e assincronos foram:

e semana 1 (sincrono) - relatividade de Galileu, postulados da TRR e o problema da simultanei-
dade;

e semana 2 (sincrono) — dilatagdo do tempo e contracdo do comprimento;

e semana 3 (sincrono) - transformagdes de Lorentz;

e semana 4 (sincrono) — aplicagdes das transformacdes de Lorentz;

e semana 5 (sincrono) — momento relativistico e energia relativistica;

e semana 6 (sincrono) — diagramas espaco-tempo, intervalo invariante e o paradoxo dos gémeos;
e semana 7 (sincrono) — coordenadas cartesiana, polar e esférica; e geometria nao-euclidiana;

e semana 8 (sincrono) — introdugdo a TRG, a insatisfacio de Einstein com o status dos referenciais

inerciais e a proposicdo do PRG;
e semana 9 (sincrono) — o PE e suas consequéncias;
e semana 10 (sincrono) — aplicacdo parte 1 do instrumento de pesquisa,
e semana 11 (sincrono) — o espago-tempo curvo e introdugdo aos buracos negros;

e semana 12 (assincrono) — aplicagdo da métrica de Schwarzschild, significado métrico das coor-

denadas e testes cldssicos da TRG (com aproximadamente 110 minutos de duragdo);

e semana 13 (assincrono) - aplicagdo parte 2 do instrumento de pesquisa.
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O planejamento inicial era realizar todos os encontros de forma sincrona com os
estudantes. Entretanto, o encerramento do ano letivo foi antecipado pela institui¢ao
de ensino em aproximadamente um més. Portanto, tivemos de compactar a aula da

semana 12 e a aplicacdo da parte 2 do questiondrio em atividades assincronas.

3.3 Construcao do instrumento de pesquisa

Nesta etapa iniciamos o detalhamento da constru¢do do instrumento de pesquisa
para acessar possiveis vulnerabilidades conceituais dos estudantes apds um curso in-
trodutdrio de TRG voltado para o ensino secundario. Construimos um material con-
tendo 21 (vinte e uma) questdes objetivas. Esse conjunto de questdes € chamado por
n6s de instrumento de pesquisa. O instrumento de pesquisa foi divido em duas partes
para facilitar a sua aplicag¢do. A parte 1 foi fundamentada nos trabalhos de (BANDYO-
PADHYAY; KUMAR, 2010a) e (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b) combinado
com livro de divulgacdo da TR de Einstein (EINSTEIN, 1999). A parte 2 sao questdes
exploratdrias que visam a avaliar topicos pouco pesquisados na literatura. A consulta
ao instrumento de pesquisa pode ser feita no apéndice C.

Na sequéncia detalharemos o processo de constru¢cdo do instrumento de pesquisa.
Apesar das questdes serem todas objetivas destacamos que nossa andlise se concen-
trard na justificativa atribuida pelos estudantes a alternativa escolhida. Justificamos
essa escolha devido ao fato, como ja relatado, de que as questdes foram aplicadas de
forma remota e, portanto, nao possuimos total controle acerca de possiveis comunica-
coes (“cola”) entre os alunos. Dessa forma, optamos por nos concentrar na analise da

justificativa para uma determinada op¢do escolhida pelo estudante.

3.3.1 Diferenca entre descrever os fenomenos fisicos e descrever as

leis fisicas

A construcdo das questdes 1 até 4 tem como objetivo avaliar a compreensao dos
estudantes sobre a distingdo entre a descri¢do de um fendmeno fisico e a determinacao
das leis da fisica. A descricdo de um fendmeno fisico corresponde a medicao das gran-
dezas fisicas envolvidas no estudo do mesmo e a determinacao das leis da Fisica cor-
responde a relacOes gerais entre as grandezas fisicas medidas (BANDYOPADHYAY;
KUMAR, 2010a, p. 020104-4). Além disso, investigamos a compreensdo dos estu-
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dantes acerca de afirmagdes que precisam de confirmagao experimental e, também, de
afirmacdes que ndo precisam de confirmagdo experimental. Os relatos na literatura

sobre dificuldades na aprendizagem destes topicos sao:
1. dificuldade em diferenciar a descri¢do dos fendmenos fisicos e a descri¢do das leis da natureza;

2. dificuldade em diferenciar o que sdo afirmagdes Gbvias a priori (ndo necessitam de confirmacio
experimental) e afirmagdes que ndo sdo ébvias a priori (necessitam de confirmagdo experimen-
tal).

(BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a, p. 020104-3)

As questdes 1, 2, 3 e 4 apresentam um enunciado em comum. Neste enunciado
temos dois referenciais que analisam a queda livre de uma lampada que se desprende
do topo de um vagao em movimento em relagao ao leito de uma estrada. O referencial
fixo no leito da estrada é chamado de referencial do solo enquanto o fixo no vagao é,
simplesmente, chamado de referencial do vagdo. As questdes 1 e 2 concentram-se na
descricdo dos fendmenos fisicos, ou seja, na descricio do movimento de queda livre
da lampada. Na questdao 1 supomos que o vagdo se move de maneira uniforme em
relacdo ao leito da estrada de ferro. A partir das alternativas, analisamos se os alunos
apresentam a compreensao de que € indiferente a escolha do referencial para a descri-
¢do da queda da lampada, embora a descricao possa ser mais simples no referencial do
vagao, e que essa afirmacdo € 6bvia a priori e, portanto, ndo necessita de confirmagao
experimental. A questdo 2 € idéntica a anterior, porém agora o vagao estd em movi-
mento uniformemente variado em relagdo ao leito da estrada. Novamente a resposta,
para a descri¢do da queda da lampada € idéntica a questdo 1, ou seja, € indiferente a
escolha do referencial para a descri¢do da queda da lampada e, novamente, essa afir-
macao nao necessita de comprovacao experimental. A proposta acerca destas questoes
estd apoiada na discussdo proposta por Einstein que trata do assunto da seguinte forma:
“quando se trata apenas de constatar ou descrever o0 movimento, em principio, € indi-
ferente a que corpo de referéncia 0 movimento estd relacionado” (EINSTEIN, 1999,
p.- 53). Ja as questdes 3 e 4 discutem a determinacao das leis fisicas. Na questdo 3, em
que o vagdo se move de maneira uniforme, analisamos se os estudantes compreendem
que as leis da Fisica assumem a mesma forma nos referenciais inerciais € que essa
afirmacdo necessita de confirmacdo experimental. Na questdo 4, em que o vagao se
move de maneira uniformemente variada, a determinacao das leis da Fisica depende da
escolha do referencial. As leis da Fisica assumem a sua forma mais simples nos refe-

renciais inerciais, sendo essas afirmagdes nao dbvias a priori e, assim, necessitando de
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confirmagdo experimental. Novamente as questdes 3 e 4 fundamentam-se nas palavras

de Einstein:

“O principi(f] afirma mais: se formularmos as leis gerais da natureza, tal como elas
resultam da experiéncia, servindo-nos (a) do leito da estrada como corpo de referéncia e
(b) do vagio como corpo de referéncia, estas leis gerais da natureza (por exemplo, as leis
da mecanica ou a lei da propagacdo da luz no vacuo) t€ém exatamente a mesma forma nos
dois casos [...] este Ultimo ndo tem necessariamente que ser verdadeiro a priori, pois nao
estd contido nos conceitos de “movimento” ou de “corpo de referéncia”, nem pode ser
derivado deles. S6 a experiéncia pode decidir se ele esta certo ou errado.” (EINSTEIN,
1999, p. 53)

A frase de Einstein ilustra que o primeiro postulado da TRR necessita de confir-
macao experimental e ndo advém das nog¢des primitivas da escolha de um corpo de

referéncia.

3.3.2 A insatisfacido de Einstein e a sua busca pelo PRG

Para a constru¢do da questdo 5 utilizamos a insatisfacdo de Einstein com o status
privilegiado dos referenciais inerciais e, como resultado da sua insatisfagcdo, a proposi-
¢do do PRG. A insatisfacdo de Einstein se refere ao fato que as leis da Fisica assumem
a sua forma mais simples nos referenciais inerciais. O PRG estabelece que “todos os
referenciais sao equivalentes a formulagdo das leis gerais da natureza (Fisica) inde-
pendentemente de seus estados de movimento”. Os relatos sobre as dificuldades de

aprendizagem deste topico sdo:

2

1. dificuldade em diferenciar o que € “descricao dos fendmenos” e o que € a “descricdo das leis da

natureza’’;

2. dificuldade em perceber que as leis da Fisica apresentam formas diferentes para referenciais
inerciais e ndo-inerciais e que esse fato entrava em conflito com o PRG proposto por Einstein.
(BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a, p. 020104-5)

Os relatos de Bandyopadhyay e Kumar (2010%, p. 020104-5) mostram que a difi-
culdade na diferenciacdo entre a descricao dos fendmenos e a determinacgdo das leis da
natureza impactou na dificuldade acerca da compreensao do PRG. Por isso, a questao
5 inicia colocando a insatisfacao de Einstein com o status privilegiado dos referenciais

inerciais e, em seguida, € enunciado o PRG. Na sequéncia, apresentamos um exemplo

30 principio a que Einstein se refere é o Principio da Relatividade Restrita.
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de um vagdo que sofre uma desacelerac@o abrupta. A andlise do vagdo em movimento
nao-uniforme ilustra o conflito entre e a proposicao do PRG com a determinagdo das
leis da natureza em referenciais ndo-inerciais. As alternativas avaliam a compreensao
dos estudantes de que a proposicao de Einstein para o PRG se refere a equivaléncia
da formulacdo das leis gerais da natureza para todos os referenciais (inerciais e nao-
inerciais), mas o exemplo do vagdo em movimento nio-uniforme entra em conflito
com a validade do principio proposto. Einstein, em seu livro de divulgacao, traz de

maneira muito simples essa discussao:

Depois de se haver comprovado o principio da relatividade especial, € tentador para toda
mente que aspira a generalizagdo dar o passo em dire¢do ao principio da relatividade
geral. (EINSTEIN, 1999, p. 55)

E prossegue

se o movimento do vagdo passa a ser nao-uniforme — por exemplo, em consequéncia de
uma violenta freada -, o viajante experimenta um forte puxao para frente [...] por isso nos
parece impossivel que, em relacdo, ao vagdo em movimento ndo uniforme, se apliquem as
mesmas leis mecénicas que em relacio ao vagao em repouso ou em movimento uniforme
[...] Por isso nos sentimos de imediato forcados a, contrariamente ao PRG, atribuir ao
movimento nio uniforme uma espécie de realidade fisica absoluta. (EINSTEIN, 1999,
p- 55)

A realidade fisica absoluta € justamente associada a presenca dos efeitos de inércia

provocado pela desaceleracdo do vagao.

3.3.3 A notavel propriedade do campo gravitacional

Para a construcdo da questdo 6 n6s utilizamos o fato de que diferentes corpos aban-
donados préximos a superficie da Terra experimentam a mesma acelerac¢do na auséncia

de resisténcia do ar. O relato sobre a dificuldade de aprendizagem deste topico é:

1. dificuldade em perceber que a aceleragdo de um corpo sob a acao exclusiva de um campo gravi-
tacional independe da massa do objeto.
(BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a, p. 020104-4)

As alternativas da questdo t€ém como objetivo avaliar a compreensao dos estudantes
de que esta propriedade notdvel € exclusiva do campo gravitacional e que a aceleracao
adquirida por um corpo em queda livre, na auséncia de resisténcia do ar, € indepen-

dente da massa ou composi¢ao do objeto. Os relatos de Bandyopadhyay e Kumar
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(2010a, p. 020104-4) nao mostraram qualquer dificuldade dos estudantes em perceber
que a independéncia da massa na queda dos corpos ndo se aplica ao campo elétrico e
ao campo magnético. Entretanto, decidimos incorporar nas opg¢des itens sobre a ace-
leracdo adquirida por corpos na presenga de outros campos como o magnético, por
exemplo. A justificativa para tal inclusdo estd relacionada ao fato da amostra de alu-
nos que participaram do trabalho de Bandyopadhyay e Kumar apresentarem elevado
nivel académico. A montagem elaboracdo desta questdo tem como base a discussao

proposta por Einstein:

“ O campo gravitacional, ao contrdrio do campo elétrico e magnético, apresenta uma
propriedade extremamente notdvel, que é de fundamental importancia para o que segue.
Corpos que se movimentam sob agdo exclusiva do campo gravitacional experimentam
uma acelera¢do que ndo depende em absoluto nem do material nem do estado fisico do
corpo. Um pedaco de ferro e um pedaco de madeira, por exemplo, caem no campo
gravitacional (no viacuo) exatamente da mesma maneira.” (EINSTEIN, 1999, p. 57)

3.3.4 Diferenca entre a massa inercial e a massa gravitacional

Para a construcdo da questdao 7 utilizamos a diferenca conceitual entre a massa
inercial e a massa gravitacional. A primeira representa uma medida da resisténcia
que um corpo oferece a alteracdo do seu estado de movimento enquanto a segunda
representa o andlogo gravitacional da carga elétrica. Além disso, exploramos o fato
experimental que estabelece a igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional.

Os relatos sobre as dificuldades de aprendizagem deste topico sdo:

1. concepgdo equivocada da massa gravitacional como algo que “resiste” a uma forga gravitacional;

2. interpretacdo equivocada de que a igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional (pro-
porcionalidade entre as mesmas) € 6bvia a priori, ou seja, sem a necessidade de confirmagdo

experimental;

3. concepedo equivocada de que a massa gravitacional é um caso particular da massa inercial.
(BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a, p. 020104-4)

A questdo 7 inicia retomando a propriedade do campo gravitacional que leva, ex-
perimentalmente, ao resultado da igualdade entre a massa inercial e a massa gravitaci-

onal.
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3.3.5 Interpretacao fisica para a igualdade entre a massa inercial

e a massa gravitacional

A construcdo da questao 8 tem por objetivo utilizar o PE em um problema baseado
em um experimento de pensamento. Um detalhe importante na constru¢do desse pro-
blema € a utilizacdo do PE como ponto de partida para uma interpretacdo fisica para a
igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional. O relato sobre a dificuldade

de aprendizagem deste topico é:

1. dificuldade em colocar como ponto de partida a validade do PE e obter, como consequéncia, a
igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional.
(BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a, p. 020104-5)

A questdo 8 inicia descrevendo dois referenciais que possuem em seu interior um
dinamOmetro com um objeto pendurado. O primeiro referencial consiste de uma nave
que repousa na superficie da Terra e o segundo referencial consiste de uma nave que
estd em movimento ndo-uniforme no espaco livre (sem gravidade) com aceleracdo de
mesmo mddulo, mas sentido oposto ao campo gravitacional. A marcacao no dinamd-
metro no primeiro caso determina a massa inercial do corpo enquanto a marcagao do
dinamometro no segundo caso determina a massa gravitacional do corpo. A equiva-
léncia entre as duas situacdes apresentadas mostra a interpretacao da igualdade entre a
massa inercial e a massa gravitacional. Nessa andlise, o estudante deve interpretar que
a tracdo (marcacao no dinamometro) medida nos dois referenciais devem ser iguais se
o PE ¢ vilido e, como consequéncia dessa validade, a igualdade entre a massa iner-
cial e a massa gravitacional € obtida. A organizacdo dessa questdo tem como base a

seguinte discussdo proposta por Einstein:

“ Suponhamos que o homem na caixa prenda na face interna do teto da caixa uma corda,
e que na extremidade livre desta ele amarre um corpo. Por influéncia deste, a corda ficard
tensa e pendurada “verticalmente”. Perguntemo-nos pela causa da tensdo na corda. O
homem na caixa dird: “O corpo suspenso experimenta no campo gravitacional uma forga
para baixo [...] o que determina o valor da tensdo da corda é a massa gravitacional [...]
Mas, por outro lado, um observador que flutue livremente no espaco hd de considerar a
situag@o da seguinte maneira: ““ A corda é for¢ada a acompanhar o movimento acelerado
da caixa e transmite este movimento ao corpo preso a ela [...] O que determina o valor
da tens@o na corda € a massa inercial.” Vemos, por este exemplo, que nossa extensao
do principio da relatividade faz aparecer como necessaria a afirmagdo da igualdade entre
a massa inercial e a massa gravitacional. Com isto obtivemos uma interpretacdo fisica
desta proposi¢do. 7 (EINSTEIN, 1999, p. 60)
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3.3.6 O PE como um poderoso argumento a favor do PRG

A construc¢do da questdo 9 tem por objetivo a interpretagdo da utilizacdo do PE
como um argumento a favor da proposi¢cdo do PRG. Os relatos na literatura sobre as

dificuldades acerca destes topicos sdo:

1. dificuldade dos estudantes na andlise de como Einstein utilizou o principio da equivaléncia
para generalizar o principio da relatividade para referenciais acelerados (PRG). (BANDYO-
PADHYAY; KUMAR, 2010a, p. 020104-5)

A questdo 9 inicia colocando um trecho do livro de Einstein (EINSTEIN, 1999)
analisando um vagio que sofre uma brusca freada. Neste trecho € analisada a inter-
pretacao de um observador, no interior do vagao, para o efeito percebido pelo mesmo
durante a desaceleracdo do vagdo. Essa questdo visa a analisar a compreensdo dos
estudantes na utilizagdo do PE como argumento a favor do PRG. A formatacdo dessa

questdo tem como base a ideia:

“E bem verdade que o observador que se encontra no vagio da estrada de ferro que
estd sendo freado experimenta, em consequéncia da freada, um puxao para frente, e que
desta forma ele percebe o0 movimento ndo uniforme do vagdo. Mas ninguém o obriga
a atribuir o puxao a uma aceleracdo “real” do vagdo. Ele também pode interpretar da
seguinte forma o que experimentou: Meu referencial (vagdo) estd permanentemente em
repouso. Mas, durante o periodo da frenagem, existe em relagdo a0 mesmo um campo
gravitacional dirigido para frente e que varia com o tempo [...] E este campo gravitacional
que provoca também o puxao no observador. ” (EINSTEIN, 1999, p. 61)

3.3.7 O PE como argumento para a deflexao da luz

As questdes 10 e 11 tém por objetivo analisar a trajetéria da luz em relagdo a um
referencial acelerado e a utilizagdo do PE na previsdo de novos resultados como a
deflexdo da luz devido a influéncia da gravidade. Assim, a generalizacdo do PE para
contemplar todos os fendmenos fisicos nos leva a concluir que os raios luminosos
serdo defletidos na presenca de campos gravitacionais. Os relatos na literatura sobre

dificuldades acerca destes topicos sao:

1. o conhecimento prévio de TRR, mais precisamente da equacio E = mc?, faz com que o0s
alunos pesquisados achem a utilizacdo desse argumento (associando uma massa para a luz) mais
simples que a utiliza¢do do principio da equivaléncia para explicar a deflexdo da luz em um

campo gravitacional;
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2. alguns estudantes invocaram a imagem corpuscular da luz, utilizada por Newton, para prever a

deflexao;

3. poucos estudantes se deram conta que Einstein precisava estender o Principio de Equivaléncia
do dominio restrito da mecanica, a chamada versdo “fraca” do Principio de Equivaléncia para
todos os dominios da Fisica, a versdo chamada “forte”” do Principio de Equivaléncia para prever
a deflexdo da luz.

(BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a, p. 020104-7)

A questdao 10 e a questdo 11 apresentam um enunciado em comum em que uma nave
estd em movimento uniformemente acelerado no espago livre. Durante o movimento,
um pulso luminoso atravessa a nave em uma dire¢ao perpendicular a0 movimento da
mesma. A questdo 10 analisa a trajetéria do pulso luminoso do ponto de vista do
referencial uniformemente acelerado. Na questdo 11, o PE € introduzido e a analise da
trajetoria do pulso luminoso sob a acdo de um campo gravitacional € investigada. A

questdo tem como base o argumento:

“ Em relac@o ao corpo de referéncia galileano K a luz se propaga em linha reta com a
velocidade c. Em relagdo a caixa acelerada (corpo de referéncia K'), como nio é dificil
concluirmos, a trajetéria do mesmo raio luminoso ji ndo é mais uma reta. Dai deve-
mos concluir que em um campo gravitacional os raios luminosos em geral se propagam
segundo linhas curvas.” (EINSTEIN, 1999, p. 64)

3.3.8 O PE e o pensamento mais feliz da vida de Einstein

A questdo 12 visa a analisar se os estudantes compreendem que os efeitos perce-
bidos por um observador em queda livre sdo idénticos aos efeitos descritos por um
observador em movimento uniforme no espaco livre (sem gravidade). Essa percepcao
da equivaléncia entre as situacdes colocadas na frase anterior expressa o ‘“pensamento
mais feliz da vida de Einstein. ” J4 a questdo 13 visa a analisar se os estudantes en-
tendem o alerta de Einstein acerca da validade do PE apenas para pequenas regides do

espaco-tempo.

1. Dificuldade de alguns alunos em entender claramente que a situagdo de um observador em queda
livre (em um campo gravitacional uniforme) € idéntica a de um observador inercial no espaco

livre;

2. Para um campo gravitacional nido uniforme, os alunos apresentaram dificuldade em associar a
validade do PE a uma pequena regido do espaco-tempo. Os estudantes tendem a citar apenas

que a validade do PE € local (em um campo gravitacional nfo uniforme) e isso dependeria da

86



Capitulo 3. Metodologia

consideracdo apenas de uma pequena regido do espaco.
(BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b, p. 147) e (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b, p.
151),

As questdes 12 e 13 apresentam um enunciado em comum em que o PE é enun-
ciado em termos do “pensamento mais feliz da vida de Einstein”. Na questdo 12 o
campo gravitacional é tratado como uniforme e imaginamos um elevador que cai em
queda livre. No momento de queda do elevador, uma maga € abandonada. O PE, em
termos dos referenciais em queda livre, € apresentado também no enunciado. As alter-
nativas visam a analisar se os estudantes interpretam corretamente o PE. Além disso,
os estudantes devem analisar que uma maca abandonada ficard flutuando em relacao ao
referencial em queda livre ou em relacao ao referencial em repouso no espaco livre. Na
questdo 13, o campo gravitacional € ndo uniforme. As alternativas t€m como objetivo
investigar que o PE € valido apenas em uma pequena regido do espaco-tempo. Além
disso, os estudantes devem analisar os efeitos de maré associados a nao-uniformidade
do campo gravitacional associado a separacao relativa entre duas macas abandonadas,
em relacdo ao elevador, de alturas diferentes. A elaboracdo da questdo teve como base

a discussao:

“ Entdo ocorreu-me o pensamento mais feliz de minha vida, na forma seguinte: um
campo gravitacional tem existéncia relativa [...] pois para um observador que cai livre-
mente do telhado de uma casa ndo hd - pelo menos nas suas vizinhancas imediatas -
campo gravitacional.” (PAIS, 1995, p. 178)

A seguir, apresentaremos a parte 2 do instrumento de pesquisa. A parte 2 investiga
conceitos ainda pouco explorados na literatura. O trabalho de Kersting, Henriksen,
Bge e Angell (2018, p. 010130-11) traz algumas dificuldades dos estudantes no es-
tudo do funcionamento de reldgios na proximidade de um corpo massivo e, também,
sobre o desvio gravitacional para o vermelho. Nessa etapa, as questdes 14, 16, 17,
18 e 19 exploram as questdes trazidas anteriormente relacionadas aos tépicos pouco
explorados no ensino de TRG. Ja a questdo 15 ilustra a perda de significado métrico
das coordenadas de forma conceitual, enquanto as questdes 20 e 21 exploram a inter-
pretacdo dos diagramas espago-tempo ao redor de um buraco negro. As questdes 15,

20 e 21 seguem a referéncia dos autores Taylor, Wheeler e Bertschinger (2018).
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3.3.9 O funcionamento de reléogios em campos gravitacionais

A questdo 14 objetiva avaliar a compreensao dos estudantes sobre o funcionamento
de relégios em um campo gravitacional. Assim, os estudantes deverao perceber que o
funcionamento de reldgios € afetado pela presenca de um objeto massivo. A questio
avalia uma comparacao entre relégios mais proximos e relégios mais distantes de uma

fonte de campo gravitacional.

3.3.10 A perda de significado métrico das coordenadas e a impor-

tancia da métrica do espaco-tempo

A questdo 15 procura investigar aspectos relacionados ao espago-tempo curvo da
TRG. Em um espago-curvo as coordenadas perdem seu significado métrico e para que
possamos realizar previsdes de medidas fisicas € necessario conhecermos a métrica
do espago-tempo (s?). Essa questdo tem como base a discussdo proposta por Taylor,
Wheeler e Bertschinger (2018).

3.3.11 O uso da métrica e a interpretacio do funcionamento de

relégios em um campo gravitacional

A questdo 16 explora a comparacao entre reldgios localizados nas coordenadas
r = Rer = R+ h. Um observador localizado em » = R + h envia pulsos luminosos
para um observador localizado em » = R. Assim, pretendemos que o aluno utilize
a métrica para comparar os intervalos de tempo medidosem r = Rer = R+ h
interpretando o resultado obtido. A questdo 17 € uma extensdo da questdo anterior em
que o estudante deve interpretar a questdo em termos da frequéncia. Dessa forma, os
estudantes devem comparar a frequéncia de emissdo e a frequéncia de recep¢do. Ja a
questdo 18 inverte a situacao colocada na questdo 16. Agora, o observador localizado
em r = R envia pulsos luminosos para um observador localizado em r = R + h.
Novamente, esperamos que o estudante utilize a métrica e interprete o resultado obtido.
A questdo 19 é uma extensdo da questdo anterior em que o estudante interprete a
mesma questdo em termos da frequéncia. Assim, os estudantes devem comparar a

frequéncia de emissao e a frequéncia de recepgao.
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3.3.12 Observadores estacionarios e o cone de luz

A questdo 20 analisa a regido interior (r < R) ao horizonte de eventos e a regido
exterior (r > R;) ao horizonte de eventos. Na regido exterior ao horizonte o estu-
dante deve avaliar que podem existir observadores estaciondrios (r = fixo) enquanto
na regido interior ao horizonte de eventos ndo € possivel que existam observadores
estaciondrios. Além disso, o estudante deve avaliar que apds um objeto atravessar o
horizonte, 0 mesmo s6 poderd se movimentar no sentido de decrescimento da coorde-
nada radial r, ou seja, qualquer objeto que atrevesse o horizonte nao pode mais retornar
a regido exterior (r > R;). A questdo 21 descreve o comportamento do cone de luz
sobre o horizonte de eventos e as linhas de mundo de particulas ou as linhas de mundo
de pulsos luminosos. Nessa questdo fizemos uma mudanca de coordenadas de modo
a remover a singularidade em r = R, sendo esta etapa omitida na questdo. Assim, o
estudante deve avaliar que a linha tracejada em laranja ndo pode representar a linha de
mundo de qualquer particula material ou pulso luminoso. J4 a linha de mundo trace-
jada em preto pode representar a trajetoria de uma particula material e, no caso de ser

um pulso luminoso, a linha de mundo deve ser tangente a geratriz do cone.

3.4 Coleta de dados de pesquisa

A pandemia da COVID-19 impactou sobremaneira a forma de conducgdo desta
pesquisa bem como sua etapa de aplicacdo. O instrumento que seria aplicado pre-
sencialmente foi colocado em um formulario online e aplicado de maneira remota.
Ressaltamos que todos os estudantes, com idade minima de 18 anos, concordaram
espontaneamente em participar da pesquisa por meio de um termo de consentimento
preenchido pelos mesmos e arquivado pelo proponente da pesquisa. Na parte 1 do
instrumento de pesquisa era entregue um conjunto de 13 questdes objetivas para os
estudantes. Os estudantes deveriam retornar a alternativa escolhida e apresentar uma
justificativa explicando a opcao escolhida. Apds a aplicacdo, os dados foram armaze-
nados e transferidos para uma planilha Excel. Na parte 1 do instrumento de pesquisa,
os estudantes dispunham de um total de duas horas para completar a solucdo de todos
os itens. A parte 2 do instrumento de pesquisa foi aplicada para os estudantes também
remotamente. Entretanto, devido a alguns problemas de instabilidade na internet dos
discentes e conflitos de horério foi estabelecido um prazo maior para a conclusio da

segunda atividade. Os estudantes, novamente, deveriam justificar todas as questdes
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objetivas enviando inclusive as manipulacdes matematicas necessdrias para as ques-
toes.
Na proxima se¢do descrevemos a utilizacdo da AC como metodologia para a ané-

lise dos dados.

3.5 Analise de Contetido como metodologia para ana-

lise dos dados

Para analisar os dados obtidos utilizaremos a Anélise de Contetido (AC) proposta
por Bardin (1977). Uma definicdo interessante para a AC € colocada por Moraes

(1999) em um artigo de discussdo sobre esta metodologia. Nas palavras do autor:

“A andlise de conteido constitui uma metodologia de pesquisa usada para descrever e
interpretar o conteido de toda classe de documentos e textos. Essa andlise, conduzindo a
descri¢cdes sistematicas, qualitativas ou quantitativas, ajuda a reinterpretar as mensagens
e a atingir uma compreensdo de seus significados que vai além de uma leitura comum.”
(MORAES, 1999, p.2.)

A metodologia escolhida tem por objetivo investigar as vulnerabilidades conceitu-
ais apresentadas por estudantes ap6s um curso introdutério de TRG. O material a ser
examinado para a aplicagdo da AC consiste na andlise das justificativas (escritas) dos
estudantes para as op¢oes escolhidas do instrumento de pesquisa.

De forma a organizar e analisar os dados, seguiremos as etapas propostas por Mo-
raes (1999): preparacdo das informacdes; unitarizagcdo; categorizacdo; descri¢ao; e
interpretacdo. A preparacdo das informacgdes visa a decidir qual material serd subme-
tido a AC, pois em determinadas pesquisas a quantidade de dados poderd ser muito
extensa e uma amostra pode ser selecionada. Esses materiais selecionados constituem
o chamado corpus da pesquisa, que representa o conjunto de documentos a serem ana-
lisados (BARDIN, 1977, pag. 96). Em nosso trabalho o corpus é dado pelas respostas
dos alunos ao instrumento de pesquisa. As respostas dos alunos foram colocadas em
uma planilha Excel em que os estudantes foram dispostos nas linhas da planilha. Ainda
na etapa de preparacdo € feita uma codificacao para identificar os elementos do mate-
rial analisado. Em nosso estudo um total de 41 (quarenta e um) alunos participaram
da pesquisa. Os alunos foram rotulados com a letra “A” seguida de uma numeragao,
colocada ao lado da letra, que identifica o aluno. Por exemplo, o estudante A33 repre-

senta o aluno que estd na trigésima terceira linha da planilha Excel. Para identificar
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a resposta de um estudante para uma determinada questdo escrevemos, por exemplo,
“(A33).7” em que identificamos a resposta do estudante A33 para a questdo 7 do ins-
trumento de pesquisa. Na sequéncia iniciamos o processo de unitarizacdo em que é
determinada a Unidade de Registr (UR) e a Unidade de Contexto (UC). Essa é uma
etapa importante na AC devido ao seguinte fato destacado por Moraes:

“Toda categorizac¢do ou classificacdo necessita definir o elemento ou individuo unitario
a ser classificado. Na andlise de contetido denominamos este elemento de unidade de
analise. 7 (MORAES, 1999, p.5.)

A autora Maria Laura Franco define a UR como “a menor parte do conteido, cuja
ocorréncia € registrada de acordo com as categorias levantadas” (FRANCO, 2005, p.
37). Em nossa pesquisa, utilizaremos como UR o tema. O tema é uma afirmagdo sobre
determinado assunto, que pode ser uma frase, um conjunto de frases ou um paragrafo
(FRANCO, 2005, p. 39). Em nossa pesquisa a UR serd representada por frases que
compdem as respostas dos alunos. Na sequéncia € determinada a UC, que visa trazer
significado para a UR. A UC ¢ considerada como a unidade basica para a compreensao
do significado da UR, onde a UC apresenta dimensdes superiores as da UR (FRANCO,
2005, p. 44). Em nosso trabalho a UR € dada por frases (trechos das respostas dos es-
tudantes) e a UC seréd dado pela resposta completa do estudante. Utilizando a resposta
completa do estudante como UC conseguimos analisar o contexto em que a UR foi
retirada.

ApOs o processo de unitarizagdo concluido inicia-se o processo da categorizagao.
A categorizacdo ¢ uma forma de agrupar dados com base em uma parte em comum
entre eles (MORAES, 1999, p. 6). Em nossa pesquisa as categorias visam a agru-
par os estudantes que apresentam uma determinada vulnerabilidade conceitual. Como

destacado em Moraes (1999) as categorias precisam obedecer a alguns critérios:

e validade ou pertinéncia - a categoria deve ser adequada ou pertinente de acordo com 0s objetivos

da analise;

e exaustividade ou exclusividade — as categorias devem possibilitar o agrupamento de todo o con-
teido analisado definido de acordo com os objetivos da anélise;

e homogeneidade - deve ser fundamentada em um tnico critério de classificacio, ou seja, as cate-

gorias devem se relacionar entre si;

“A UR também pode ser chamada de Unidade de Andlise ou Unidade de Significado.
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e exclusividade ou exclus@o miitua — cada elemento que estd sendo classificado deve se adequar a

uma Unica categoria;

e objetividade, consisténcia ou fidedignidade — as regras de classificacdo sdo explicitadas com
suficiente clareza de modo que possam ser aplicadas consistentemente ao longo de toda a anélise.
(MORAES, 1999, p. 7)

Utilizando os critérios descritos anteriormente no processo de categorizagdo ire-
mos agrupar as UR que se assemelham criando um nome (categoria) que sintetize o
agrupamento em questdo. Destacamos, ainda, que utilizaremos critérios semanticos
para a criagao das categorias, pois queremos analisar as percepgdes dos estudantes na
justificativa das questdes objetivas.

Posteriormente, os processos de descricdo e interpretacdo sao realizados. Na des-
cricdo é comunicado o significado de cada uma das categorias criadas. Ja a inter-
pretacdo consiste na busca pela compreensdo da comunicagdo analisada. E na parte
da interpretacdo que se faz um esfor¢o para alcancar nao s6 os contetidos manifestos
pelos autores, mas também os conteidos ocultados consciente ou inconscientemente
pelos autores. Em nosso trabalho, buscamos descrever as vulnerabilidades conceituais
em RG e interpretd-las a luz da literatura em ensino de RG, além de buscarmos novas

vulnerabilidades como exporemos nos capitulos seguintes.
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Resultados e Analise

4.1 Introducao

Quando Arthur Eddington voltou da
famosa expedigdo do eclipse solar de
1919 que observou a luz de uma
estrela distante curvando-se de acordo
com a gravidade de Einstein, alguém
lhe perguntou se era verdade que
apenas trés pessoas entendiam a
teoria de Einstein. Eddington
respondeu: "Quem é o terceiro?"A
historia, apocrifa ou ndo, é uma das
muitas que ddo a teoria de Einstein
sua reputagdo imerecida de ser

incompreensivel.

(A. Zee, 2013, p.xii)

Neste capitulo, serdo apresentados os primeiros resultados desta pesquisa e, conco-

mitantemente, uma discussido dos resultados sera realizada. Por meio destas analises

nés responderemos as nossas perguntas de pesquisa analisando também algumas pre-

missas e hipdteses utilizadas ao longo desta tese. A andlise do instrumento de pesquisa

serd feita de duas formas: primeiramente analisaremos as alternativas escolhidas pelos

estudantes para as respostas; e, em seguida, nds utilizaremos a Anélise de Conteddo

(AC) para examinar as justificativas dos estudantes para uma determinada alternativa

escolhida no instrumento de pesquisa. Os resultados serdo apresentados em forma de
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tabela para facilitar a visualizag@o e interpretacdo dos dados. Na andlise das alternati-
vas temos os dados dispostos da seguinte maneira: na primeira coluna sdo colocadas
as alternativas com a opg¢ao correta marcada em azul; na segunda coluna a frequéncia
das respostas; e na terceira coluna a frequéncia relativa. Na anélise das justificativas a
tabela traz na primeira coluna as categorias de andlise; na segunda coluna a frequéncia
relativa das justificativas pertencentes a uma dada categoria; e nas duas tltimas colunas
sao apresentadas a Unidade de Registro (UR) e a Unidade de Contexto (UC) respecti-
vamente. A UR e a UC sao formadas a partir das respostas dos estudantes e justificam a
criacdo de uma determinada categoria de andlise. As categorias de andlise representam
as vulnerabilidades conceituais dos estudantes, ou seja, as concepgdes dos estudantes
que nao estdo em acordo com a Fisica padraio (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010b,
p. 140). Buscaremos relacionar os resultados obtidos nesta pesquisa com os relatos
trazidos na literatura em ensino de TRG. Cabe destacar que muitas palavras que com-
poem as respostas dos estudantes apresentam erro de digitacdo, pois foram escritas
pelos alunos de maneira remota. NGs optamos por manter essas respostas na forma

original, que foram escritas, sem qualquer correcdo/alteracdo das mesmas.

4.2 Resultados e analise das questoes 1 até 4

4.2.1 Descrever os fenomenos fisicos e descrever as leis Fisica

4.2.1.1 Questoes1e2

Nas questdes 1 e 2 do instrumento de pesquisa os estudantes deveriam analisar a
descricdo da queda livre de uma lampada, desprezando a resisténcia do ar, do ponto de
vista de um referencial fixo no leito de uma estrada de ferro e de um referencial fixo
em um vagao. Na questdo 1 o vagdo se move com velocidade constante em relacio
ao leito da estrada enquanto na questdo 2 o vagdo se move de forma uniformemente
acelerada em relacdo ao leito da estrada. Os estudantes devem perceber que tanto na
questdo 1 quanto na questdo 2 € indiferente a escolha do referencial para a descri¢ao
da queda da lampada e, também, que essa afirmacdo € dbvia a priori e, portanto, nao
precisa de confirmagdo experimental.

Analisando a opg¢do escolhida pelos alunos notamos que 61% dos estudantes op-
taram pela alternativa correta que era dada pela letra (a) - Tabela A alternativa
incorreta dada pela letra (d), que contou com 34,2% das respostas, é semelhante a
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alternativa (a), mas estabelece a necessidade de confirmacgao experimental.

Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 25 61,0%
(b) 1 2,4%
(c) 1 2,4%
(d) 14 34,2%

Tabela 4.1: Anélise das frequéncias das respostas para a questdo 1.

Entretanto, ao analisarmos as justificativas dos estudantes para as opgdes esco-
lhidas percebemos algumas incongruéncias. Como ja mencionado, utilizando a AC
agrupamos as respostas dos estudantes em categorias que sintetizam a ideia principal
contida nas respostas. A Tabela [4.2] apresenta as justificativas dos estudantes e mostra
que apenas 5,1% dos estudantes apresentaram uma justificativa coerente e, assim, fo-
ram agrupados na categoria “Justificativa Correta”. A categoria “Ndo distin¢do entre
descricdo e determinacdo” agrupa os estudantes que nao distinguiram entre a descri-
¢do de um fendmeno fisico e a determinacdo das leis da Fisica. Como jd mencionado,
a descricdo de um fenomeno fisico refere-se a medicao de grandezas fisicas e que essa
medicdo pode ser realizada em relacdo a qualquer referencial. Ja a determinacdo de
uma lei Fisica estabelece a relagdo matematica entre as grandezas fisicas medidas. A

(13

resposta do estudante A5 ilustra essa falta de distingdo: “ [...] ambos sdo referenci-
ais inerciais, e segundo o 1° postulado da relatividade restrita, as leis fisicas sdo as
mesmas em qualquer referencial inercial [...]”. A justificativa passa por empregar o 1°
postulado da TRR e, assim, o estudante parece ndo compreender que a pergunta dessa
questdo nao falava sobre a determinagao de uma lei Fisica. A categoria “Referenciais
inerciais” agrupa os estudantes que justificaram a resposta explicitando que era indife-
rente o referencial escolhido pelo fato de ambos os referenciais serem inerciais. Nessa
categoria agrupam-se 17,9% dos estudantes. A categoria “Interpretagdes erroneas da
MN” mostra as incongruéncias dos estudantes em aspectos relacionados a Mecanica
Newtoniana (MN). A justificativa do estudante A27 traz a seguinte conclusdo: “[...] Se
levarmos em consideracao o melhor referencial para medidas do méximo de grandezas
fisicas possiveis, o referencial do solo, possui uma visao mais privilegiada devido ao
fato de ver todos os vetores de movimento da 1ampada (no eixo Y devido a forca peso,
e no eixo X devido a velocidade constante) [...]”. Aqui percebemos que o estudante

interpreta que a visao do referencial do solo é a melhor e, assim, esquece que 0 movi-
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mento € relativo e ndo existe nenhum referencial privilegiado para realizar a descri¢ao
da queda livre embora a descricdo possa ser mais simples em algum referencial. A
categoria “Incoeréncia na resposta” apresenta as respostas cujo significado ndo con-
seguimos compreender e, assim, nao adequamos estas respostas em nenhuma categoria
criada. A categoria “Ndo distingdo entre descrigcdo e determinacdo” indica uma vul-
nerabilidade conceitual apresentada em (BANDYOPADHYAY; KUMAR. 2010a, p.
020104-4). Os autores relatam que a distin¢do entre “descri¢do dos fendmenos” e a
“determinacdo das leis da natureza (Fisica)” sdo fundamentais para um entendimento
adequado da Teoria da Relatividade (TR), mas que essa distin¢do € confusa entre os
estudantes. Ressaltamos que a amostra de estudantes de Bandyopadhyay e Kumar
era composta por estudantes universitdrios, que ja haviam cursado toda a Fisica ba-
sica universitdria e também cursos de TRR, enquanto a nossa amostra ¢ composta por
estudantes do Ensino Médio (EM) que estavam estudando, em sua grande maioria, a
TR pela primeira vez. Dessa forma, ja esperdvamos que no ensino secundario essa
dificuldade na distin¢do citada fosse potencializada. Uma segunda vulnerabilidade
conceitual identificada relaciona-se a percep¢do de que a indiferenca na descricao de
um fendmeno fisico advém do fato de os referenciais serem inerciais. Os estudantes
aqui ndo perceberam que o fato de os referenciais serem inerciais € irrelevante para a

resposta do problema.
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Categoria

Frequéncia (%)

Unidade de Registro

Unidade de Contexto

A35: “[...] pois de ambos

os referenciais consegue-se

A35: “Letra A, pois de ambos os referenci-
ais consegue-se descrever a queda da 1am-

pada, talvez de dentro do trem ou de fora

posta

deza permanece a mesma.”

Justificativa Correta 5,1% R ) o ) o
descrever a queda da 1am- | seja mais simples de se analisar, porém &
pada[...]” 6bvio que acdo possa ser descrita nas duas

posi¢des de observador.”
A5: “a) Embora as descri¢des das traje-
térias das lampadas nos referenciais sejam
AS: “[...] ambos sdo refe- | diferentes (no referencial do vagao a traje-
o o renciais inerciais, e segundo | tdria € retilinea e no referencial do solo ela
Néo distingdo entre R ] _ L L
L . o 1° postulado da relativi- | € curva), ambos sdo referenciais inerciais,
descri¢io e determi- 56,4% . o o
R dade restrita, as leis fisicas | e segundo o 1° postulado da relatividade
nagdo _ . P ~
sdo as mesmas em qualquer | restrita, as leis fisicas sdo as mesmas em
referencial inercial [...]” qualquer referencial inercial, como € um
postulado, essa afirmativa é levada como
fato 6bvio.”
Al: “Como os dois referenciais
. . encontram-se como inerciais, a esco-
Al: “Como os dois refe- L
. lha do referencial é indiferente nesses
L . renciais encontram-se como
Referenciais inerci- . . casos(embora os resultados encontrados
) 17,9% inerciais, a escolha do refe- . L .
ais . possam ser diferentes) e a situagdo descrita
rencial é indiferente nesses . . .
LT e o seu resultado pode ser inferido facil-
casos [... . _
mente, ndo necessitando de confirmacio
experimental.”
A27: “[..] Se levarmos | A27: “Letra B. Se levarmos em considera-
em consideragdo o melhor | ¢do o melhor referencial para medidas do
referencial para medidas do | maximo de grandezas fisicas possiveis, o
maximo de grandezas fisicas | referencial do solo, possui uma visdo mais
possiveis, o referencial do | privilegiada devido ao fato de ver todos os
Interpretacoes 15.4% solo, possui uma visdo mais | vetores de movimento da lampada (no eixo
, /0 S . . .

erroneas da MN privilegiada devido ao fato | Y devido a forca peso, e no eixo X de-
de ver todos os vetores de | vido a velocidade constante), porém este
movimento da ldmpada (no | fato por mais que 6bvio, ainda sim € neces-
eixo Y devido a forga peso, | saria uma a¢do experimental, pois toda e
e no eixo X devido a veloci- | qualquer teoria deve-se ter um experimento
dade constante) [...]” comprovando-a.”

. A24: “[..] independente- . L
Incoeréncia na res- . A24: “A, pois independentemente do refe-
5,1% mente do referencial a gran-

rencial a grandeza permanece a mesma.”

Tabela 4.2: Anélise das justificativas para a questao 1.

Na questdo 2 o vagao estd em movimento ndo-uniforme. Na andlise das alternativas
marcadas pelos estudantes notamos que apenas 4,9% marcaram a alternativa correta
dada pela letra (a) — Tabela[d.3] A opcao dada pela letra (b) colocava os referenciais

inerciais como privilegiados para a descri¢do da queda da lampada e foi escolhida por
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70,7% dos estudantes.

Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 2 4,9%
(b) 29 70,7%
(c) 4 9,8%
(d) 6 14,6%

Tabela 4.3: Frequéncia de resposta para a questdo 2.

Na tabela [4.4] apresentamos as justificativas da questdo 2. Nenhum aluno apresen-
tou uma justificativa correta para a questdo. Novamente a categoria “ndo distingcdo
entre descrigdo e determinagdo” é composta pelos estudantes que ndo perceberam a
diferenca entre a descri¢ao de um fendmeno fisico e a determinagdo das leis da fisica.
A vulnerabilidade conceitual acerca da distingdo entre a descri¢do de um fendmeno
fisico e a determinag¢do de uma lei Fisica é, entdo, manifestada em 35,0% dos estu-
dantes. Notamos que a fala do estudante A22 ilustra essa confusdo entre descri¢cdo
de um fendomeno e determinagdo das leis da Fisica “[...] os referenciais inerciais tem
prioridade para fazer a descricdo dos movimentos em termo de grandeza fisica men-
surdvel, pois, de acordo com o primeiro postulado [...]”. A categoria “Referencial do
vagdo é privilegiado” surgiu da justificativa de alguns estudantes que colocaram que o
referencial do vagdo era privilegiado pois € o referencial no qual a lampada encontra-
se em repouso inicialmente e agrupa 12,5% dos estudantes.Na categoria “Referencial
inercial” 10,0% dos estudantes atribuem o privilégio para a descricdo do movimento
da lampada ao fato do referencial da Terra ser inercial. Por dltimo, a categoria Inter-
pretacdes erréneas da MN mostra que 30,0% dos estudantes cometeram algum erro
ao afirmar, por exemplo, que as leis da Fisica sdo independentes do referencial. Essa
vulnerabilidade conceitual mostra como o conhecimento prévio influencia na compre-
ensdo de novas ideias em dominios ainda ndo estudados pelos estudantes. Apesar das
aulas abordarem muito a equagdo de movimento na MN temos que alguns estudantes
ainda parecem ter dividas sobre a escritas das leis em referenciais inerciais e nao-
inerciais. A categoria “Incoeréncia na resposta” coloca as respostas dos estudantes

que ndo conseguimos extrair um significado pertinente a questao.
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Categoria

Frequéncia (%)

Unidade de Registro

Unidade de Contexto

Justificativa Correta

0,0%

Nido distingdo entre
descricdo e determi-
nacao

35,0%

A22: “[...] os referenciais
inerciais tem prioridade para
fazer a descricdo dos movi-
mentos em termo de gran-
deza fisica mensuravel, pois,
de acordo com o primeiro
postulado [...]”

A22:

dade, os referenciais inerciais tem prio-

“Resposta: Letra B Na relativi-
ridade para fazer a descricdo dos movi-
mentos em termo de grandeza fisica men-
suravel, pois, de acordo com o primeiro
postulado, as leis fisicas t€m que ser a
mesma em todos os referenciais inerciais,
ndo obrigatoriamente sendo as mesmas em

referenciais nao inerciais.”

Referencial do vagdo
¢ privilegiado

12,5%

All: “[..] um referencial
serd melhor para aanalisar-
mos as grandezas, e como ha
o refencial do vagado junto
a lampada, acredito que esse
serd o melhor a se basear.”

All: “(C) Visto que temos um movimento
acelerado na questdo, um referencial serd
melhor para aanalisarmos as grandezas, e
como hd o refencial do vagado junto a lam-
pada, acredito que esse serd o melhor a se
basear.”

Referencial inercial

10,0%

A30: “[..] o referencial
que se encontra em repouso,
consegue descrever melhor a
trajetéria da queda da lam-
pada, uma vez que estd em

condi¢des inerciais.”

A30: “Alternativa: B Pelo vagdo estar em
um movimento uniformemente acelerado,
o referencial que se encontra em repouso,
consegue descrever melhor a trajetéria da
queda da lampada, uma vez que estd em

condig¢des inerciais.”

Interpretacdes
erroneas da MN

30,0%

A24: “[...] mas em ambos 0s
casos todas as leis aplicada

independem do referencial.”

A24: “A, pois a unica coisa que vai mudar
na queda da lampada € a visdo que voce
tem dela caindo, que para quem estd de
fora vai ser em parabola e quem ta de den-
tro ve caindo em linha reta, mas em ambos
os casos todas as leis aplicada independem
do referencial.”

Incoeréncia na res-

posta

12,5%

Al2:

cial de dentro do vagdo a

“B, pois no referen-

queda vai ser retilinea visto
que o trem estd em movi-

mento uniforme [...]”

A12: “B, pois no referencial de dentro do
vagdo a queda vai ser retilinea visto que
o trem estd em movimento uniforme en-
quanto de fora do vagdo no solo inerte, o
vagdo vai estar sendo movimentado, desse
modo a queda da lampada vai ser curvili-
nea dando maior visdo do evento.”

Tabela 4.4: Anélise das justificativas para a questao 2.

4.2.1.2 Questoes 3 e 4

Nas questdes 3 e 4 do instrumento de pesquisa os estudantes deveriam analisar que
na determinac¢do das leis da Fisica ndo € indiferente a escolha do referencial. As leis
da Fisica assumem uma forma mais simples nos referenciais inerciais. Além disso,

o Principio da Relatividade Restrita (PRR) que afirma que as leis da Fisica sdo as
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mesmas para todos os referenciais inerciais deve ser verificado experimentalmente,
pois ndo € uma afirmacao ébvia a priori.

Na Tabela[4.5]a alternativa correta, letra (d) foi a opgao escolhida por 39% dos estu-
dantes. Porém, notamos que 58,5% dos estudantes escolheram a op¢do (a). A diferenga
nas opcoes (a) e (d) estd na necessidade de confirmacdo experimental. Discutiremos
a interpretacdo dos alunos quanto a necessidade da confirmagdo experimental para as
questdes 1, 2, 3 e 4 no final da se¢do 4.2, mas a andlise dessa questdo objetiva ja indica

que essa € uma dificuldade para os estudantes.

Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 24 58,5%
(b) 0 0,0%
(©) 1 2,4%
(d) 16 39,0%

Tabela 4.5: Frequéncia de resposta para a questao 3.

Na Tabela a categoria “Justificativa correta” ilustra que 70,0% dos estudantes
que justificaram que devido ao primeiro postulado da TRR as leis da Fisica possuem a
mesma forma para todos os referenciais inerciais. Nessa categoria, foram colocados os
estudantes que disseram que o principio da relatividade necessita de confirmagdo ex-
perimental; os estudantes que disseram que nao hé necessidade de confirmacdo expe-
rimental; e, também, os estudantes que ndo mencionaram nada sobre isso na resposta.
Posteriormente analisaremos dentro da categoria “Justificativa correta” essa distin¢ao
entre as respostas acerca da analise experimental. O estudante A2 em sua resposta
enfatiza o primeiro postulado da relatividade e, também, a necessidade de confirma-
cao experimental do principio da TRR. Na categoria *“ Nao distin¢do entre descri¢ao
e determinagdo” temos que 12,5% ainda apresentam falta de distin¢do clara em sua
justificativa e confundem os termos descri¢do e determinacdo. Logicamente, que as
questdes 1 e 2 mostram que essa falta de distingdo atinge grande parte do corpo dis-
cente. A categoria “Interpretacdes erroneas da MN” novamente coloca os estudantes
que cometeram algum erro relacionado a MN. O estudante A4 ilustra a falta de en-
tendimento de que a trajetoria ndo € idéntica s6 porque os referenciais sao inerciai

Por fim, a categoria “Incoeréncia na resposta” ilustram respostas que nao conseguimos

10 estudante usa a expressio inerte mas, pelo contexto, nés inferimos que ele estava querendo
dizer inercial. Cabe destacar, ainda, que muitos estudantes utilizaram a expressdo “inerte” no lugar de
“inercial” nas respostas.
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identificar algum sentido ou ndo condizem como uma justificativa apropriada para a

questao.

Categoria

Frequéncia (%)

Unidade de Registro

Unidade de Contexto

A2: “ D - O primeiro pos-

tulado da relatividade é que

A2: “D - O primeiro postulado da relativi-

dade € que as leis da fisica sdo as mesmas

posta

. . 0; . L. - L. ..
Justificativa correta 70,0% as leis da fisica sdo as mes- | em todos os referenciais inerciais € mesmo
mas em todos os referenciais | sendo um postulado, é necessario confir-
inerciais [...]” magcdo experimental.”
A24: “A, no vagio voce tem . -
L ~ L. A24: “A, no vagdo voce tem uma percep-
Nao distingdo entre uma percepcdo mais simples | L.
L . o ¢do mais simples do fato ocorrendo e de
descricdo e determi- 12,5% do fato ocorrendo e de fora ) L R
- . L. fora em pardébola é mais complexo entdo
nagéo em parébola € mais com- |
. ndo é ébvio.
plexo [...]
A4: “Letra D, pois os referenciais estdo
A4: “Letra D, pois os refe- | inertes e portanto o trajeto da queda do ob-
Interpretacdes 5.0% renciais estdo inertes e por- | jeto seria a mesma, mesmo isso sendo algo
0
A ) . ~ 2 . . . .
erroneas da MN tanto o trajeto da queda do | que ndo 6bvio e sim precisa de um experi-
objeto seria a mesma [...]” mento pratico para confirmar que o trajeto
do objeto € o mesmo nessas condi¢des.”
Al: “Os fendémenos da de- " R _
5 . Al: “Os fendomenos da deflexdo da luz e
flexdo da luz e do prin- Lo .
L . do principio da Equivaléncia demonstram
. cipio da Equivaléncia de- . o
Incoeréncia na res- . | de forma experimental como as leis fisicas
12,5% monstram de forma experi-

mental como as leis fisicas
funcionam de acordo com

cada referencial [...]”

funcionam de acordo com cada referen-
cial, sendo estas classificadas como fraca
e forte.”

Tabela 4.6: Analise das justificativas para a questdo 3.

Na Tabela notamos que 72,5% dos estudantes optaram pela alternativa correta

que ¢é dada pela letra (b). O que mostra que muitos t€ém consciéncia de que as leis

sdo diferentes no referenciais inerciais e nao-inerciais. Os estudantes que marcaram a

alternativa (c), que representam 20% do total, também mostram uma consciéncia nessa

diferenga entre as leis escritas em ambos os referenciais. A seguir analisaremos se essa

consciéncia se mantém nas justificativas dos estudantes.
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Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 0 0,0%
(b) 29 72,5%
(c) 8 20,0%
(d) 3 7,5%

Tabela 4.7: Frequéncia de resposta para a questao 4.

A Tabela mostra que 52,5% apresentam em suas justificativas a consciéncia
da diferenca entre as leis fisicas escritas nos referenciais inerciais e nos referenci-
ais ndo-inerciais. Esse fato também ocorreu em Bandyopadhyay e Kumar (2010a, p.
020104-4), ou seja, os estudantes, da amostra, parecem entender que as leis sdo dife-
rentes em referenciais ndo-inerciais. A categoria “Medi¢des complexas no referencial
ndo-inercial” indica que 7,5% também percebem que as leis da fisica sdo mais sim-
ples nos referenciais inerciais, mas também estabelecem que ndo s6 as leis sdo mais
simples como também as medi¢des e previsdes como consta na resposta do estudante
Alb: “[...] as leis fisicas no referencial do solo (inercial) correspondem a fisica de
Newton, sendo entdo mais simples de serem feitas suas escritas, medi¢cdes e previ-
soes.” Dessa forma, os estudantes classificados nessa categoria ndo percebem que a
simplicidade na medi¢do e da previsd@o ndo estd relacionada com o fato do referen-
cial ser ou ndo inercial. A simplicidade se estabelece, na verdade, na escrita das leis.
Dessa forma, identificamos aqui uma vulnerabilidade conceitual interessante. Essa
vulnerabilidade extrapola a forma mais complexa na escrita das leis para a medicao
e a previsdo de fendmenos. Na categoria “Interpretacdes erroneas da MN” os estu-
dantes cometeram algum de MN na sua justificativa, embora um nimero expressivo
de estudantes, mesmo com os erros, também reconheca que as leis sdo diferentes nos
referenciais ndo-inerciais. E, por ultimo, na categoria “Incoeréncia na resposta” temos

algumas incongruéncias na escrita.
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Categoria

Frequéncia (%)

Unidade de Registro

Unidade de Contexto

A41: “De acordo com a re-
latividade restrita, as leis fi-
sicas sdo as mesmas para to-
dos os referenciais inerciais

e como o referencial do va-

A41: “B) De acordo com a relatividade
restrita, as leis fisicas sdo as mesmas para
todos os referenciais inerciais e como o re-
ferencial do vagdo possui um movimento

acelerado, enquanto o solo é um referen-

Justificativa correta 52,5% . . . cial inercial, o referencial do solo € privi-
gdo possui um movimento . . ~ L
. | legiado. Considerando a nao aplicagio de
acelerado, enquanto o solo é ~ A L
. . equagdes para descrever referenciais ndo
um referencial inercial, o re- | | . .
. _ . .. . | inerciais, deve-se comprovar experimental-
ferencial do solo é privilegi- _ .
do [’ mente essa afirmagdo, a fim de garantir sua
ado [...
veracidade.”
. Al15: “B) Como citado na questdo 2, os
A15: “[...] as leis fisicas no X . - .
. . . referenciais do solo e do vagdo sdo refe-
referencial do solo(inercial) o . . T K
. . rencias inerciais e ndo inerciais, respecti-
Medigdes complexas correspondem a fisica de o .
. 5 ~ . vamente, logo, as leis fisicas no referencial
no referencial ndo- 775% Newton, sendo entdo mais . K -
. . . . do solo(inercial) correspondem a fisica de
inercial simples de serem feitas suas B L
. L .| Newton, sendo entdo mais simples de se-
escritas, medigdes e previ- . . . .
o rem feitas suas escritas, medigdes e previ-
soes. o
soes.
. R A12:“B, pois a lampada sofre desacelera-
Al2: “B, pois a lampada | _ )
B ¢do em sua queda, porém, essa desacele-
sofre desaceleracdo em sua . .
- B ragdo so € vista pelo referencial do solo
Interpretagdes 0 queda, porém, essa desace- . . . .
R 17,5% . visto que ¢ inerte diferente do referencial
erroneas da MN lerag@o s6 € vista pelo refe- .
) . . | do trem, desse modo. a queda vista pelo
rencial do solo visto que é ) . .
inerte [L.]" solo € curvilinea enquanto a queda vista
inerte [...
por dentro do trem vai ser retilinea”
Al: “ Sendo o referencial do solo ndo
inercial, o mesmo se encontra privilegi-
ado em relacdio ao referencial do vagao.
Incoeréncia na res- 929 5% Al: “Sendo o referencial do | A presenca da forga de inércia, por exem-
,070

posta

solo ndo inercial [...]”

plo, comprova tal situa¢@o, encontrando-se
presente somente no referencial do vagio
(acelerado) e conhecida cotidianamente de

forma experimental”

Tabela 4.8: Analise das justificativas para a questdo 4.

4.2.1.3 Analise acerca da necessidade ou niao de confirmacao experimental nas
questoes 1,2,3 e 4

Nas questdes 1 e 2 a indiferenca na utilizacdo do referencial para descri¢ao de um
fendmeno fisico é um fato 6bvio e ndo necessita de confirmagdo experimental. J4 na
questdo 3 o fato das leis da Fisica serem as mesmas para todos os referenciais inerciais

(PRR) ndo é um fato 6bvio a priori e necessita de confirmagao experimental sendo o
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mesmo verdadeiro na questdo 4 em que as leis da fisica sdo diferentes para os refe-
renciais inercial e ndo-inercial e esse fato necessita de confirmagdo experimental. Na
questdo 1 tivemos trinta € nove (39) estudantes que justificaram a opg¢do escolhida.
Desse total, dezessete (17) alunos mencionaram em suas respostas a necessidade ou
nao de confirmacgdo experimental. Nove (9) estudantes apresentaram a justificava de
que ndo era necessdria confirmacao experimental enquanto os demais justificaram que
era necessdria essa confirmacdo. Onze (11), entre os dezessete que justificaram, es-
tavam na categoria “Nao distin¢do entre descricdo e determinacdo”. Na justificativa
“(AS).1” (justificativa do aluno AS para a questdo 1): “[...] segundo o 1° postulado
da relatividade restrita, as leis fisicas sdo as mesmas em qualquer referencial inercial,
como é um postulado, essa afirmativa é levada como fato 6bvio.” Notamos uma im-
portante vulnerabilidade conceitual de que um postulado € sempre um fato 6bvio e
nao necessita de confirmacgdo experimental. Enfatizamos que na questio 1 € indife-
rente a escolha dos referenciais para a descri¢ao da queda e que esse fato € 6bvio e nao
necessita de confirmac@o experimental. Embora na questdo 1 tenhamos referenciais
inerciais a afirmacao anterior é vilida também para os referenciais ndo-inerciais. Na
questdo 2 apenas trés (3) estudantes colocaram em suas justificativas a necessidade de
confirmag¢do experimental. Um estudante informou a necessidade de confirmagdo ex-
perimental enquanto os demais afirmaram que esse € um fato 6bvio e ndo necessita da
confirmagdo experimental. Na questdo 3, um total de treze (13) estudantes de um total
de quarenta (40) justificaram sobre a necessidade de confirmacdo experimental. Dos
estudantes que foram colocados na categoria “Justificativa correta” tivemos quatro (4)
que disseram que ndo ha necessidade de confirmag¢do experimental enquanto um total
de sete (7) estudantes afirmaram que existe sim uma necessidade de confirmacio expe-
rimental. O estudante A27 inclusive apresenta uma interessante resposta: “[...] As leis
da fisica sempre devem ser as mesmas independente do referencial tomado como meio
de medida, e 0 mesmo é necessario meios experimentais que comprovem tal fato uma
vez que sempre € necessario uma comprovagao experimental. ” O estudante A27 relata
que € sempre necessaria a confirmacdo experimental. Ficamos em divida analisando
isoladamente essa resposta se a afirmacdo de que € sempre necessaria a confirmacao
experimental também seria vélida para a afirmacdo que todos os referenciais sao equi-
valentes para a descri¢do de fendmenos fisicos. Entretanto, ao confrontar a resposta do
estudante A27 para a questdo 3 com a sua resposta para questdo 1 nés removemos essa

davida. O estudante afirma também que € necessdria a confirmacao experimental. Na
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questdo 4 dois estudantes colocados na categoria “Justificativa correta” afirmaram a
necessidade de confirmacdo experimental. Como relatado em (BANDYOPADHYAY;
KUMAR 2010a, p. 020104-3) o ponto central de que o PRR necessita de confirmagao
experimental ndo foi percebido por alguns estudantes. Em nossa amostra esse falta de
percep¢ao se mantém com uma vulnerabilidade conceitual. Além disso, a distin¢ao
de situacdes em que se faz necessdria a confirmacao experimental de situacdes em que
ndo se faz necessdria a confirmacdo experimental também € algo que provoca dificul-
dade em alguns estudantes. Apds essa andlise, destacamos que essa investigacdo para
que fosse possivel abarcar todos os estudantes da amostra deveria ter sido analisada
em perguntas separadas para que fosse possivel analisar com mais profundidade as

interpretacdes dos estudantes.

4.3 Resultados e analise das questoes 5 até 9

4.3.1 A insatisfacio de Einstein e a sua busca pelo Principio da
Relatividade Geral

4.3.1.1 Questao 5

Na questdo 5 do instrumento de pesquisa os estudantes deveriam analisar o conflito
entre a proposicao do Principio da Relatividade Geral (PRG) e o exemplo de um vagao
que sofre uma brusca freada. Na andlise da op¢ao escolhida pelos estudantes notamos
que 90,2% optaram pela alternativa correta que era dada pela letra (d) como mostra a
Tabela

Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 2 4,9%
(b) 1 2,4%
(c) 1 2,4%
(d) 14 90,2%

Tabela 4.9: Anélise das frequéncias das respostas para a questdo 5.

Ao analisarmos as justificativas percebemos que a porcentagem de estudantes que
justificaram corretamente diminuiu. A Tabela ilustra que 38,5% dos estudantes

apresentaram uma justificativa coerente. Para que os estudantes fossem agrupados na
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categoria “Justificativa correta”, os mesmos deveriam explicitar a proposta de Eins-
tein de um enunciado geral estabelecendo uma equivaléncia entre as leis da Fisica para
todos os referenciais (inerciais ou nao) compreendendo que o exemplo do vagdao em
movimento nao-uniforme, a primeira vista, parece conflitar com essa tentativa. Desta-
camos a primazia da resposta do estudante A41: “D) A relatividade geral, diferente da
relatividade restrita, que exclui os referenciais ndo inerciais, busca formular matemati-
camente, de forma geral, todos os referenciais (inerciais € ndo-inerciais) através de leis
fisicas equivalentes. Todavia, no exemplo do vagao isso ndo era verdade, pois as leis
fisicas ndo eram as mesmas das usadas em referenciais inerciais, devido o surgimento
de uma forga ficticia, o puxd@o para frente. Também vale salientar a diferenca entre
descricdo e formulacdo: Descricdo = contar minuciosamente como algo ocorreu (ex.:
descrever um fendmeno = dizer como ele aconteceu, as etapas) Formulacio = redigir
segundo uma férmula, no caso de Einstein, formular matematicamente um fendémeno.
Logo, a resposta nao poderia ser a letra A) por se tratar de uma descricao, tornando-se
a letra D) por se tratar de uma formulag@o.” Na categoria “O PRG e a descri¢do de
fenomenos” foram agrupados 7,5% dos estudantes. Os alunos agrupados nessa catego-
ria ndo perceberam que Einstein procurou estabelecer uma equivaléncia entre as leis
da Fisica para todos os referenciais (inerciais ou ndo-inerciais). A categoria “ PRG e o
conflito com a experiéncia” agrupa os estudantes que, apesar de terem consciéncia de
que as leis sdo diferentes para os referenciais inerciais e nao-inerciais, nao estabelece-
ram a ligacdo entre a proposta de Einstein para o PRG e o conflito introduzido, a essa
proposta, pela experiéncia do vagdo em movimento nao-uniforme. Por fim, a catego-
ria “ Interpretagoes erroneas basilares da MN” novamente agrupa os estudantes que
apresentaram justificativas conflituosas com as interpretacdes da MN. Em especial, a
justificativa do estudante A9 mostra uma vulnerabilidade conceitual importante de se
analisar “[...] Pois em referenciais ndo inerciais, outros fatores aparecem na formula-
¢ao das leis da natureza, como a forga inercial e forca gravitacional [...]”. O estudante
A9 argumenta que a forga gravitacional surge também devido a um efeito de inércia.
Essa interpretagdo pode ter alguma relacdo com a interpretacdo do PE. Dessa forma,
vamos analisar se a justificativa do estudante A9 pode ser analisada em mais detalhes
em paralelo a questdo que trata do PE (questdo 9).

Como relatado por Bandyopadhyay e Kumar (2010a, p. 020104-4), os estudantes
de sua amostra perceberam prontamente que as leis apresentam uma forma distinta

para os referenciais nio-inerciais, porém os autores relatam que € duvidoso saber se
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os estudantes apreciaram o quao fundamental representou para Einstein compatibili-
zar a realidade fisica absoluta de um movimento ndo uniforme com o PRG. Em nossa
amostra, percebemos alguns indicios de estudantes que apresentam uma reflexdo in-
teressante sobre o assunto como a da aluna A7: “[...] Einstein em primeiro momento
afirma que todos os referenciais seriam contemplados pelas mesmas leis, porém, seu
exemplo do vagio entra em contradicdo com essa mesma ideia inicial.” Além disso,
Bandyopadhyay e Kumar chamam a aten¢cdo novamente para a distin¢ao entre descre-

ver fenOmenos e determinar as leis.

Categoria Frequéncia (%) Unidade de Registro Unidade de Contexto
A41:“D) A relatividade geral, diferente da
relatividade restrita, que exclui os referen-
ciais ndo inerciais, busca formular mate-
maticamente, de forma geral, todos os re-
ferenciais (inerciais e nao-inerciais) atra-
vés de leis fisicas equivalentes. Todavia,

. no exemplo do vagdo isso nao era verdade
A41: “ [...] Todavia, no . P .. & ~ ’
~ . - pois as leis fisicas ndo eram as mesmas das
exemplo do vagdo isso ndo S .. .
¢ . usadas em referenciais inerciais, devido o
era verdade, pois as leis fisi- . N . =
~ surgimento de uma forga ficticia, o puxao
. . - cas ndo eram as mesmas das p . .
Justificativa Correta 38,5% L para frente. Também vale salientar a di-
usadas em referenciais iner- - -
.. . . ferenca entre descri¢@o e formulag@o: Des-
ciais, devido o surgimento . LT
L. crigdo = contar minuciosamente como algo
de uma forga ficticia, o pu- N
- ., ocorreu (ex.: descrever um fendmeno =
xao para frente |[...] .
dizer como ele aconteceu, as etapas) For-
mulagdo = redigir segundo uma férmula,
no caso de Einstein, formular matematica-
mente um fendmeno. Logo, a resposta ndo
poderia ser a letra A) por se tratar de uma
descricdo, tornando-se a letra D) por se tra-
tar de uma formulagdo.”
A39: “[...] a descri¢do dos . s R
. . ¢ A39: “A, pois a descri¢ao dos fendmenos
O PRG e a descri¢do fendmenos da natureza de- . .
R 7. 7% . .| da natureza depende se é um referencial
de fendmenos pende se é um referencial | . K - . o
. . . - inercial ou ndo inercial.
inercial ou ndo inercial.
. . A27: “Letra D. Einstein defende que a for-
A27: “Letra D. Einstein L. . 4
- mulacdo é sim a mesma independente do
. defende que] a formulagdo . . .. = <
PGR ¢ o conflito com PR K referencial, com uma tnica excegdo, que é
A 35,9% ¢ sim a mesma indepen- .
a experiéncia . para o referencial acelerado uma vez que
dente do referencial, com T
L. ~ R a formulag@o ndo é a mesma em todos os
uma Unica exce¢ao [...] .,
referenciais.
A9: “D. Pois em referenci- | A9: “D. Pois em referenciais ndo inerci-
ais ndo inerciais, outros fato- | ais, outros fatores aparecem na formulacio
Interpretacoes 17.9% res aparecem na formulag@o | das leis da natureza, como a forca inercial
o 0 . o ) s
erroneas da MN ’ das leis da natureza, como a | e forca gravitacional. Porém a descricdo
forga inercial e forga gravi- | dos fendmenos da natureza é idéntica para
tacional [...]” todos os referenciais.”

Tabela 4.10: Analise das justificativas para a questdo 5.
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4.3.2 A notavel propriedade do campo gravitacional
4.3.2.1 Questao 6

A questdo 6 trata da notdvel propriedade do campo gravitacional, isto €, que a
aceleracdo dos corpos sob agdo exclusiva do campo gravitacional € independente da
massa ou da composi¢dao do corpo. Notamos na Tabela que 80,5% marcaram a
alternativa correta dada pela letra (b). As demais alternativas colocavam, em relagdo
ao campo gravitacional, variacdes possiveis da alternativa (b). Por exemplo, na alter-
nativa (a) a op¢ao colocava que a aceleragcdo s seria idéntica para corpos de mesma
massa. Além disso, as op¢des também mencionavam incorretamente que a propriedade

notdvel do campo gravitacional também poderia ser aplicada ao campo magnético.

Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 2 4,9%
(b) 1 80,5%
(c) 1 2,4%
(d) 14 12,2%

Tabela 4.11: Andlise das frequéncias das respostas para a questao 6.

A andlise das justificativas é apresentada na Tabela[d.12] Um total de 60,5% dos
estudantes foram colocados na categoria “Justificativa correta”. Apenas um estudante
(2,6%) foi colocado na categoria “Campo magnético”, pois 0 mesmo afirma que a
propriedade notdvel também seria aplicada ao campo magnético. Na categoria ‘“De-
pendéncia da massa” apenas um estudante disse que os corpos deveriam ter a mesma
massa para que os corpos submetidos ao campo gravitacional cheguem juntos ao solo.
Na categoria “Independéncia da massa” temos também um utnico estudante colocado
nessa categoria. O estudante afirma que somente a massa ndo interfere na velocidade
de queda, mas nao esta claro se o estudante sabia que a composi¢ao do corpo também
nao influencia a velocidade de queda no caso de um corpo sujeito apenas a um campo
gravitacional. O que refor¢a a nossa suposicao para a criagdo dessa categoria para o
estudante A28 foi a alternativa (d) escolhida por ele. Essa alternativa deixa claro que
objetos com diferentes composi¢cdes ndo possuirdo a mesma aceleracdo. Por fim, a
categoria “ Incoeréncia na resposta” abarcou 31,6% dos estudantes que trazem algum

tipo de incoeréncia em suas explicacoes.
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Categoria

Frequéncia (%)

Unidade de Registro

Unidade de Contexto

Justificativa correta

60,5%

A2: “[...] o campo gravita-
cional (no vacuo) causa uma
mesma aceleragdo em qual-
quer objeto, independente
de sua massa ou composicao

[.]"”

A2: “B - Como comentado no préprio
texto da questdo, o campo gravitacional
(no vdcuo) causa uma mesma aceleracdo
em qualquer objeto, independente de sua
massa ou composicdo. Ou seja, se lan-
cados de uma mesma altura, atingiram os
mesmos pontos”’

Campo magnético

2,6%

Ad: L] pode tam-
bém ser aplicada ao campo
magnético devido a propri-
edade notdvel mencionada
por Einstein.”

A4: “Letra C, os objetos se forem langados
a0 mesmo tempo, cairdo ambos a0 mesmo
tempo e essa regra que pode ser provada fa-
cilmente na pratica, pode também ser apli-
cada ao campo magnético devido a propri-
edade notdvel mencionada por Einstein.”

Dependéncia da
massa

2,6%

All: “[...] Acredito que s6
ird manter a mesma acelera-
¢d0 e 0 mesmo momento de
igualdade de forca se obtive-
rem a mesma massa [...]”

Al1l: “(A) A letra (A) condiz mais com o
que entendo das caracteristicas fisicas dos
elemento. Acredito que sé ird manter a
mesma aceleragdo e 0 mesmo momento de
igualdade de forca se obtiverem a mesma
massa, porém o campo magnético reagiria
melhor com o pedaco de ferro do que de
madeira, observando as caracetriasticas do
metal.”

Independéncia  da
massa

2,6%

A28: “[..] A massa nido
interfere na velocidade da
queda.”

A28: “D. A massa nao interfere na veloci-
dade da queda.”

Incoeréncia na res-
posta

31,6%

A10: “[..] ja no campo
gravitacional sofre influen-
cia da condutividade”

A10: “B, pois independente da massa e
composicdo, na gravidade eles sofrem a
mesma aceleragdo, jd no campo gravitaci-
onal sofre influencia da condutividade”

Tabela 4.12: Andlise das justificativas para a questdo 6.

4.3.3 Diferenca entre a massa inercial e a massa gravitacional

4.3.3.1 Questao 7

Na questdo 7 os estudantes eram perguntados acerca da no¢ao de massa gravitacio-
nal e massa inercial. Na Tabela[4.13|percebemos que 70,7% dos estudantes marcaram
alternativa correta que era dada pela letra (c). A alternativa (a) coloca a massa inercial
€ a massa gravitacional como conceitos idénticos e foi escolhida por 14,6% dos alunos.
Ja a letra (b) coloca uma vulnerabilidade conceitual observada por Bandyopadhyay e
Kumar (2010a, p. 020104-5), ou seja, a de que a massa gravitacional € uma medida da
inércia de um corpo em resposta a aplicacdo de uma forca exclusivamente gravitacio-
nal e foi marcada por 14,6% dos estudantes. A alternativa (d) nao foi selecionada por

nenhum estudante.
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Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 6 14,6%
(b) 6 14,6%
(c) 29 70,7%
(d) 0 0%

Tabela 4.13: Andlise das frequéncias das respostas para a questio 7.

A andlise das justificativas € apresentada na Tabela Os estudantes que em
suas justificativas apresentaram uma correta descri¢do do conceito de massa inercial e
massa gravitacional foram colocados na categoria “Justificativa correta”. Essa catego-
ria é ocupada por 36,8% dos estudantes. Na categoria “Resisténcia devido a igualdade”
foram colocados os estudantes que, de certa forma, atribuiram a massa gravitacional
uma medida de resisténcia a alteracdo do estado de movimento. A resposta do estu-
dante A29 “[...] pois, devido a sua igualdade, sua fun¢do também se compara |[...]”
mostra que o mesmo ndo percebeu que as duas massas sdo diferentes conceitualmente.
Um unico estudante foi colocado na categoria “Igualdade como conveniéncia”. Esse
estudante coloca da seguinte forma a sua interpretaciao, A13: “c, pois ambas sdo mas-
sas distintas, porém sao proximas e por conveniéncia sdo utilizadas como algo unico.”.
Nessa resposta ele faz mencao ao enunciado da questao em que colocamos que a igual-
dade. Ja a ultima categoria ““ Incoeréncia na resposta” traz as respostas que niao con-
seguimos extrair um significado das mesmas, muitas vezes sendo respostas um pouco
confusas.

Na questdo 7, assim como nas questdes 1, 2, 3 e 4, novamente notamos uma énfase
pequena nas justificativas sobre a necessidade de confirmacdo experimental. Dessa
forma, para que pudéssemos explorar com profundidade a interpretagdo dos estudan-
tes acerca da necessidade ou ndo de confirmagdo experimental para a igualdade entre
a massa inercial e a massa gravitacional deveriamos tratar do tema em uma questao
separada. Por fim, analisamos se os estudantes que optaram pela alternativa (b), da
questdo 7, que apresentava a vulnerabilidade conceitual trazida no estudo de Bandyo-
padhyay e Kumar (2010a, p. 020104-5) acerca da massa gravitacional como uma me-
dida da inércia de um corpo sob a acdo exclusiva de uma forca gravitacional. Apesar
dos estudantes terem escolhido essa alternativa, as respostas nao parecem indicar esse
raciocinio em nenhum dos seis (6) estudantes que escolheram essa op¢ao. A tnica res-

posta que poderia apresentar indicios acerca dessa vulnerabilidade conceitual foi a da
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aluna A2: “B - A massa gravitacional tem relacdo apenas com um objeto que possui a
acdo de uma forca gravitacional [...]”". Porém, no desenvolvimento da resposta a aluna
nao explica em mais detalhes essa afirmacao de que a massa gravitacional tem relacao
apenas com um objeto que possui a acdo de uma forga gravitacional. No trabalho de
Bandyopadhyay e Kumar (2010a, p. 020104-5) um estudante, chamado de S5 no tra-
balho, apresentou um trecho de resposta semelhante a da estudante A2 que destacamos
a seguir “Em contraste, a massa gravitacional responde apenas a for¢a gravitacional.
Se um corpo sofrer uma forca gravitacional devido a algum objeto massivo ao seu
redor, sua massa gravitacional (m) resistird a ela” (BANDYOPADHYAY; KUMAR,
2010a, p. 020104-5). Entretanto, na sequéncia da resposta o estudante S5 colocou
em mais detalhes a sua interpretacdo que gerou a vulnerabilidade conceitual apresen-

tada no trabalho de Bandyopadhyay e Kumar. Aqui, com estes dados disponiveis niao

podemos inferir que essa concepgao estd presente.

Categoria Frequéncia (%) | Unidade de Registro Unidade de Contexto

AS5: “c) A massa inercial representa justa-
mente a resisténcia que um corpo oferece
A5:*c) A massa inercial re- | a alteracdo de seu estado de movimento,
presenta justamente a resis- | e estd presente na 2° Lei de Newton, ml-
téncia que um corpo ofe- | nercial = IFresultantel/lal (massa inercial
rece a alteracdo de seu es- | = forca resultante dividido pela acelera-
tado de movimento, [...] e | ¢80), e a massa gravitacional é andloga a
a massa gravitacional é and- | carga elétrica, pois cria um campo gravi-
loga a carga elétrica, pois | tacional e estd sujeita a campos gravitaci-
cria um campo gravitacional | onais, a massa gravitacional estd presente
Justificativa correta 36,8% e estd sujeita a campos gra- | na lei da Gravitagdo universal de New-
vitacionais, a massa gravi- | ton: Fgrav= G*Mgrav¥*mgrav/r = mgrav¥g
tacional estd presente na lei | (forca gravitacional = constante da gravita-
da Gravitagdo universal de | cdo * Massa gravitacional 1 * massa gravi-
Newton [...] A partir de ex- | tacional 2 dividido pelo quadrado do raio =
perimentos o valor da massa | mgravitacional * aceleracdo da gravidade).
inercial coinscide com o va- | A partir de experimentos o valor da massa
lor da massa gravitacional | inercial coinscide com o valor da massa
[...]” gravitacional, e também ¢ apresentada sua
igualdade no principio da equivaléncia de

Einstein.”

L. . A29: “[...] pois, devido | A29: “A - pois, devido a sua igualdade, sua
Resisténcia devido a % . - . P .
ioualdade 10,5% a sua igualdade, sua funcdo | fun¢do também se compara, ou seja, ofere-
g também se compara [...]” cer resiténcia a mudanga de movimento.”

Al13: “[..] massas distin- . ~ .
. [, ! - o Al3: “c, pois ambas sdo massas distin-
A igualdade como tas, porém sdo proximas e DA . A
A 2,6% A tas, porém sdo préximas e por convenién-
conveniéncia ’ por conveniéncia sdo utiliza- | .7 """ . .,
., cia sdo utilizadas como algo unico.
das como algo unico.
A25: “[..] pois um corpo .
N [ ]. P . P A25: “Letra C, pois um corpo pode ser
Incoeréncia na res- I pode ser influenciado por | . . .
50,0% o influenciado por um campo gravitacional
posta ’ um campo gravitacional pas- o,
sivo” passivo.

Tabela 4.14: Andlise das justificativas para a questdo 7.
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4.3.4 Interpretacao fisica para a igualdade entre a massa inercial

e a massa gravitacional
4.3.4.1 Questao 8

A questdo 8 visava analisar a interpretacdo dada por Einstein para a igualdade en-
tre a massa inercial e a massa gravitacional. Nessa interpretacdo Einstein toma como
ponto de partida o PE e chega a conclusdo acerca da igualdade entre a massa inercial
e a massa gravitacional. Notamos que as op¢des com um maior nimero de marcagdes
pelos estudantes foram a letra (b) com 46,3% e a letra (d) com 43,9%. As opgdes (b)
e (d) apresentam pontos de partida diferentes na soluc@o proposta pelo problema. En-
quanto na letra (b) o ponto de partida € a igualdade entre a massa inercial e a massa
gravitacional; na letra (d) o ponto de partida € o principio da equivaléncia. No livro do
fisico James Hartle o autor escreve o seguinte trecho acerca da igualdade entre a massa
inercial e a massa gravitacional: “A igualdade entre massa gravitacional e inercial ndo
implica apenas que um campo gravitacional pode ser eliminado pela queda livre, mas
também que um campo gravitacional pode ser criado por uma aceleracdo.” (HARTLE,
2003, p. 112, traducgdo livre). Assim, a igualdade entre as massas € central para a va-
lidade do PE. Contudo, essa questdo chama a aten¢do para um detalhe que € discutido
por Einstein em seu livro de divulgacao: “ Vemos, por este exemplo, que nossa exten-
sdo do principio da relatividade faz aparecer como necesséaria a afirmacao da igualdade
entre a massa inercial e a massa gravitacional. Com isto obtivemos uma interpretacao
fisica desta proposi¢do. ” (EINSTEIN, 1999, p. 60). O exemplo a que Einstein se
refere na cita¢do anterior € o mesmo apresentado na questao 8. Dessa forma, a questao
trabalha uma sutil percepcao do estabelecimento do PE como o principio fundamen-
tal e é tomado como ponto de partida para a interpretacdo da igualdade entre a massa

inercial e a massa gravitacional.

Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 1 2,4%
(b) 19 46,3%
(©) 4 9.8%
(d) 18 43,9%

Tabela 4.15: Andlise das frequéncias das respostas para a questao 8.

A andlise das justificativas é apresentada na Tabela 4.16] Na categoria “Justifi-
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cativa correta” foram colocados os estudantes que colocaram em suas justificativas o
PE como ponto de partida para a interpretacdo da igualdade entre as massas inercial e
gravitacional. O estudante A9, apesar de optar pela op¢do (b), indica explicitamente
o PE como ponto de partida: A9: “B. Einstein partiu do principio que o principio da
equivaléncia fosse verdadeiro [...]”. J& os estudantes que foram colocados na categoria
“Igualdade entre as massas como ponto de partida” como € colocado explicitamente
pelo estudante A23: “ [...] Isso porque ao considerarmos as massas iguais, as mar-
cacdes do dinamdmetro e a aceleracdo em um obejto (que estaria flutuando dentro da

2

nave) teriam o mesmo valor numericamente [...] . Os estudantes colocados nessas
duas categorias apresentaram em suas respostas consciéncia da importancia na igual-
dade entre as massas inercial e gravitacional para o PE. Contudo, o sutil argumento de
tomar o PE como ponto de partida foi percebido nas justificativas de 30,6% dos estu-
dantes. Os estudantes colocados na categoria “Igualdade entre as massas como coin-
cidéncia” continuam com a visao de que a igualdade entre a massa inercial e a massa
gravitacional é apenas uma coincidéncia e 5,6% dos alunos foram colocados nessa
categoria. Por fim, 38,9% foram colocados na categoria “ Incoeréncia na resposta”.
Nessa categoria foram alocadas as respostas que nao conseguimos extrair significados

relevantes para a questao.
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Categoria Frequéncia (%) | Unidade de Registro Unidade de Contexto
A9: “B. Einstein partiu do principio que o
. . . principio da equivaléncia fosse verdadeiro,
A9: “B. Einstein partiu do . B L
. ., . | comisso, a aceleragdo gravitacional pode
principio que o principio . ~ j A
. ser igualada a aceleragcdo de médulo idén-
da equivaléncia fosse verda- | | K
. . . . ticos e sentido oposto. Dessa forma, com
Justificativa correta 30,6% deiro [...] Assim, tendo T= o . .
. um dinamometro, pode-se verificar experi-
mg.ge T* =mi.A, e sabendo B o
) mentalmente que o T e o T* sdo ou idénti-
que Igl=lal e T=T*, podemos . . .
" cos ou muito parecidos. Assim, tendo T=
afirmar que Mg=MI .
mg.g e T* = mi.A, e sabendo que Igl=lal e
T=T*, podemos afirmar que Mg=MI"
A23: “B. Para a valida- @ L .
- . . A23: “B. Para a validagcdo do Principio
¢do do Principio da Equiva- . . . . L
. X X . . da Equivaléncia, Einstein vai precisar in-
Iéncia, Einstein vai precisar . K
. . ... . | terpretar a coincidéncia newtoniana onde
interpretar a coincidéncia . .
. . mi=mgrav. Isso porque ao considerarmos
newtoniana onde mi=mgrav. L ~ . N
. as massas iguais, as marcagoes do dinamo-
Igualdade entre as Isso porque ao conside- - .
0 L metro e a aceleracdo em um obejto(que es-
massas como ponto 25,0% rarmos as massas iguais, . .
. B . .| taria flutuando dentro da nave) teriam o
de partida as marcagdes do dinamd- .
- mesmo valor numericamente. Sendo os
metro e a aceleracdo em . . N
. . valores medidos no dinamdmetro sendo a
um obejto(que estaria flu- o .
massa multiplicada por g(vetorial) e os va-
tuando dentro da nave) te- ~ . .
. lores de aceleracdo dos possiveis objetos
riam o mesmo valor nume- . .
. . flutuando igual a g(vetorial)”
ricamente [...]
. “ ., A25: “Letra D pois para o principio da
A igualdade como A25: “[..] ¢€ apenas uma . . L
. 5,6% . equivaléncia as massas precisam ser iguais
conveniéncia consciéncia j A
mas € apenas uma consciéncia.
. A24: “B, pois einstein diz | A24: “B, pois einstein diz que ¢ igual in-
Incoeréncia na res- 0 . . _
) 38,94 que € igual independente do | dependente do campo entdo os resultados
posta » PSP
campo [...] devem ser iguais.

Tabela 4.16: Anélise das justificativas para a questao 8.

4.3.5 O principio da equivaléncia como um poderoso argumento a

favor do principio da relatividade geral
4.3.5.1 Questio9

A questdo 9 analisa como Einstein solucionou a aparente incompatibilidade entre
a sua proposi¢ao do Principio da Relatividade Geral (PRG) e o exemplo do vagao que
sofre uma subita freada. O carater absoluto da aceleragdo de um referencial (que o
torna identificdvel) desaparece com o auxilio do PE que estabelece uma equivaléncia
entre um referencial inercial e um referencial ndo-inercial. Ao analisarmos as alter-

nativas escolhidas pelos estudantes percebemos que 41,5% escolheram a alternativa
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correta que era dada pela letra (c) enquanto 48,8% dos estudantes optaram pela letra
(d). A diferenca entre as duas alternativas estava na avaliacdo se € possivel ou ndo
diferenciar um vagio uniformemente acelerado de um vagdo que estd sujeito a um
campo gravitacional de mesmo moédulo, mas sentido contrario ao da aceleragdo. A al-
ternativa (c) estabelecia que esses dois casos sdo indistinguiveis enquanto a alternativa

(d) estabelece que existe uma maneira de distinguir eles. A andlise das justificativas

Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 1 2,4%
(b) 3 7,3%
(c) 17 41,5%
(d) 20 48,8%

Tabela 4.17: Anélise das frequéncias das respostas para a questdo 9.

€ apresentada na Tabela Na categoria “Justificativa correta” foram colocados os
estudantes que perceberam que a contradicdo entre o PRG e o exemplo do vagio, que
sofre uma freada, se desfaz com o auxilio do PE. Um total de 47,4% dos estudan-
tes foram colocados nessa categoria. O aluno A5 coloca a seguinte afirmagdo: “c) O
argumento de Einstein estd juntamente no fato do observador do vagdo nao poder afir-
mar se o vagio estd em um movimento ndo inercial ou se ele estd em um referencial
inercial sob a acdo de um campo gravitacional [...]” mostrando claramente a indistin-
guibilidade entre os dois referenciais. Ja 18,4% dos estudantes colocados na categoria
“Percep¢do da aceleracdo” tém a percepcao da contradi¢do entre o PGR e o exemplo
do vagdo, mas mostram também uma falta de entendimento de como o PE resolveu
esse conflito. A resposta da aluna A14 ilustra essa interpretagdo “[...] o observador
consegue afirmar que estd em movimento ndo uniforme em relacio ao solo.”. Os auto-
res Bandyopadhyay e Kumar (2010a, p. 020104-6) relatam, em sua amostra, que nas
respostas escritas somente dois estudantes responderam claramente que o PE faz o ca-
rater absoluto da aceleracdo desaparecer. Contudo nas entrevistas todos os estudantes
conseguiram explicar em mais detalhes e conseguiram desenvolver o raciocinio sobre
como o PE ajudou na proposi¢do do PRG. A categoria “Observador” traz dois estudan-
tes (5,3%) que cometeram o erro de dizer que a forga de inércia também era percebida
por um observador em um referencial inercial. Por fim, a categoria “Incoeréncia na

resposta” ilustra as respostas que ndo conseguimos extrair um significado relevante.
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Categoria

Frequéncia (%)

Unidade de Registro

Unidade de Contexto

Justificativa correta

47 4%

AS5: “c) O argumento de
Einstein estd juntamente no
fato do observador do vagio
ndo poder afirmar se o va-
gdo estd em um movimento
ndo inercial ou se ele estd em
um referencial inercial sob a
acdo de um campo gravitaci-
onal [...]”

AS5: “c) O argumento de Einstein esta jun-
tamente no fato do observador do vagio
ndo poder afirmar se o vagdo estd em um
movimento ndo inercial ou se ele estd em
um referencial inercial sob a acdo de um
campo gravitacional, isso € explicado por
Einstein pelo principio da equivaléncia,
que justamente deixa indistinguivel um re-
ferencial inercial de referencial ndo iner-
cial com aceleragdo com mdédulo igual ao
do referencial inercial porém com sentido
oposto.”

Percepgdo da acele-
racao

18,4%

A14:%[...] o observador con-
segue afirmar que estd em
movimento ndo uniforme
em relagdo ao solo.”

A14:“D. Com a saida da inércia por parte
do referencial, o observador consegue afir-
mar que estd em movimento ndo uniforme
em relacdo ao solo.”

Observador

5,3%

A10: “D, pois para alguém
dentro e fora do vagdo € evi-
dente o a forca de inércia

[.I"

A10: “D, pois para alguém dentro e fora do
vagdo ¢ evidente o a forga de inércia cau-
sada pela freada sibita.”

Incoeréncia na res-
posta

28,9%

Al12: “[...] caso o vento
fosse em direcdo oposta ha-
veria a massa inercial em-
purrando o viajante na di-
regdo oposta. Desse modo,
o principio da equivaléncia
que iguala a massa iner-
cial e a massa gravitacio-
nal seria comprovado, visto
que a forca gravitacional e a
massa gravitacional teriam o
mesmo valor.”

Al12: “D, devido a forga gravitacional
pode-se afirmar que estd em movimento
ndo-uniforme gracas a acdo da mesma no
corpo do viajante e gragas ao principio
de equivaléncia, caso o vento fosse em
direcdo oposta haveria a massa inercial
empurrando o viajante na direcdo oposta.
Desse modo, o principio da equivaléncia
que iguala a massa inercial e a massa gra-
vitacional seria comprovado, visto que a
forca gravitacional e a massa gravitacional
teriam o mesmo valor.”

Tabela 4.18: Andlise das justificativas para a questdo 9.

4.4 Resultados e analise questoes 10 e 11

4.4.1 O principio da equivaléncia como argumento para a deflexao

da luz

As questdes 10 e 11 tratam da utilizacao do PE para a previsao da deflexao da luz.
A questdo 11 mostra um experimento de pensamento em que a figura apresentada na
questdo ilustra a trajetoria de um pulso de luz sob o ponto de vista de um referencial
inercial. Na sequéncia é perguntado sobre a trajetéria do pulso luminoso no referencial
de uma nave acelerada. J4 na questdao 12 temos uma discussao no enunciado acerca da
forma fraca e da forma forte do PE e como aplicd-lo na previsdo da trajetéria da luz

sob a acdo de um campo gravitacional.
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4.4.1.1 Questao 10

Na Tabela notamos que 75,6% dos estudantes optaram pela alternativa cor-
reta dada pela letra (d) e, portanto, estavam conscientes de que a trajetéria da luz no

referencial acelerado S* era curvilinea.

Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 2 4,9%
(b) 8 19,5%
(©) 0 0,0%
(d) 31 75,6%

Tabela 4.19: Andlise das frequéncias das respostas para a questao 10.

A andlise das justificativas € apresentada na Tabela[d.20] A categoria “Justificativa
correta” agrupa 45,9% dos estudantes que afirmaram que se a luz entra pela abertura
localizada a esquerda da nave e sai pela abertura localizada a direita da nave em re-
lacdo ao referencial S, o mesmo deveria ocorrer para o referencial S*. Logicamente,
para que isso ocorra a trajetoria da luz deve ser curva no referencial acelerado. Ja
8,1% dos estudantes agrupados na categoria “Trajetéria retilinea” afirmaram que a luz
se manteria em linha reta em S* e ndo atravessaria a nave do lado direito. Por fim,
45,9% dos alunos foram colocados na categoria “Incoeréncia na resposta” forneceram
respostas ndo condizentes com a questdo como € o caso do estudante A12 que afirma
que a deflexdo ocorre devido a gravidade sendo que na questao 10 o movimento ocorre

no espaco livre.
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Categoria

Frequéncia (%)

Unidade de Registro

Unidade de Contexto

Justificativa correta

45,9%

AS: “[...] Os fendbmenos fi-
sicos devem ser 0os mesmos,
logo, se o observador do re-
ferencial inercial S viu a luz
entrar por uma janela e sair
pela outra janela, o obser-
vador também deverd ver a
luz entrar por uma janela e
sair por outra, com uma di-

ferenga de trajetdria [...]”

A5: “d) Os fendmenos fisicos devem ser
0s mesmos, logo, se o observador do refe-
rencial inercial S viu a luz entrar por uma
janela e sair pela outra janela, o observa-
dor também deverd ver a luz entrar por
uma janela e sair por outra, com uma dife-
renga de trajetdria, ao invés de realizar uma
trajetdria retilinea como para o referencial
inercial, apresenta uma trajetéria curvili-
nea, apresentando o comeco da deflexdo da
luz e o principio da equivaléncia na forma
forte.”

Trajetdria retilinea

8,1%

A4:* [...] o pulso luminoso
serd retilinio e ndo atreves-

saria a parte direita da nave.”

A4:* Letra A, o pulso luminoso serd reti-
ini a vessaria ¢ ireita de
linio e ndo atrevessaria a parte direita da

nave.”

Incoeréncia na res-

posta

45,9%

A12: “[...] devido a deflexdo

da luz pela gravidade.”

A12: “D, devido a deflexdo da luz pela gra-
vidade.”

Tabela 4.20: Analise das justificativas para a questao 10.

4.4.1.2 Questao 11

Na Tabela[#.21|notamos que 70,7% dos estudantes optaram pela alternativa correta
dada pela letra (c) na questdao 11 que também € um valor proximo ao percentual de

estudantes que acertaram a alternativa correta na questao 10.

Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 6 14,3%
(b) 6 14,3%
(c) 29 69,0%
(d) 1 2,4%

Tabela 4.21: Andlise das frequéncias das respostas para a questao 11.

A andlise das justificativas é apresentada na Tabela [4.22] Nessa questdo foram
criadas cinco categorias. A categoria “Justificativa correta” apresenta 66,7% dos es-
tudantes que perceberam que o PE tomado como verdadeiro leva a afirmacdo de que
a luz ird curvar-se sob a a¢do de um campo gravitacional. Poucos estudantes, colo-
cados nessa categoria, incluiram em suas justificativas a afirmagao de que a previsao
da deflex@o da luz sob a acdo de um campo gravitacional passa pela generaliza¢do do
PE para a sua forma forte. O estudante A41 demonstrou claramente a necessidade da

generalizacdo do PE na previsao do fendmeno da deflexdo: “ A41: C) O principio da
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equivaléncia na forma forte diz que nenhuma experiéncia (mecanica ou nao, ou seja,
a luz ¢é incluida nisso) é capaz de distinguir entre um campo gravitacional uniforme
e uma aceleracdo uniforme equivalente. Como o referencial inercial esta inserido em
um contexto de campo gravitacional, a situa¢do pode ser trocada para um referencial
acelerado em direcao oposta, chegando no mesmo exemplo atribuido ao exercicio 10),
portanto, na presenca de um campo gravitacional, a luz sofre desvio e sua trajetoria é
curva. Caso o principio da equivaléncia na forma fraca fosse usado, a luz ndo estaria
incluida e de acordo com a teoria, ndo sofreria desvio (ou precisaria de confirmacao ex-
perimental). 7. A categoria “Ac¢do da gravidade” apresenta um estudante que afirmou
que a gravidade afeta a propaga¢do, mas ndo justificou utilizando o PE. J4 na catego-
ria “Gravidade na Terra” agrupa os estudantes que justificaram dizendo que o efeito da
deflexdo da luz na Terra € muito pequeno e, portanto, ndo seria possivel medi-lo e a luz
propagaria em linha reta. Entretanto, essa escolha entra em contradicdo com a questao
anterior em que a luz defletiu no referencial da nave acelerada, com um valor igual a
g para a aceleracdo, entdo o mesmo deve acontecer quando a nave repousar na super-
ficie da nave com um campo gravitacional também igual a g. Contudo, essa resposta
também pode ilustrar uma fragilidade da questdo, pois realmente esse efeito € muito
pequeno na superficie da Terra. Para cada distancia horizontal percorrida de 1km de
um pulso de luz o desvio é da ordem de 1A (NUSSENZVEIG, 2002, p. 308). A cate-
goria “Meio de propagacdo” agrupou 11,1% dos estudantes que justificaram a deflexdo
da luz devido a refracdo. Essa resposta ndo era esperada, mas como os estudantes ja ti-
nham estudado Otica Geométrica os mesmos utilizaram um conhecimento prévio para
justificar a deflexdo da luz. Os estudantes dessa categoria ndo perceberam que o efeito
discutido na questdo € decorre de uma previsao de Einstein utilizando o PE sendo com-
provado experimentalmente em 1919 por meio de duas expedicdes britanicas na ilha
de Principe e em Sobral. Como relatado em (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a,
p- 020104-7) o conhecimento prévio utilizado de maneira nao critica pode levar a in-
terpretacdes equivocadas. Aqui a utiliza¢do do conhecimento de refracdo utilizado de
maneira acritica na questdo levou a uma interpretacdo equivocada do fendmeno. Por
fim, a categoria “Incoeréncia na resposta” mostra os estudantes que apresentaram jus-
tificativas cujo significado ndo conseguimos interpretar ou nio se relacionava com a

questao.

119



Capitulo 4. Resultados e Andlise

Categoria

Frequéncia (%)

Unidade de Registro

Unidade de Contexto

A6: “[...] Os fendmenos fi-
sicos devem ser 0s mesmos,
logo, se o observador do re-
ferencial inercial S viu a luz
entrar por uma janela e sair

A6: “d) Os fendmenos fisicos devem ser
0s mesmos, logo, se o observador do refe-
rencial inercial S viu a luz entrar por uma
janela e sair pela outra janela, o observa-
dor também deverd ver a luz entrar por
uma janela e sair por outra, com uma dife-

posta

Justificativa correta 66,7% . Co . .
pela outra janela, o obser- | renca de trajetdria, ao invés de realizar uma
vador também deverd ver a | trajetdria retilinea como para o referencial
luz entrar por uma janela e | inercial, apresenta uma trajetéria curvili-
sair por outra, com uma di- | nea, apresentando o comeco da deflexdo da
ferenga de trajetéria [...]” luz e o principio da equivaléncia na forma
forte.”
A35:“[...] o faixo luminoso | A35:“ Letra C, o faixo luminoso sofrerd a
Acdo da gravidade 2.8% sofrerd a a¢do da gravidade | acdo da gravidade e ird fazer uma curva
e ird fazer uma curva [...]” para sair do lado direito.”
A2:* A - Por conta da aceleragdo da gra-
A2:* A - Por conta da acele- . . ¢ g
- . . vidade ser muito fraca, o observador den-
racdo da gravidade ser muito =
. = tro da nave ndo consegue perceber a defle-
Gravidade da Terra 076% fraca, o observador dentro ~
= x3o da luz, parecendo que ela percorreu um
da nave ndo consegue perce- . e L .
. N caminho retilineo, assim diferencia-se do
ber a deflexdo da luz [...] . L,
principio da equivaléncia.
A30: Alternativa: A O que | A30:* Alternativa: A O que viria a inter-
. - viria a interferir na propaga- | ferir na propagacgdo da luz seria a mudanga
Meio de propagagio 11,1% ~ " na propag A propagag . mucane
¢30 da luz seria a mudanga | de meio, o que causaria uma refracdo da
de meio [...]” mesma.”
Al: “C)Esse fendmeno de- | Al:“D C)Esse fendmeno demonstrou a
Incoeréncia na res- 13.9% monstrou a equivaléncia dos | equivaléncia dos fendmenos fisicos meca-
0
)

fendmenos fisicos mecani-
cos € ndo mecanicos [...]”

nicos e ndo mecénicos, independente de
seus respectivos referenciais.”

Tabela 4.22: Andlise das justificativas para a questdo 11.

4.5 Resultados e analise questoes 12 e 13

4.5.1 O principio da equivaléncia e o pensamento mais feliz da

vida de Einstein

4.5.1.1 Questao 12

A questdo 12 visava analisar a equivaléncia entre um referencial em queda livre e

um referencial em repouso (ou movimento uniforme) no espago livre. A Tabela 4.23|

ilustra que 73,2% optaram pela op¢édo correta dada pela letra (d). Ja 19,5% optaram

pela alternativa (c) que dizia em sua alternativa que um referencial em queda nao é

equivalente a um referencial em repouso no espaco livre.
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Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 2 4,9%
(b) 1 2,4%
(c) 8 19,5%
(d) 30 73,2%

Tabela 4.23: Andlise das frequéncias das respostas para a questdao 12

A andlise das justificativas é apresentada na Tabela Um total de 39,5% dos
estudantes foram agrupados na categoria “Justificativa correta”. O estudante A5 ex-
plora em sua resposta um experimento discutido durante as aulas: “ d) O pensamento
mais feliz da vida de Einstein descreve a equivaléncia de dois referenciais peculiares,
o referencial em queda livre e o referencial em movimento constante no espago livre.
Como mostrado em aula um exemplo da garrafa de 4gua com furos em queda livre, a
agua para de jogar pelos furos e € como se flutuasse dentro da garrafa, o mesmo acon-
tece no elevador, quem esta destro do referencial em queda livre sente-se flutuando,
da mesma forma que o referencial inercial no espago. ”. A resposta do estudante A5
vai ao encontro do resultado apresentado em (KERSTING; HENRIKSEN; BOE; AN-
GELL, 2018, p. 010130-10). Assim, os estudantes tendem a lembrar da experiéncia
da garrafa em queda livre, descrita na subsecdo 2.4.1, para discutir o PE de Einstein
escrito em termos dos referenciais em queda livre, pois esse exemplo de certa forma
relaciona-se com o seu cotidiano. Um quantitativo de 5 alunos, de um total de 12
agrupados na categoria “Justificativa correta”, apresentaram o exemplo da garrafa em
queda livre como parte da justificativa. Na categoria “Falta de Compreensdao do PE”
agrupamos 26,3% dos estudantes. Nessa categoria os estudantes apresentavam uma
compreensdo equivocada do fendmeno apresentado na questdo e ndo interpretavam
corretamente o PE. Na categoria ‘“Referencial” nés agrupamos 15,8% dos estudantes
que justificaram o PE analisando do ponto de vista de um referencial externo (inercial)
que “v€” o referencial da nave em queda livre para justificar o porqué da mag¢ad nao
tocar no chao da nave. Para esses estudantes nés percebemos uma confusio na hora de
analisar o problema do ponto de vista do referencial em queda livre. A categoria “Inco-
eréncia na resposta” coloca 18,4% dos estudantes que escreveram alguma incoeréncia

na resposta.

121



Capitulo 4. Resultados e Andlise

Categoria Frequéncia (%) | Unidade de Registro Unidade de Contexto
AS5: “d) O pensamento mais feliz da vida
de Einstein descreve a equivaléncia de dois
AS5: “d) O pensamento mais | referenciais peculiares, o referencial em
feliz da vida de Einstein | queda livre e o referencial em movimento
descreve a equivaléncia de | constante no espago livre. Como mostrado
. . dois referenciais peculiares, | em aula um exemplo da garrafa de dgua
Justificativa correta 39,5% ) ) . )
o referencial em queda li- | com furos em queda livre, a 4gua para de
vre e o referencial em mo- | jogar pelos furos e é como se flutuasse den-
vimento constante no espaco | tro da garrafa, o mesmo acontece no ele-
livre [...]” vador, quem estd destro do referencial em
queda livre sente-se flutuando, da mesma
forma que o referencial inercial no espaco”
A3: “[...] a magdo ird to- | A3: “Letra A. Mesmo estando em queda li-
car o chao do elevador. se- | vre a forga gravitacional estara atuando e a
Falta de compreen- 926.3% ria diferente se estive em um | magéo ird tocar o chao do elevador. seria
y970 . . . — . . . .
sdo do PE ambiente livre pois estria li- | diferente se estive em um ambiente livre
vre das forcas externas man- | pois estria livre das forgas externas man-
tendo se em inercia.” tendo se em inercia.”
A3: “[...] a macdo ird to- | A3: “Letra A. Mesmo estando em queda li-
car o chao do elevador. se- | vre a forca gravitacional estara atuando e a
. ria diferente se estive em um | magdo ird tocar o chao do elevador. seria
Referencial 15,8% i } i o i . ) )
ambiente livre pois estria li- | diferente se estive em um ambiente livre
vre das forgas externas man- | pois estria livre das forgas externas man-
tendo se em inercia.” tendo se em inercia.”
Al:* D)a presenca da aceleracdo g anula
a acelera¢do ndo uniforme do referencial
. Al: D)a presenca da acele- . R )
Incoeréncia na res- B _ | espacial,sendo este fendmeno responsédvel
18,4% ragdo g anula a aceleracdo _
posta o por fazer a maga flutuar na nave no espacgo,
nao uniforme [...]
e este fato ocorre da mesma forma na Terra
devido ao principio da Equivaléncia.”

Tabela 4.24: Andlise das justificativas para a questao 12.

4.5.1.2 Questao 13

A questdo 13 analisava que o PE tem, para um campo gravitacional ndo-uniforme,
aplicabilidade vélida somente em pequenas regides espaciais e curtos intervalos de
tempo. A Tabela 4.25]ilustra que as respostas dos estudantes flutuaram por todas as
opgdes e 39,0% optaram pela opcéo correta dada pela letra (b). A opgéo (a) trazia a
impossibilidade do PE ser aplicado em campos gravitacionais ndo-uniformes, a op¢ao
(c) colocava que o PE pode ser aplicado em regides espaciais pequenas e a op¢ao (d)

coloca que somente € necessario curtos intervalos de tempo para a validade do PE.
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Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 8 19,5%
(b) 16 39,0%
(c) 8 19,5%
(d) 9 22,0%

Tabela 4.25: Andlise das frequéncias das respostas para a questao 13.

A anélise das justificativas € apresentada na Tabela Nessa questdo foram
criadas cinco categorias. A categoria “Justificativa correta” apresenta os estudantes
que perceberam que para o PE ser vdlido em um campo gravitacional ndo-uniforme
€ necessdrio que as medidas de um determinado experimento ocorram em pequenas
regides espaciais e em curtos intervalos de tempo, pois caso contrdrio resultados di-
ferentes ocorrerdo em um referencial em queda livre e em um referencial em movi-
mento uniforme no espago livre. Na categoria “Pequenas regides espaciais” tivemos
que 18,9% dos alunos afirmaram que as medidas sdo independentes do intervalo de
tempo, dando a entender que somente uma pequena regido do espacgo € suficiente para
a medida. Ja na categoria “Curtos intervalos” um total de 10,8% dos estudantes afir-
maram que, por exemplo, a distdncia que separam os corpos da questdo € irrelevante e
somente o intervalo de tempo € o fator preponderante para a validade do PE. A catego-
ria “Campo uniforme” coloca os estudantes que afirmaram que o PE somente é valido
para um campo gravitacional uniforme. Assim, 13,5% dos estudantes ndo perceberam
que o PE continua védlido mesmo em um campo gravitacional ndo-uniforme desde que
apliquemos o PE a regides pequenas do espaco e em curtos intervalos de tempo. A
categoria “Incoeréncia na resposta” apresentam respostas que nao conseguimos extrair

significado e contém um total de 16,2% dos estudantes.
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Categoria

Frequéncia (%)

Unidade de Registro

Unidade de Contexto

AS5:  “b) Como indicado
por Einstein, o principio da
equivaléncia sé vale local-

A5: “ b) Como indicado por Einstein,
o principio da equivaléncia sé vale local-
mente e em curtos intervalos de tempo, se
um experimento for feito em um campo
ndo uniforme, como no caso da imagem,
se for realizado em tempos muito longos
(como a letra c), o principio da equivalén-

posta

com a sua distancia da Terra

[.I”

Justificativa correta 40,5% mente e em curtos interva- | . _ i ;
cia ndo sera respeitado, o mesmo aconte-
los de tempo, se um ex- . . .. A
. . cerd se o experimento for feito em distan-
perimento for feito em um | . . . .
~ . » cias muito longas, pois o campo gravita-
campo ndo uniforme [...] . . N
cional varia com a distancia do centro de
massa, entdo o Unico jeito do principio da
equivaléncia ser verdadeiro, € em curtos in-
tervalor de tempo, e pequenas distancias.”
A24: “C, é independente do | A24: “C, ¢ independente do tempo pois
. tempo [...] entdo estariam | elas iriam ficar flutando juntas e caindo
Pequenas regides es- 0 . ~ .
aciais 18,9% sempre uma perto da outraa | com o mesmo intervalo entdo estariam
P todo momento, ou seja, com | sempre uma perto da outra a todo mo-
a mesma distancia.” mento, ou seja, com a mesma distancia..”
A6: “Letra D. J4 que com micro interva-
los de tempo, podemos dizer que o campo
gravitacional é uniforme e tendo as duas
< macas dentro do elevador, que possui um
A6: “[...] as magas podem s A que p
tamanho desconsiderdvel perto do planeta
. 0; estar em qualquer lugar do . <
Curtos intervalos 10,8% . terra, podemos dizer que as magas podem
elevador com qualquer dis-
- . " estar em qualquer lugar do elevador com
tancia entre si [...] oA . A .
qualquer distancia entre si e a adverténcia
de Einstein serd valida ja que a distancia
entre elas ndo serd suficiente para produzir
uma variagdo gravitacional considerével..”
A29:  “[.. o principio . L . .
. L] . p p p A29: “A - pois o principio da equivalencia
. 07 da equivalencia s6 é va- P . .
Campo uniforme 13,5% . - $6 é valido para campo gravitacional uni-
lido para campo gravitacio- "
. . forme.
nal uniforme.
Al: “B)devido a variacdo do campo mag-
. - nético de acordo com a sua distancia da
Al: “B)devido a varia¢do do P . .
. L. Terra, é necessario tomar cuidado com
Incoeréncia na res- campo magnético de acordo . . - .
16,2% esta propriedade. Caso a medida ndo seja

feita em um curto intervalo de distancia e
tempo, as medidas tomadas poderdo pos-
suir algum erro.”

Tabela 4.26: Analise das justificativas para a questdo 13.

4.6 Resultados e analise questoes 14 até 19

4.6.1 O funcionamento de relégios em campos gravitacionais

4.6.1.1 Questao 14

A questdo 14 visava a analisar o funcionamento de um relégio em um campo gra-
vitacional. Essa questdo tinha como objetivo de sondar a compreensao dos estudantes

em relacdo a passagem do tempo perto de um objeto massivo. A Tabela ilustra
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que 87,2% optaram pela op¢do correta dada pela letra (b) que afirmava que o inter-
valo de tempo medido por um relégio perto de um objeto massivo € menor quando
comparado a um relégio distante do objeto. J4 10,3% optaram pela alternativa (a) que,
basicamente, trocava a palavra menor, destacada anteriormente, pela palavra maior.
A letra (c) apresentava a concep¢ao newtoniana de que o intervalo de tempo medido
por um reldgio ndo depende da localizagdao desse relégio. A letra (d) foi escolhida
por apenas 2,6% dos estudantes e dizia que o efeito provocado pelo corpo massivo s6

ocorre perto do mesmo.

Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 4 10,3%
(b) 34 87,2%
(©) 0 0,0%
(d) 1 2,6%

Tabela 4.27: Andlise das frequéncias das respostas para a questao 14.

A andlise das justificativas € apresentada na Tabela Um total de 64,1% dos
estudantes foram agrupados na categoria “Justificativa correta”. Nessa categoria vinte
e cinco estudantes aparentemente sabiam que o tempo medido préximo de um corpo
massivo passa mais lentamente do que em relacdo ao tempo medido distante desse
corpo. Entretanto, conseguimos elencar trés tipos de justificativas para a diferenga na
passagem do tempo. Doze alunos apenas mencionaram que o intervalo de tempo €
menor para um observador proximo da fonte gravitacional, mas ndo esbogaram ne-
nhuma justificativa parra essa afirmag¢do como apresentada pelo estudante A12: “B)
Devido ao fato de quanto mais préoximo a fonte do campo gravitacional menor serd o

’

intervalo de tempo. ”. Seis alunos justificaram essa diferenca na passagem do tempo
como uma consequéncia da métrica de Schwarzschild a qual destacamos a resposta
do estudante A6: “Através da métrica de Schwarzschild, ao compararmos um referen-
cial em um corpo massivo e outro longe de qualquer corpo, com r infinito, podemos
observar que a passagem do tempo varia entre os referenciais. . Seis estudantes jus-
tificaram pela intensidade do campo gravitacional em termos da densidade das linhas
de campo como do estudante A39: “ B, pois o campo gravitacional é mais denso perto
do corpo massivo, fazendo com que o tempo passe "mais devagar", demonstrando um

b

menor intervalo de tempo. 7. Interpretamos essa justificativa como uma tentativa na
forma newtoniana de explicar o fendmeno e, portanto, incorreta. Por fim, um aluno

justificou afirmando que relégios com energia potencial mais baixa apresentavam a
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marcacio do tempo menor. Acreditamos que, talvez, esse estudante tenha se confun-
dido com a deducdo do desvio gravitacional para o vermelho e, por meio desta dedu-
¢do0, o comportamento de relégios em um campo gravitacional utilizando o PE em que
€ mencionado que relégios colocados em potenciais gravitacionais menores medem
um intervalo de tempo menor do que em relagdo aos reldgios colocados em potenci-
ais gravitacionais maiores. Apesar das inconsisténcias mencionadas, colocamos esses
estudantes na categoria “Justificativa correta”, porém futuramente uma investigacao
mais detalhada torna-se necessdria para avaliar com mais profundidade justificativas
apresentadas. Na categoria “Conhecimento prévio” o estudante Al apresentou a se-
guinte resposta: “A-A presenca do campo gravitacional atrasa o tempo em relacdo a
um referencial afastado de campo gravitacional, conforme a teoria do paradoxo dos
gémeos.” Essa justificativa mostra a ndao percepg¢ao da diferenca do efeito provocado
devido a presenca de uma fonte de campo gravitacional e o efeito provocado devido
ao movimento relativo na alteracdo do ritmo de um relégio. Apesar de somente um
estudante apresentar essa vulnerabilidade conceitual destacamos que esse questiona-
mento apareceu algumas vezes durante as aulas. Uma estratégia possivel para colocar
em discussdo os efeitos da alteracao da passagem do tempo na TRR e na TRG seja
explorar, por exemplo, o funcionamento do GPS que traz uma discussdo rica para ex-
plorar as correcdes na determinagdo do tempo utilizando tanto a TRR quanto a TRG.
Essa discussdo € um aprimoramento da nossa abordagem que deve ser trazido e, tam-
bém, investigado em mais detalhes. O uso acritico de conhecimentos prévios é um
fator importante na assimilacdo de ideias novas na TRG (BANDYOPADHYAY; KU-
MAR, 2010a, p. 020104-10). Em nosso trabalho esse uso acritico tentava explicar a
alteracdo da passagem do tempo devido a presenca da gravidade utilizando a TRR que
estabelece uma alteracdo na passagem do tempo devido ao movimento relativo entre
relégios. A categoria “Intervalo maior” traz estudantes que inverteram o raciocinio
correto mencionando que o tempo passa mais rapido quanto mais proximo da fonte de
campo gravitacional. Por fim, a categoria “Jargao” mostra que 20,5% dos estudantes
tentam justificar a sua escolha através da tentativa de utilizacdo de um termo técnico.
A resposta da aluna A28 ilustra essa tentativa: ““ O vetor espaco-tempo passa por um
campo gravitacional mais denso o que resulta no tempo passando "mais devagar"[...]".
O jargao utilizado pelos estudantes nio apresenta significado dentro da TRG, mas essa
forma de responder perguntas utilizando jargdes como parte das respostas também apa-

receu no trabalho de Bandyopadhyay e Kuma (2010a, p. 020104-8). Aparentemente,
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grande parte dos alunos colocados na categoria “Jargao” sabiam sobre a passagem do
tempo ser mais lenta préximo da fonte gravitacional, mas dificilmente eles sabiam uma
justificativa para essa afirmacdo. Os estudantes colocados na categoria “Incoeréncia na
resposta” foram alunos cujas respostas nao conseguimos extrair nenhum significado.
Por fim, destacamos ainda cinco estudantes, do total de trinta e nove que justificaram
a questdo 14, colocaram a expressao - passa mais devagar- entre aspas. Destacamos
que essas aspas provavelmente surgiram devido a andlise feita nas aulas sobre um tre-
cho da referéncia Taylor, Wheeler e Bertschinger (2018, p. 4-8) denominado “Slogans
and Observations”. Nesse trecho os autores discutem dois slogans famosos da TRR

e da TRG respectivamente, a saber: “Os relégios em movimento funcionam devagar.

2 2

e “Reldgios mais altos num campo gravitacional funcionam mais rapidamente.
Nessa andlise os autores chamam a atencio de que as medidas na relatividade depen-
dem do observador e a andlise mais detalhada desses slogans pode ter gerado as aspas
colocadas em algumas respostas. Essa andlise também pode ser mais detalhada em

investigacoes futuras.
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Categoria

Frequéncia (%)

Unidade de Registro

Unidade de Contexto

A125: “[..]
proximo a fonte do campo

quanto mais

gravitacional menor serd o
intervalo de tempo.“[...] Os
fendmenos fisicos devem ser
0s mesmos, logo, se o obser-

vador do referencial inercial

A125: “B) Devido ao fato de quanto mais
proximo a fonte do campo gravitacional
menor serd o intervalo de tempo.d) Os
fendmenos fisicos devem ser os mesmos,
logo, se o observador do referencial iner-
cial S viu a luz entrar por uma janela e sair

pela outra janela, o observador também de-

Justificativa correta 64,1 % . . . K
S viu a luz entrar por uma | verd ver a luz entrar por uma janela e sair
janela e sair pela outra ja- | por outra, com uma diferenca de trajetdria,
nela, o observador também | ao invés de realizar uma trajetdria retilinea
deverd ver a luz entrar por | como para o referencial inercial, apresenta
uma janela e sair por outra, | uma trajetéria curvilinea, apresentando o
com uma diferenca de traje- | comeco da deflexdo da luz e o principio da
toria [...]” equivaléncia na forma forte.”

Al4:* A-A presenca do " L.
L. Al4:* A-A presenga do campo gravitaci-
campo gravitacional atrasa ~
onal atrasa o tempo em relagdo a um re-
. o tempo [..] conforme a . N L
Conhecimento I . .| ferencial afastado de campo gravitacional,
. 2,6/6 teoria do paradoxo dos gé- . A
prévio . conforme a teoria do paradoxo dos géme-
meos.[...] o pulso luminoso . .
. B osLetra A, o pulso luminoso sera retilinio
serd retilinio e ndo atreves- _ . . )
. . ., | endo atrevessaria a parte direita da nave.
saria a parte direita da nave.
A19: “[...] Desse modo, ¢ | A19: *“a) Isto porque quanto mais pro-
possivel concluir que o in- | ximo do campo gravitacional mais vagaro-
. tervalo deverd ser maior no | samente tenderd o tempo a passar. Desse

Intervalo maior 5,1% . . . , B B . R
relégio que estiver mais pré- | modo, € possivel concluir que o intervalo
ximo do campo gravitacio- | deverd ser maior no reldégio que estiver
nal.” mais préximo do campo gravitacional.”
A28: “B. O vetor espaco- | A28:“ B. O vetor espago-tempo passa por
tempo passa por um campo | um campo gravitacional mais denso o que

Jargdo 20,5% gravitacional mais denso o | resulta no tempo passando "mais deva-
que resulta no tempo pas- | gar'em comparagdo aos outros que nao
sando "mais devagar"[...]” passam pelo mesmo.”

A34: “[...] o epaco-tempo
sofre uma alteracdo ao se | A34: “B, pois o epago-tempo sofre uma al-
Incoeréncia na res- 7% aproximar de campos gravi- | teracdo ao se aproximar de campos gravi-
0
)

posta

tacionais.”A12: “[...] devido
a deflexdo da luz pela gravi-
dade.”

tacionais.”A12: “D, devido a deflexdo da

luz pela gravidade.”

Tabela 4.28: Andlise das justificativas para a questao 14.
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4.6.2 A perda de significado métrico das coordenadas

4.6.2.1 Questao 15

A questdo 15, sem dudvida, € a questdo mais técnica do questiondrio e ela quase foi
retirada do instrumento. Entretanto, a op¢do de manté-la ocorreu porque a discussao
do significado métrico das coordenadas € uma parte central de nossa abordagem. O
trabalho de Stannard, Blair, Zadnik e Kaur (2017) faz uma excelente discussiao sobre
a medida do intervalo de tempo préximo a uma fonte de campo gravitacional e, no
apéndice do artigo, fornece uma deduc¢do para a dilatacdo (gravitacional) do tempo.
Entretanto, a simplificacdo do termo th] na deducdo da dilatacdo do tempo ndo € ex-
plicada em detalhes. J4 no livro Taylor, Wheeler e Bertschinger (2018, p. 4-4) os
autores explicam em detalhes a simplificacdo de dt para a discussdo do resultado da
dilatacdo gravitacional do tempo com uma discussao voltada para o significado métrico
das coordenadas e, assim, tornando mais compreensivel a manipulagdo matematica da
métrica de Schwarzschild. Dessa forma, a questdo 15 apresenta uma discussao mais
préxima do livro de Taylor, Wheeler e Bertschinger (2018). A Tabelad.29 mostra que
57,9% dos estudantes optaram pela alternativa correta dada pela letra (d) que diz que
em um espaco-tempo curvo as coordenadas globais ndo possuem significado métrico
imediato, ou seja, essas coordenadas ndo estio relacionadas diretamente com as quan-
tidades fisicas observaveis (medidas) e, por isso, a métrica € necessdria. A alternativa
(c) foi marcada por 39,5% dos estudantes. Nessa alternativa era dito que a métrica
do espacgo-tempo € dispensdvel visto que podemos relacionar as coordenadas globais

diretamente com quantidades fisicas.

Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 0 0,0%
(b) 1 2,6%
(©) 15 39,5%
(d) 22 57,9%

Tabela 4.29: Andlise das frequéncias das respostas para a questao 15

Na Tabela [4.30] sdo apresentadas as justificativas dos estudantes para a opgao es-
colhida. Na categoria “Justificativa correta” foram colocados 43,2% dos estudantes

que responderam com exatiddo que as coordenadas da métrica de Schwarzschild des-

2Esse termo dt é a coordenada “temporal” que aparece na métrica de Schwarzschild que pode ser
vista na equagdo A81 no apéndice A em mais detalhes.
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crevem eventos na TRG, mas ndo carregam consigo um significado métrico. Assim,
0 uso da métrica - As? - é indispensavel para a determinagio previsdes de quantida-
des fisicas mesurdveis. A categoria “Impossibilidade” contém 10,8% dos estudantes e
apresenta estudantes que, de certa forma, confundiram o papel das coordenadas glo-
bais na TRG. A categoria “Férmula” conta com 37,8% dos estudantes e, a nosso ver,
representa os estudantes que definitivamente ndo compreenderam a relagdo entre as
coordenadas globais e a métrica. Todos os estudantes colocados na categoria “For-
mula” sabiam da necessidade da utilizacdo da métrica, talvez pela importancia dada
para ela durante as aulas, e sabiam da necessidade de utilizd-la. Contudo, as justifica-
tivas combinadas com as opc¢des escolhidas mostram que a necessidade da utilizacao
da métrica nao foi percebida com todo o seu significado pelos estudantes. Na catego-
ria “Espaco-tempo” 5,4% dos estudantes apresentam uma vulnerabilidade conceitual
em relacdo as coordenadas globais e o espaco-tempo curvo como mostrado na fala do
aluno A24: “D, porque o tempo e o espago sdo interligados entdo tecnicamente vocé
ndo tem um espago para ser mapeado/localizado, vocé pode matematicamente achar
coordenadas para um local especifico, mas até chegar 14 j4 vai ter se tornado outra
coisa, ja que o espaco esta ligado ao tempo entao se o tempo passou o espaco mudou.”.
A afirmagdo dele se baseia na interligacdo do espaco e do tempo na TRG, entretanto
na TRR o espago e o tempo ja estdo interligados. Contudo, na TRR o espago-tempo
€ plano e podemos utilizar coordenadas cartesianas juntamente com reldgios sincro-
nizados para localizar eventos. As coordenadas na TRR apresentam um significado
métrico imediato, pois variacdes de coordenadas podem ser relacionadas diretamente
com quantidades fisicas mensurdveis como distancias medidas com um régua e inter-
valos de tempo medidos com relégios. Por fim, na categoria “Incoeréncia na resposta”
temos um unico estudante, que apresenta jargdes técnicos da TRG desconexos com

pergunta em questao.

130



Capitulo 4. Resultados e Andlise

Categoria

Frequéncia (%)

Unidade de Registro

Unidade de Contexto

A23:
de coordenadas vistos na so-

“D. O novo sistema

lugdo de Shwarzschild — ti-
das como coordenadas glo-
bais — ndo possui um signi-
ficado métrico imediato, ou
seja, ndo conseguimos rela-

cionar a variagdo de coorde-

A23: “D. O novo sistema de coordenadas
vistos na solucdo de Shwarzschild — tidas
como coordenadas globais — ndo possui um
significado métrico imediato, ou seja, ndo
conseguimos relacionar a variagdo de co-
ordenadas globais com quantidades men-

. . 0 fond . 5
Justificativa correta 43,2/6 . . surdveis. Entdo fica em questdo como re-
nadas globais com quantida- . ; . .
o lacionarfamos esse novo sistema com tais
des mensurdveis. [...] E a . .
. quantidades mensurdveis. E a resposta en-
resposta encontrada foi que . . .
. . contrada foi que precisamos usar a métrica
precisamos usar a métrica do . L j
. . | do espago-tempo, assim esta € indispensa-
espago-tempo, assim esta & L . ;
Lo j vel para a determinag@o de quantidades fi-
indispensével para prever as | o
. .. sicas mensuraveis.
quantidades fisicas mensu-
rdveis.”
AS: “D) Devido ao fato da relatividade
B . geral trazer para a geometria espacial um
AS5: “D) Devido ao fato . B
. espaco-tempo curvo, ¢ impossivel adotar
da relatividade geral trazer . L
; . as coordenadas globais, pois ndo sdo su-
. 0 para a geometria espacial . . .
Impossibilidade 10,8 % .| ficientes para um resultado métrico valido,
um espago-tempo curvo, é . . . e )
. h por isso € necessdrio a utilizagdo da mé-
impossivel adotar as coorde- . L, j
. . trica, pois 86 assim é possivel obter os re-
nadas globais [...] . . .
sultados métricos validos, que determinem
quantidades fisicas mensurdveis.”
) A26: “[...] comas coordena- | A26: “Letra ¢ pois com as coordenadas
Férmula 37,8% . N
das pode se encontrar .5 pode se encontrar S.
A24: “D, porque o tempo € O es-
paco sdo interligados entdo tecnicamente
vocé ndo tem um espago para ser ma-
“ peado/localizado, vocé pode matematica-
A24: “D, porque o tempo e 0
Espaco-tempo 5,4% . . ,, | mente achar coordenadas para um local es-
espaco sdo interligados [...] . j L
pecifico, mas até chegar 14 ja vai ter se tor-
nado outra coisa, jd que o espago esta li-
gado ao tempo entao se 0 tempo passou o
espaco mudou.”
A4: “Letra c, porque A curvatura do
A4 “l..] Os corpos | espago-tempo € uma das principais con-
em um campo gravitacio- | sequéncias da teoria da relatividade geral,
nal seguem um caminho es- | de acordo com a qual a gravidade ¢é efeito
. pacial curvo, mesmo que | ou consequéncia da geometria curva do
Incoeréncia na res-
2,7% eles possam realmente es- | espago-tempo. Os corpos em um campo

posta

tar se movendo como "linhas
de mundo"possiveis "em li-
nha reta"através do espago-

tempo curvo.”

gravitacional seguem um caminho espa-
cial curvo, mesmo que eles possam real-
mente estar se movendo como "linhas de
mundo"possiveis "em linha reta"através do

espago-tempo curvo.”

Tabela 4.30: Andlise das justificativas para a questdo 15
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4.6.3 O uso da métrica e a interpretacao do funcionamento de re-

l6gios em um campo gravitacional
4.6.3.1 Questoes 16 até 19

As questdes 16, 17, 18 e 19 tinham o objetivo de analisar como os estudantes po-
deriam utilizar a métrica de Schwarzschild para discutir o problema do desvio gravita-
cional para o vermelho e, também, o desvio gravitacional para o azul. Contudo, mui-
tos estudantes se restringiram a apenas resolver matematicamente o problema, muitas
vezes cometendo alguns erros em algumas passagens matemadticas basicas. Outros
estudantes fizeram todas as passagens matemdticas de forma correta e, também, inter-
pretaram o resultado. Em particular, para esse conjunto de questdes ndo faremos uma
andlise detalhada com o nimero de acertos e depois uma categorizacdo das alternati-
vas devido a baixa quantidade de explica¢des fornecidas para essas questdes. Contudo,
colocaremos a solucdo do estudantes A5 - Figura - fazendo um breve comentério
sobre a solucdo do estudante.

O estudante A5 manipulou corretamente a métrica observado que o intervalo At é
idéntico para ambos os observadores. Outro detalhe que chama a atencao € a justifica-
tiva da questdo 18 (identificada com o nimero 5 pelo estudante). O estudante percebe
que a interpretacdo surge do receptor. Dessa forma, na questdo 16 o observador Ro-
drigo, que recebe os sinais luminosos, tem a impressao que o relégio de Mariana esté
funcionando mais rapidamente do que o seu enquanto na questdo 18 € Mariana que
agora recebe os sinais luminosos emitidos por Rodrigo e afirma que o relogio dele esta
funcionando mais lentamente. Apesar de termos conseguido observar que alguns es-
tudantes conseguem fazer manipulagdes simples da métrica de Schwarzschild, como
o estudante A5, gostariamos de desenvolver outros problemas semelhantes para uma

melhor analise dessa habilidade.
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Figura 4.1: Solugao para as questdes 16, 17, 18 e 19 do estudante A5. Na numeracéo
utilizada pelo estudante os itens 3, 4, 5 e 6 correspondem as questdes 16, 17, 18 e 19
respectivamente.

4.7 Resultados e analise questoes 20 e 21

4.7.1 Buracos Negros

4.7.1.1 Questao 20

Na questao 20 analisamos o papel do horizonte de eventos ao “dividir” o espago-
tempo em duas regides: a regido interior (r < Rs) e a regido exterior (r > Rs) ao
horizonte de eventos. A Tabela mostra que 92,3% dos estudantes escolheram a
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opg¢ao correta. Os estudantes que optaram pelas alternativas (a) e (d) simplesmente
ndo justificaram a sua escolha e, portanto, ndo conseguiremos analisar as suas justifi-

cativas que embasaram tal escolha. Na Tabela[d.32]estdo apresentadas as justificativas

Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 1 2,6%
(b) 0 0,0%
(c) 36 92,3%
(d) 2 5,1%

Tabela 4.31: Andlise das frequéncias das respostas para a questao 20.

para questdo 20. Na categoria “Justificativa correta” estdo 54,3% dos estudantes que
afirmaram que na regido interna ao horizonte de eventos ndo € possivel ter observado-
res estaciondrios e, uma vez, atravessando o horizonte é impossivel retornar a regiao
exterior. A aluna A23 coloca em sua justificativa as regides de passado e futuro as-
sociadas ao cone de luz local em um diagrama espago-tempo. Um estudante, que
corresponde a 2,9% da amostra, foi colocado na categoria “Impossibilidade”. Essa
categoria foi criada pela devido a inconsisténcia na resposta. O estudante afirma que
somente podem existir observadores fora do horizonte de eventos. Contudo, sabemos
que somente podem existir observadores estaciondrios fora do horizonte e, no interior,
qualquer observador, corpo € a luz irdo se deslocar para a r = 0. Na@o colocamos
essa categoria como uma vulnerabilidade conceitual, pois acreditamos que o estudante
possa ter cometido um erro na elaboracdo da resposta ao esquecer o termo ‘“‘estaci-
onario”. Além disso, o estudante A27 optou pela alternativa correta. Na categoria
“Incoeréncia na resposta” temos que 42,9% apresentaram uma resposta sem signifi-
cado ao afirmar que ““ os observadores da regido interna horizontal voltam para o CT”.
Essa categoria indica que ndo conseguimos extrair um significado para as respostas,
mas também pode indicar, nesse caso, alguma dificuldade na andlise e interpretacdo de
um diagrama espacgo-tempo. Como comentdrio final discutimos brevemente a resposta
da aluna A7, colocada na categoria “Justificativa correta”, que apresentou a seguinte
explicacdo: “[...] Segundo Schwarszchild, esse fenomeno acontece gragas a incapaci-
dade dos objetos e particulas escaparem do horizonte de eventos [...]”. E interessante
notar que Schwarzschild nunca propos a existéncia de um buraco negro e, na ver-
dade, ele encontrou uma solug¢do para uma estrela com simetria esférica ndo girante.
Contudo, a andlise da solu¢cdo sem a presenca de uma estrela central, que nao foi rea-

lizada por Karl Schwarzschild, leva a andlise de um raio intrinseco, chamado de raio
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de Schwarzschild. Essa anélise envolvendo o raio de Schwarzschild ficou em segundo
plano por um longo periodo. Contudo, em 1939 com os trabalhos de Oppenheimer e
Snyder e, no final da década de 1950, com Wheeler e Kruskal a ideia de estrelas que

sofrem colapso gravitacional (buracos negros) resultaram em uma compreensao fisica

completa da solucdo de Schwarzschild (HERDEIRO; LEMOS, 2018b).

Justificativa correta

54,3%

pensar que temos um Cone
de Luz sobre o Horizonte
de Eventos, qualquer objeto
que atravesse esse horizonte
para sua regido interna ndo
tem como retornar para a
regido externa, porque para
isso ele teria que sair da re-
gido limitada pelas linhas de
mundo dos pulsos lumino-
sos (Cone de Luz) [...]”

Categoria Frequéncia (%) | Unidade de Registro Unidade de Contexto
A23: “C. Pois se formos pensar que te-
mos um Cone de Luz sobre o Horizonte
A23: “C. Pois se formos | de Eventos, qualquer objeto que atravesse

esse horizonte para sua regido interna niao
tem como retornar para a regido externa,
porque para isso ele teria que sair da re-
gido limitada pelas linhas de mundo dos
pulsos luminosos (Cone de Luz). Além
disso, em uma regido mais interna, as li-
nhas de mundo sempre tendem a ir parar =
0 (singularidade essencial), e 14 toda massa
é compactada em um tnico ponto. Assim,
como as linhas vao para r = 0, sendo sobre
o Horizonte de Eventos ou em sua regiao
interna, eu ndo posso ter nessa regido ob-
servadores estaciondrios.”

Impossibilidade

2,9%

A27: “[...] Somente é pos-
sivel que existam observa-
dores fora do horizonte de
eventos uma vez que a partir
deste ponto nada escapa da
gravidade que o buraco ne-
gro produz.”

A27: “Letra C. Somente € possivel que
existam observadores fora do horizonte de
eventos uma vez que a partir deste ponto
nada escapa da gravidade que o buraco ne-
gro produz.”

Incoeréncia na res-
posta

42,9%

A24: “[...] os observadores
da regido interna horizontal
voltam para o CT.”

A24: “C, porque os observadores da regido
interna horizontal voltam para o CT.”

Tabela 4.32: Andlise das justificativas para a questao 20.

4.7.1.2 Questao 21

Ja questdo 21 descreve o comportamento do cone de luz sobre o horizonte de even-
tos e as linhas de mundo de particulas ou as linhas de mundo de pulsos luminosos. A
Tabela apresenta que 89,5% dos estudantes que marcag@o a opgéo correta dada
pela letra (d). Dos quatro estudantes que optaram pelas outras alternativas somente um

justificou essa escolha, que serd analisada em mais detalhes na sequéncia.
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Alternativa | Frequéncia | Frequéncia relativa (%)
(a) 1 2,6%
(b) 1 2,6%
(c) 2 5,3%
(d) 34 89,5%

Tabela 4.33: Andlise das frequéncias das respostas para a questao 21.

A Tabela[d.34] apresenta as justificativas dos estudantes para a questdo 21. A cate-
goria “Justificativa correta” traz 94,1% dos estudantes que justificaram que a trajetdria
dada pela curva pontilhada laranja ndo poderia representar a trajetéria de nenhuma
particula material ou pulso luminoso. A categoria “Atravessando o cone” foi criada
para a resposta da estudante A25. Aparentemente a estudante ndo apresentava a com-
preensdo do papel do horizonte de eventos e da superficie do cone de luz que delimita
as regides do espaco-tempo que uma dada particula ou pulso de luz pode ocupar. A
categoria “Incoeréncia na resposta” mostra respostas que nao conseguimos extrair ne-
nhum significado. Por fim, gostariamos de detalhar a resposta do estudante A16: “D,
A linha tracejada preta pode representar uma particula pois o Gnico caminho possivel
€ para r=0. A linha vinho representa um pulso luminoso pois se localiza na geratriz
(linha mais externa do cone) do cone, que € o caminho que a luz percorre no diagrama
espaco-tempo. A linha em laranja representa uma trajetéria impossivel de ser reali-
zada, pois somente um corpo que se movimenta mais rdpido do que a luz, impossivel
por conta do segundo postulado de Einstein, pode realizar esse caminho.”. O estudante
A16 coloca que a linha laranja ndo pode representar uma trajetéria de uma particula
pois, para isso, a particula deveria possuir uma velocidade maior do que a velocidade
da luz e isso violaria o segundo postulado de Einstein da TRR. Classificamos esse tipo
de justificativa como correta, mas essa discussio sobre a velocidade da luz na TRG ¢é
uma situagdo interessante e complexa ao mesmo tempo. Logicamente, tanto a ques-
tao 20 quanto a questdo 21 ndo pretendiam analisar se a constincia da velocidade da
luz se mantém na TRG embora tenhamos discutido isso durante as aulas. O trabalho
de Bandyopadhyay e Kumar (2010a, p. 020104-9) coloca que a constancia da velo-
cidade da luz € algo enraizado nos estudantes que os mesmos levam essa ideia para
a TRG. Dessa forma, em uma futura pesquisa seria interessante investigar essa con-
cepcao dos estudantes para a velocidade da luz na TRG. Na secdo A.6.7 do texto de
apoio (Apéndice A) e na referéncia (MACHADO; TORT; ZARRO, 2020) uma discus-
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s@o sobre o diagrama de cone de luz e o tragado dos raios luminosos em um diagrama

espaco-tempo sdo apresentadas em mais detalhes.

Categoria Frequéncia (%) | Unidade de Registro Unidade de Contexto

A37: “[...] Uma vez na re-
gido interna do horizonte de
eventos, ndo ha como vol-
tar a regido externa (nem

mesmo para a luz) [...] ali-
94.1% . -

nha tracejada em laranja nido
pode representar nem a tra-
jetéria de um material e nem
a trajetério de um raio lumi-
noso.”

A37: “Alternativa D - Uma vez na regido
interna do horizonte de eventos, ndo ha
como voltar a regido externa (nem mesmo
para a luz). Isso mostra que a linha trace-
jada em laranja ndo pode representar nem a
trajetéria de um material e nem a trajetdrio
de um raio luminoso.”

Justificativa correta

A25: “Letra C, porque o
Atravessando o cone 2,9% pulso luminoso [...] pela
drea marcada.”

A25:* Letra C, porque o pulso luminoso
ele passa pela drea marcada.”

Al13: “[...] de modo algum
algo pode voltar apés atra- | Al3: “D), pois de modo algum algo pode
vessar o horizonte de even- | voltar apds atravessar o horizonte de even-
tos e atingir a regido interna | tos e atingir a regido interna (r<R)”

(r<R)”

Incoeréncia na res-
2,9%
posta

Tabela 4.34: Andlise das justificativas para a questao 21.

4.8 Artigos publicados

Além dos resultados discutidos anteriormente, esta tese também apresentou alguns
resultados qualitativos, quais sejam, a escrita de trés artigos cientificos. Destacamos
que os artigos cientificos trazem possiveis inser¢des da TRG para professores de Fisica
do EM ou futuros professores cursando licenciatura em fisica. Os trabalhos serdo
descritos resumidamente a seguir.

O trabalho Machado, Tort e Zarro (2020) faz uma discussao sobre as for¢as de maré
no quadro da MN. O trabalho se justifica pela importancia que as for¢as de maré tem
na TRG, elas s@o a marca indelével do efeito da curvatura do espago-tempo. Assim,
utilizamos nessa discussdo a aplicacdo da equa¢ao de movimento para um referencial
em queda livre (ndo-inercial). A primeira situacdo estudada no artigo consiste em
analisar o efeito provocado pela for¢a de maré em uma situacio em que um corpo
extenso estd em queda livre em um campo gravitacional que cresce linearmente com
a coordenada radial. Nesse caso, o corpo extenso experimenta um efeito chamado de
esmagamento (“squashing”), em que o corpo é comprimido pela acdo da for¢a de maré.

A segunda situacao estudada é semelhante a primeira, porém agora o corpo extenso
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estd em queda livre submetido a um campo gravitacional que cai com o inverso do
quadrado da distancia. Nesse caso, o corpo extenso experimenta um efeito chamado
de espaguetificacdo (“spaghettification’), em que o corpo € esticado pela acao da forga
de maré. Por fim, usando uma semelhanca entre os resultados previstos pela mecanica
newtoniana e pela relatividade geral é estimado o efeito da espaguetificacdo para o
caso de um buraco negro.

O trabalho Machado, Tort e Zarro, (2021) faz uma introdugdo a relatividade ge-
ral utilizando o principio da equivaléncia como fio condutor de toda a abordagem. O
artigo inicia apresentando uma motivacdo relacionada ao status privilegiado que os
referenciais inerciais possuem na mecanica newtoniana e na relatividade restrita e,
também, a proposicdo de Einstein para estabelecer um principio da relatividade geral.
Na sequéncia, o principio da equivaléncia € apresentado em termos dos referenciais em
queda livre e as suas limitagcdes sao apresentadas. Entdo, o principio da equivaléncia
€ generalizado para a sua forma “forte” valido para todos os dominios da fisica, e a
curvatura do espacgo-tempo € introduzida apresentando os problemas do desvio gravita-
cional para o vermelho e do disco girante. Posteriormente, a importancia do principio
da equivaléncia € discutida e um resumo das origens histdricas da relatividade geral
¢é apresentada. Apds essas discussdes, a métrica de Schwarzschild € deduzida a partir
do principio da equivaléncia e, também, o espaco-tempo ao redor de um buraco negro
de Schwarzschild € discutido a partir de uma mudanca de coordenadas, as chamadas
coordenadas de Painlevé-Gullstrand. Por fim, comentarios sobre a formulacao da re-
latividade geral de modo formal sdo feitos e, embora o principio da equivaléncia nao
seja necessdrio nessa formulacio, ele detém um caréter diddtico importante.

O trabalho Machado, Tort e Zarro (2024) discute um dos primeiros sucessos da
TRG e tem por finalidade servir como texto complementar destinado a alunos mais
curiosos e professores do EM sobre a historia da TRG. Dessa forma, descreve-se o
problema do avanco do peri€lio de Mercurio e sua respectiva solucao a luz da TRG.
O artigo inicia apresentando o triunfo da mecéanica newtoniana e discutindo as visdes
de Descartes e Newton para a descricdo do movimento planetario. Na sequéncia, a
penetracdo da obra de Newton na Franca € apresentada. Em especial, o artigo traz uma
énfase aos trabalhos de Pierre Simon Laplace e Urbain Le Verrier. A discussao do tra-
balho de Le Verrier ilustra a descoberta de Netuno devido a irregularidades na 6rbita
de Urano. Também € descrita a tentativa de Le Verrier de completar a descri¢ao do

Sistema Solar em termos da mecanica newtoniana corrigindo as anomalias nas Orbitas
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dos planetas. Entretanto, para a érbita de Mercurio, existia uma discrepancia entre a
previsdo da mecanica newtoniana e as observacdes experimentais. De forma seme-
lhante ao realizado para explicar a anomalia na 6rbita de Urano, Le Verrier propde a
existéncia de um planeta entre o Sol e o planeta Merctrio, sendo chamado de Vulcano.
Ap6s uma observaciao do astronomo amador Edmund Lescarbault, Le Verrier anun-
cia a descoberta de Vulcano. Porém, durante o grande eclipse de 1878, a observacao
de Lescarbault ndo foi confirmada. Dessa forma, a discrepancia entre os resultados
tedricos newtonianos e os resultados experimentais para a érbita de Merctrio perma-
neceram. Na sec¢do final a teoria da relatividade geral € introduzida e é fornecida uma
discussdo sobre a solucdo do problema do avanco do periélio de Merctirio.
Destacamos, ainda, um quarto trabalho sobre as estrelas negras (MACHADO;
TORT, 2016) que foi publicado em um periodo anterior a redagdo desta tese, mas é
pertinente ao nosso tema de pesquisa. O artigo tratou das ideias percursoras de Mit-
chell e Laplace sobre as estrelas negras. As estrelas negras seriam estrelas cujas mas-
sas seriam tdo grandes que mesmo a luz nao poderia escapar da atragdo gravitacional

associada.

4.9 Discussoes e respostas as perguntas de pesquisa

Para responder as nossas perguntas de pesquisa, repetidas abaixo por conveniéncia,
nos iremos condensd-las em vulnerabilidades conceituais mais amplas que irdo abarcar
todas as interpretacdes equivocadas analisadas anteriormente. Essa maneira vai ao
encontro da discussao feita na introducdo desta Tese que coloca que, possivelmente,
as dificuldades para o ensino da TRG estdo relacionadas as concepgdes alternativas de
dominios antecedentes, do uso acritico de conhecimento prévio ou simplesmente da
falta de atencdo a discriminacdes conceituais mais refinadas (BANDYOPADHYAY;
KUMAR, 2010b, p. 140).

e Quais vulnerabilidades conceituais relatadas na literatura os estudantes do
Ensino Médio estdo sujeitos a manifestar apos a aplicacio formal de um

curso introdutério de relatividade geral?

e Em que medida podemos identificar vulnerabilidades conceituais relacio-
nadas ao conteudo ainda nao relatadas na literatura?
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A categoria “discriminagdes conceituais mais refinadas™ representa a primeira vul-

nerabilidade conceitual ampla que nds trataremos. Essas vulnerabilidades sdo:

1.

10.

11.

Dificuldade na distin¢do entre a descricao de um fend6meno fisico e a determina-

¢ao de uma lei Fisica (questdes 1 até 4);

Atribui¢do aos referenciais inerciais a explicacdo da indiferenca na descri¢ao de

um fendmeno fisico (questdes 1 até 4);

Referenciais ndo-inerciais sdo mais complexos em relagdo a escrita das leis fi-
sicas, a descri¢do de fendmenos e a realizacdo de previsdes tedricas (questoes 1
até 4);

Duvidas sobre a necessidade de confirmacdo experimental (questdes 1 até 4 e

questdo 7);

. Nao percepc¢do do sutil argumento de Einstein na interpretacdo da igualdade

entre a massa inercial e a massa gravitacional tomando o PE como ponto de

partida (questdo 8);

Falta de percepc¢dao de como PE resolve o aparente conflito entre o PRG e o
problema do vagao que sofre uma freada brusca e, consequentemente, a possi-

bilidade de generalizacdo do PRR (questdo 9);

. Descri¢@o incorreta no caminho percorrido pela luz no referencial acelerado

(questdo 10);

. Falta de percepcao da necessidade da generalizacdo do PE para a sua forma forte

para realizar a previsdo de que a luz sofre deflexdo ao propagar em um campo

gravitacional (questdo 11);

. Duvidas da aplicagdo correta do PE em um campo gravitacional ndao uniforme.

18,9% dos estudantes restringiram a aplica¢do do PE a pequenas regides espa-
ciais enquanto 10,8% colocaram que as medidas deveriam ser feitas em curtos

intervalos de tempo (questao 13);

A utilizacdo de jargdes (termos técnicos) sem significado para explicar resulta-
dos da TRG (questdo 14);

Nao percepcao do papel das coordenadas globais na TRG (questao 15);
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12. Interpretacdo equivocada de que somente a interligacao do espaco e do tempo
na TRG € responsavel pela necessidade da utilizacdo das coordenadas globais

na descricdo de eventos no espaco-tempo curvo da TRG (questao 15);

13. O papel do cone de luz e do horizonte de eventos na compreensdo de um dia-

grama espago-tempo para um buraco negro (questao 21).

Os itens de 1 até 6 e 8 até 10 elencam as vulnerabilidades conceituais encontradas em
uma aplica¢cdo de um curso de TRG no EM e coincidem com algumas concepcdes dos
estudantes relatadas nos trabalhos de Bandyopadhyay e Kumar (2010a) e respondem
a primeira pergunta de pesquisa. O item 7 e os itens 11 até 13 consistem em vulne-
rabilidades conceituais nao relatadas em nossas referéncias de estudo e respondem a
segunda pergunta de pesquisa.

A categoria “uso acritico de conhecimento prévio” traz as seguintes vulnerabilida-
des:

1. Utilizacdo da refracdo da luz na tentativa da explicacdo da deflexdo da luz em

um campo gravitacional (questdo 11);

2. Utilizac¢do do paradoxo dos gémeos e, consequentemente, a dilatagdo do tempo
da TRR para explicar o atraso na marcacdo do tempo de um relégio devido a

acao gravitacional (questao 14);

Os itens 1 e 2 colocados acima se relacionam, a nosso ver, com as duas perguntas
de pesquisa visto que os autores Bandyopadhyay e Kumar (2010a) chamam a atencao
para o uso de conceitos da TRR na solucao de problemas na TRG. Contudo, especi-
ficamente, essas duas explicacdes propriamente ditas ndo surgiram nos trabalhos dos
autores e, dessa forma, acreditamos que as vulnerabilidades conceituais se encaixem
mais para a segunda pergunta de pesquisa.

A categoria “concepg¢oes alternativas de dominios antecedentes ” traz as seguintes

vulnerabilidades:
1. . De que as leis sdo independentes do referencial escolhido (questdo 2);

2. O campo magnético apresenta a mesma propriedade notavel do campo gravi-
tacional e, portanto, a aceleracdo adquirida por um objeto submetido a agdo
exclusiva do campo ndo dependeria da massa e da constitui¢do interna do corpo

(questao 6);
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3. Aigualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional é apenas uma conve-

niéncia (questdo 7);
4. aforga de inércia também surge nos referenciais inerciais (questao 9).

Apesar de um quantitativo grande de nossa amostra saber que as leis da Fisica de-
pendem da escolha do referencial, de que a aceleracao de queda livre ndo depende da
massa e da constitui¢do interna de um corpo € exclusiva para o campo gravitacional,
de que a igualdade da massa inercial e gravitacional ¢ uma coincidéncia experimen-
tal na MN e que as for¢as de inércia s6 aparecem nos referenciais ndo-inerciais, nds
tivemos um pequeno grupo apresentando essas dificuldades. Acreditamos que essas
vulnerabilidades relatadas se relacionam mais a nossa segunda pergunta de pesquisa.
Na sequéncia discutiremos brevemente as nossas premissas, repetidas abaixo por con-

veniéncia, para o desenvolvimento desta tese.

1. Os alunos do EM podem obter uma compreensao qualitativa de TRG quando
fornecidos com recursos de aprendizagem apropriadamente projetados e estru-
tura suficiente de aprendizagem por meio da interagdo com professores e colegas
(KERSTING; HENRIKSEN; BOE; ANGELL, 2018);

2. O uso de experimentos de pensamento ajuda a compreender as leis e principios
da Fisica que exigem alto grau de pensamento abstrato (VELENTZAS; HAL-
KIA, 2013);

3. O conhecimento prévio influencia a maneira como os alunos tentam assimilar as
novas ideias da relatividade geral (BANDYOPADHYAY; KUMAR, 2010a).

Apesar de nosso trabalho ter como foco identificar as vulnerabilidades conceituais
que estudantes do EM possuem apds um curso introdutério da TRG nés também con-
seguimos extrair importantes informacgdes sobre a compreensdo de conceitos e ideias
contidas na TRG pelos estudantes. Dessa forma, destacamos abaixo alguns itens que

reforcam a nossa primeira premissa acerca da compreensao qualitativa da TRG

e Como a aplicacao do PE na interpretacdo da igualdade entre as massas inercial

e gravitacional,
e A aplicacao do PE na previsdo da deflexdo da luz em um campo gravitacional;

e A utilizacdo do PE na generaliza¢do do PRR;
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e A mudanga na passagem do tempo perto de um corpo massivo;

A utilizacdo dos experimentos de pensamento foi outra estratégia central para a apre-
sentacdo dos conceitos de TRG inclusive na andlise e interpretacio de manipulacdes
algébricas. Além disso, a explicacdo do PE em termos dos referenciais em queda li-
vre (questdo 12) mostra que os alunos também tendem a utilizar experimentos reais
mostrados em sala de aula em suas explicagdes como na resposta do estudante A5:
pensamento mais feliz da vida de Einstein descreve a equivaléncia de dois referenciais
peculiares [...] Como mostrado em aula um exemplo da garrafa de 4gua com furos em
queda livre, a 4gua para de jogar pelos furos e é como se flutuasse dentro da garrafa, o
mesmo acontece no elevador, quem esta destro do referencial em queda livre sente-se
flutuando, da mesma forma que o referencial inercial no espaco. ” que vai ao encon-
tro do resultado apresentado em (KERSTING; HENRIKSEN; BOE; ANGELL, 2018,
p- 010130-10). Como mostrado anteriormente, a vulnerabilidade conceitual “concep-
¢oes alternativas de dominios antecedentes” apresenta uma importante influéncia na
assimilacao de novas ideias.

Uma das nossas hipdteses de trabalho estava relacionada a possibilidade dos es-
tudantes de EM realizarem manipulacdes algébricas simples da métrica do espaco-
tempo. A andlise anterior das questdes 16, 17, 18 e 19 mostra a solucdo do estudante
A5 mostrada na Figura @ Esse estudante, assim como outros, mostrou certa habi-
lidade na solug¢do do problema do desvio gravitacional para o vermelho utilizando a
matematica da TRG (manipulacdo da métrica). Contudo, em nossa amostra também
registramos estudantes que reproduziram erros de matematica basica na deducao do
desvio gravitacional para o vermelho. Contudo, sentimos a necessidade de ampliar
essa andlise posteriormente com outras situacdes que permitam testar o desenvolvi-

mento dessa habilidade e aproximar os estudantes de fato da TRG.
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Tudo o que é importante é, no fundo,

totalmente simples.

John Archibald Wheeler

Esta tese teve como objetivo introduzir a Teoria da Relatividade Geral (TRG) no
Ensino Médio (EM), como forma de instigar os estudantes no estudo desse tema fas-
cinante, e investigar as vulnerabilidades conceituais manifestadas nos estudantes apds
um curso introdutério de TRG. Dessa forma, nossa anélise comeca com a escolha de
quais tépicos nds iriamos discutir € como seria a abordagem. Para isso, foi neces-
sdria uma anélise dos principais artigos publicados, relacionados ao ensino da TRG,
bem como um olhar atento aos livros de introdu¢do a TRG como em Taylor, Wheeler
e Bertschinger (2018) e de divulga¢do das principais ideias da teoria como em FEins-
tein (1999). Dessa forma, um fexto de apoio foi construido para auxiliar a discussao
da TRG em um nivel compativel com o EM. Apés essa construg¢do voltamos a nossa
atencdo para a constru¢do de um instrumento avaliativo, chamado de instrumento de
pesquisa. O instrumento de pesquisa foi desenvolvido de modo a sondar as vulne-
rabilidades conceituais dos estudantes. Nosso propoésito, contudo, transcendeu uma
discussio apenas qualitativa da TRG, em nossa pesquisa percebemos que no trabalho
de Kersting, Henriksen, Boee Angell (2018, p. 010130-14) os estudantes questionavam
também sobre abordagens quantitativas. Por isso, apds um olhar atento ao livro Ex-
ploring Black Holes (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018) n6s iniciamos
uma busca para introduzir abordagens quantitativas da TRG que nds julgamos apropri-
adas ao EM com uma conexao conceitual importante. Em relacio ao texto de apoio nés

apresentamos a TRG inicialmente tendo como guia os seguintes topicos: a insatisfacao
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de Einstein com o status privilegiado dos referenciais inerciais, o Principio da Relativi-
dade Geral (PRQG), as diferentes formula¢des do PE e suas consequéncias, a introducao
da métrica de Schwarzschild e os buracos negros. Dessa forma, iniciamos a discussao
da TRG com a insatisfacdo de Einstein com o status privilegiado que os referenciais
inerciais apresentavam tanto na Mecéanica Newtoniana (MN) quanto na Teoria da Re-
latividade Restrita (TRR) por meio da andlise do Principio da Relatividade Restrita
(PRR). Na sequéncia essa insatisfacdo leva a proposi¢ao do PRG. A incompatibilidade
aparente entre o0 PRG e experiéncias cotidianas simples é apresentada. Essa incompati-
bilidade €, entdo, o ponto chave para a introducao do Principio da Equivaléncia (PE). O
PE desfaz a aparente incompatibilidade e guia Einstein na estreita relacio entre gravi-
dade e geometria. Para analisar essa relacdo o texto de apoio faz uma discussio extensa
do PE com diferentes formulacdes. Apds essa etapa, analisamos as implica¢des do PE
na previsdo de dois novos fendmenos: a deflexdo da luz e o desvio gravitacional para
o vermelho. Na sequéncia uma discussio € feita acerca das medidas realizadas por um
observador em uma plataforma girante, o paradoxo de Ehrenfest. A andlise desse ex-
perimento de pensamento permite perceber a relacdo entre a gravidade e a alteracio da
geometria euclidiana. Na sequéncia, a métrica de Schwarzschild é apresentada como
uma solucdo das equagdes de Einstein e uma discussdo sobre buracos negros € apre-
sentada. A métrica de Schwarzschild € utilizada para que sejam feitas manipulacdes
simples e uma andlise quantitativa € realizada. Nessa andlise quantitativa nds comen-
tamos um aspecto central para uma correta manipulacdo da métrica do espaco-tempo
que estd relacionado ao significado métrico das coordenadas, essa discussdo feita de
forma simplificada no texto de apoio € mostrada com toda a sua profundidade e im-
portancia na referéncia (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018). O texto de
apoio colocado no Apéndice A ainda traz discussdes sobre a TRR, coordenadas curvi-
lineas e geometria ndo-euclidiana. Essas discussdes visam a preparar o estudante para
a discussdo da TRG.

Uma parte importante do texto de apoio estd relacionada a uma discussao sobre
os chamados festes cldssicos da TRG que comprovaram as previsoes feitas por Albert
Einstein. Essa discussdo € apresentada de modo a responder perguntas ou questiona-
mentos de estudantes mais curiosos sobre qual a base experimental para a aceitacdo de
novos fendmenos por parte da comunidade cientifica. Perguntas com as quais pode-
mos nos deparar em uma aula sobre o tema tais como: “Como nds sabemos disso?”,

“Por que acreditamos ou aceitamos isso?” ou “Qual € a base para esta afirmagao?” de-
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vem ser parte integrante da nossa abordagem. Dessa forma, sdo apresentados os testes
classicos da precessdo do periélio de Merctrio, a deflexdo da luz e o desvio gravita-
cional para o vermelho. O calculo do valor para a precessdo do periélio de Mercurio
foi apresentado por Einstein em novembro de 1915 quando ele apresenta quatro tra-
balhos na Academia Prussiana de Ciéncias e, em seu terceiro trabalho, obtém o valor
para precessao do periélio de Mercurio em acordo com os resultados experimentais
da época de aproximadamente 43 segundos de arco por século. A deflexdo da luz foi
comprovada experimentalmente em 1919 por duas expedi¢des britinicas. A primeira
liderada por Arthur Eddington e Edwin Cottingham na ilha de Principe, na Africa e
a segunda expedicdo liderada por Andrew Crommelin e Charles Davidson foi para
Sobral localizada no Ceard, no Brasil. Ja o desvio gravitacional para o vermelho foi
medido em 1960 por Robert Pound e Glen Rebka na Universidade de Harvard. Outro
ponto importante que este trabalho pretendeu enfatizar foi a presenca de experimentos
de pensamento importantes para a discussdo de conceitos e ideias centrais da TRG
como, por exemplo, na discussdo inicial que acerca das ideias que motivaram Einstein
na sua busca por generalizar o PRR e propor um PRG. A énfase na previsdao de novos
fendmenos a partir de previsdes da teoria. Aqui destacamos a utilizagao do PE para a
previsdo da deflexdo da luz em um campo gravitacional e o desvio gravitacional para
o vermelho. Todos esses pontos analisados visam também sempre ilustrar o pionei-
rismo e a criatividade de Einstein na solu¢do de problemas e na interpretacdo de novos
fendmenos.

A construgdo do instrumento de pesquisa foi feita para sondar possiveis vulnerabi-
lidades conceituais dos estudantes apos um curso introdutério de TRG. Dessa forma,
foram montadas vinte e uma (21) questdes que abordavam diferentes aspectos da TRG.
As questdes 1 até 4 investigavam se os estudantes sabiam discernir sobre a diferenca
na descricao de um fendmeno e na determina¢do de uma lei da Fisica e, também, so-
bre a necessidade de comprovagdo experimental do Principio da Relatividade Restrita
(PRR). A questdo 5 tratava do Principio da Relatividade Geral (PRG) que representa
uma generalizagdao do PRR. A questdo 6 tratava da acelerag@o de corpos sujeitos a um
campo gravitacional. A questio 7 discutia sobre o conceito das massas inercial e gra-
vitacional. A questdo 8 tratava da andlise do uso do Principio da Equivaléncia (PE) na
interpretacdo da igualdade entre as massas inercial e gravitacional. A questdo 9 avalia a
utilizacdo do PE na solu¢do do aparente conflito entre o PRG e o exemplo de um vagao

que sofre uma brusca freada. A questdo 10 analisa a trajetéria da luz em um referencial

146



Capitulo 5. Conclusao

acelerado e a questao 11 trata da utilizacdo do PE na previsao da deflexdo da luz. A
questdo 12 analisa o PE escrito em termos do referencial em queda livre e a questio
13 trata da limitacdo do PE em campos gravitacionais ndo-uniformes. A questdo 14
trata da passagem do tempo na TRG. A questdo 15 discute o papel das coordenadas
e o papel da métrica na TRG. As questdes 16, 17, 18 e 19 discutem a utilizagdo da
métrica na discussdo da passagem do tempo na TRG e o desvio gravitacional para o
vermelho e para o azul. As questdes 20 e 21 tratam de um diagrama espago-tempo
na presenca de um buraco negro de Schwarzschild. Para que pudéssemos interpretar
os dados obtidos, que correspondem as justificativas dos estudantes para as questoes,
utilizou-se a Andlise de Conteudo (AC) para analisar as vulnerabilidades conceituais
manifestadas pelos estudantes apds a aplicacdo do instrumento de pesquisa. Assim,
no capitulo 4 (secao 4.9) nés apresentamos uma discussdo respondendo as nossas per-
guntas de pesquisa que visavam a identificar as vulnerabilidades conceituais relatadas
na literatura e, também as vulnerabilidades ndo relatadas. Conseguimos condensar,
assim como no trabalho de Bandyopadhyay e Kumar (2010), as concepgdes equivo-
cadas dos estudantes em trés categorias maiores: concep¢des alternativas de dominios
antecedentes, do uso acritico de conhecimento prévio e uma falta de atencdo em al-
guns detalhes conceituais mais refinados em certos dominios da Fisica. Em relacdo
a primeira vulnerabilidade geral destacamos a falta de clareza na diferencga entre des-
crever um fendmeno fisico e determinar uma lei da Fisica, quando se faz necesséria a
necessidade de confirmacgdo experimental, a interpretacao da igualdade entre as mas-
sas inercial e gravitacional tomando o PE como ponto de partida, a aplicacdo do PE
na proposi¢do de PRG, a relacdo entre a propagagdo da luz em referenciais acelerados
e sob a acdo de um campo gravitacional, a aplicagdo do PE em campos gravitacionais
nao-uniformes, o papel das coordenadas na TRG e a interpretacdo de um diagrama
espago-tempo na vizinhanca de um buraco negro. Em relagdo a segunda vulnerabili-
dade geral ressaltamos a utilizagdo de conhecimentos prévios na tentativa de explicar
novos fendmenos. E, por fim, em relagdo a terceira vulnerabilidade geral apontamos
que o conhecimento anterior como o da MN e o Eletromagnetismo também impacta
na aprendizagem.

Dessa forma, esperamos que o nosso trabalho possa contribuir com as discussoes
na tentativa de discutir a TRG de uma maneira consistente no EM. Assim, esperamos
poder somar com as iniciativas propostas no Brasil como em (GUERRA; BRAGA;
REIS, 2007), (ZAGO, 2018), (CARAGEORGE, 2020) e, também, no mundo como
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em (BALDY, 2007), (VELENTZAS; HALKIA, 2013), (WATKINS, 2014), (ZAHN;

KRAUS, 2014), (KAUR; BLAIR; (MOSCHILLA; STANNARD; ZADNIK, 2017a),

(KAUR; BLAIR; MOSCHILLA; STANNARD; ZADNIK, 2017¢), (ZAHN; KRAUS,

2018a), (ZAHN; KRAUS, 2018b), (KERSTING; HENRIKSEN; B(E; ANGELL, 2018),
(KERSTING; STEIER, 2018), (KERSTING, 2019), (CHOUDHARY; KRAUS; KERS-
TING; BLAIR; ZAHN; ZADNIK; MEAGHER, 2019), (KERSTING; TOELLNER;

BLAIR; BURMAN, 2020) e (KERSTING; BLAIR, 2021)

Em relacdo as perspectivas futuras, destacamos a seguir algumas iniciativas que
jé estdo sendo planejadas. A primeira consiste no aprimoramento e validacdo do ins-
trumento de pesquisa. Em paralelo a iniciativa anterior pretendemos realizar uma
atualizacdo do texto de apoio inserindo discussdes detalhadas sobre o GPS, os buracos
negros girantes, as ondas gravitacionais e a imagem de um buraco negro. Na sequén-
cia pretendemos, a luz da literatura em ensino de TRG, desenvolver uma abordagem
da TRG sem utilizar a TRR como porta de entrada. E, por fim, publicar artigos que

possam ajudar professores que estejam interessados na abordagem da TRG no EM.
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Apéndice A

Uma introducao a Teoria da
Relatividade Restrita e Geral para o

Ensino Médio

A.1 Introducao ao texto

Einstein publica, no final de 1915, a versdo final da Teoria da Relatividade Geral
(TRG). A TRG € uma teoria da gravitagdo que descreve o espago-tempo curvo e 0 mo-
vimento de objetos na vizinhanca de um objeto massivo, sendo a TRG indispensavel
na descricdo de campos (gravitacionais) fortes. A beleza e o fascinio produzidos por
este assunto capturam a atencdo de estudantes e os motivam na busca de compreender
a TRG. Entretanto, a TRG é uma teoria matematicamente e conceitualmente desafi-
adora. Dessa forma, o propdsito deste texto é contribuir com um material em que a
TRG seja apresentada em um nivel compativel com o Ensino Médio e, também, apoiar
a pesquisa em ensino da TRG em uma escola federal do Rio de Janeiro. Este texto,
chamado aqui de 7exto de Apoio, procurou conciliar livros de introdu¢do a TRG com a
literatura em ensino sobre o tema. A sequéncia utilizada neste Texto de Apoio consiste
na apresentacdo da Teoria da Relatividade Restrita (TRR); uma breve introdugdo as
coordenadas curvilineas e a geometria ndo-euclidiana; e a apresentacdo da Teoria da
Relatividade Geral (TRG) com uma aplicagdo aos buracos negros. Na versdo final do
texto de apoio retiramos o capitulo de revisdo da Mecanica Newtoniana (MN), mas
sugerimos que essa revisao ocorra ao longo de um curso de TRG que utilize propostas

semelhantes as trazidas neste texto.
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A.2 A Teoria da Relatividade Restrita: postulados e

suas implicacoes

A.2.1 Os postulados da Teoria da Relatividade Restrita (TRR)

Comecaremos com os postulados estabelecidos por Einstein, em uma forma su-

cinta, como escrevemos atualmente
(i) Postulado 1: As leis da Fisica sdo as mesmas para todos os referenciais inerciais;

(ii) Postulado 2: A magnitude da velocidade da luz ¢, € a mesma para todos os
observadores inerciais, ndo dependendo do estado de movimento da fonte, ou

seja, ¢ = (.

O primeiro postulado da TRR € uma extensao ao Principio da Relatividade de Gali-
leu e é chamado de Principio da Relatividade Restrita (PRR). O segundo postulado € a
parte revoluciondria da TRR, pois o mesmo nao estd de acordo com as Transformagoes
de Galileu (TG) e, também, foge ao nosso senso comum. De acordo com as TG, a ve-
locidade da luz deveria apresentar valores diferentes para observadores em movimento
relativo entre si. Entretanto, o segundo postulado da TRR afirma que a velocidade
da luz independe do estado de movimento da fonte para um determinado conjunto de
observadores. Por isso, um novo conjunto de transformacdes, que estejam de acordo
com o segundo postulado, deve ser obtido. Tais transformacdes sdo conhecidas como
Transformacoes de Lorentz (TL) e serdo obtidas posteriormente.

Inicialmente faremos uma anélise 16gica dos postulados da TRR utilizando alguns
experimentos de pensamenmﬂ para obter os resultados centrais da TRR. Além disso,

na deducdo dos resultados utilizaremos a hipdtese de que o espaco é homogéneo e

isotrépicof}

99 <

!0s “experimentos de pensamento”, “experimentos pensados” ou “experimentos mentais” sio expe-
rimentos imaginados na mente humana os quais, a principio, ndo podem ser realizados no laboratério.
Os experimentos de pensamento permitem explorar, a luz de alguma teoria, resultados importantes que
podem corroborar ou ndo a favor desta. No presente texto, analisaremos “experimentos” envolvendo luz
sendo emitida no interior de um vagao e utilizando os postulados da TRR compararemos os resultados
medidos por dois observadores em movimento relativo entre si. Em inglés o termo comumente utilizado
para se referir aos experimentos de pensamento € “thought experiments”. A referéncia (KIOURANIS;
SOUZA; SANTIN FILHO, 2010) traz uma interessante discussdo sobre o assunto.

20 termo homogéneo significa que as medidas independem do local em que sdo realizadas para um
referencial inercial. J4 o termo isotrdpico significa que ndo existe dire¢do privilegiada para a realizacdo
das medidas.
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Antes de iniciarmos a discussdo dos experimentos de pensamento faremos uma
breve discussdo sobre defini¢des e conceitos importantes para o restante desta secao.
Assim, um referencial é definido como um sistema de coordenadas - fixo em algum
corpo rigido - em que observadores dispondo de réguas e rel6gios podem registrar a
posicdo e o instante de tempo de um dado evento (acontecimento). Na TRR utilizamos
os referenciais inerciais, que sdo os referenciais em que a primeira lei de Newton é
valida, para a realizacdo das medidas. Dessa forma, se um dado referencial S é dito
inercial, entdo qualquer referencial que se move com velocidade constante em relagdo
a S também serd. O termo restrita na TRR refere-se justamente ao fato da teoria de
Einstein dedicar-se ao estudo dos referenciais inerciais. Utilizaremos as letras S e
S’ para designar dois referenciais inerciais, em que S’ se move em relagdo a S com
velocidade v constante de acordo com a Figura [A.T] Além disso, supomos que em
t =t = 0 as origens de S e S’ sejam coincidentes. Chamaremos de configuracdo

padrdo a disposi¢do dos referenciais S e S” de acordo com a Figura[A.1]

@ O’

Figura A.1: O referencial S’ tem velocidade constante ¥ em relagdo ao referencial S
os eixos coordenados dos dois sistemas s@o paralelos e coincidem quando t = t’ = 0.

A.2.1.1 Eventos

Um dos conceitos centrais na TRR é denominado evento. Um evento é um acon-
tecimento qualquer em uma determinada posicdo e em um dado instante de tempo. E
comum, por exemplo, associar um evento a uma explosdo, pois ela ocorre em uma
determinada posi¢do e em um dado instante de tempo. Para um evento ocorrido, o
referencial S registrard as coordenadas espaciais (x,y,z) e a coordenada temporal ¢

(medida com reldgios fixos em S) e o referencial S’ registrard as coordenadas espa-
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ciais (2',y/,2') e a coordenada temporal ¢ (medida com relégios fixos em S’). Sabe-
mos que na Mecdnica Newtoniana (MN) os valores de intervalo de tempo medidos
por observadores, em referenciais em movimento relativo entre si, sdo iguais, ou seja,
At = At'. Entretanto, queremos investigar por meio dos postulados de Einstein se esse
fato também é verdadeiro na TRR. A coordenada espacial e a coordenada temporal de

um evento sdo geralmente chamadas de coordenadas espago-temporais.

A.2.1.2 Medicoes

Uma forma interessante de pensar em um referencial consiste em imaginar que ele
¢ formado por um conjunto de réguas horizontais e verticais com reldgios posiciona-
dos nas interse¢oes - Figura[A.2] Observadores podem determinar a posi¢ao (por meio
da leitura das réguas utilizadas no referencial) e o instante de tempo (por meio dos re-
l6gios colocados nas intersecdes das réguas vertical e horizontal) para um determinado

evento.

A.2.1.3 Sincronizacao dos relégios

Os relégios em um dado referencial devem estar sincronizados, ou seja, devem
apresentar o mesmo valor para a coordenada temporal. Para garantirmos a sincronia
deles imagine que exista um reldgio principal na origem do sistema de coordenadas e
um segundo relégio a uma distancia r da origem. Digamos que a distancia entre os
relogios seja de 600 m. Se um pulso luminoso for emitido na origem, ele ird demorar
um intervalo de tempo para chegar ao segundo relogio. Esse intervalo de tempo é
igual a razdo entre a distdncia do relogio a origem e a velocidade da luz, ou seja,
At = 600/(3 x 10®) = 2 x 107% 5. Imagine, entdo, que no instante de tempo em
que o pulso de luz é emitido, o rel6gio na origem inicia a marca¢do do tempo. Se
adiantarmos o rel6gio na posi¢do 7 = 600m em 2 x 1075 s e iniciarmos a sua marcacdo
de tempo quando o pulso de luz o alcancar garantiremos que ambos os reldgios estardo
sincronizados. A Figura ilustra de maneira esquematica o procedimento descrito

e pode ser aplicado para qualquer relégio fixo num dado referencial.

A.2.2 A relatividade do tempo: simultaneidade

A TRR provoca uma ruptura na nocao de tempo advinda da MN. O tempo para

Newton apresenta um carater absoluto. Eis aqui um trecho descrito por Newton que
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Figura A.2: Referenciais S e S’ em movimento relativo com réguas dispostas na ver-
tical e na horizontal e relégios sincronizados posicionados na intersecao das réguas.
Um evento é medido em S e S’ com o auxilio das réguas e relégios mostrados.

ilustra essa concepgao

“ O tempo absoluto, verdadeiro e matematico, por si mesmo e por sua prépria natureza,
flui uniformemente sem relacdo com qualquer coisa externa e é também chamado de
duracdo.” (NEWTON, 2016, p. 45).

Analisaremos a seguir como a TRR modifica a no¢io de tempo absoluto. Segui-
remos a referéncia (SARTORI, 1996) para apresentar a discussao sobre a simultanei-
dade. Dizemos que dois eventos sdo simultdneos, em um dado referencial, se eles
ocorrem em um mesmo instante. A relatividade da simultaneidade pode ser enunciada

da seguinte forma:

e Se dois eventos ocorrem em um mesmo instante de tempo e na mesma posi-
¢do em um dado referencial, entdo os eventos serdo simultdneos para qualquer

referencial em movimento relativo;
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v AS
i TN
i 3.\ L’/ Relogio adiantado em 2 x 1076 s
Relégio origem r=0600m
1 ,
AN e
M
(a) Solo
v AS
i N
{
.. : X/
Pulso de Luz é emitidoem t = 0 s, i r=600m
quando o reldgio da origem inicia a
marcacdo do tempo. !
1 ,
AN e
M
(®) Solo

i Quando o pulso chega no relégio (r =
r=600m 600 m) o mesmo comeg¢a a marcar o
tempo. Agora, ambas as marcagdes dos
relogios coincidem.

Figura A.3: Sincronizagdo de reldgios: (a) Dois relégios separados por uma distancia
de 600 m a qual o reldgio distante da origem € adiantado em 2 x 10~%s, (b) um pulso
luminoso é emitido a partir do relégio da origem e o reldgio na origem comeca a
marcar o tempo e (¢) o pulso luminoso chega no relégio que dista 600 m da origem
e, apos a luz atingir o relégio, o relégio distante da origem passa a marcar o tempo e
ambos os reldgios passam a marcar 0 mesmo valor para o tempo.

e Se dois eventos ocorrem em um mesmo instante de tempo e em posi¢coes di-
ferentes em um dado referencial, entdo os eventos ndo serdo simultdneos para

qualquer outro referencial em movimento relativo.

Analisaremos o problema da simultaneidade utilizando os postulados da TRR por
meio de um experimento de pensamento, descrito a seguir. Imagine uma lampada no
ponto médio M de um vagao (referencial S’). A lampada emite dois pulsos em senti-
dos opostos. Associaremos essa emissdo ao evento 1. Os pulsos luminosos emitidos
propagam-se para a parte traseira (T) e para a parte frontal (F) do vagdo alcan¢ando
dois detectores posicionados nas extremidades. Associaremos a chegada do pulso na
parte traseira do vagio ao evento 2 e a chegada do pulso na parte frontal do vagdo ao
evento 3. Um reldgio posicionado no centro do vagdo registra o instante de tempo ¢}
para a emissdo dos pulsos luminosos enquanto dois reldgios, fixos no vagao, em T e

F registram os instantes de tempo ¢}, e t; para a ocorréncia dos eventos 2 e 3 respecti-
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vamente. A Figura @ ilustra a ocorréncia dos eventos 1, 2 e 3 para um observador
fixo no vagdo. Como o ponto médio M do vagdo, onde a lampada estd posicionada,
dista a mesma distancia da parte traseira e da parte frontal do vagdo podemos inferir,
utilizando principio da constancia da velocidade da luz (postulado 2), que os instantes
de tempo para a ocorréncia dos eventos 2 e 3, medidos em S’, serdo iguais. Dessa

forma, teremos que

r g
t? e t3.
Assim, concluimos que os eventos 2 e 3 sdo simultdneos em S’.

P 5!
M

A J

YA

Figura A.4: Eventos medidos por um observador no vagdo: (a) dois pulsos luminosos
sdo emitidos no ponto médio do vagdo (evento 1) e (b) chegada do pulso luminoso no
sensor T (evento 2) e chegada do pulso luminoso no sensor F (evento 3).

Para um observador fixo no referencial S teremos uma sequéncia de eventos dis-
tinta, ilustrada na Figura [A.5] Apés o pulso de luz ser emitido no ponto médio, o
vagdo moveu-se para a direita. Por isso, a luz precisa percorrer um caminho menor

para chegar na parte traseira do vagdo em comparacdo ao caminho percorrido pela
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luz para chegar na parte frontal dele. Dessa forma, os observadores localizados em S
medirdo o instante de chegada ¢ do pulso luminoso na parte traseira do vagao com
um valor menor que o instante de chegada ¢3 do pulso luminoso na parte frontal dele.

Esse resultado indica que os eventos 2 e 3 ndo serdo simultdneos em S embora sejam
simultdneos em S’, ou seja, ty < t3.

-

O
O

e,
e
f
i(b) x
1 Le |
T M é F3
f
O O
y K‘*”\*tg
AV

(c)

Figura A.5: Eventos medidos por um observador no solo (referencial S):(a) pulsos de
luz sdo emitidos no ponto médio do vagao (evento 1), (b) chegada do pulso luminoso
no sensor T (evento 2) e (¢) chegada do pulso luminoso no sensor F (evento 3).

Podemos mostrar matematicamente o resultado anterior de maneira simples. Sejam
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L o comprimento horizontal do vagio; Ly o caminho percorrido pela luz para chegar
na parte traseira; € Ly o caminho percorrido pela luz para chegar na parte frontal do
vagdo medidos em S. Analisando a Figura[A.5|e admitindo que o evento 1 ocorreu no
instante ¢; = 0 s podemos, lembrando do postulado 2 da TRR, escrever as seguintes

equacgoes

LT :Ctg = L/Q—Utg

Ly =cty = L/2 + vts.

Isolando os valores de ¢, e t3 nas expressdes anteriores segue que

L/2
t2 -
c+v
e
L/2
ty = .
c—v
Calculando a razao entre t,/t3 obtemos
t _
2_t7Y .
t3 c+v

Logo, o evento 2 ocorre antes do evento 3, ou seja, to < t3. Assim, 0s eventos 2 e 3,
que apresentam uma separacao espacial, sdo simultdneos em S’ (¢, = t}), mas nao sdo
simultdneos em S (ty < t3). Evidentemente, que eventos podem ser simultdneos em S
e em S’, mas para que isso ocorra os eventos devem ocorrer em uma mesma posi¢ao.
Portanto, a simultaneidade é um conceito relativo na TRR. Esse resultado mostra uma
modificacdo no resultado previsto pela MN. Na MN a simultaneidade € um conceito
absoluto, ou seja, dois eventos simultdneos em S também serdo simultineos em S’

Dessa forma, vemos que as previsdes da MN e da TRR siao distintas.

A.2.3 A dilatacao do tempo

Discutiremos agora a comparagao entre intervalos de tempo medidos por observa-
dores localizados em dois referenciais em movimento relativo entre si. A Figura
mostra uma Fonte Luminosa (FL) juntamente com um receptor e um espelho, sepa-

rados por uma distincia h, fixos em um vagio que denotaremos como referencial .S’.
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Um sinal luminoso € emitido pela FL, evento 1, e propaga até o espelho localizado no
teto do vagdo. O pulso, entdo, € refletido no espelho e retorna ao receptoﬂ evento 2.
No referencial S’, o intervalo de tempo entre a emissdo e a recepcdo € dado por

P I
y}\S

Unico relogio Emissor
M Receptor

Figura A.6: Eventos observados por um observador no vagéo (S’): um pulso luminoso
¢ emitido (evento 1) e propaga até o espelho localizado a uma altura A no teto do vagao.
O pulso é, entdo, refletido e retorna ao receptor (evento 2). Os eventos 1 e 2 ocorrem
na mesma posi¢do em .S’

_ 2
2

At (A.1)

A Figura ilustra a mesma sequéncia de eventos vistos por um observador em
um referencial S que observa o vagio (omitido na Figura) movimentando-se para a
direita com uma velocidade constante v. O intervalo de tempo At medido pelo obser-
vador em S € dado por,

20
At = —, (A.2)
c

onde 2/ representa a distancia percorrida pela luz em S entre a emissdo e a recep¢ao

do sinal luminoso. Da geometria da Figura[A.7] ¢ facil ver que

2
2= (A;) + R (A.3)

3Para fins didaticos nés introduzimos uma pequena separacio entre o emissor € o receptor. Essa
separagdo foi feita para que ficasse mais fécil a visualizacdo da trajetéria de subida e de descida da luz.
Na verdade a luz é produzida no emissor propaga até o espelho refletindo sobre si mesma e descendo
até o local de emissao.
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Figura A.7: Eventos vistos por um observador no solo (S5): um pulso luminoso é
emitido (evento 1) e propaga até o espelho, percorrendo uma distancia ¢, sendo, entdo,
refletido e retornando ao receptor (evento 2). A separagdo horizontal entre os eventos
1 e2em S vale Az. Para o observador no solo o emissor, o receptor e o espelho se
movem para a direita juntamente com o vagao com velocidade constante v. Os eventos
1 e 2 ocorrem em posicdes distintas em S.

Para / e Az podemos escrever

At
K—C?

€
ar_ At
2 ~ Vo

Substituindo as duas relagdes acima na equagdo (A.3) segue que

ap=2ho L (A4)

Utilizando a equagdo (A.1)) podemos reescrever a equagdo anterior como

/
At = Ait (A.S)

\/1—1)2/02'

Podemos ainda reescrever a equagdo (A.5) utilizando o fator de lorentz ()
At =y At (A.6)

1 .
onde = ———. Como v < c¢ temos que > 1 e, assim, observamos que
g /1—v2 /c2 q Y ’ , q

At > At', ou seja, o intervalo de tempo medido pelos observadores em .S é maior
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que o intervalo de tempo medido pelo observador em S’. O resultado dado pela equa-
¢do (A.6) é chamado de dilatagdo do tempo ou dilatagdo temporal. Porém, a dilatagao
do tempo deve ser interpretada com o devido cuidado, pois ela ndo afirma que o inter-
valo de tempo medido em .S é sempre maior que o intervalo de tempo medido em S5".
Caso isso fosse verdade S’ seria privilegiado, pois o intervalo de tempo medido nele
seria sempre 0 menor possivel e, assim, entrariamos em conflito com o PRR. Devemos
observar que o evento 1 e o evento 2 ocorrem no mesmo local (mesma posi¢do x’)
para o observador em S’ e, assim, um tunico reldgio é necessario para marcar o inter-
valo de tempo entre esses dois eventos especificos. Chamaremos de tempo préprio o
intervalo de tempo entre dois eventos que ocorrem em um mesmo local e podem ser
medidos com um tunico relégio. Representaremos o tempo préprio por A7. Com isso,
reescrevemos o resultado da dilatacio do tempo utilizando A7 para denotar o tempo
proprio
At =y AT.

Para o observador em S que registra os eventos ocorrendo em locais (posi¢des) dis-
tintos precisamos de dois reldgios para fazer a medida do intervalo de tempo. Dessa
forma, o enunciado da dilatacdo temporal fica melhor ilustrado como colocado em
(SARTORI, 1996, p. 71).

e O intervalo de tempo entre dois eventos € o menor quando medido em um refe-
rencial em que os eventos ocorrem no mesmo lugar (se tal referencial existir).

Em qualquer outro referencial, o intervalo entre os eventos € maior por um fator

Y.

Em livros de introducdo a TRR é comum encontrarmos uma frase sobre o funcio-
namento de rel6gios em movimento: reldgios em movimento funcionam devagarﬂ 0]
Exercicio 1 ilustra como comparar as leituras de rel6gios em movimento com rel6gios

€m repouso.

Exercicio 1 Reldgios em movimento funcionam devagar. Imagine um vagao (refe-
rencial S”) que se move com velocidade v em relagdo ao solo de uma estacdo de trem
(referencial S). Em um determinado instante um relégio A’, fixo em S’, passa por um
relégio A fixo na estacdo (referencial S) e ambos marcam o hordrio de 12:00 . Qual

serd a marcagdo do relégio A’ (em movimento) quando este passar por um segundo

40 termo em inglés é “moving clocks run slow”.
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Figura A.8: Comparacdo de medidas de intervalo de tempo entre um relégio em mo-
vimento e dois reldgios estaciondrios: (a) inicialmente um relégio em movimento A’,
fixo em um vagdo (S’), passa por um relégio A, fixo em uma estagio de trem (5), e
ambos os reldgios registram o horario de 12:00 e (b) o relégio A’ passa por um relégio
B, fixo em uma segunda estacao de trem, que registra o valor de 12:15.

relogio B, fixo em uma segunda estacdo de trem que apresenta a marcagdo de 12:15
como mostrado na Figura [A.8? Compare o resultado obtido com a frase “relégios em

movimento funcionam devagar”. [ |

Podemos sintetizar o resultado obtido para a dilacdo do tempo percebendo que se
o intervalo de tempo préprio for medido em S’ escrevemos At = vAt’ e se o intervalo
de tempo préprio for medido em S escrevemos At = vyAt. Destacamos, ainda, que
a afirmacdo sobre o funcionamento de rel6gios em movimento refere-se a passagem
do tempo ser mais lenta para observadores em movimento quando comparada a pas-
sagem do tempo para observadores fixos. Resolvendo o exercicio 1 perceberemos que

o relégio A’ ird atrasar em relacdo aos reldgios estaciondrios A ¢ B. Como a medida
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dessa passagem do tempo € realizada, normalmente, com reldgios incluimos os mes-
mos no enunciado da dilatacdo do tempo utilizando o slogan: “relégios em movimento

funcionam mais devagar”.

A.2.4 A contracao de Lorentz

Nessa secao iremos comparar a medida de comprimento em dois referenciais em
movimento relativo. Considere um vagdo em movimento em relagdo ao solo como
mostrado na Figura[A.9] No vagao temos uma FL, um receptor e um espelho. A FL
e o receptor estdo fixos na parte da traseira do vagao enquanto o espelho estd fixo na
parte frontal do vagdo. O referencial S’ esta fixo no vagio e um observador no vagiao
analisa a seguinte sequéncia de eventos: emissdao de um pulso luminoso (evento 1),
reflexdo do pulso luminoso no espelho (evento 2) e chegada do pulso luminoso no

receptor (evento 3). Essa sequéncia de eventos € vista na Figura|A.9

P 5!
YA
Unico relogio
R 4 Emissor
1 1da HReceptor
= 3
3
* volta

Ax'

Figura A.9: Sequéncia de eventos visto por um observador em S’: o pulso de luz é
emitido (evento 1) e propaga ao longo da direcdo horizontal sendo refletido no espelho
(evento 2) e retornando ao receptor (evento 3).

Do ponto de vista de S’ o intervalo de tempo entre os eventos 1 e 3 é dado por

/
N (A7)

C

onde Az’ representa o comprimento do vagao no referencial S’ (referencial de repouso
do vagao).

A determinagdo do intervalo de tempo (At), entre os eventos 1 e 3, em relagdo a
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um referencial fixo no solo S é um pouco mais complicada. Em relagao ao referencial
S, o vagdo se move para a direita com velocidade constante. Entdo, dividiremos o
célculo do intervalo de tempo em duas partes: Ati%, representa o intervalo de tempo
entre a emissdo do pulso de luz e a reflexdo dele no espelho; e A3 representa o
intervalo de tempo entre a reflexdo do pulso e a chegada dele no receptor. O tempo

total At entre os eventos 1 € 3 em .S € escrito como
At = At Aggelte, (A.8)

A Figura ilustra a sequéncia de eventos 1, 2 e 3 vista por um observador em .S.
O intervalo do tempo para a ida, do pulso luminoso, pode ser expresso, analisando a
Figura[A.10] da seguinte forma

cAt = Ax + v ALY, (A.9)
onde Ax representa o comprimento do vagdo em S e v a velocidade do vagdo em
relagiio ao solo (S). Isolando Ati%%, segue que

| A
A, = - _xv. (A.10)

J4 o intervalo de tempo para a volta € dado pela seguinte expressao

CAL = A — v ALY (A.11)
Isolando Aty segue que
Ax
Aty = . A.12
= (A.12)

Logo, o tempo total (At) referente a viagem de ida e volta é dado por,

A A
A= 28 L 28 (A.13)
c—v Cc+v
Com um pouco de dlgebra pode-se mostrar que
2A
A= PAT/e (A.14)

Os eventos 1 e 3 acontecem no mesmo local para S’ (um tnico relégio é necessario
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vy S
y .8 v
—
/
Emissor
1 (emissdo) E H Receptor
A

RO O

[ :
‘ x
STy (@) Terra
Y aS NP Ax N B
ALY —
1 2 Emissor
ida H Receptor
. . A"7“A
* cAti?d (v) b2
= - >
@ O~ h
A ; —
; (b) Terra i i »
PS ¥ i v Atgglgm
Y AS P Ax 5 i b
1 d ] 'i
d 1 Emissor
3(recepcdo) cAgvolta H Receptor
= 2—3
ts . :
Ty * volta :
| _ '
(\4.*_»'\' \ . >
R, O Q-
i >
(c) Terra

Figura A.10: Sequéncia de eventos visto por um observador em S: (a) o pulso de luz
¢ emitido (evento 1), (b) o pulso propaga ao longo da dire¢do horizontal e atinge o
espelho (evento 2) e (c) o pulso de luz retorna e atinge o receptor (evento 3).

para a medi¢do) - ver Figura[A.9] Logo, At e At estdo relacionados pela dilatagio do
tempo dado pela equagdo (A.6), ou seja,

At = YAt = ——. (A.15)

Logo, levando (A.15)) em (A.14) obtemos

2Az/c
=
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Levando a equagdo (A.7) em (A.I6) segue que
Ar' = —— = vyAx. (A.17)

Reescrevendo a equacdo acima temos

A
=

Az (A.18)

A equagdo descreve a chamada contragdo de Lorentz ou contragdo do com-
primento, mostrando a contragdo de um corpo rigido na direcdo do movimento. Aqui,
ela foi deduzida como conseqiiéncia dos postulados da TRR. Assim, o comprimento
de objetos é o maior possivel quando medido no referencial de repouso do objeto. No
nosso exemplo, o comprimento do vagdo em S’ é maior que o comprimento do va-
gao medido em S, ou seja, Az’ > Ax. O comprimento de um objeto medido no seu

referencial de repouso é chamado de comprimento proprio.

Exercicio 2 Uma maneira alternativa para a medida de comprimento. Um observa-
dor em S (referencial do solo) registra um intervalo de tempo At para a passagem das
extremidades dianteira e traseira de um vagdo por ele. Suponha que o vagao se move
para a direita em relagdo a S. Determine a relagdo entre o comprimento do vagdo Ax
medido em S e o comprimento do vagdo Az’ em S’ (referencial de repouso do vagéo).
|

Podemos enunciar a contragdo do comprimento ou contragdo de Lorentz da se-
guinte forma (SARTORI, 1996, p. 85):

e O comprimento de objetos € o maior possivel quando medido no referencial de
repouso do objeto. Em qualquer outro referencial, o comprimento medido sera

menor por um fator igual a .

Podemos sintetizar o resultado obtido para a contracdo do comprimento da seguinte
forma: se o comprimento préprio for medido em S’ escrevemos Ax = Ax’/v e se o

comprimento préprio for medido em S escrevemos Az’ = Ax /7.
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A.2.5 As Transformacoes de Lorentz

As Transformacodes de Lorentz (TL) estabelecem uma relagcdo entre eventos medi-
dos em dois referenciais inerciais em movimento relativo entre si e irdo substituir as
TG que sdo usadas na MN. Essas transformagdes devem ser compativeis com os pos-
tulados da TRR e, partir delas, poderemos mostrar todos os resultados obtidos anteri-
ormente tais como a relatividade da simultaneidade, a dilatacao do tempo e a contracao
do comprimento. Faremos uma deducdo das TL utilizando a dilatacdo do tempo e a
contracdo do comprimento. Considere dois referenciais inerciais na configuragdo pa-
drdo como mostrado na Figura[A.TT] Considere também um ponto P no espaco, onde
observadores em seus respectivos referenciais determinam as coordenadas espaciais

de P. Do ponto de vista do referencial S podemos escrever
T = vt + x;;istodeSJ (Alg)

onde x e x4 ¢ S30 as abscissas do ponto P em relacdo ao referencial S. Mas, em
~ ~ . / / .
razdo da contra¢do de Lorentz podemos relacionar ., 4. 5 © Tyistode s’ -
/

€T .
/ _ “wvistode S’
Lyistode S = ~y (A20)

Substituindo a equagdo (A.20) na equagdo (A.19) e fazendo 7, 4. - = @' temos
T /
T =0t + —, (A.21)
Y

Reescrevendo a equagdo acima segue que

!/

' =v(x—wvt), (A.22)

onde a equagdo (A.22)) € a primeira de um conjunto de quatro equagdes que constituem
as chamadas TL.

Se agora utilizarmos o PRR e analisarmos a situacdo do ponto de vista do referen-
cial S’, Figura|A.12| teremos

!/

z' = —ut’ + Zyistode S’ - (A.23)

Novamente, devido a contragdo de Lorentz
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r
LA LAY
v
—
S S’
) P
v.t Xyistode S 1
I "
I
1
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: T
O ! Q' l
i€ >
! X !

Figura A.11: Dedugdo das TL: referencial S’ movendo-se com velocidade constante v
para a direita em relagdo a S. A coordenada x representa a coordenada horizontal me-
dida em S para o ponto P; o valor vt representa a distancia percorrida pelo referencial
S” em relagdo a S; e a coordenada !, ..  representa a distancia de O" até P em S.

I
Y a Yop
—v
A —
S S’
P
v.t x’ T
P t——Pp ol
| a
F >
1 T
| .
@ @’ 1
I= bl
l ‘ ' !
. Xyistode S !

Figura A.12: Deducdo das TL: como o movimento ¢ relativo, do ponto de vista de S’
quem estd se movendo (para a esquerda) € o referencial S. O referencial S movendo-
se com velocidade constante —v para a esquerda em relagdo a S. A coordenada z’
representa a coordenada horizontal medida em S’ para o ponto P; o valor v.t representa
a distancia percorrida pelo referencial .S em relagdo a S’; e a coordenada ;5104 5
representa a distancia de O até P em 5’.

Lvistode S

Tyistode S' — (A24)
v

167



Apéndice A. Uma introducdo a Teoria da Relatividade Restrita e Geral para o Ensino Médio

Reescrevendo a equagdo (A.23) em termos da equagdo (A.24) e fazendo Zy;stpde s = T

segue que

r=7(z"+ovt"). (A.25)
Se agora combinarmos as equacdes (A.22) e (A.25) e eliminarmos x’, obteremos

VT

que € a segunda equacdo de um total de quatro equacdes que constituem as TL. As
transformagdes para os eixos ¢,y e 2’,z s@o trivialmente escritas, analisando a Figura
A.11} pois ¥/ = y e 2/ = z. Logo, as TL, que relacionam as coordenadas espago-

temporais entre os referenciais S’ e .S, sdo escritas como

' = y(x — vt); (A.27)
v

v =y (A.29)

7 =z (A.30)

Se conhecermos as coordenadas (z,y,z,t) em S de um determinado evento, podemos
utilizar as TL para determinar as coordenadas (z',y/,2’,t') em S’ para o mesmo evento.

Podemos, também, a partir do conhecimento das coordenadas (z’,y’,2’,t') em S’
determinar as coordenadas (x,y,z,t) em S para um dado evento. Essas transformagdes
sao chamadas de Transformacoes de Lorentz Inversas (TLI). As TLI sdo escritas da

seguinte forma

x =z +ot'); (A.31)
v

t—~ (t’ + 02> : (A.32)

Y=y (A.33)

z=17. (A.34)

A primeira equagdo, para as TLI, foi obtida anteriormente, equagdo (A.25]). Para

determinarmos a transformacao inversa para o tempo podemos combinar as equagdes

(A.22) e (A.25) e apds eliminar x chegamos na equaco (A.32)). Supomos para as pro-
ximas duas subse¢des que tenhamos dois referenciais S e S’ na configuragdo padrio.
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Relacionaremos as medidas realizadas em S e S’ utilizando as TL e revisitaremos o0s

resultados obtidos para a dilatacdo do tempo e para a contracio de Lorentz.

A.2.5.1 Dilatacdo do tempo revisitado

Lembramos que o tempo préprio, entre dois eventos, € aquele medido por um tnico
relégio. Imagine que um observador em S’ carregue um reldgio A, sendo a abscissa da
coordenada onde o relégio estd localizado igual a 2/,. O relégio A registra a marcagdo
de dois eventos de coordenadas (2/y,t] = t') e (2/y,t, = t' + A1). Os eventos em S’
ocorrem na mesma posi¢cdo, mas estio espagcados no tempo por um valor A7. Podemos

utilizar as TLI, equagdo (A.32)), para relacionar os instantes de tempo para os eventos
le2 )
vy

ty =7 (t’Q + 1?) :
Subtraindo as equagdes acima segue que
ty —ty = y(ty —t}).
Fazendo At = t; —ty e At =t, — ¢} = A7 temos
At = yAT.

Como v > 1 temos que A7 < At. Esse resultado, como ja visto anteriormente, é

chamado de dilatacdo do tempo.

A.2.5.2 Contracao de Lorentz revisitado

Suponha que uma barra esteja em repouso em rela¢do ao referencial S’ e que as
coordenadas de suas extremidades, A e B, sejam dadas por 2, e x’; como mostrado na
Figura[A.13] Como a barra estd em repouso em relagdo a S’, as coordenadas z/, e 5
sdo constantes no tempo. Entrentanto, para S as extremidades A e B da barra estdo em
movimento e, por isso, as coordenadas x 4(¢) e z(t) variam no tempo. Dessa forma,
para que o comprimento da barra seja efetivamente medido em .S, as medidas das po-

si¢Oes para as extremidades da barra devem ser feitas em um mesmo instante de tempo,
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Figura A.13: Um barra AB fixa no referencial S’ se move com velocidade constante
v em relacdo ao referencial S. Os termos z4(t) e x5(t) representam as coordena-
das das extremidades da barra AB medidas em S enquanto z/, e 2’5 representam as
coordenadas das extremidade da barra AB em S’.

ou seja, as medidas devem ser simultineas. Se, entretanto, as coordenadas A e B
fossem medidas em instantes diferentes ndo estarfamos determinando o comprimento
da barra em S. Para S’ € indiferente se a medida é realizada em instantes de tempo
idénticos ou nio, pois as coordenadas x/, e 2’5 sdo constantes no tempo. Utilizando as

TL para determinar as coordenadas das extremidades A e B, equagdo (A.31)), temos

'y =y(xa — vty)

1y =y(xrp — vip).

Fazendo t4 = tp (eventos simultineos em .S) e subtraindo as equacgdes acima segue

que

vy — 2y =(xp — za).

Considerando Ax’ = z'; — 2/, e Ax = x5 — x4 podemos reescrever a equagio anterior

da seguinte forma

Ar' = vAx

ou
Ax = Az’ [~.

Como v > 1 temos que Az < Az’. O comprimento Ax medido em um referencial
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em que a barra estd em movimento é menor do que o comprimento Ax’ medido em
um referencial em que a barra estd em repouso. Como ja mencionado, esse resultado
€ chamado de contra¢@o de Lorentz ou contragdo do comprimento.

Como tltimo comentdrio ressaltamos que a contragdo de Lorentz somente ocorre
para comprimentos medidos na direcdo de movimento. Comprimentos perpendicu-
lares a direcdo de movimento, eixos y € z no nosso exemplo, ndo sofrem contracao.

Assim, estabelecemos aqui o seguinte enunciado

e Comprimentos transversais (perpendiculares) a dire¢do do movimento ndo so-

frem contrag@o e apresentam a mesma medida em S e S’.

A.2.5.3 Transformacoes de Lorentz para a velocidade

Podemos também relacionar as velocidades que observadores fixos em S ¢ S’ de-
terminam para um objeto que se move em relagdo a ambos os referenciais. As trans-
formacdes, que relacionam as velocidades de um objeto em S e S’, sdo chamadas
de Transformagdes de Lorentz para a Velocidade (TLV). Para evitar confusdo com a
notacdo, pois utilizamos a letra v para designar a velocidade de S’ em relacdo a S,
chamaremos a velocidade de um objeto medida em S de « e a velocidade de um objeto
medida em S’ de @'. A forma para calcularmos a velocidade na TRR é semelhante 2
maneira utilizada na MN. Podemos também escrever a velocidade em termos das com-
ponentes u,, u, € u. em S e u, u; e u, em S’. As componentes para a velocidade de

um objeto medido em S e S’ sdo dadas, respectivamente, pelas seguintes expressoes

Ax Ay Az
Uy = 57Uy = 7 Uz = 5
At YAt At
e
, Az’ o, Ay o, A
U = ‘= U, = )
rOAYTY O AY AV

Deixaremos como exercicio para o leitor a determinagdo da relagdo entre as compo-

nentes para as velocidades medidas em S e .S’.

Exercicio 3 Transformagoes de Lorentz para a velocidade. Obtenha as TL para as
trés componentes da velocidade, u,, u, € u., de um ponto material. Suponha que o

referencial S’ tenha velocidade constante ¢' ao longo do eixo horizontal em relagdo ao

171



Apéndice A. Uma introducdo a Teoria da Relatividade Restrita e Geral para o Ensino Médio

referencial S, e que os eixos coordenados dos dois sistemas sejam paralelos, veja a
Figura[A.T] Vocé deve obter

, Ad Uy — U
Uy = At - 1— UV Uy
2
/
oo DYy
voAr Ul
2
, A U,
u, = = :
z At 1— UV Uy
2

Dica: Vocé deve utilizar as TL para substituir Az’ = y(Azx—vAt), At' = v (At - ”éx),
Ay = Aye Az = Az.

Mostre para o caso limite v u,/c? < 1 (baixas velocidades) que as equagdes acima
resultam nas transformacdes de Galileu para a velocidade. Utilize a seguinte aproxi-

magdo (1 + z)" ~ 1 + nz, se |z| << 1. Vocé deve obter

/_ .
Uy = Uy — U;

r_ ., .
Uy, = Uy;

Ul = u,.

z

Exercicio4 Um pulso luminoso é emitido em .S com velocidade ¢ no sentido positivo
do eixo z. Utilizando as TLV, determine a velocidade desse mesmo pulso visto do

referencial S’ que se move com velocidade v, ao longo do eixo x, em relacioa S. MW

O exercicio 4 apresentard o resultado que a velocidade da luz medida em S’ tam-
bém serd c. Esse resultado estd em acordo com o segundo postulado da TRR, afir-
mando que a velocidade da luz independe do estado de movimento da fonte. Assim,
o resultado do exercicio 4 mostra que as TLV estdo de acordo com os postulados da
TRR. Entretanto, caso utilizdssemos as TG para a velocidade, poderiamos mostrar que
essas transformacoes estdo em desacordo com o postulado 2 da TRR.
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A.2.6 Efeito Doppler

O efeito Doppler da luz ocorre quando ha movimento relativo entre um observador
e uma fonte luminosa. O movimento relativo entre a fonte e o observador faz com que
a frequéncia da luz emitida pela fonte e a frequéncia da luz medida pelo observador
sejam diferentes. Para ilustrar a alteracdo na frequéncia percebida pelo observador,
imaginemos dois referenciais S e S’ na configuragdo padrdo. Uma fonte de luminosa
(FL) em repouso em .5, emite ondas luminosas de frequéncia fr;. Um observador
R, fixo em S’, se move com velocidade constante v em relagdo a FL. O observador
R mede uma frequéncia f} para as ondas luminosas recebidas. Podemos pensar na
frequéncia de uma onda como o nimero de cristas recebidas por unidade de tempo. A
Figura [A.T4]ilustra as frentes de onda (representadas por cristas) sendo emitidas pela

FL em S e sendo recebidas pelo observador R.

%)

(e =N
o
o

(a)

)
|

=
5]
&=\
==
=

v

X cAt

v At
(0)

Figura A.14: (a) Um observador R, movimentando-se em relacdo a uma fonte de luz
estaciondria em .S, recebe a primeira frente (linha azul) de onda (evento 1) e (b) o
observador R recebe a segunda frente de onda (evento 2).

Analisando a Figura|A.14{ obtemos
cAt = X+ vAt,

onde A\ é o comprimento de ondeﬂ da luz medido no referencial S. Isolando At da

SPara mais informacdes consultar https://pt.wikipedia.org/wiki/Comprimento_
de_onda
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expressao anterior, obtemos

A

c—uv

At =

Lembrando da equacdo fundamental da ondulatéria para a luz ¢ = A f segue que

1

A= v

(A.35)
Podemos reescrever a expressdao acima relacionando os intervalos de tempo medidos
por um observador em S (referencial de repouso da FL) e pelo observador R (em
repouso em relagdo a S’). Os eventos 1 e 2 ocorrem em um mesmo local para R
(medido com um unico relégio), de modo que o resultado obtido a partir da dilatagdo

do tempo, equacdo (A.6), pode ser escrito como
At = yAt,

Se relacionarmos At’ com o periodo da onda medido em S’, podemos escrever que
fr = 1/At’. Combinando esse resultado com a equagdo (A.35]) obtemos

| |
E = N (A.36)

ou 1
P =y fen(l = v)c) = frp 2= (A37)

1/1—1)2/02.

Podemos inserir o termo (1 — v/c) dentro da raiz, elevando o mesmo ao quadrado, e
lembrar que (1—v?%/c?) = (1—v/c)(1+v/c). Assim, podemos reescrever a expressio

acima da seguinte forma

1—v/c
/
= — afastamento A.38
fe= I\ 1. ¢ ) (A38)
onde a equacdo acima € vélida quando h4 afastamento entre o observador e a FL.
Podemos mostrar que quando hé aproximacao entre o observador e a FL a expressao

se escreve como
1+v/c
1—v/c

fr=IrrL (aproximag@o). (A.39)
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Exercicio 5 Mostre que para v/c << 1 (velocidades ndo relativisticas) que as equa-

coes (A.38) e (A.39) se reduzem a
fr=frL(1£v/c),

onde o sinal de (—) indica afastamento entre o observador e a FL e o sinal de (+)
indica aproximagdo entre o observador e a FL. Dica: Use a seguinte aproximagao
(1+2z)" =1+ nz,se|z| < 1. u

Exercicio 6 Determine a velocidade com a qual um observador deve se mover para
que a luz emitida por uma fonte na cor vermelha (A = 650 nm) pare¢a uma luz na cor

azul (A = 460 nm) para ele. [ |

A.2.7 Momento linear e energia

As leis de conservacdo apresentam um papel de destaque em toda a Fisica. As leis
de conservacdo do momento linear e da energia total sdo dois principios fundamen-
tais da MN. Descreveremos a seguir as versoes relativisticas para a conservagdo do

momento linear e para a energia total.

A.2.7.1 Momento linear relativistico

A definicao para o momento linear utilizada na MN € dada por

Prewt = MU,

onde m representa a massa inercial do objeto e u representa a velocidade do objeto
em relacdo ao referencial inercial S. A partir dessa defini¢do temos que na auséncia
de forcas externas (sistema isolado) o momento linear total ¢ conservado na MN. Se
tivermos um referencial S’ que se move com velocidade constante v em rela¢ao ao eixo
x, pode-se mostrar que se 0 momento linear total se conserva em .S, 0 mesmo também
serd conservado em S’. Essa demonstragdo € feita utilizando as TG para a velocidade.

Entretanto, se utilizarmos a definicdo newtoniana para o momento linear e utilizar-
mos as TL para a velocidade pode-se mostrar que se 0 momento linear for conservado
em S 0 mesmo ndo serd necessariamente conservado em S’. Dessa forma, para com-

patibilizar a conserva¢do do momento linear com o PRR define-se o momento linear
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relativistico da seguinte forma

mu

p:7/7_%22'

Utilizando-se 0 momento linear relativistico juntamente com as TLV pode-se mos-

(A.40)

trar que se o momento linear relativistico for conservado em .5, ele também serd con-
servado em S’. Na expressao (A.40) m representa a massa inercial do objeto. Destaca-

m

mos que existem bibliografias que chamam m e de massa de repouso e massa

12
2

relativistica respectivamente. Entretanto, preferimos seguir propostas semelhantes a
(LEMOS, 2001) e a (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018). Por isso, ndao
utilizaremos os termos massa de repouso e massa relativistica, pois adotamos a pers-
pectiva de que a massa de um corpo nao € alterada pela sua velocidade. Dessa forma,

chamaremos m apenas de massa.

A.2.7.2 Energia relativistica

A energia relativistica (total) de um objeto de massa m e velocidade de médulo u

em S é definida como

2
E=—— (A.41)

/1 — %j’
onde ¢ € a velocidade da luz. Fazendo u = 0 (velocidade zero) na expressdo (A.41))
obtemos
E = Ey = mc?, (A.42)

onde o termo F é chamado de energia de repousdﬂ da massa m. Podemos, ainda,

escrever a energia relativistica da seguinte maneira

E=FE,+K, (A.43)

®Como discutido em Taylor, Wheeler, e Bertschinger (2018, p. 1-23) a massa de um corpo nio é
alterada pela velocidade, mas a energia sim. Logo, ndo ha qualquer contradi¢do em utilizar a expressdo
energia de repouso para determinar a energia de um objeto com velocidade nula e a expressdo energia
relativistica para determinar a energia de um objeto com velocidade diferente de zero.
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onde K € a parte da energia atribuida ao movimento, sendo chamada de energia ciné-

tica relativistica. A energia cinética relativistica escreve-se como

9 1

Si-%

K =FE —mc® =mec -1 (A.44)

ou, simplesmente,
K=(y—1)mdc.

Com as expressoes relativisticas podemos escrever as leis de conservacao do momento

linear relativistico e da energia relativistica da seguinte forma:

e Para todo sistema isolado, a energia relativistica € 0 momento relativistico (to-

tais) sdo conservados.

Um fato pioneiro trazido por Einstein € a expressdo E, = mc?, provavelmente a ex-
pressdao mais famosa do mundo, que mostra que um corpo em repouso possui energia,
a energia de repouso. Podemos nos perguntar se a energia de repouso pode ser conver-
tida em outras formas de energia tal como a energia cinética, por exemplo. Seguindo
a referéncia (TAYLOR; ZAFIRATOS; DUBSON, 2004, p. 59) apresentaremos um
modelo para explorar a chamada equivaléncia entre massa e energia[] e explorar o
significado da equagio E, = mc?. Analisaremos dois tipos de sistemas: repulsivo e
atrativo. O modelo para discutir o sistema repulsivo € constituido de dois blocos em
que em um deles temos uma mola fixa e no outro bloco temos dispositivo utilizado
para unir ambos - Figura[A.T5|(a). Suponha que nés unimos os blocos como mostra a
Figura [A.15] (b). Ao juntarmos os blocos nés transferimos energia para o eles e essa
energia fica armazenada na mola, em nosso modelo. Se, agora, soltarmos o disposi-
tivo que une os blocos, eles irdo se afastar um do outro - Figura[A.T5|(c). Utilizando

as expressoes relativisticas para a energia nas Figuras[A.13](b) e [A.T5](c) e, também,

utilizando a conservagao da energia podemos escrever

Mc? = mic® + Ky + moc® + Ko, (A.45)

onde M representa a massa do conjunto constituido pelos blocos 1 e 2; m a massa do

bloco 1 separada; m- a massa do bloco 2 separada; /(; a energia cinética relativistica

7Uma interessante discussio sobre o assunto é feita em (KNEUBIL, 2022).
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©

Figura A.15: (a) Sistema de dois blocos inicialmente separados em que um deles con-
tém uma mola e o outro contém um dispositivo para uni-los, (b) os dois blocos sdo
unidos e passam a formar um Unico corpo e (c¢) o dispositivo que mantém os blocos
juntos € liberado e os blocos se afastam um do outro.

do bloco 1; e K a energia cinética relativistica do bloco 2. Podemos, ainda, reescrever
a equacdo acima
Mc* = Ky + Ky + (my + ma)c®. (A.46)

Analisando a equacdo (A.46) notamos que a massa do conjunto M/ é maior que as
massas my € mso dos blocos separados, ou seja, m; + ms < M. Aqui utilizamos um
modelo mecanico simples para ilustrar a repulsdao de dois objetos por meio de uma
mola, mas o resultado anterior se aplica a qualquer sistema repulsivo que se separa em
duas ou mais partes. Fazendo AM = M — (m; + my) podemos reescrever (A.46)
como

AMeE = Ky + K. (A.47)

Para o sistema repulsivo notamos que a massa dos constituintes (blocos 1 e 2 separa-
dos) € menor do que a massa do conjunto (blocos 1 e 2 unidos). Dessa forma, parte
da energia de repouso do conjunto foi convertida em energia cinética dos blocos sepa-
rados, sendo essa quantidade dada pela equacdo (A.47). Esse resultado é chamado de
equivaléncia massa e energia. Essa equivaléncia, na verdade, representa uma conver-

sdo de energia de repouso em energia cinética (GRIFFITHS, 1999, p. 511).

Exercicio 7 Em uma reagao nuclear o Tério (Th) 232 se divide espontaneamente nos

atomos Radio (Ra) 228 e Hélio (He) 4. Sabendo que a soma da energia cinética do
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Rédio e do Hélio valem 4 MeV determine a diferenca de massa AM entre o sistema
composto (Tério) e as suas partes (Radio e Hélio). Dica utilize a unidade de massa

escrita em MeV//c? para o exercicio. |

Examinaremos agora um sistema atrativo que podemos imaginar como sendo com-
posto por dois objetos de massa my € my quando eles estdo separados. O nosso sistema
pode ser formado, por exemplo, por um dtomo de hidrogénio que € composto por um
préton e um elétron. Quando os dois objetos formam o sistema composto é neces-
sario fornecer energia para separd-los, pois agora consideramos que os objetos 1 e 2
formam um sistema atrativo. Supondo que a energia minima necessdria para os se-
parar seja igual a B e, também, que apds a separacdo os objetos tenham energia nula

podemos escrever, utilizando a conservacio da energia, a seguinte equacao
2 _ 2 2
Mc* + B = myc” + mac”, (A.48)

onde M representa a massa do sistema composto. Na equacao (A.48) percebemos que
a soma das massas dos constituintes (objetos 1 e 2) separados € maior que a massa do
sistema composto, ou seja, m; +ms > M. Fazendo AM = (my +msy) — M podemos
reescrever (A.48]) como

AMc* = B. (A.49)

Exercicio 8 Suponha que energia € transferida para uma molécula de oxigénio e, en-
tdo, os &tomos se separam e, apds a separacdo, os &tomos apresentem energia cinética
nula. Determine a diferenca de massa entre as partes (os dois dtomos de oxigénio) e o
sistema composto (molécula de oxigénio). Suponha que a energia para que a separacdo

ocorra seja B = 5 eV. [ |

Exercicio 9 Dois blocos de argila, cada um com massa m, colidem frontalmente a
3/5 ¢ ficando grudados apds a colisdo. Qual a massa do bloco composto apds a colisdo?
Dica: utilize a conserva¢do do momento linear e a conservacao da energia relativistica

na solugdo do problema. [ |

179



Apéndice A. Uma introducdo a Teoria da Relatividade Restrita e Geral para o Ensino Médio

A.3 Os intervalos invariantes e os diagramas espaco-

tempo.

A.3.1 Intervalo invariante

Quando um evento ocorre, como uma explosao de um fogo de artificio, observado-
res nos referenciais S e S’ podem registrar as coordenadas espago-temporais para ele.
Escrevemos as coordenadas (¢, z) para S e (t/,2') para S’ para localizar, no espago e
no tempo, tal event As TL permitem relacionar as coordenadas espaco-temporais
entre S e S’, porém, em geral, os valores para as coordenadas dependem do referen-
cial, ou seja, = # x’ et # t'. Os resultados para a simultaneidade, a dilatagdo do
tempo e a contracdo do comprimento mostram como as medidas das coordenadas de
um evento sdo dependentes do referencial. Entretanto, vimos que a velocidade da luz
¢ uma grandeza que apresenta o mesmo valor quando medida em S e S’. Por isso,
dizemos que a velocidade da luz € uma grandeza invariante, pois o seu valor c € o
mesmo para qualquer referencial inercial. Assim como a velocidade da luz, existe
uma combinagdo entre ¢ e x e, também, entre ¢’ e ' que é uma grandeza invariante.
Essa grandeza € chamada de intervalo invariante ou intervalo espago—tempom:ﬂ(Asz)
e € definida como

As* = —*(At)? + (Ax)?, (A.50)

onde Ax é a variacdo da coordenada x entre dois eventos e At € o intervalo de tempo

entre dois eventos.

Exercicio 10 Dois fogos de artificio explodem nas posi¢des x1 = 2me x5 = 12m
no referencial S. O primeiro fogo de artificio explode no instante ¢; = 0's e o segundo
explode no instante ¢, = 3 x 1072 us. Encontre o valor para o intervalo invariante

As?. Dica: Faga ¢ = 300m/us, Ax = x5 — x1 € At =ty — t; e substitua o resultado

na equagio (A.50) n

8Por simplicidade nédo estamos considerando as coordenadas (y € z) € (3’ e 2’) nessa andlise. Entre-
tanto, caso quiséssemos inclui-las nés escreveriamos (¢, x,y, z) para S e (t', 2,3y, 2’) para S’.

% De acordo com a bibliografia utilizada, o intervalo invariante pode ser apresentado com outra
convengdo de sinais. Dessa forma, a parte temporal pode apresentar um sinal de (+) enquanto a parte
espacial pode apresentar um sinal de (—). Assim, com essa conven¢do o intervalo invariante pode ser
escrito como As? = c2(At)? — (Ax)2.
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Como dito anteriormente, o intervalo As? é um invariante e, portanto, o seu valor é
independente do referencial inercial em que € calculado. Para mostrar que essa afirma-
¢o é verdadeira podemos utilizar as TLI, At = (At’ + “M’) e Ax = v (Ax' + vAt),

c2

e substitui-las na equacdo (A.50) para mostrar que
As® = —(At)? + (Az)? = - (AY)? + (A')?, (A.51)

O resultado dado pela expressdo (A.51)'°) mostra que As? independe do referencial em
que € calculado, ou seja, o intervalo invariante ou intervalo espaco-temporal é uma

grandeza invariante.

Exercicio 11 Mostre que o intervalo espaco-temporal é invariante por uma transfor-
macao de Lorentz.

Dica: A partir da relagdo —c?At? + Ax?, use a transformagdes de Lorentz e mostre
que para dois eventos arbitrarios a relagdo —c?At? + Ax? = —c2At' % + Az’ ? é vélida.
|

Exercicio 12 Determine as coordenadas no referencial S’, utilizando as TL, para
os eventos 1 e 2 a partir das coordenadas propostas no exercicio 10 utilizando v =
5. Além disso, determine o intervalo espago-temporal utilizando a equagdo As? =

—c2 At + Ax'? e compare com o resultado do exercicio 10. [ |

A equagdo (A.5T) ¢ dita pelos autores da bibliografia (TAYLOR; WHEELER;
BERTSCHINGER, 2018, p.1-3) como uma das mais importantes equacdes da Fisica,
talvez de toda a Ciéncia.

A seguir discutiremos que o valor do intervalo espago-temporal (As?) pode ser
negativo, positivo ou nulo. Classificamos, dependendo do valor de As?, o intervalo

como: tipo tempo, tipo espago e tipo luz.

A.3.1.1 Intervalo tipo tempo: As? < 0

Quando As? < 0 dizemos que intervalo é do tipo tempo. Para um intervalo do tipo
tempo, entre dois eventos, podemos sempre encontrar um referencial em que ambos

0s eventos ocorrem em uma mesma posicdo. Imagine que analisemos o exemplo da

10por simplicidade escreveremos (At)? = At? e (Ax)? = Az?.
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subse¢do [A.2.5.1| utilizando o intervalo invariante. Nessa se¢do tinhamos um relégio
A’ fixo em S’ que estava presente na marcagao do tempo em dois eventos 1 e 2. As
coordenadas medidas em S’ eram (2/,,t] = t') e (2/4,t, = t' + A7). Logo, temos que
Az' = 0e At' = Ar, a qual AT representa o tempo préprio entre os eventos 1 e 2.
O tempo préprio entre dois eventos s existe se As? < 0. Entdo, utilizando a equagio

(A.51) e rearranjando alguns termos temos

As? = —AT? + A% = AP + Ax?,
=0

ou seja,
As? = —PAT? = — AL + Ax2.

Assim, podemos, para intervalos do tipo tempo, escrever que As? = —c>A7? e utilizar
o tempo préprio A7 (que também € um invariante) para escrever o intervalo espago-

temporal do tipo tempo da seguinte forma
ANAT? = AN — A (A.52)

A.3.1.2 Intervalo tipo espaco: As? > 0

Quando As? > 0 dizemos que o intervalo é do tipo espago. Se o intervalo é do
tipo espaco entdo sempre podemos encontrar um referencial em que dois eventos sio
simultineos. Para intervalos do tipo espago escrevemos o intervalo espaco-temporal
como

As? = A + Az?

A.3.1.3 Intervalo tipo luz: As? =0

Quando As? = 0 dizemos que o intervalo é do tipo luz. Assim, dois eventos sepa-
rados por um intervalo do tipo luz estdo conectados por um pulso luminoso com velo-
cidade c. Por isso, nenhum referencial pode presenciar os eventos ocorrendo em uma
mesma posi¢do e em instantes de tempo distintos (tipo tempo) ou em locais distintos e
num mesmo instante de tempo (tipo espago). Para intervalos do tipo luz escrevemos o

intervalo espaco-tempo como

0= —2At? + Ax?
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Exemplo 1 Imagine dois eventos medidos em um referencial S. O evento 1 ocorreu
emz=0et=0eo0evento2emz =3met =3 x 1072 pus. Determine o tipo de

intervalo entre esses dois eventos.

Sabemos que a velocidade da luz vale ¢ = 3 x 10® m/s. Podemos reescrever a
velocidade da luz da seguinte forma ¢ = 300 m/us. Logo, calculando As? utilizando

o valor de ¢ nessa nova unidade temos
As* = —PAt* + Ax® = —(300m/ps x 1072 us)? + (3)* = 0.

Logo, o intervalo € do tipo luz. Assim, podemos descrever que em ¢ = 0 s um pulso

luminoso é emitido na origem e em ¢ = 10~2 ys alcanga posi¢do z = 3 m.

Na equagdo (A.5T) restringimos a nossa andlise a coordenada espacial x e a coor-
denada temporal ¢. A forma mais geral que leva em conta as dimensdes espaciais y €

zouy' ez pode ser escrita como

As? = —AP + A + Ay? + A2 = AV + A+ Ay’ 2+ A% (AS3)

A.3.2 Os diagramas espaco-tempo

O espaco-tempo da TRR é denominado espaco-tempo de Minkowski. As transfor-
macodes de Lorentz (redescobertas por Einstein) mostram que o tempo deve ser tratado
como uma coordenada ordindria. Isto permite imaginar uma fusdo do espaco e do
tempo em uma unica entidade: o espaco-tempo. Foi Hermann Minkowski, antigo
professor de Einstein na ETH (Instituto Federal de Tecnologia de Zurique), quem in-
troduziu e desenvolveu matematicamente o conceito em um ensaio de 1908. A citagdo

a seguir € famosa

Doravante, o espago em si mesmo e o tempo em si mesmo estdo condenados a esmaecer
transformando-se em simples sombras e somente uma espécie de unido dos dois preser-
vard uma realidade independente. (apud GRIFFITHS, 1999, p. 504, traduc¢do livre).

A abordagem de Minkowski para a TRR leva a um tratamento geométrico do
espaco-tempo que ¢ vital para a TRG. O espago-tempo da TRR é quadridimensional,
entdo em um referencial inercial .S descrevemos um evento fornecendo as coordenadas
cartesianas (x,y,z) e uma coordenada temporal ¢ (medida com reldgios estaciondrios

nesse referencial). Um segundo conjunto de observadores em um referencial inercial
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S’, em movimento relativo em rela¢do a S, indicaria para 0 mesmo evento as coor-
denadas cartesianas (z’,y’,2’) e, com os relégios estaciondrios em seu referencial, o
tempo ¢'. Na MN, eventos em referenciais inerciais em movimento relativo S e S’
seriam descritos, em geral, por coordenadas cartesianas diferentes (z,y,2) e (z',y,2')
e uma tnica coordenada temporal, pois ¢ = t'.

Se quisermos construir um diagrama de uma sequéncia de eventos para 0 movi-
mento de um objeto, precisariamos fazer um grafico quadridimensional, o que seria
uma tarefa muito complicada. Por isso, iremos utilizar representagdes bidimensionais,
mais simples, utilizando a coordenada espacial z e a coordenada temporal ¢ para des-
crever o movimento de algum objeto ao longo de uma dimensao espacial. Em um
primeiro contato com a cinemadtica, somos introduzidos a constru¢io e conceitos ba-
sicos envolvendo graficos. O grafico descrevendo como a posi¢do de um objeto varia
com o tempo &, geralmente, um dos primeiros grificos introduzidos. Para isso, colo-
camos a posicdo x no eixo vertical (varidvel dependente) e o instante de tempo ¢ no
eixo horizontal (varidvel independente). Além disso, estudamos algumas propriedades
dos graficos como, por exemplo, a inclinacdo (ou declividade) da reta tangente em um
ponto. A inclina¢do da reta tangente, em um determinado ponto, para o grafico x vs.
t fornece a velocidade do objeto. Contudo, as referéncias na TRR costumam tragar os
mesmos graficos colocando a coordenada temporal ¢ na vertical e a coordenada espa-
cial x na horizontal. Além disso, a coordenada ¢ € substituida pelo produto ct. Assim,
os eixos vertical e horizontal ficam com as mesmas unidades.

Podemos representar o diagrama espaco-tempo na TRR para diferentes objetos
como mostrado na Figura Pontos nesse diagrama caracterizam eventos. A reta
(a) representa uma particula material que se move com velocidade constante no sentido
positivo do eixo  em um referencial inercial S a qual apresenta como equacgao a reta
ct =6+ %x A reta (b) representa um pulso luminoso que se move com velocidade ¢
no sentido positivo do eixo x que apresenta como equagao areta ct = —2 + 1x. Areta
(c) representa uma particula material que permanece em repouso na posicao r = 16 m
para qualquer valor de ct. A “trajetéria” de um objeto ou de um pulso luminoso em
um diagrama espaco-tempo € chamada de linha de mundo ou linha de universo. As
linhas de mundo mostradas na Figura[A.T6|sdo as retas (a), (b) e (c). A inclinagdo de

uma reta em um diagrama espaco-tempo € dada por

T ¢  cAt
inclinagdo = — = —,
v Ax
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a qual para a reta (b) apresenta uma inclinac@o igual a 1 e o angulo que essa reta

faz com a horizontal é de 45°. Além disso, para a reta (a) temos que a inclinacio

S = % > 1 e, por isso, o angulo que essa reta faz com a horizontal € maior do que

45 °. Note também que a velocidade da particula, cujo grafico é dado pela reta (a), vale

— 2
v = 3C.

ct (m)

x (m)

Figura A.16: Diagrama Espaco-tempo referencial em S de: (a) um objeto movendo-
se com velocidade constante no sentido positivo do eixo x, (b) um pulso luminoso
movendo-se no sentido positivo do eixo e (c) um objeto em repouso.

Analisemos agora o grafico da Figura A curva em preto representa 0 movi-
mento de uma particula uniformemente acelerada no referencial inercial S, chamada
de particula “A”, que, curiosamente, apresenta uma linha de mundo dada por uma hi-
pérbole em vez da tradicional pardbola para o0 movimento uniformemente variado na
MN. Quando o instante ¢ € igual a zero temos que a particula “A” passa pela posicao
r = 4m. Se imaginarmos dois pulsos luminosos sendo emitidos, no sentido positivo e
negativo do eixo x, no mesmo instante que a particula “A” passa pela posi¢do xr = 4 m
teremos, em vermelho, as linhas de mundo de dois pulsos luminosos passando pela
posi¢cdo x = 4m no instante £ = 0. As linhas na cor vermelha formam o chamado
cone de luz. O vértice do cone estd localizado no instante ¢ = 0 e na posi¢do x = 4 m.
Note que a particula “A” apresenta o seu movimento restrito a regido delimitada pelo
cone de luz tanto para ¢ > 0 quanto para ¢t < 0. A regido com hachura em azul repre-

senta o futuro da particula “A” em ¢ = 0, pois € o local de todos os pontos (eventos)
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acessiveis a particula na continuacdo do movimento. A regido com hachura em verde
constitui o passado da particula “A” em t = 0, pois € o local de todos os pontos (even-
tos) possiveis que a particula pode ter vindo. Passado e futuro podem ser definidos em
relagdo a qualquer evento particular como no caso do evento B na Figura[A.T7| para o

qual podemos tracar o respectivo cone de luz com vértice em B.

ct (m)
14
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Figura A.17: Curva em preto: linha de mundo de uma particula “A” uniformemente
acelerada. Retas vermelhas (cone de luz): dois pulsos luminosos sdo emitidos no
sentido positivo e negativo do eixo z no instante ¢ = 0 e na posi¢dao z = 4. Ponto
B: € um ponto localizado sobre a linha de mundo da particula A em que dois pulsos
luminosos podem ser emitidos e formar um novo cone de luz.

Exercicio 13 (Paradoxo dos gémeos) Dois irmaos gémeos chamados Pedro e Ed-
mundo acabaram de completar 21 anos. Edmundo decide viajar para uma estrela dis-
tante que estd a 15 anos-luz da Terra por meio de um foguete que estd se movendo com
uma velocidade de % c em relacdo a Terra. Ao chegar na estrela Edmundo decide vol-

tar imediatamente para a Terra para reencontrar o seu irmao Pedro. Determine: (a) O

186



Apéndice A. Uma introducdo a Teoria da Relatividade Restrita e Geral para o Ensino Médio

tempo medido por Pedro para a viagem de ida e de volta de Edmundo. (b) O diagrama
espacgo-tempo representando as linhas de mundo para a viajem de ida e de volta de
Edmundo e, também, a linha de mundo de Pedro (suposto estacionério na Terra). (c)
Utilizando o intervalo invariante determine o tempo medido por Edmundo para a via-
gem de ida e de volta. (d) Compare o tempo total (ida e volta) para a viagem medidos
por Pedro e Edmundo e diga se existe alguma diferenca na idade dos irmaos gémeos

apods se reencontrarem. |

A.4 Coordenadas e a geometria nao-euclidiana

A.4.1 Coordenadas Cartesianas

Os eixos e as coordenadas (z,y) cartesianas sd3o comumente utilizados no Ensino
Médio nas aulas de Fisica e Matematica. Através dessas coordenadas podemos locali-
zar com facilidade um ponto P no plano informando os valores x p € yp como mostrado

na Figura[A.1§| (a). A determinagdo das coordenadas ¢ feita tragando, a partir de P,

y (m) ym) |
7 SSRGS SSUHSMIPHS SOOI SRS SO S
| | | | | i | : el
3 [ ] B R VO S o
3 : 1 : : ’ Ay = ¥pz — ¥p1
e R~ R R A S
: : | | : P, | DX =iXxp, —iXpy
1 R A 1 B S RRCER SR
1 2 x,=3 4 5 x(m) 1 2 x;=3x,=4 5 x(m)
(a) (b)

Figura A.18: (a) Coordenadas cartesianas x e y para localizar o ponto P. (b) Determi-
nacao da distancia entre os pontos P e P;.

uma linha vertical até o eixo x e uma linha horizontal até o eixo y e fazendo a leitura
dos valores xp € yp nos eixos = e y respectivamente. Utilizando as coordenadas zp e
yp podemos, também, calcular a distancia As, entre o ponto P e a origem, a partir do
teorema de Pitdgoras:

As® = 2% + yp
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Podemos generalizar a expressao anterior e determinar a distincia As entre quaisquer

dois pontos P; e P, - Figura (b). A partir das coordenadas (z1,y1) € (z2,y2)
podemos escrever

As? = Ax? + Ay?, (A.54)

onde Az = x5 — 11 Ay =95 — y1.
A seguir examinaremos a utilizacdo de um novo conjunto de coordenadas para

localizar um ponto no plano, com que (a principio), os estudantes de Ensino Médio
podem ndo estar familiarizados.

A.4.2 Coordenadas Polares

Discutimos anteriormente que podemos localizar um ponto P no plano através
das coordenadas cartesianas x e y. Entretanto, um ponto P no plano também pode
ser localizado utilizando as chamadas coordenadas polares, que consiste na utilizacdo
das quantidades r e ¢. A coordenada r representa a distincia do ponto P a origem
enquanto a coordenada ¢ representa o angulo entre o eixo x € o segmento de reta que
passa pela origem e pelo ponto P como ilustrado na Figura (a). E fécil ver que a

Figura A.19: (a) Coordenadas polares r e ¢ para localizar o ponto P. (b) Determinacao
da distancia entre os pontos P; e Ps.

distancia As entre a origem e o ponto P coincide com a coordenada radial r, ou seja,

As =r.
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Podemos generalizar a expressdo anterior e determinar a distdncia As, em coordena-
das polares, entre quaisquer dois pontos préximos de coordenadas (71,¢1) € (ra, ¢2) -
Figura (b). Para isso podemos utilizar o teorema de Pitdgoras, aproximando por
uma reta o arco de comprimento r7A¢ na Figura (b) e considerar um tridngulo de
hipotenusa As e catetos 7A¢ e Ar para escrever

As* = Ar? + r*A¢?, (A.55)

onde Ar =19 —r1 e Ap = ¢ — ¢1. A equagdo (A.55)) € vdlida quando os pontos P

e P, sdo préximos e o angulo ¢ deve ser medido em radianos.

A.4.3 Coordenadas esféricas

As coordenadas esféricas permitem a localizacdo de um ponto no espaco tridimen-
sional. Assim, seja P um ponto no espago, podemos utilizar o sistema de coordenadas
cartesiano (x,y,2) e, partir desse sistema, estabelecer as coordenadas esféricas (r, ¢, )

como mostrado na Figura[A.20|(a).

N
>
N

(2) ®)

Figura A.20: (a) Coordenadas esféricas (r, ¢, 0). (b) Determinacdo da distincia entre
dois pontos P, e P, sobre a superficie de uma esfera com coordenadas (r, ¢1,6;) e
(7, ¢9, 63) respectivamente.

189



Apéndice A. Uma introducdo a Teoria da Relatividade Restrita e Geral para o Ensino Médio

Para facilitar a compreensdo das coordenadas esféricas na Figura[A.20] (a) imagi-
nemos que uma linha é tracada da origem do sistema de coordenadas até o ponto P. A
coordenada r representa a distancia da origem até P (comprimento da linha tracada).
A coordenada ¢ € andloga ao angulo discutido para as coordenadas polares e é definida
como o angulo entre o semi-eixo positivo x e a linha tragada da origem até o ponto P,
a qual P’ é a projecdo de P no plano = — y. O angulo € é o Angulo entre o semi-eixo
positivo z e a linha tragada da origem até o ponto P.

Novamente, € facil ver que a distdncia As entre a origem e o ponto P coincide com
a coordenada radial r, ou seja,

As =r.

Podemos generalizar a expressdo anterior e determinar a distdncia As, em coordenadas
esféricas, entre quaisquer dois pontos proximos P; e P, de coordenadas (71, ¢1,6;) e
(19, P2, 05). Dessa forma, pode-se mostrar que a expressdo para a distdncia As entre

dois pontos arbitrdrios proximos é dada por
As? = Ar? + r?sen®d Ad? + r* A6, (A.56)

onde Ar =1y —ry, A0 =0y — 01 e Ap = ¢ — ¢1. Além disso, os dngulos devem ser
medidos em radianos. A expressio é um pouco complexa mas gostariamos de
discutir rapidamente dois casos particulares interessantes. Analisando a Figura [A.20]

podemos notar que se fixarmos # = 90 ° estaremos restritos ao plano x — y e a equacgio

se reduz a equacgéo (A.59).

Exercicio 14 Mostre que a equagio (A.56) se reduz a equagao (A.55]) para § = 90°
ou § = /2. Dica: Para isso escreva a expressio (A.56) e substitua # = 90° e lembre

que como 6 esta fixo a sua variagdo € nula, ou seja, Af = 0. [ |

O segundo caso particular ocorre quando fixamos a coordenada r - Figura[A.20](b).

Ao fixarmos a coordenada r temos que Ar = 0 e, assim, podemos escrever a equacio

como

As? = r?sen®0 A¢* + 2 AH%. (A.57)

A equagio permite calcular a distdncia entre dois pontos proximos P e P

na superficie de uma esfera.
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Exercicio 15 Calcule a distdncia As em uma superficie esférica de raio 1 m entre dois
pontos P; e P, de coordenadas (r; = 1,¢; = 0,01 = w/2) e (ry = 1,09 = 7,05 =
7/2). Faga um desenho e marque as coordenadas nele. Vocé conseguiria determinar a

distancia entre os pontos P; e P, sem utilizar a expressao (A.57))? [ |

Seguindo as referéncias (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018) e (NA-
TARIO, 2011) chamaremos a expressio As? de métrica da superficie. As equagdes
(A.54), (A.55)) descrevem a métrica de uma superficie plana em coordenadas cartesia-
nas e polares respectivamente e a equacao descreve a métrica de uma superficie

esférica.

A.4.4 Geometria plana
No Ensino Médio somos apresentados a geometria plana, chamada de geometria

euclidiane{r]. Nessa geometria podemos mostrar as seguintes propriedades

e A soma dos angulos internos de um tridngulo € igual a 180 ;

2 = % + b%, onde c representa a hipotenusa

O teorema de Pitagoras € vélido: ¢

enquanto a e b representam os catetos de um triangulo retdngulo;

e O comprimento da circunferéncia € igual a 27r, onde r representa o raio da

circunferéncia;

Duas retas paralelas (ndo coincidentes) nunca se encontram;

A menor distancia entre dois pontos é uma reta.

A Figura[A.21]ilustra as cinco propriedades mencionadas anteriormente obtidas da
geometria euclidiana. De modo geral, o estudo da geometria no Ensino Médio fica
restrito a geometria euclidiana. Entretanto, podemos explorar a geometria de outras
superficies tais como a esfera e verificar se as propriedades descritas anteriormente

permanecem vélidas. Na préxima subsecdo exploraremos esse assunto.

"'Essa nomenclatura se d4 em homenagem a Euclides de Alexandria, cuja principal obra é intitulada
Os Elementos.
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Menor distadncia entre dois C=2nr
entre P, e P, é uma reta

) 7 ™

N P

a+f+y=180

¢ =a?+b?
(Pitagoras)

Figura A.21: Propriedades da geometria euclidiana.

A.4.5 Geometria esférica

Em nosso dia a dia conseguimos distinguir com certa facilidade uma superficie
plana de uma superficie curva. Por exemplo, se tivermos um caderno (capa rigida) e
uma bola de futebol em nossas maos notamos claramente que a superficie do caderno
¢ plana enquanto a superficie da bola € curva (esférica). Nesta situacdo conseguimos
diferenciar superficies planas de superficies curvas analisando sob uma perspectiva tri-
dimensional, em que a superficie bidimensional, do caderno ou da bola, estd imersa
(embebida). Entretanto, podemos nos perguntar se € possivel realizar medidas sobre
uma superficie e, a partir dessas informacoes, determinar se uma superficie € curva
ou plana? A resposta € positiva e ilustraremos como podemos fazé-lo na sequéncia.
Para tal, mostraremos como fazer medidas sobre uma dada superficie e, a partir des-
sas medidas, verificar se as propriedades mostradas na Figura [A.21] se mantém ou se
sofrem algum tipo de alteragdo. Caso as propriedades da Figura[A.21] sejam violadas
estaremos em uma superficie curva.

Para mostrar tal processo seguiremos a referéncia (POSSEL, 2018, p. 20). Um vi-
deo muito elucidativo pode ser obtidoem https://youtu.be/-czyukZm94 IH
Precisaremos dos seguintes materiais para fazer as duas atividades propostas abaixo:

lapis; fitas de papel; uma caneta de tinta permanente; fita adesiva; duas bexigas (ou

12 Acesso em 28/02/2023.
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uma bola); um transferidor; e um curvimetrd"|

Atividade Iﬂ Colocamos as fitas de papel sobre uma superficie esférica de acordo
com a Figura[A.22](a). Utilizamos fitas adesivas para prender as tiras de papel sobre o
baldo (ou a bola) e, assim, construimos um triangulo esférico. Em seguida, descolamos
o triangulo esférico da superficie da esfera e iniciamos o processo de medicao dos
angulos do tridngulo com o auxilio de um transferidor de acordo com a Figura [A.22]
(b). Realizamos a soma dos angulos internos, digamos «, (5 e 7y, e dizemos se a sua

soma € maior, menor ou igual a 180 °.

(a) (b)

Figura A.22: (a) Constru¢ao de um tridngulo esférico com a colocacdo de trés tiras
de papel sobre a superficie. (b) O tridngulo esférico € colocado sobre uma superficie
plana e com o auxilio de um transferidor inicia-se a medida dos dngulos internos.

Atividade II: Utilizamos uma caneta permanente para desenhar uma circunferéncia
de raio r sobre a superficie do baldao (ou da bola). Para tal, podemos utilizar uma tira de
papel, com dois furos nas extremidades, para tragar a circunferéncia e o raio - Figuras
(a) e (bﬂ A Figura (c) mostra a circunferéncia e o raio tracados. Em
seguida, utilizamos o curvimetro para determinar o valor do raio e o comprimento da

circunferéncia - Figura[A.23|(d). Entdo, calculamos a razdo entre o comprimento da

130 curvimetro é um instrumento utilizado para medir o comprimento de uma dada curva. Em inglés
o termo utilizado para esse instrumento é map-measuring device (opisometer).

14Um interessante video que também trata de atividades prdticas para explorar as geometrias
nao-euclidianas pode ser acessadoem https://www.youtube.com/watch?v=rMUIzmZsYuM.
Nesse video o professor José Luiz Pastore ilustra a constru¢iio de um transferidor esférico para medidas
de angulos sobre a superficie da esfera.

150 video https://youtu.be/-czyukzZm941 ilustra o tracado da circunferéncia e do raio no
baldo.
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circunferéncia (C') e o raio (r) medidos. Comparamos o resultado C'/r com o valor

dado pela geometria euclidiana C'/r = 2.

(c) (d

Figura A.23: (a) Tracado da cicunferéncia sobre a superficie do baldao. Com o auxilio
de uma tira de papel fixamos uma extremidade da tira e tracamos a circunferéncia mo-
vendo com o auxilio de uma caneta de tinta permanente a outra extremidade da tira de
papel. (b) Tracado do raio da circunferéncia na superficie do baldo. (c) Circunferéncia
e raio tracados. (d) Utilizagdo do curvimetro para a determina¢do do comprimento
da circunferéncia. O mesmo procedimento deve ser realizado para a determinagdo do
comprimento do raio.
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Conta-se uma histdria, que pode ser apdcrifa ou ndo, de que o famoso matematico
Carl Friedrich Gauss tentou verificar, no final da década de 1820, uma das proprie-
dades da geometria euclidiana: a soma dos angulos internos de um tridngulo € igual
a 180° (HARTLE, 2003, p.15). Para tal ele mediu os angulos de um tridngulo cujos
vértices estavam dispostos em trés picos de trés montanhas diferentes. Gauss, com as
precisdes disponiveis para a medida, ndo encontrou nenhuma diferenca entre a medida
e a propriedade de Euclides, mas essa tentativa mostra uma busca, em torno de 1820,
na verificac@o dessas propriedades. A discrepancia, Y (angulo internos) — 7, no expe-
rimento de Gauss seria de 107'° radianos, um valor muito pequeno para ser medido

até nos dias atuais, como discutido por Hartle (2003, p. 17).

A.4.5.1 Geodésicas

Um resultado conhecido da geometria euclidiana € de que a menor distancia entre
dois pontos, no plano, € uma reta. Porém, sobre a superficie curva nao existem linhas
retas. Contudo, € possivel encontrar curva, sobre uma superficie ndo plana, que mini-
miza a distincia entre dois pontos. Essa curva é chamada de geodésica e representa
a linha mais “reta” possivel sobre a superficie. Uma geodésica sobre a superficie da
esfera € um arco de grande circulo - Figura[A.24] Um arco de grande circulo é dado
por uma circunferéncia cujo centro coincide com o centro da esfera. Podemos definir

uma geodésica como

e Uma geodésica € definida como a curva cujo comprimento é um extremo, po-

dendo ser um maximo ou minimo.

A.4.6 Curvatura

A soma dos angulos internos de um triangulo esférico é maior que 180° como
vocé pode ter constatado realizando a Atividade I. O tridngulo esférico da Figura[A.23)
possui a soma dos angulos internos no valor de 270 ° ou 37/2, em radianos. Seguindo
a referéncia (NATARIO, 2011, p. 41) definiremos trés grandezas, a saber: o excesso
esférico, a curvatura média e a curvatura de uma superficie. O excesso esférico é
definido como a diferencga entre soma dos angulos internos do triangulo (em radianos)
e 7, ou seja,

excesso esférico = Z angulos internos — 7. (A.58)
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Figura A.24: A menor distancia entre P; e P, é um arco de grande circulo (linha azul).
Um grande circulo é uma circunferéncia cujo centro coincide com o centro da esfera.

Para o tridngulo da Figura 0 excesso esférico vale /2, pois a soma dos dngulos
internos vale 37 /2 e, ao subtraimos 7, o resultado € igual a /2.
A curvatura média (K,,) é dada pela razdo entre o excesso esférico e a respectiva

area do triangulo esférico (de onde o excesso esférico é calculado), ou seja,

excesso esférico
K

m= i~ —. (A.59)
Area do tridngulo esférico

Retornando novamente a Figura calculamos que o excesso esférico vale 7/2 e
a drea do triangulo pode ser obtida observando que podemos cobrir toda a esfera ao
utilizarmos um total de 8 tridngulos iguais ao da Figura[A.25] Assim, a drea de um
tinico tridngulo ird valer 1/8 da drea total da esfera (A4 = 47 R?). Logo, a curvatura

média K,, vale
/2

T 1/8 x AnR?2

A curvatura (K) de uma superficie em um determinado ponto pode ser obtida ao

Ko = 1/R2 (A.60)

calcularmos a curvatura média em triangulo esférico pequeno em torno do ponto. Cal-
culando a curvatura de uma determinada superficie teremos a informacao do quanto a
geometria da superficie se afasta da geometria do plano, que apresenta curvatura nula.

Além disso, se a soma dos angulos internos de um tridngulo, desenhado sobre a super-
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Figura A.25: Um tridngulo esférico é tracado sobre uma superficie esférica com trés
angulos retos.

ficie, € maior que 180 °, dizemos que a superficie possui curvatura positiva, se a soma
for menor que 180 °, dizemos que a superficie possui curvatura negativa € se a soma
for 180 © dizemos que a superficie possui curvatura nula. Para um triangulo esférico é

possivel mostrar que a soma dos angulos internos, em radianos, é dada por
> "(angulos internos) = 7 + A/R?, (A.61)

onde A representa a drea do tridngulo esférico e R o raio da esfera.

Exercicio 16 Determine a soma dos angulos internos do tridngulo esférico da Figura
utilizando a equacéo (A.61) |

A.4.6.1 Espaco plano local

Se reduzirmos o tamanho do tridngulo esférico, observamos que a razdo A/R?
ird ficar cada vez menor. Assim, se desenharmos um tridngulo esférico cuja a razio
A/R? < 1 seré extremamente dificil diferenciarmos a geometria plana (euclidiana) da
geometria curva (ndo-euclidiana). Por isso, se A/R? — 0 ( A/R? é muito pequeno) a

soma dos angulos internos, equagdo (A.61)), se aproximard de 7 (geometria euclidiana).
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Por isso, ilustramos esse resultado com a seguinte afirmacao (SARTORI, 1996, p. 272)

e Qualquer superficie com curvatura finita é localmente plana, ou seja, a geometria

de uma pequena regido € aproximadamente euclidiana.

Essa afirmacdo vai ao encontro da nossa nog¢ao intuitiva sobre medidas na superficie
da Terra. Qualquer tridngulo desenhado sobre a superficie da Terra (cujo compri-
mento dos lados do tridngulo possamos medir com trenas) possui uma drea pequena
quando comparado com o quadrado do raio da Terra que vale (6,371 x 10°m)?. Dessa
forma, utilizamos a geometria plana sobre a superficie da Terra como uma aproxima-
¢do que fica tdo melhor quanto menor o valor da drea da regido. As questdes centrais
da geometria ndo- euclidiana foram, em grande parte, desenvolvidas pelos brilhantes
matematicos Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Georg Bernhard Riemann (1826 -
1866).

A.5 A Teoria da Relatividade Geral (TRG)

A.5.1 Introducao

A interagdo gravitacional é descrita pela lei da gravitagao universal, proposta por
Isaac Newton em 1687 no Principia. De acordo com a lei da gravitacdo universal, a

intensidade da forca entre dois objetos puntiformes de massas m; e ms, que no instante

t estdo separados por uma distincia igual a |7 (t) — 7 (t)|, € dada por

m1Mmso
|7 (t) = ()

onde G = 6,67 x 107""N'm?/kg? enquanto 7, (t) e 75(t), representam os vetores de

F=d (A.62)

posicao das massas m, e ms, respectivamente, em relacdo a um referencial inercial.
A lei da gravitagdo universal combinada com as trés leis do movimento de Newton
permite-nos analisar e entender como o Sistema Solar e muitos outros sistemas simi-
lares que interagem gravitacionalmente funcionam.

A introduc@o em 1905 da TRR resolve problemas tedricos suscitados pela teo-
ria eletromagnética de Maxwell como, por exemplo, a invaridncia das equacdes de
Maxwell, mas a0 mesmo tempo cria outros. Entre esses, a necessidade de uma nova
teoria da gravitacdo compativel com a TRR. Por exemplo, na expressdo acima, os ve-

tores de posi¢do das duas massas devem ser medidos ao mesmo tempo. Mas a TRR

198



Apéndice A. Uma introducdo a Teoria da Relatividade Restrita e Geral para o Ensino Médio

nos ensina que a simultaneidade € um conceito relativo, e nao absoluto. Além disso, a
gravitacdo newtoniana € uma teoria de acdo a distancia. Aqui temos outro obstdculo,
pois a TRR estabelece um limite para a velocidade com a qual a informacao pode ser
transmitida. Até a época em que Albert Einstein comegava a enfrentar este problema
ndo havia uma discrepancia experimental marcante entre a gravitacdo newtoniana e
os dados experimentais. Dessa forma, a TRG, que € uma teoria relativistica para a
gravitagdo, nasce de uma incompatibilidade tedrica fundamental entre a gravitacio
newtoniana e a TRR. A busca de uma teoria relativistica da gravitagcdo leva a uma rup-
tura radical com a gravitagdo newtoniana. A lei da gravitacdo universal serd no final
substituida por uma geometriza¢do completa dessa interagao.

Mas, se a gravitacdo newtoniana é uma teoria bem-sucedida em muitos aspectos
- afinal de contas fomos a Lua com ela - em que condi¢des a TRG deixa de ser uma
exigéncia formal e passa a ser experimentalmente relevante? De maneira simplificada
podemos responder esta pergunta lembrando-nos do modo pelo qual decidimos se de-
vemos ou ndo aplicar a cinematica relativistica (secdo A2) a um determinado problema.
Se u é a velocidade de um corpo, em um dado referencial inercial, e ¢ é celeridade da
luz, entdo se u/c < 1 a situacdo é ndo-relativistica. Por outro lado, se u/c ~ 1, entdo
a situacao € relativistica. Para a relatividade geral, podemos ter um critério similar. De
fato, o critério € fixado pela quantidade (HARTLE, 2003, p. 6)

GM
Re?’

onde M € a massa da fonte gravitacional e I?, o seu raio. Se esta quantidade for
muito menor do que a unidade, a gravitacdo de Newton € uma boa aproximacao para

descrever o sistema. Se, por outro lado

GM
Rc?

~1,

o sistema exigird que o analisemos do ponto de vista da TRG. Os sistemas que estu-
daremos neste texto, como o buraco negro de Schwarzschild, satisfazem este critério,
como serd visto posteriormente. A TRG € importante também nos problemas rela-
cionados a localizacdo precisa de um ponto sobre a superficie da Terra por meio do

sistema GPS9

16Sistema de posicionamento global americano, cuja sigla GPS deriva do inglés global positioning
system.
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Exercicio 17 Calcule GM/(Rc?) para: |

1. a Terra;
2. o Sol;
3. uma estrela de néutrons;

4. um buraco negro estelar;

Dados: Considere as massas e os raios para a Terra, o Sol, uma estrela de néutrons, um
buraco negro estelar e um buraco negro supermassivo iguais a My, = 5,97x10%** kg,
RTerra = 6738 X 106 m, MSOZ = 1a99 X 1030 kg, RSol = 6796 X ]-08 m, Mnéutrons -

_ 4 _ _ 4
077 X MSol’ Rnéutrons =10 m, MBNestelar =10 x MSol € RBNestelar =3 x 10" m.

A.5.2 Principios da Relatividade Geral

Estudaremos a seguir os principios que foram guias para a odisseia enfrentada
por Einstein na constru¢do da TRG. Através dos principios podemos discutir alguns

resultados importantes da teoria da TRG mesmo que de forma simplificada.

A.5.2.1 A busca do principio da relatividade geral

Além da incompatibilidade entre a gravitacdo newtoniana e a TRR, um problema
fundamental que incomodava Einstein estava relacionado ao descontentamento com
o status que os referencias inerciais possuem na MN e na TRR. Sempre que vamos
descrever o movimento de um objeto, nds escolhemos um corpo rigido (um vagao ou
a Terra) no qual fixamos um eixo de coordenadas e observadores munidos de réguas
e relégios realizam medidas. Einstein argumenta que se queremos descrever o movi-
mento de algum objeto - realizando medidas com réguas e relégios - € indiferente o
referencial adotado para tal descricdo. Entretanto, se quisermos determinar as leis da
Fisica - relagOes entre as grandezas fisicas medidas - estas apresentam uma forma mais
simples quando escritas em relacdo aos referenciais inerciais. Sabemos da MN que a
equagdo de movimento para um referencial inercial € dada pela segunda lei de Newton.
Ja para um referencial ndo-inercial a equacdo de movimento apresentara termos extras.

Sabemos que a lei da inércia € violada nesses referenciais e objetos localizados em um
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referencial ndo-inercial experimentardo a a¢ao das chamadas forcas de inércia. Pode-
mos escrever as equagdes de movimento para um objeto de massa m no referencial

inercial S e no referencial ndo-inercial S*, respectivamente, da seguinte forma

—

ma = Fies (A.63)

Mma* = Foes — mA, (A.64)
onde @ € a aceleracdo medida em S, a* € a acelera¢cdo medida em S*, ﬁres ¢ a forga
resultante e o termo —mA ¢ a forca de inércia. Analisando as equagdes e
notamos que a equagdo de movimento assume uma forma mais simples em S
do que em S*. Um exemplo cotidiano elucida essa diferenca, imagine que um conjunto
de passageiros viajem em um Onibus com velocidade constante em relacdo ao solo
(Terra). Em um determinado momento o Onibus realiza uma freada brusca, ou seja, a
aceleragdo A ter sentido contririo ao da velocidade do dnibus. Durante a freada, os
passageiros no interior do 6nibus irdo experimentar uma forte sensaciao de puxao para
frente. Esse puxdo percebido pelos passageiros € justamente a forca de inércia, que

nao possui um agente identificivel. A forca de inércia é dada por

— —

Enercia = —mA.

Se S* se movimentar com velocidade constante, em relagcdo ao referencial inercial S,
as leis fisicas, como a segunda lei de Newton, assumem a mesma forma simples em
ambos os referenciais. Em nossa notacdo se S* for inercial, movendo-se com velo-
cidade constante em relagdo a S, escrevemos que S* = S’. Os referenciais inerciais
S e S’ em movimento relativo entre si sdo completamente equivalentes. Um obser-
vador em um referencial inercial ndo consegue afirmar se o seu referencial estd em
repouso ou em movimento retilineo uniforme. Entretanto, se o referencial estiver ace-
lerado o comportamento mecanico dos objetos serd afetado pelas forcas de inércia
e um observador nesse referencial conseguird identificar necessariamente que estd em
um referencial acelerado. Em um trecho do seu livro Einstein mostra a sua insatisfacao

com esse fato descrito:

“Como € possivel que determinados corpos de referéncia (ou bem seus
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estados de movimento) sejam privilegiados frente a outros (ou frente a
seus estados de movimento respectivos)? Qual € a razdo desse privilégio.”
(EINSTEIN, 1999, p. 62)

Assim, Einstein propde uma ampliacdo do PRR e enuncia o Principio da Relatividade

Geral (PRG) para incorporar os referenciais ndo-inerciais

As leis da natureza sdo vélidas para todos os referenciais, qualquer que

seja seu estado de movimento.

Entretanto, analisando o exemplo anterior do dnibus que sofre uma brusca freada no-
tamos uma diferenca importante entre os referenciais inerciais € ndo inerciais, pois
caso um observador consiga medir a for¢a de inércia ele detectara imediatamente que
estd em um referencial ndo-inercial. Esse obstdculo, entdo, precisard ser superado por
Einstein na sua busca pela generalizacdo do PRR. Discutiremos na préxima subsecao

um importante passo de Einstein na solucdo dessa aparente contradicao do PRG.

A.5.2.2 O Principio da Equivaléncia

O papel do Principio da Equivaléncia (PE) na TRG é, atualmente, um tanto contro-
verso, pois ele ndo € necessario para a introducao da TRG. Entretanto, ndo hé duvidas
de que o PE teve um importante papel na formulacdo da TRG. A ideia do PE nasce em
1907 quando Einstein ainda trabalhava no escritério de patentes, na Suica. Essa ideia
foi chamada por ele de “o pensamento mais feliz de minha vida” e foi enunciado da

seguinte forma:

“Entdo ocorreu-me o pensamento mais feliz de minha vida, na forma se-
guinte: O campo gravitacional tem existé€ncia relativa [...] pois para um
observador que cai livremente do telhado de uma casa nao hé - pelo menos
nas suas vizinhangas imediatas - campo gravitacional. De fato, se o ob-
servador deixar cair alguns corpos entdo estes permanecerao em repouso
ou em movimento uniforme relativamente a ele, independentemente da
sua natureza quimica ou fisica particular. O observador tem o direito de

interpretar o seu estado como o de repouso.” (PAIS, 1995, p. 178)

O enunciado anterior traz uma equivaléncia entre um observador em queda e um

observador em movimento uniforme no espago livr Entretanto, para que possamos

"Espaco livre representa uma regido do espago que estd livre da acdo gravitacional de quaisquer
COIpos.
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compreender este enunciado discutiremos, primeiramente, outras formula¢des mais
simples do PE. Para isso utilizaremos dois referenciais: um referencial uniformemente
acelerado e um referencial em repouso sobre a superficie da Terra.

Imagine, entdo, que uma nave repousa sobre a superficie da Terra. Suponha que o
campo gravitacional gerado pelo planeta seja um campo uniforme g. Um observador
no interior da nave abandona uma maca de massa m e ela cai atingindo o piso da nave
- Figura A explicacdo para a queda da maca utilizando a MN € de que a macga
¢ atraida pela Terra, que exerce uma forca gravitacional nela. A maca, entdo, adquire
uma acelerac@o que coincide com g. Nesta descricdo desprezamos qualquer forma de

atrito tal como a resisténcia do ar. Suponha, agora, que a nave seja colocada no espago

5

g
(uniforme)

Terra
Figura A.26: Nave estaciondria sobre a superficie da Terra.

livre, longe de qualquer corpo celeste, com uma aceleracdao A= —¢ (a aceleragdo
da nave tem sentido oposto ao campo gravitacional) - Figura Se o observador
na nave acelerada (S™) repetir o experimento anterior € abandonar uma maga em seu
referencial ela ird cair e atingird o piso da nave, da mesma forma como ocorrido quando
a nave estava em repouso na superficie da Terra. Na Figura[A.26]a forga exercida na
maca € a forca gravitacional e na Figura a forca exercida na maga é a forca de
inércia. A forca de inércia é dada por

—

Finercia = —mA = mg,
onde na expressdo anterior fizemos A = —g.
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Sv

R

Figura A.27: Nave acelerada no espaco sideral longe de qualquer corpo celeste.

Poderiamos, ainda, imaginar outros experimentos e comparar os resultados para
os referenciais S e S*, mas os resultados encontrados seriam idénticos para ambos
os referenciais. Dessa forma, se um observador, no interior de uma nave, nio tiver
qualquer informacao sobre o que estd ocorrendo fora dela ele ndo conseguird afirmar se
estd em uma nave que repousa na superficie da Terra ou se estd em uma nave acelerada

no espaco livre. Esse fato é chamado de Principio da Equivaléncia (PE) e afirma que:

Nenhuma experiéncia, mecanica, pode distinguir entre um campo gra-
vitacional uniforme (J) e a aceleracio uniforme equivalente (A =
—3)-

O enunciado acima é chamado de forma fraca do PE, pois s6 leva em conta expe-
riéncias de mecanica em sua formulacdo. A indistinguibilidade entre um referencial
uniformemente acelerado e um referencial sob a acdo de um campo gravitacional mos-
tra um importante passo na busca de Einstein pelo PRG. O PE estabelece uma equi-
valéncia entre um referencial inercial e um referencial ndo-inercial fazendo com que
a aceleragdo absoluta ndo tenha significado. A Figura[A.2§]ilustra o PE, mostrando
que a marca¢do de dois dinamdmetros colocados em situagdes distintas € idéntica e,
também, que a aceleracdo de queda € a mesma em ambas as situagdes. A igualdade
entre a massa inercial e a massa gravitacional € uma condicao necessdria para que o PE
seja vélido, pois qualquer pequena diferenca entre as duas massas causaria uma distin-
guibilidade entre as situacdes destacadas na Figura[A.2§]e, dessa forma, invalidaria o
PE.
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. Aceleracaode S* igual

A=—-g
y (para cima)
O dinamémetro O dinamometro
| apresenta uma ‘ apresenta uma marcagao

marcagio Mgpayd.

g uniforme ‘ ‘ ‘

. Indistinguibilidade .

Minercial 9-

Qualquer objeto em X
queda livre apresenta
uma aceleracio g.

7 _ =
a =g

Superficie de um planeta

(a) (b)

Figura A.28: Equivaléncia entre um referencial em repouso sobre a superficie do pla-
neta e um referencial acelerado apresentando uma aceleracdo uniforme equivalente.
Os mesmos resultados experimentais sao obtidos nas duas situagdes.

A massa inercial € uma medida da resisténcia que um corpo oferece a alteracio de
sua velocidade, a inércia. A massa gravitacional € o andlogo gravitacional da carga
elétrica e estd associada a interacdo gravitacional. A forma de medir as massas inercial
e gravitacional é bastante distinta. Podemos medir a massa inercial (1) de um objeto

utilizando a segunda lei de Newton,

-
. |Fres|

Minercial = |C_L.| .

A massa inercial também ¢ a massa que aparece na equagio (A.28). J4 a massa gra-
vitacional m, do mesmo objeto pode ser medida com o auxilio de um dinamdmetro,
a qual medimos a forga gravitacional exercida pela Terra e, dessa forma, por meio
da leitura da escala do dinamdmetro inferimos o valor da massa gravitacional. Ana-
lisando o equilibrio de for¢as, podemos escrever uma relagdo entre a for¢a 7', que o
dinamOmetro exerce no objeto, com a forga gravitacional, sendo dada por T' = Fy,,.
Matematicamente escrevemos para 1mg,q, a seguinte expressao
r? |ﬁ grav|

my = ——,

7 GM
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onde r representa a distancia entre o centro da Terra e o objeto; M a massa (gravita-
cional) da Terra; e GG a constante de gravitagdo. Um resultado importante obtido por
Galileu Galilei sobre a aceleragdo dos corpos em queda livre, na auséncia da resisténcia
do ar, é de que os corpos caem com uma mesma aceleracao, que € dada pela acelera-
¢do da gravidade (g). Para tal, a razdo Z—j deve ser igual a unidade. Assim, as massas
inercial e gravitacional devem ser iguais embora a maneira de medi-las sejam bastante
distintas. Experimentos t€m sido realizados para testar essa igualdade. Podemos ci-
tar aqui os experimentos realizados pelos fisicos Galileu Galilei, Isaac Newton, Bardo
Lorand von Eotvos, R. H. Dicke e, mais recentemente, S. Schlamminger que confirma-
ram a igualdade entre as massas inercial e gravitacional (OHANIAN; RUFFINI, 2013,
p. 21). Dentro do escopo da MN essa igualdade é uma notavel coincidéncia, pois nao

apresenta uma explicacdo ou justificativa com base na teoria:

“Até hoje a mecanica, na verdade, registrou este importante principio, mas nio o inter-
pretou.” (EINSTEIN, 1999, p. 58)

Entretanto, Einstein consegue interpretar a igualdade m; = my e diz

“Esta lei [...] daigualdade da massa inercial e da massa gravitacional foi entdo percebida
por mim com todo o seu significado. Fiquei abismado com sua existéncia e conjectu-
rei que ela deveria conter a chave para uma compreensio mais profunda da inércia e
gravitacdo.” (NUSSENZVEIG, 2002, p. 307)

Essa interpretagdo apresenta o seguinte raciocinio: suponha o PE na sua forma fraca
como ponto de partida e, dessa forma, consideramos ele valido na situacio analisada.
Utilizando, entdo, o PE analisaremos a consequéncia de sua aplicagdao em um experi-
mento de pensamento, que é mostrado na Figura Na situagdo da Figura
(a) temos uma nave em repouso na superficie da Terra em que duas medidas sdo rea-
lizadas, a medida do dinamdmetro e a medida da aceleragdo de queda. Seja I’ o valor
medido no dinamOmetro € a o valor determinado para a aceleracdo. Suponha que as
massas inercial e gravitacional do objeto “D” (fixo no dinamOmetro) sejam my,, € my,,
€ que as massas inercial e gravitacional do objeto “Q” (corpo em queda) sejam m;,,

e My, - Figura[A.2§| (a). Utilizando o equilibrio de forgas em “D” e a segunda lei de

Newton em “Q” escrevemos
T =mg,.9
e
m
g
a0 — Q
mIQ
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Analisamos agora a situagdo mostrada na Figura [A.28] (b). Nessa figura a nave estd
acelerada no espaco livre, com aceleracdo A= g, sendo realizadas, novamente, a
medida do dinamOmetro e a medida da aceleracdo de queda. Seja 7™ o valor medido
no dinamdmetro e a* o valor determinado para a aceleracdo. Os mesmos corpos “D”
e “Q” estdo pendurados no interior da nave acelerada como mostra a Figura [A.2§|
(b). Utilizando agora a equacdo de movimento (A.64) para um referencial ndo-inercial
obtemos

T =my,.g

a*=g.

Pelo PE na sua forma fraca as situagdes da Figura [A.28] (a) e (b) sdo equivalentes
(indistinguiveis) e, portanto, a marca¢do no dinamdmetro deve ser a mesma em ambas

as situagdes, ou seja, 7' = 1. Logo,
Myp-9 = Mip-g-
Cancelando os termos comuns segue que
Mgp = Mip.

Analisando, agora, a aceleracio do objeto “Q” em queda nas duas situagdes da Figura
temos pelo PE que a = a*. Assim,

mgQ

9=9-
m[Q

Rearranjando a equacao acima e eliminando os termos em comum obtemos

Mgq = Mig-
Portanto, o PE na sua forma fraca leva a igualdade entre a massa inercial e a massa
gravitacional e, dessa forma, nos permite interpretar fisicamente esta igualdade. Nas

palavras de Einstein

Vemos por este exemplo, que nossa extensdo do principio da relatividade faz aparecer
como necessaria a afirmacdo da igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional.

Com isto obtivemos uma interpretaco fisica desta proposi¢cao. (EINSTEIN, 1999, p. 60)
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O exemplo mencionado por Einstein, na citagdo acima, € andlogo ao discutido anteri-
ormente. Einstein utiliza o PE, embora ele ndo utilize esse termo em seu livro, para
interpretar a igualdade entre as massas inercial e gravitacional. Portanto, o PE estabe-
lece uma equivaléncia entre um campo gravitacional uniforme (§) e uma aceleragio

uniforme (em sentido oposto ao campo gravitacional).

A.5.2.3 Principio da Equivaléncia em termos dos referenciais em queda livre

Podemos, também, reescrever o PE em termos dos referenciais em queda livre

ilustrando o “pensamento mais feliz da vida de Einstein™:

Nenhuma experiéncia, mecanica, pode distinguir entre um referencial em

queda livre e um referencial em movimento uniforme no espaco livre.

Queda livre com [V
aceleragdo

. S+ Aceleragdo uniforme
constante 4; = g equivaleute
® y .
x* 2=—4
>, s
L 1= 4
Campo Gravitacional
Uniforme g *
X
A =4 +4,=0
Terra
(a) (b)

Figura A.29: (a) Nave em queda livre com aceleracdo A = g. (b) Nave no espaco
livre em repouso (ou movimento uniforme) com A, = A; + A, =g — g = 0.

O PE enunciado dessa forma traz uma equivaléncia entre um referencial unifor-
memente acelerado (queda livre) com um referencial inercial em repouso (ou movi-
mento uniforme) no espago livre. Para que possamos compreender esse enunciado,
comece analisando a Figura[A.29|(a). O referencial S* (nave) estd em queda livre com
aceleracao A = g em um campo gravitacional uniforme g. Vimos que existe uma
equivaléncia entre um campo gravitacional uniforme e uma acelera¢ao uniforme equi-

valente. Dessa forma, utilizando o PE substituimos o campo gravitacional g, a qual S*
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estd sujeito, por uma aceleragcdo equivalente Ay = — g como mostrado na Figura
(b). Assim, podemos determinar a aceleracdo resultante da nave, agora tratada como

referencial S, no espaco livre da seguinte forma

— —

A=A+ 4=§-7

i.e,
A, =0.
O Referencial S (nave no espaco livre) constitui um referencial inercial, pois possui

aceleracdo nula. Assim, conseguimos interpretar o “pensamento mais feliz da vida de

Einstein” repetido aqui por conveniéncia

“[...] O campo gravitacional tem existéncia relativa [...] pois para
um observador que cai livremente do telhado de uma casa nao ha
[...] campo gravitacional. De fato, se o observador deixar cair alguns
COrpos entio estes permanecerao em repouso ou em movimento uniforme
relativamente a ele, independentemente da sua natureza quimica ou fisica
particular. O observador tem o direito de interpretar o seu estado como o
de repouso.” (PAIS, 1995, p. 178 Grifo nosso)

Como mostrado, a equivaléncia entre esses referenciais ilustra que os mesmos efeitos
serdo sentidos por um observador em queda livre em um campo gravitacional uniforme
e por um observador que estd em repouso (ou movimento uniforme) no espaco livre.
Objetos abandonados nas proximidades deles irdo ficar em repouso tanto em relagao
ao observador em queda quanto em relacdo ao observador no espaco livre.

Até agora omitimos um detalhe importante relacionado ao campo gravitacional. Os
campos gravitacionais, criados por distribui¢des de massa, sao em geral nao-uniformes,
ou seja, a intensidade e a dire¢do variam de ponto para ponto. Por exemplo, a inten-
sidade do campo gravitacional da Terra varia com o inverso do quadrado da distancia
e, dessa forma, o campo apresentard um valor maior préximo da superficie do planeta
do que para um local mais afastado. Imagine que dois objetos de massa m, presos
por uma mola, serdo soltos e irdo cair em queda livre num campo gravitacional nao
uniforme criado pela Terra. Se analisarmos o movimento desse conjunto, percebere-
mos que a separagdo entre as massas m ird aumentar durante a queda - Figura

A massa 1 que estd mais proxima da superficie da Terra apresentard uma aceleracao,
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em modulo, maior do que a aceleracdo da massa 2, que estd mais afastada da super-
ficie da Terra, fazendo a mola ficar cada vez mais distendida. Se repetissemos esse
mesmo experimento e abandondssemos esse conjunto (massas presas por uma mola)
em uma nave uniformemente acelerada, em sentido contrario ao do campo gravitaci-
onal, no espago livre nés observariamos que, durante a queda, a mola ird preservar o
seu comprimento inicial. Esse fato, claramente cria uma distin¢do entre um campo
gravitacional (ndo uniforme) e uma aceleracdo uniforme. Essa distensdo da mola que

o campo gravitacional ndo uniforme provoca € chamado de efeito de maré.
a, 2

ldy| > |dg|

ldy'| > |d;'|

Terra

Figura A.30: Massas 1 e 2 presas por uma mola em queda livre num campo gravitaci-
onal ndo uniforme analisada em dois instantes de tempo diferentes.

A situagdo discutida acima ndo invalida o PE, mas impde uma restricdo. Discu-
tiremos a seguir como enunciaremos o PE levando em conta campos gravitacionais
nao-uniformes e utilizando os referenciais em queda livre.

Para que possamos escrever o PE em termos dos referenciais em queda livre, em
um campo gravitacional ndo-uniforme, primeiramente analisaremos o alerta de Eins-
tein

“[...]JO campo gravitacional tem existéncia relativa [...] pois para um ob-
servador que cai livremente do telhado de uma casa ndo ha - pelo menos
nas suas vizinhancas imediatas - campo gravitacional [...]” (PAIS, 1995,

p. 178 Grifo nosso)
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O termo “pelo menos nas suas vizinhangas imediatas” mostra que é necessirio
restringir o tamanho da regido analisada para que o campo gravitacional seja tratado
como uniforme. Além disso, também devemos restringir o intervalo de tempo de nossa
andlise. Dessa forma, para um referencial em queda livre S* podemos localmente (em
uma pequena regido do espaco e em curtos intervalos de tempo) substituir o campo
gravitacional por uma aceleracdo uniforme equivalente. Logo, localmente um refe-
rencial em queda livre € equivalente a um referencial inercial na auséncia de campo
gravitacional. Assim, podemos reescrever o PE em termos dos referenciais em queda

livre em um campo gravitacional ndo-uniforme da seguinte forma:

Nenhuma experiéncia, mecanica, pode distinguir localmente entre um re-
ferencial em queda livre e um referencial em movimento uniforme no es-

paco livre.

A.5.2.4 Principio da equivaléncia na sua forma forte

Podemos, ainda, generalizar os enunciados anteriores para o PE estabelecendo uma
equivaléncia entre um referencial em repouso sob a acdo de um campo gravitacional e
um referencial uniformemente acelerado no espaco livre para quaisquer experimentos,

mecanicos ou nao. O PE na sua forma forte pode ser escrito como

Nenhuma experiéncia, mecanica ou ndo, pode distinguir entre um referen-
cial em queda livre e um referencial em movimento uniforme no espago

livre.

Essa generalizacdo do PE possibilitard determinar a previsdo de dois novos fend-
menos como a deflexdo da luz num campo gravitacional e o desvio gravitacional para
o vermelho (gravitational redshift). Esses fendmenos serdo discutidos posteriormente.

Ressaltamos, por fim, que o PE consiste em um poderoso argumento na busca de
Einstein por um PRG. Vimos anteriormente um argumento que ia de encontro ao PRG,
pois o comportamento mecanico dos objetos € afetado nos referenciais ndo-inerciais.
Para ilustrar esse comportamento podemos lembrar do forte puxido que experimen-
tamos no interior de um Onibus que sofre uma forte freada. Durante a freada, ex-
perimentamos um forte puxdo para frente e, assim, observadores em um referencial
ndo-inercial poderiam através de experimentos determinar que estdo em um referen-

cial acelerado. Entretanto, utilizando o PE poderiamos pensar que o Onibus estd em
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repouso em um campo gravitacional (em sentido contrario ao da aceleracao) apontando
para frente. Por meio do PE chegariamos a conclusao que um observador no interior do
Onibus ndo conseguiria distinguir se estd no interior de um referencial acelerado ou se
estd em um referencial em repouso sob a acdo de um campo gravitacional. Nesse con-
texto, o PE mostra-se um poderoso argumento contra o carater absoluto (identificavel)

da acelerac¢do de um dado referencial ndo-inercial.

A.5.2.5 Principio da Consisténcia (ou Correspondéncia)

Como ja mencionado, a TRG de Einstein € uma teoria relativistica para a gravi-
tacdo, que generaliza a gravitacdo newtoniana e, logicamente, reinterpreta os concei-
tos newtonianos. Sabemos que a teoria de Newton € capaz de explicar muito bem
o funcionamento do Sistema Solar, incluindo os efeitos perturbativos que levam, por
exemplo, a precessdo das orbitas de alguns planeta Como qualquer teoria que pre-
tende generalizar uma teoria que a precedeu, a nova teoria deve apresentar 0s mesmos
resultados de sucesso da teoria antecessora. Assim, a TRG deve recuperar os resul-

tados newtonianos para baixas velocidades (v/c < 1) e interagdo gravitacional fraca
(GM/Rc* < 1).

A.5.3 Desvio Gravitacional para o vermelho

Utilizando o PE na sua forma forte Einstein prevé dois novos fendmenos que pos-
teriormente foram testados experimentalmente — o desvio gravitacional para o verme-
lho; e a deflexdo da luz em um campo gravitacional. Para ilustrar o desvio gravitaci-
onal para o vermelho imagine uma nave, referencial S*, movendo-se no espago livre
com uma aceleragdo vertical (para cima), em mddulo, igual a g. O comprimento verti-
cal da nave vale L e uma fonte de luz (FL), que repousa sobre a base da nave, emite luz
auma frequéncia fry. Um observador R fixo em S* estd no topo da nave e recebe a luz
emitida pela FL, registrando o valor fr para essa medida. Para relacionar a frequéncia
frr da FL com a frequéncia fx utilizaremos a equagdo para o efeito Doppler obtida
na subsecao Entretanto, o referencial S*, no qual a FL e o observador R estao
em repouso, é claramente nao-inercial. Na deduc¢do para o efeito Doppler utilizamos
um observador que se movia com velocidade constante em relagdo a uma FL. Para

compatibilizar a expressao do efeito Doppler com o fato do observador R estar em

8Uma excecio estd na descrico da precessdo na 6rbita de Merctirio.
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movimento uniformemente acelerado utilizaremos uma estratégia que serd descrita a
seguir. Sejam S e S’ dois referenciais inerciais, a qual S’ move-se com velocidade
constante v em relacdo a .S. No intante ¢ = 0 s, a FL, em repouso em S*, emite um
pulso de luz. Nesse mesmo instante, e apenas nesse instante, faremos os referenciais
S* e S (inercial) coincidirem. Para isso faremos com que S* possua uma velocidade
nula para ¢ = 0 s. Em um instante posterior, digamos ¢, o pulso luminoso chega no
observador R. No instante ¢, faremos, agora, os referenciais S* e S’ coincidirem. No
instante t, e somente nesse instante, admitiremos que S* e S’ possuam a mesma ve-
locidade v. A Figura[A.31]ilustra os argumentos discutidos até agora, relacionando o

referencial ndo-inercial S* com os referenciais inerciais S e S’. Admitindo baixas ve-

s'=5"
(instante t) R
, A=-g
Yy =M * R
1
1
1
1
1
s=5" X
(emt=05) S :
. A= _g’ 1 v =gt
y=y"M * R : (no instante t)
1
X I
| I
| I
| ! FL|—‘
| LEE-=-- 38 = *
N X =X
1
1 v=20
: (emt=05s)
1
1
1
! rLpg
L ------- *
_sx =X

Figura A.31: Procedimento para utilizar a equacao do efeito Doppler para um movi-
mento acelerado: No instante t = 0 os referenciais S e S* coincidem, pois supomos a
velocidade inicial do referencial S* nula. No instante ¢ os referenciais S’ e S* coinci-
dem, pois supomos que eles apresentam a mesma velocidade v no instante .

locidades (v < c) utilizaremos a expressdo para o efeito Doppler (afastamento), para

baixas velocidades, obtida no exercicio 5 da secdo A2, que € dada por
fr=fro(l—v/e). (A.65)

Na condi¢do de baixa velocidade faremos simplesmente v = gt para a velocidade do

referencial S*, que € a expressdo newtoniana para a velocidade no movimento unifor-
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memente variado. O intervalo de tempo entre a emissao da luz e a recep¢do em R
vale
t=1L/c

Assim, utilizando a expressdo acima podemos reescrever a relacdo para a velocidade
como

v=gt=glL/c.

Substituindo o resultado anterior na equagio segue que

Jr= fFL(1 - QL/02)7 (A.66)

onde gL /c? < 1, que representa a condigdo de validade para a expressdo acima. Como
(1—gL/c*) < 1temos que fr < frr. Dessa forma, como a frequéncia da luz recebida
por R é menor do que a frequéncia da luz emitida pela FL, dizemos que a frequéncia
medida em R foi reduzida e ocorreu um desvio para o vermelho (redshift), pois dentro
do espectro visivel o vermelho € a cor de menor frequéncia. De acordo com o PE na
sua forma forte o mesmo efeito deve ocorrer se a nave repousar sobre a superficie de

um planeta (como a Terra, por exemplo) cujo campo gravitacional uniforme vale § -

Figura[A.32]

/ RE R
g ' g
FLD FLD
Terra Terra

Figura A.32: Utilizando o PE na sua forma forte prevemos que o desvio para o ver-
melho deve ocorrer num campo gravitacional quando uma fonte FL de luz emite um
pulso luminoso na dire¢do do observador R.

No caso da Figura [A.32] ressaltamos que a FL e o observador R estdo em repouso
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entre si. O observador R percebe uma redugao na frequéncia da luz recebida em re-
lacdo a frequéncia da luz emitida pela FL, mas ndo pode atribuir essa alteracdo na
frequéncia ao movimento relativo ja que nessa situacdo a FL e R estdo em repouso.

Podemos, ainda, reescrever a equagio da seguinte forma

Af _ 9L

fro

onde Af = frp — fr. Na expressdo (A.67) podemos interpretar a quantidade gL
como a diferenga de potencial gravitacional. Assim, a variagdo de frequéncia A f de

(A.67)

um pulso luminoso depende da diferenca de potencial entre o ponto inicial e o ponto
final da trajetéria da luz entre a emissdo e a recep¢do. Representando o potencial
gravitacional (energia potencial por unidade de massa) pela letra ¢ e escrevendo-o
utilizando a aproximacgdo de campo uniforme temos que ¢ = gh, onde h representa
a altura em relacdo a base da nave. Assim, podemos fazer gL = g(hg — hpr) =
Orec — O fonte € €SCIrEVEr

ﬁ _ _% _ (¢Tec - gbfonte) (A68)

frr c? c?
Observando a equagdo (A.68) atribuimos o desvio para o vermelho a gravidade. A
luz apresenta um desvio para o vermelho ao se movimentar no sentido contrdrio ao do
campo gravitacional. Esse efeito é chamado de desvio gravitacional para o vermelho

(redshift gravitacional).

Exercicio 18 Refaca a deducdo anterior, porém considere que a FL estd no topo da
nave e o observador R estd na base. A luz é emitida no topo da nave e propaga no
mesmo sentido do campo gravitacional. O observador R também medird um valor me-
nor de frequéncia em relagdo a frequéncia da FL? Dica: Vocé deve utilizar a expressao

do efeito Doppler para a aproximagdo entre observador e fonte. [ |

Exercicio 19 Considere um pequeno laboratério de altura H em queda livre no
campo gravitacional esfericamente simétrico gerado por uma massa M. Considere
o valor de H pequeno para que o campo gravitacional possa ser aproximado como
uniforme. Fixo no chdo do laboratério ha um emissor de ondas eletromagnéticas F
verticalmente alinhado com um receptor R. No instante ¢ = (0, o emissor emite uma

onda eletromagnética de frequéncia fz que atravessa o teto transparente do laboratério
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e é registrada pelo receptor R no instante t = H/c - Figura Suponha que o obser-
vador externo (receptor R) e a fonte emissora £ afastem- se com velocidade V' = gt,
onde g representa a aceleracao da gravidade. Determine a alteragcdo na frequéncia per-
cebida pelo receptor R em relacdo a frequéncia emitida pela fonte luminosa. Obs: Esse
problema esté resolvido em (MACHADO; TORT; ZARRO, 2021, p. 4). [ |

Figura A.33: Um laboratorio de altura /{ estd em queda livre. Uma fonte de luz fixa
na base do laboratdrio emite luz que atravessa o teto transparente dele e € recebida por
um receptor R que permanece fixo.

Analisando ainda a situacdo da Figura[A.32] admita que a FL emita N frentes de
onda e um observador, ao lado da FL, registre um intervalo de tempo Atp; para as
N frentes de onda emitidas. Essas N frentes de onda alcangcam o observador R que
mede, com seu relégio, o intervalo Atg. Podemos determinar a frequéncia de uma
onda calculando a razdo entre N e o intervalo de tempo At, ou seja, f = N/At.
Como o numero de frentes de onda que saem da FL € igual ao numero de frentes de

onda que chegam para o observador R, podemos escrever
frLAtpr, = N = frAtg.

Como fry, > fr, temos que
Atpr, < Atg.

Podemos interpretar o resultado acima da seguinte forma: um reldgio colocado em
R funciona mais rapidamente quando comparado a um reldgio colocado junto a FL.
Lembramos aqui que o relégio ao lado da FL estd mais proximo da Terra (fonte gra-

vitacional) do que o reldgio junto ao observador em . Assim, o funcionamento de
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relégios em um campo gravitacional pode ser enunciado da seguinte forma:

e Reldgios proximos de um corpo massivo funcionam mais lentamente em com-

paracdo a relogios afastados dele.

A seguir discutiremos mais um resultado previsto por Einstein utilizando o PE.

A.5.4 Deflexao da trajetoria da luz em um campo gravitacional

Apresentaremos aqui uma segunda aplicacdo do PE na sua forma forte para a dis-
cussdo da trajetdria da luz num campo gravitacional. Para tal utilizaremos a mesma
estratégia anterior. Investigaremos o comportamento da luz num referencial uniforme-
mente acelerado no espaco livre e, utilizando o PE, iremos inferir o comportamento da
luz num referencial em repouso na superficie da Terra.

Suponha, entdo, uma nave acelerada S*, em relagdo a um referencial inercial S,
em movimento no espaco livre. Um pulso luminoso propaga no espaco livre em uma
direcdo perpendicular ao movimento da nave. Supomos que o pulso luminoso atra-
vessa a nave S* entrando por uma abertura localizada em 1 e saindo por uma abertura
localizada em 2 - Figura Analisando Figura notamos que a abertura loca-

Y

t ] #

R\f

f ]

5
Tk

X

Figura A.34: Trajetéria da luz (linha tracejada azul) vista do ponto de vista de um
observador inercial S.

lizada a esquerda da nave (ponto 1) estd a uma altura maior, em relacdo ao chao, do
que a abertura localizada a direita da nave (ponto 2). A linha tracejada azul corres-

ponde a trajetéria da luz no referencial inercial S' (ndo mostrado na figura). Podemos
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agora, observar a mesma sequéncia de eventos vista por um observador na nave (S*).
O observador na nave verifica que a luz entra pelo ponto 1 (de altura maior) e sai pelo
ponto 2 (de altura menor). Assim, a trajetéria da luz sob o ponto de vista de S* € uma

curva - Figura[A.35] De acordo com o PE na sua forma forte, um referencial uniforme-

__—» Trajetériadaluz
5 Ve

Figura A.35: Trajetéria da luz (linha continua vermelha) vista do ponto de vista de um
observador ndo-inercial S’.

mente acelerado € equivalente (0os mesmos resultados experimentais serdo obtidos) a
um referencial em repouso sob a acdo de um campo gravitacional uniforme. Assim, se
repetirmos a mesma experiéncia com a nave repousando sobre a superficie do planeta
Terra, o PE garante que o mesmo comportamento da luz no referencial ndo-inercial
S* ocorrerd no referencial em repouso sobre a superficie da Terra. A Figura
ilustra que a luz sofrerd uma deflexdo na sua trajetéria ao propagar na presenga de um
campo gravitacional. A luz apresenta uma trajetéria andloga ao de uma particula em
um langamento horizontal na Terra, por exemplo.

Serd que uma experiéncia pode ser realizada e efetivamente comprovar a previsao
descrita acima? Na superficie da Terra o efeito da deflexdo é muito pequeno, mas
Einstein indicou como a deflexdo da luz poderia ser testada. Essa previsao poderia ser
testada quando a luz passasse por um corpo massivo como € o caso do Sol. Voltaremos

a essa discussao na secao A6 ao falarmos sobre os testes classicos da TRG.
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__—» Trajetdriadaluz
i

ST

Terra

Figura A.36: Trajetoria da luz (linha continua vermelha) vista do ponto de vista de um
observador em um referencial estaciondrio sobre a superficie da Terra.

A.5.5 Espaco-tempo curvo
A.5.5.1 Plataforma girante e o espaco-curvo.

Einstein chega a conclusdo em 1912 que o espaco ndo poderia permanecer plano
na presenca de matéria (SARTORI, 1996, p. 277). Um experimento que, aparente-
mente, conduziu Einstein a essa percepg¢ao foi o experimento da plataforma (ou disco)
girante (EINSTEIN, 1999, p. 67). Para ilustrar essa percep¢do de Einstein imagine
uma plataforma horizontal de raio r que gira com velocidade angular constante w em
relacdo a um eixo vertical - Figura Um referencial inercial S esta fixo no solo
e um referencial ndo-inercial S* estd fixo na plataforma. Queremos aqui relacionar as
medidas feitas por um observador em .S com as medidas feitas com um observador em
S*. Digamos que, por exemplo, ambos queiram medir o comprimento de uma pequena
barra B fixada na periferia da plataforma - Figura[A.38] Para que possamos utilizar os
resultados da TRR e comparar os comprimentos determinados, para a barra B, em S e
S* suporemos que a medida feita pelo observador S* coincide com a medida feita em
um referencial inercial S’ (somente em um instante), onde S’ move-se com velocidade
constante em relacdo a S - Figura[A.39] Como a barra B est4 fixa na plataforma, o ob-
servador em S* mede o comprimento préprio dela, sendo denotado esse comprimento
por L. Para o observador em repouso sobre o solo (5), ele medird um comprimento

menor que o comprimento préprio, pois a barra B estd em movimento em relagdo a
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gl

. —

Figura A.37: Plataforma girante em relacdo a vertical com velocidade angular w cons-
tante.

Barra B

v

Figura A.38: Vista superior da plataforma girante e barra B posicionada na periferia
da plataforma.

S. Denotaremos o comprimento da barra B medido em S por L. Podemos relacionar
a medida feita em S* (utilizando o referencial inercial S’) com a medida feita em S
através da contragdo de Lorentz

L=1Ly/v, (A.69)

ondey=1/y/1—0v2/c? =1/,/1 — (wr)?/c%. Note que v representa o0 médulo da ve-

locidade tangencial da periferia da plataforma e, também, a velocidade do referencial
S’ e pode ser relacionada com a velocidade angular e o raio r da plataforma através da
equagio v = wr.

Analisando a equagdo (A.69) notamos que o comprimento da barra em .S é menor
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Figura A.39: Vista superior da plataforma girante de raio r e barra B posicionada na
periferia da plataforma e a relagdo entre a medida do referencial ndo-inercial S* com
o referencial S’

do que o comprimento da barra em S*. Se, agora, colocarmos diversas barras ao longo
do comprimento da circunferéncia da plataforma, teremos que observadores no solo
(S) e na plataforma girante (S*) irdo medir valores diferentes para o comprimento da
circunferéncia da plataforma. A expressdo que relaciona o comprimento da circufe-
réncia medido em S*, que denotaremos por C* e, o comprimento da circunferéncia

medido em S, que denotaremos por C, vale
Cr=~C>C, (A.70)

onde utilizamos a equagdo (A.69) para obter a expressdo acima. Se, agora, os obser-
vadores em S e S* medirem o raio da plataforma, eles irdo encontrar o mesmo valor.
Analisando a Figura notamos que o raio da plataforma € perpendicular (faz 90 °)
com a direcao da velocidade e, por isso, ndo existe contracdo de Lorentz. Se os ob-
servadores em S (inerciais) medirem o raio r e o comprimento da circunferéncia C,

podemos relacioné-los a partir dos resultados da geometria euclidiana como
C = 27r. (A.71)

J& para os observadores em S*, vimos na equacao (A.70) que C* > C'. Logo, compa-
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rando as equacdes (A.71) e (A.70) segue que
C* > 2nr. (A.72)

A geometria na plataforma girante para um observador em um referencial ndo-inercial
€ ndo-euclidiana. Através do PE podemos substituir a aceleragdo da plataforma por
um campo gravitacional equivalente. Dessa forma, teriamos em um referencial sob a
acdo de um campo gravitacional uma alteracdo na geometria. Na presenca de matéria

(fonte de um campo gravitacional) a geometria do espaco € ndo-euclidiana.

A.5.5.2 Relacio entre o desvio gravitacional para o vermelho e a curvatura

Na subsecdo [A.5.3] discutimos o desvio gravitacional para o vermelho. Observa-
dores localizados em uma altitude maior registram uma redu¢do na frequéncia da luz
recebida de sinais luminosos emitidos por observadores em uma altitude menor. Cha-
memos o observador em uma altitude menor de A e o observador em uma altitude
maior de B, podemos imaginar que A estd no solo e B estd no alto de uma torre. O
observador em A emite sinais luminosos de frequéncia f4 e o observador em B regis-
tra os sinais luminosos com valor de frequéncia fg. A relacdo entre as frequéncias,
deduzidas na subsec¢@o[A.5.3] mostra que fz < f4. Como o periodo da onda luminosa
€ dado pelo inverso da frequéncia podemos relacionar o periodo registrado por A e por
B e escrever que T > T4. Recordamos que nesse exemplo, os observadores estao
em repouso no campo gravitacional. Segundo a TRR, observadores em repouso em
um determinado referencial devem medir o mesmo intervalo de tempo para o periodo
de um sinal luminoso, ou seja, Ty = T'z. Entretanto, na presenca de um campo gra-
vitacional (matéria) Tz > T4, pois 0 espaco-tempo torna-se curvo e a passagem do
tempo torna-se diferente dependendo da sua posi¢do em relagdo a fonte gravitacional
(matéria). O problema do disco girante e do desvio gravitacional para o vermelho
forneceram pistas importantes que levaram Einstein a conjecturar que na presenga de

matéria o espaco-tempo da TRG seria um espago-tempo curvo.

A.5.5.3 Principio da Relatividade Geral (PRG) na sua versao final e o Principio
da Covariancia Geral (PCG)

Na subsec@o A.4.1 mostramos como localizar pontos em uma superficie plana uti-

lizando as coordenadas cartesianas e polares. Podemos, contudo, utilizar também para
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localizar pontos em uma superficie plana um novo sistema de coordenadas que contém
curvas arbitrédrias u, e uy, ndo justapostas, como mostrado na Figura @ Einstein
chama esse sistema de coordenadas composto por u; € us de coordenadas gaussianas
(EINSTEIN, 1999, p. 73). Entretanto, seguindo a nomenclatura proposta em (TAY-
LOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018) chamaremos wu; € us de coordenadas
globais.

Figura A.40: Coordenadas globais (arbitrarias) sobre a superficie de uma mesa (con-
torno azul). Um ponto sobre a mesa € identificado fornecendo os valores de u; = 1 e
U = 2.

Na Figura [A.40| podemos localizar o ponto P fornecendo o valor das coordenadas
globais u; = 1 e uy = 2. E importante destacar que cada ponto sobre a superficie é
especificado por valores Unicos de u; € us. Podemos também escrever a métrica da
superficie para determinar a distancia entre dois pontos proximos escrita em termos

das coordenadas globais u; e uy, da seguinte forma
As® = f1(u1,ug) Au? 4 folug,ug) Aus. (A.73)

Caso as curvas u; € us sejam linhas retas e perpendiculares entre si como mostrado na

Figura[A.41]teremos a métrica de uma superficie plana em coordenadas cartesians
As? = Az? 4+ Ay?, (A.74)
onde fizemos u; = x e uy = y e as fungdes f1(u1,uz) = fo(uy,uz) = 1. No caso de
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Figura A.41: Coordenadas cartesianas sobre a superficie de uma mesa (contorno azul).
Um ponto sobre a mesa € identificado fornecendo os valoresde x =2 ey = 2.

uma superficie curva, como a superficie de uma esfera, nés localizamos pontos sobre
ela utilizando as coordenadas esféricas r, 6 e ¢. A métrica sobre a superficie da esfera,

em coordenadas esféricas para r = R, se escreve como
As? = R?A#* + R*sen’0A¢>. (A.75)

Comparando as equagoes e vemos que u; = 0, uy = ¢, fi(u1,uz) = R
e fo(ui,uz) = R%sen®d. Note que aqui estamos em um espago bidimensional (plano
ou superficie da esfera), por isso precisamos de duas coordenadas para descrever a
localizagao de um ponto. Se quisermos analisar espagcos de dimensdes maiores, pre-
cisaremos de um nimero de coordenadas compativel com a dimensdo do espago ana-
lisado. Na TRR para localizar eventos precisamos de quatro coordenadas, a sua loca-
liza¢do no espago (x,y,z) e o seu instante de tempo (¢). Dessa forma, dizemos que o
espaco-tempo da TRR € quadridimensional. A métrica da TRR é dada pelo intervalo

espago-temporal - equagdo (A.53) - que € escrita como,

As® = —A + Ax? + Ay? + A2 (A.76)
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Generalizando a equacgido (A.73) para quatro dimensdes temos

As® = fi(ur,ug,uz,uy) AU% + fo(uq,ug,usz,uy) Aug + (ATT)
+ f(ur,uz,u3,uy) AU% + falug,ug,ug,ug) Auj.

E interessante notar que para localizar pontos em uma superficie plana sio utilizadas,
normalmente, as coordenadas cartesianas. Embora fosse possivel escolher as coor-
denadas globais arbitrdrias 1, € u, essa escolha ndo seria feita em um espaco plano.
Isso decorre da simplicidade na utilizagdo das coordenadas cartesianas. Contudo, para
uma superficie curva bidimensional ndo € possivel com coordenadas cartesianas = € y
cobrir a superficie curva como um todoﬂ Em uma superficie curva bidimensional po-
demos introduzir um sistema de coordenadas cartesianos x e y apenas localmente (em
uma pequena regido). Para localizar pontos globalmente sobre uma superficie curva
precisamos utilizar coordenadas globais u; € us no caso de um espago bidimensiona]@
Para que possamos ter informagdes sobre a geometria de uma determinada superficie
precisaremos determinar a métrica da superficie.

Na TRG, o espago-tempo € curvo, ou seja, € nao-euclidiano. Vimos como os exem-
plos do desvio gravitacional para o vermelho e o problema da plataforma girante gui-
aram FEinstein a conclusdo de que na presenca de matéria o espaco-tempo torna-se
curvo. Dessa forma, para localizar eventos em um espago-tempo curvo quadridimen-
sional, Einstein substitui os corpos rigidos de referéncia (um vagio ou o solo) no qual
fixamos eixos cartesianos (z,y,z) dispondo de reldgios sincronizados igualmente es-
pacados pelas coordenadas globais (coordenadas genéricas que localizam eventos).
Assim, Einstein formula a versao final para do PRG (EINSTEIN, 1999, p. 81)

“Todos os sistemas de coordenadas globais®'| sdo essencialmente equiva-

lentes para a formulacdo das leis gerais da natureza."

O precgo pago por essa generalizacdo foi a perda de significado métrico das coordena-

das na TRG. Nas palavras de Einstein

“Agora chegou a mim: [...] a independéncia da aceleracdo gravitacional

da natureza da substiancia em queda pode ser expressa da seguinte forma:

19T ogicamente, sabemos que podemos representar uma supeficie curva bidimensional em uma su-
perficie plana como nas projecdes cartograficas, porém essas proje¢des contém distorgdes.

20Na superficie da Terra podemos utilizar as coordenadas esféricas theta e phi para localizar pontos
sobre a superficie do planeta.

21 Aqui substituimos a nomenclatura utilizada por Einstein,coordenadas gaussianas, pelas coordena-
das globais.
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Em um campo gravitacional (de pequena extensao espacial) as coisas se
comportam como no espago livre de gravitacio, [...]. Isso aconteceu em
1908. Por que outros sete anos foram necessdrios para a construgdo da
teoria da relatividade geral? A principal razao reside no fato de que nao
¢ tao fécil se libertar da ideia de que as coordenadas devem ter um signi-
ficado métrico imediato. ” (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER,
2018, p. 5-1, tradugdo livre)

A frase acima descrita por Einstein ilustra a dificuldade que a perda de significado
métrico significou para ele. Essa perda de significado métrico representa que uma
variacdo de coordenadas ndo estd diretamente relacionada com uma grandeza fisica
mensurdvel. Essa discussdo sera realizada com mais profundidade na subse¢do A.6.5
na se¢do sobre buracos negros. Além disso, a citacdo anterior mostra como o PE se
mostrou uma peca fundamental na montagem do quebra cabeca que culminou na TRG.

Podemos ter diferentes conjuntos de coordenadas globais para localizar eventos
na TRG. Se tivermos dois conjuntos diferentes de coordenadas globais as equagdes
da Fisica devem apresentar a mesma forma independente do conjunto de coordenadas
escolhido. Para que isso seja valido as equacdes da Fisica devem assumir uma forma
tensorial. Discutir tensores foge do escopo deste texto, mas faremos alguns breves co-
mentdrios. Estamos acostumados a tratar vetores como objetos que possuem moédulo,
direcdo e sentido. Esse tratamento nos ajuda a resolver problemas de Mecanica, por
exemplo. Porém, poderiamos dizer que vetores sdo objetos que que se transformam
de um sistema de coordenadas para outro de uma maneira especifica. Essa ultima
forma € um tanto abstrata e, por isso, € evitada em cursos de Fisica introdutdrios. Po-
rém, essa € a chave para o entendimento dos tensores. Um tensor de ordem n pode
ser representado por uma matriz de 3" valores (no espago tridimensional) ou 4" va-
lores (no espago quadridimensional) chamados de “componentes do tensor” que se
combinam com vdrias dire¢des (base do espaco) para formar uma quantidade que nao
varia conforme o sistema de coordenadas ¢é alterado (FLEISCH, 2008, p. 2 cap. 5).
Para mais informacdes sobre tensores vocé pode consultar (FLEISCH, 2008) ou o vi-
deo https://www.youtube.com/watch?v=f51iqUk0ZTw. Devido a essa

caracteristica dos tensores, as equagdes assumem na TRG uma forma tensorial:

“Uma equacdo Fisica da Relatividade Geral é verdadeira em todos os sis-
temas de coordenadas se a equacdo € uma equacao tensorial (ou seja, pre-

serva sua forma sob transformagdes gerais de coordenadas). ” (FOSTER,
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NIGHTINGALE, 2005, p. 4, tradugao livre)

O enunciado anterior € chamado de Principio da Covariancia Geral (PCG).

A.5.6 As equacoes de Einstein

Einstein no final de 1915 chega a equagdo que informa a geometria do espaco-
tempo para uma dada distribui¢cdo de matéria e energia. Essa equacdo € escrita utili-

zando a linguagem formal de tensores. Simbolicamente, podemos escrever

(Tensor relacionado a curvatura do espaco-tempo) = constante x (tensor rela-

cionado a distribuicao de matéria e energia).
Ou, na forma tensorial

G

G = 771“,, (A.78)

onde GG € a constante da gravitagdo universal e c € a velocidade da luz. O termo G,
¢ chamado tensor de Einstein e o termo 7, € chamado de tensor energia-momento.
Tanto G, quanto 7T}, sdo elementos de matrizes 4 x 4. A solugdo das equagdes de
Einstein nos informa a métrica (As?) para uma determinada distribuicdo de
matéria-energia. A equacdo escrita na forma tensorial preserva a sua forma diante de
uma transformacao de um conjunto de coordenadas (globais) para outro conjunto de
coordenadas globais, que € justamente o PCG.

Na sec@o A.6 discutiremos uma das solucdes analiticas mais famosas das equagdes

de Einstein, a métrica de Schwarzschild.

A.6 Os Buracos Negros

A.6.1 Introducao

Em 10 de abril de 2019, o Telescopio Horizonte de Eventos (THE apresentou a
primeira imagem de um buraco negro como mostrado na Figura[A.42) (THE EVENT
HORIZON TELESCOPE COLLABORATION, 2019). Este objeto com massa apro-

ximadamente seis bilhdes de massas solares € conhecido com M 87 e situa-se na parte

22Tradugdo do inglés “Event Horizon Telescope”.
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central da galaxia Messier 87. A imagem obtida pelo THE ilustra um buraco negro

girante supermassivo, sendo classificado como buraco negro de Kerif™]

Figura A.42: A primeira imagem de um buraco negro obtida pelo Telescépio Ho-
rizonte de Eventos em 2019 — retirado de (THE EVENT HORIZON TELESCOPE
COLLABORATION, 2019).

Um buraco negro é descrito, de modo simplificado, como uma regido na qual a
curvatura do espago-tempo € tao intensa que qualquer objeto material ou forma de ra-
diacdo fica impedida de escapar, sendo a fronteira que limita essa regido denominada
de horizonte de eventos. A intensa curvatura do espago-tempo traz resultados que de-
safiam a nossa intuicdo como mostrado no filme Interestelar do diretor Christopher
Nolan , de 2014. Em uma famosa cena, Cooper (Matthew McConaughey) e Brand
(Anne Hathaway) viajam até o planeta de Miller (pr6ximo ao buraco negro Gargantua)
e depois retorna a base se reencontrando com Romilly (David Gyasi). Nesse reen-
contro, Romilly estd notavelmente mais velho enquanto Cooper e Brand continuam
jovens. Enquanto para Cooper e Brand pouco tempo se passou para Romilly passaram
aproximadamente 23 anos. Essa cena do filme Interestelar ilustra que o tempo passa
a diferentes taxas ao redor de um buraco negro, passando de forma mais lenta quanto
mais proximos estivermos dele.

A criacdo e popularizacdo do termo buraco negro €, em geral, atribuida ao famoso

fisico americano John Archibald Wheeler, que apds uma palestra realizada em 1967,

23Essa classificacdo se d4 em homenagem ao matemético Roy P. Kerr que apresentou a primeira
solucdo exata do problema para a determinag@o da métrica em 1963.
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no Instituto Goddard da Nasa, passou a empregar o termo (HERDEIRO; LEMOS,
2019, p. 6). Entretanto, a histéria associada a génese do termo buraco negro é muito
rica e sua criagdo e popularizagdo conta com uma parceria entre John Wheeler e o
fisico e astronomo americano Robert Henry Dicke (HERDEIRO; LEMOS, 2019).
Contudo, antes da formulagdo da TRG e do conceito moderno de buraco negro
surgir ja existia no século XVIII a ideia de corpos extremamente massivos que fariam
com que até mesmo a luz nao pudesse escapar de sua atracdo gravitacional. O reve-
rendo e fisico inglés John Michell (1724 - 1793) e o matemadtico francés Pierre Simon
Laplace (1749 - 1827) foram os primeiros a propor a existéncia de tais objetos que fo-
ram chamados de estrelas negras{?] (MACHADQO; TORT, 2016). Tais estrelas seriam
invisiveis para um observador externo, pois devido a forte atracdo gravitacional nem

mesmo a luz poderia escapar de sua superficie. Nas palavras de Laplace

A atracdo gravitacional de uma estrela com um didmetro de 250 vezes o
diametro do Sol e comparédvel em densidade com a [densidade] da Terra
seria tdo grande que a luz ndo poderia escapar da sua superficie. Os maio-
res corpos do Universo poderiam ser invisiveis por causa da sua magnitude
[da velocidade de escape]. (MACHADO; TORT, 2016, p. 1)

Na descricdo acima, Laplace descreve quais propriedades um objeto deve ter para que
a velocidade de espace excedesse a velocidade da luz. Um detalhamento sobre os cél-
culos realizados feitos por Michell e Laplace pode ser encontrado em (MACHADO;
TORT, 2016). Esbocaremos a seguir um cdlculo simplificado sobre os trabalhos de Mi-
chell e Laplace. Partiremos da teoria corpuscular da luz que parte do pressuposto que a
luz é formada por pequenas particulas, denominadas corpuisculos. Para a discussao do
problema, colocaremos a hipétese adicional de que um corpuisculo luminoso interage
com o campo gravitacional. Inicialmente, imagine uma estrela esférica de massa M
e raio R. Um objeto de massa m € langado radialmente da superficie da estrela. A
expressao para a energia mecanica desse objeto, segundo a MN, a uma distancia r do
centro da estrela e com uma velocidade v, € dada por

1 5 GMm

E=—_—mv” — ,
2 r

onde o primeiro termo representa a energia cinética e o segundo termo representa a

energia potencial de interagdo estrela e objeto. A velocidade de escape € definida como

24Tradugio do inglés dark stars.
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a velocidade com a qual precisamos lancar um corpo da superficie de uma estrela (ou
planeta) para que muito distante da estrela (r — 00) o objeto possua velocidade nula
apresentando a sua energia mecanica no infinito (muito distante) igual a zero. Seja Ej
a energia mecanica no ato do lancamento do objeto da superficie do planeta e F, a
energia mecanica do corpisculo para r — oo (muito distante). Pela conservagdo da
energia (Fy = E,) temos

§mUO—T =0.

Substituindo vy = ¢ na expressao anterior segue que

., 2GM
- ==

c (A.79)

A equacio ilustra a situacdo na qual a velocidade de escape € igual a velocidade
da luz (c). Podemos, a partir da substitui¢do das constantes ¢ e (, determinar a razao
M/R na qual a equagdo (A.79) é vélida. Para que a velocidade de escape seja maior

que ¢ podemos, por exemplo, elevar o valor da massa para M'(> M) mantendo o

2GM’
R

massa M’ e raio R excederia a velocidade da luz. Uma segunda maneira seria diminuir

raio R da estrela fixo. Assim, > c? e a velocidade de escape para essa estrela de

o raio da estrela para um valor R'(< R), mas mantendo a massa M fixa. Assim,

2GM
R

luz. Se imaginarmos que o objeto descrito fosse um corpisculo luminoso podemos

> ¢% e, com isso, novamente, a velocidade de escape excederia a velocidade da

determinar as condi¢des as quais um corpusculo retornaria a superficie de uma estrela
apos ser lancado radialmente. As estrelas com essas caracteristicas foram chamadas

de estrelas negras. Podemos, ainda, reescrever a equagdo da seguinte forma

2GM

5

R:

(A.80)

C

O valor de R = 2¢M ¢ chamado de raio de Schwarzschild e serd discutido em mais

c2

detalhes posteriormente.

A.6.2 Formacao de Buracos Negros

O conceito moderno de buraco negro advém do estudo de estrelas muito densas,

chamadas de estrelas compactas. Sao exemplos de estrelas compactas as anas bran-
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caf”| e as estrelas de néutrong® A evolugdo de uma estrela depende basicamente de
sua massa inicial. Para estrelas com massa inicial de até 10Mg,; o estdgio final de
sua evolucdo serd a transformacio em uma and branca; para uma estrela que apresente
massa entre 10Mg,; € 25 Mg, 0 estagio final de sua evolucdo serd a sua transformacao
em um estrela de néutrons; e para estrelas com massa inicial maior que 25Mg,; 0 es-
tagio final de sua evolucdo serd a transformagdo em um buraco negro (Frazzoli, 2012,
p. 48). A Figura[A.43]ilustra os possiveis ciclos de estrelas. O destino final do Sol,
por exemplo, é evoluir para uma and branca até que o resfriamento, posterior, leve a
estrela a evoluir e formar uma ana negra.
Gigantte vermelha Nebulosa planetaria

Estrela And branca
comm

» 4._’{ _’0

- Estrela de néutrons
Nebulosa estelar

o

foop — —

—_—
Estrela massiva N
Supergigante
vermelha Supernova .

Burace negro

Figura A.43: Ciclos de vida das estrelas — retirado de (MACHADO, 2016, p. 35).

A.6.3 Descricao de Buracos Negros

Buracos negros, descritos pela TRG, sdo caracterizados por trés propriedades:
massa (M), carga (@Q) e momento angular (/). Essas propriedades sdo as unicas
informacdes que um observador distante terd acesso ao estudar a geometria do espaco-
tempo no entorno de um buraco negro. Para destacar esee fato o fisico John Wheeler

estabeleceu a seguinte frase: “buracos negros ndo tem cabelo’ﬂ O buraco negro

25 A massa de uma ani branca é comparavel 2 massa do Sol e apresenta um raio comparével ao raio
da Terra.

26 A massa de estrela de néutrons é da ordem de duas vezes a massa do Sol e apresenta um raio da
ordem de 10 km.

Y’Tradugio do inglés “Black holes have no hair”. Este fato é conhecido matematicamente como
teorema de unicidade de buracos negros.
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Massa (M) Mito. angular (J) Carga (()) MNomenclatura

Sim Nio Nio Schwarzschild
Sim Sim Nio Kerr

Sim Sim Sim Kemr-Newman
Sim Nio Sim Reissner-Nordstriim

Figura A.44: Classificacdo de Buracos Negros.

mais simples de todos é aquele que s6 possui massa, chamado de buraco negro de
Schwarzschild. Existem ainda quatro variantes possiveis, entre as propriedades des-
tacadas anteriormente, de buracos negros que estdo ilustrados na Figura[A.44] Além
disso, buracos negros podem ser caracterizados pela sua massa, em termos da massa
do Sol (Ms,;), como

e Miniburaco negro 0 — 0,1 Mg,;;
e Buraco negro estelar 0,1 — 100Mg;;
e Buraco negro de massa intermediaria 100 — 10°Mg,;

e Buraco negro supermassivo 10° — 10°Mg,,.
(COLLIER, 2019, p. 218)

Como mencionado no inicio deste capitulo, a Figura |A.42|ilustra a primeira ima-
gem ja registrada de um buraco negro. A imagem € de um buraco negro de Kerr -
que apresenta como propriedades massa a (M) e o momento angular (J), sendo clas-
sificado também como um buraco negro supermassivo. A imagem do buraco negro
mostrada na Figura [A.42] suscita algumas discussdes interessantes sobre a localizagao
do horizonte de eventos e sobre as regides iluminadas na figura. Para essa discus-
sdo faremos um breve resumo da discussdo feita por Derek Muller, com formagdo em
Fisica e divulgador da Ciéncia, criador do conhecido canal Veritasium no YouTube.
O video com a explicacdo sobre a imagem do buraco negro pode ser acessado pelo
link https://www.youtube.com/watch?v=zUyH3XhpLTo. Uma primeira
duvida que surge na imagem do buraco negro é em relacdo a localizacdo do hori-
zonte de eventos, que dista do centro do buraco negro o valor correspondente ao raio
de Schwarzschild (R;). O hozizonte de eventos na Figura estd em uma regiao
menor do que a sombra vista na imagem. Para entender essa afirmagdo primeiro pre-

cisamos saber que ao redor do buraco negro temos matéria (gis e poeira) orbitando
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o mesmo e produzindo o chamado disco de acregcio@ O disco de acrecao, para um
buraco negro ndo-girante e eletricamente neutro, estd localizado a uma distancia de
3 R, do centro dele, pois nessa distancia temos Orbitas estaveis para a matéria em mo-
vimento. J4 a luz pode orbitar a uma distancia de 1,5 R, do centro do buraco negro,
porém em Orbitas instdveis. Assim, serd que a sombra na imagem do buraco negro
consiste na regido delimitada pelo disco de acrecdo (3 I?5) ou na regido delimitada pela
orbita da luz 1,5 R,? A resposta, devido a complexidade introduzida pela curvatura
do espaco-tempo, é de que a regido de sombra na imagem estd a uma distancia de
2,6 R, do centro do buraco negro. Isso ocorre porque para a luz que se aproxima do
buraco com parametro de impactdz_g] de 2,6 R, percorre a Orbita instavel da luz (1,5 R;)
e depois se afasta indefinidamente do buraco negro. Sao esses raios de luz que sdo
detectados pelos telescopios e compdem a parte brilhante da imagem. Para parame-
tros de impacto menores que 2,6 s a luz serd captada pelo horizonte de eventos. Se
no6s olhdssemos para o buraco negro M 87 em uma direcdo perpendicular ao disco de

acregdo nds verfamos uma imagem idéntica a da Figura[A.42]

A.6.4 Buraco negro de Schwarzschild

Einstein publica a versdo final da TRG no final do ano de 1915. Porém, pouco
tempo apos a publicacdo da versdo final da TRG, o astrénomo e fisico alemao Karl
Schwarzschild (1873 - 1916) obtém uma solugao exata das equacdes de Einstein. Eins-

tein, entdo, envia uma carta para Schwarzschild destacando seu feito:

“Li a sua carta com 0 mdximo interesse. Nao esperava que se pudesse for-
mular a solugdo exata do problema de maneira tao simples. Gostei muito
do seu tratamento matemadtico sobre o assunto. Na proxima quinta-feira
apresentarei o trabalho a Academia com algumas palavras de explicagdo”.
(WIKIPEDIA. Desenvolvido pela Wikimedia Foundation. Apresenta con-
teudo enciclopédico. Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/

wiki/Karl_ Schwarzschild. Acesso em marco de 2023)

A solucdo obtida por Schwarzschild nos informa a métrica do espago-tempo. A

280 disco de acrecio corresponde ao arranjo que é formado devido a0 movimento de gases e poeira
em torno de algum corpo massivo.

290 parametro de impacto representa a distAncia perpendicular entre a direcio da velocidade da luz e
o centro do buraco negro.
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métrica representa o intervalo espago-temporal (As?) entre dois eventos arbitrérioﬂ
proximos. A métrica de Schwarzschild descreve o espaco-tempo na regido de vdcuo
em torno de uma massa )/, ndo girante e neutra, com simetria esférica. A métrica de
Schwarzschild, no plano equatorial (§ = 7/2), para dois eventos préximos é dada pela
seguinte expressao:

As? = — (1 — 2GM> (cAt)? + (1_12GM>A7~2 +r2A¢?, (A.81)

c2r

c2r
onde GG € a constante de gravita¢do universal e ¢ € a velocidade da luz no vicuo. As
coordenadas (7,¢,t) sdo as coordenadas de Schwarzschild no plano equatorial. As co-
ordenadas (r,¢) sdo generaliza¢des das coordenadas polares apresentadas na subse¢io
A.4.2 ou das coordenadas esféricas, para @ = 7 /2, apresentadas na subse¢io A.4.3. As
coordenadas de Schwarzschild serdo interpretadas na préxima subsec¢do. A métrica de
Schwarzschild (As?) pode apresentar um sinal negativo, positivo ou nulﬂDe acordo
com a convengdo de sinais adotada na equacdo (A.81) os intervalos As? podem ser

classificados da seguinte forma,

< 0, (tipo tempo);
As*{ >0, (tipo espago); (A.82)
=0, (tipoluz).

Intervalos do tipo tempo Para As? < ( temos um intervalo do tipo tempo. Fazendo
As? = —c2A7? (ver subse¢io A.3.1), onde A7 representa o tempo proprio entre dois
eventos medidos com um Unico reldgio, temos a seguinte expressao para a métrica de
Schwarzschild.

2GM 1
- etart=— (155 (ean’ + TR
ou 2GM 1
CAT = (1 s ) ()" (1_2c§M)A7“2 AN (A.84)

Intervalos do tipo espago Para As? > ( temos um intervalo do tipo espago. Assim,

fazendo As? = Ac?, onde Ao representa o comprimento préprio para dois eventos

30Utilizaremos aqui a mesma nomenclatura utilizada em (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER,
2018).
31 A discussdo para o sinal da métrica na TRR foi feita na secio A.3.1.
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que ocorrem simultaneamente obtemos

Aazz—(1—2GM)( At)? +

c2r

Ar? £ r2Ap?. (A.85)

1

Intervalos do tipo luz Para As? = ( temos um intervalo do tipo luz. Assim, fazendo

As? = 0 escrevemos

_ (). 26M "B SN R PAe
0= (1 CQT)(At)+<1_2GM>Ar +r2A¢2. (A.86)

c2r

As expressoes (A.84), (A.83) e (A.86) serdo utilizadas posteriormente para relacionar

eventos no espago-tempo de Schwarzschild. Podemos, ainda, reescrever a métrica em

termos do raio de Schwarzschild (Ry)

(As)? = — (1 - RS) (cAt)? +

r

(1_1RS)A7~2 +r?A¢?, (A.87)

onde R, = 2%\

Exercicio 20 Utilizando andlise dimensional determine a unidade de medida para o
raio de Schwarzschild (R, = 2¢M) no SI. [ |

c2

Destacamos que a métrica de Schwarzschild € vdlida somente para valores de r >
R,. Parar = R, temos uma singularidade, ou seja, As?> — oo (lé-se que As? tende
ao infinito), pois #S/T — oo quando r — R. Para r < R, ocorre uma inversao de
sinais na métrica e as coordenadas r e ¢ invertem seus papéis (TAYLOR; WHEELER;
BERTSCHINGER, 2018, p. 3-28). Se um objeto, como uma estrela, possuir um
raio R menor que o seu respectivo raio de Schwarzschild ele serd considerado um
buraco negro. O raio de Schwarzschild determina uma superficie que € denominada
horizonte de eventos. O horizonte separa duas regides distintas do espago-tempo: a
regido exterior ao horizonte (r > R;) e a regido interior ao horizonte (r < Ry). Se
qualquer tipo de matéria ou forma de radiac@o atravessar o horizonte de eventos nao
poderd mais retornar a regido exterior ao horizonte.

Exercicio 21 Determine: (a) o raio de Schwarzschild para a Terra e para o Sol; (b) a
razdo entre o raio da Terra e o raio de Schwarzschild da Terra e, também, entre o raio
do Sol e o raio de Schwarzschild do Sol. Qual a conclusdo sobre o calculo da letra
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(b)? Dica: Utilize uma tabela e encontre o valor das constantes fisicas necessarias para
resolver o problema. [ |

1. a Terra;

2. o0 Sol;

Podemos também descrever a geometria do espago-tempo de uma regido exterior a
uma estrela (ou planeta) com valor de I?; menor que o raio R da estrel utilizando a
equacdo (A.81). Entretanto, nesses casos ndo podemos aplicar a métrica para a regido
Rs < r < R, pois jd ndo estariamos em uma regido de auséncia de matéria, e a métrica
de Schwarzschild € vdlida somente para regido de vacuo.

Apesar de estarmos ligando a métrica de Schwarzschild com o buraco negro, essa
ligacdo ndo € direta. O préprio Schwarzschild nunca propds tal associacdo. Para isso
€ necessario interpretar o que ocorre com a métrica quando r = I,. Ela é uma singu-
laridade real ou uma singularidade devido a uma escolha ruim de coordenadas? Uma
evidéncia de que para r = R, temos uma singularidade devido a uma escolha ruim de
coordenadas € de que o tempo proprio, de um observador em queda livre radial que ul-
trapassa o horizonte, é ﬁnit Deveremos, pois, entrar na regido interior ao horizonte
de eventos. Este foi um problema que ocupou os fisicos logo apds o aparecimento da
solu¢do de Schwarzschild. Matematicamente, em 1921, Paul Painlevé, em 1922, All-
var Gullstrand e Arthur Eddington, em 1924, mostram que se redefinirmos o tempo,
a desigualdade em r» = R, desaparece. Em 1933, o padre belga George LeMaitre in-
tepreta a solug¢do de Painlevé e Gullstrand como a métrica obtida por um observador
em queda livre, partindo do repouso de uma grande distancia do buraco negro. En-
tretando a interpretagdo fisica da mudanca de coordenadas proposta por Eddington s6
ocorreu em 1959, devido ao fisico americano David Filkenstein. Nesta mesma época,
em 1960, o problema final foi solucionado pelo matematico americano Martin Kruskal
resolve o problema de obter o maior sistema de coordenadas possivel que cobre toda
solucdo de Schwarzschild. Nela, como esperado somente hd singularidade em r = 0,
representando o fato de nela existe uma massa pontual, o que leva a uma densidade
de energia infinita naquele ponto. Nao entraremos no detalhamento dessas mudancas
de coordenadas discutidas acimas, mas na subsecdo tracaremos, em diagramas
espaco-tempo, os cones de luz que ilustrardo, em parte, a mudanga de coordenadas
chamada de Painlevé-Gullstrand. Com o passar do tempo, outras solu¢ds foram sur-
gindo como para os buracos negros girantes, a solucao do matemético Roy Kerr.

30 Sol e a Terra sdo exemplos. Apesar a soluciio de Schwarzschild ser para um objeto nio girante,
podemos aproximar a solu¢do para objetos que giram lentamente.

3Para mais discussdes sobre a singularidade em r = R olhar (TAYLOR; WHEELER; BERTS-
CHINGER, 2018, p. 3-6).

236



Apéndice A. Uma introducdo a Teoria da Relatividade Restrita e Geral para o Ensino Médio

A.6.5 Interpretacao das coordenadas de Schwarzschild

Discutimos as coordenadas esféricas (, 6, ¢) na subsegdo (A.4.3). Ao fixarmos a
coordenada § = 7/2 estamos restritos ao plano x — y (plano equatorial). Apresen-
tamos a métrica limitada ao plano equatorial, # = 7/2, na equagdo (A.81)), escrita
nas chamadas coordenadas de Schwarzschild. Podemos pensar que as coordenadas de
Schwarzschild sdo generelizagcdes das coordenadas esféricas. Iremos, entdo, interpre-
tar as coordenadas de Schwarzschild r e ¢, além de analisar alguns aspectos da métrica
de Schwarzschild (As?). A letra M na equacdo representa a massa de um ob-
jeto esfericamente simétrico ndo girante como um buraco negro de Schwarzschild, por
exemplo. Se fizermos M = (0 em (A.81]) obtemos

As? = — (cAt)® + Ar? + 12 A2, (A.88)

Nas subsecdes (A.4.1) e (A.4.2) mostramos que podemos escrever a distancia entre
dois pontos no plano em coordenadas cartesianas e polares da seguinte forma

As? = Ax? + Ay? = Ar? + r2A¢°.

Logo, fazendo M = 0 recuperamos o intervalo invariante (métrica) para o espaco-
tempo da TRR escrita em coordenadas polares (restrito ao plano x vs. )

As® = — (cAt)” + Ar? 4+ r2Ag? = — (cAt)? 4+ Az? + Ay,

Na expressdo acima ¢ € o intervalo de tempo marcado por um reldgio, r € a distncia
radial a origem do sistema de coordenadas e ¢ € o angulo em relacdo ao eixo x. Na
TRR as coordenadas apresentam significado métrico, pois podem ser relacionar dire-
tamente com quantidades fisicas mensurdveis como, por exemplo, a coordenada ¢t com
o tempo medido por um reldgio. Entretanto, na presenca da massa M as varidveis ¢
e r perdem o seu significado métrico. Na equacdo (A.81) ¢ ndo representa o intervalo
de tempo marcado por um relégio e r ndo representa mais uma distancia radial men-
surdvel. Precisamos, entdo, relacionar as coordenadas ¢ e » com as quantidades fisicas
observéaveis. Ilustraremos a perda de significado métrico das coordenadas na TRG por
meio de um exemplo discutido no capitulo 5 da referéncia (TAYLOR; WHEELER;
BERTSCHINGER, 2018). Esse exemplo mostra de maneira visual através de uma su-
perficie bidimensional o problema da perda de significado métrico das coordenadas.
Imagine uma superficie plana, como um quadro de uma sala de aula, com 4 pontos
marcados - Figura Com o auxilio de uma régua podemos medir as distancias
entre os pontos P e () e entre os pontos R e S. Digamos que, ao fazer as medidas,
encontramos que a distancia entre P e () vale d(P,()) = 1 cm e a distincia entre R e
S vale d(R,S) = 4 cm. Podemos, ainda, inserir um sistema de coordendas cartesiano
como ilustrado na Figura [A.46] Sabendo a localizagdo de cada ponto, rotulado pelos
valores x e y, determinamos a variacao entre as coordendas para os pontos destacados:
Axpg =3 —2 =1cme Azpg = 10 — 6 = 4 cm. Esse cdlculo coincide com os
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P. .‘Q Fl.' .S
Quadro Sala de Aula

Figura A.45: Pontos P, ), R e S marcados em um quadro plano (sala de aula) —
retirado e modificado de (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018, p. 5-2).

valores medidos, com o auxilio de uma régua, para a distancia entre os pontos P e ()
e entre os pontos R e S. Logo, a separagdo entre as coordenadas cartesianas, Ax pg
e Axgg, tem um significado métrico, pois essas quantidades estdo relacionadas com
a distancia entre os pontos. A forma mais geral, em coordenadas cartesianas, para
calcular a distancia entre dois pontos, discutida na subsecdo A.4.1, ao longo do quadro
da Figura[A.46|¢ dada por,

Y
'Y
8
@ = Q R S
% TIREEELEEELSEE
< centimeters
(Quadro sala de aula

Figura A.46: Sistemas de coordenadas cartesianas inserido em uma superficie plana
(quadro de uma sala de aula) em que as coordenadas horizontais valem zp = 2 cm,
rg =3 cm, g = 6 cme xg = 10 cm para os pontos P, (), R e S respectivamente —
retirado e modificado de (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018, p. 5-3).
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§ Coordenadas "esticadas"

(Quadro sala de aula

Figura A.47: Sistemas de coordenadas “esticada” P, (), R e S marcados em um quadro
plano (quadro de uma sala de aula) — retirado e modificado de (TAYLOR; WHEELER;
BERTSCHINGER, 2018, p. 5-4).

As? = Ax® + Ay?, (A.89)

onde As? representa o quadrado da distancia entre dois pontos arbitrdrios ao longo do
plano. No caso anterior, os pontos P, (), R e S estavam todos ao longo de um mesmo
valor de y. Logo, calculando a distancia entre dois pontos coordenadas y constante
temos
As? = Ay? +Ax? = Az?,
—

Assim, a distancia d = v As? vale
d=VAz? = |Az|.

Apesar da escolha do sistema de coordenadas cartesianas, para localizar pontos em um
plano, seja a op¢do mais simples e natural nds podemos optar por outros sistemas de
coordenadas. Esse novo sistema, entretanto, deve ser capaz de localizar de modo uni-
voco pontos sobre a superficie plana. Dessa forma, poderiamos “esticar”, ao longo do
eixo horizontal, o eixo cartesiano de maneira ndo-uniforme como mostrado na Figura
[A.47] Esse sistema de coordenadas alternativo — Figura [A.47] - apresentard valores,
para localizar pontos, dados por (Z o0, Ynove)- Calculando a variacdo de coordenadas
no novo sistema de coordenadas teremos

Axnovo(P7Q> =5—-2=3
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Aposo(R,S) =10 —9 =1

Ao compararmos a medida descrita anteriormente, realizada com uma régua, para as
distancias entre os pontos (P,Q) e (R,S) obtivemos que a distincia entre (P,()) era
menor que a distancia entre (R,S), ou seja, d(P,Q) < d(R,S). Entretanto, a variagdo
de coordenadas no novo sistema de coordenadas nos informa que Az, (P,Q) >
AZpovo(R,S). Essa diferenca entre as duas interpretacdes e a aparente contradi¢do
entre os resultados se desfaz lembrando da cita¢do de Einstein

“Isso aconteceu em 1908. Por que outros sete anos foram necessarios
para a construcdo da teoria geral da relatividade (1915)? A principal razdo
reside no fato de que ndo € tao facil se libertar da ideia de que as coordena-
das devem ter um significado métrico imediato.” (TAYLOR; WHEELER;
BERTSCHINGER, 2018, p. 5-1, traducao livre)

A separacdo entre as coordenadas no novo sistema nao possui significado métrico, ou
seja, ndo podemos relacionar diretamente a separacdo entre as coordenadas, no novo
sistema, com a distancia entre os pontos. Assim, para compatibilizar a distancia entre
pontos com as coordenadas no novo sistema precisamos determinar a métrica (As?). A
quantidade As? escrita em termos das coordenadas do novo sistema de eixos fornecera
o quadrado da separacdo entre quaisquer dois pontos préximos. Essa relacido pode ser
escrita como

ASQ = f(anUC’)Axiovo + Ayiovm (A90)

onde f (xnm,o) € uma funcgdo de x,,,, que informa o quanto nosso sistema de co-
ordenadas foi esticado ou comprimido. Pelo exemplo anterior, entendemos que uma
separacdo de coordenadas ndo necessariamente representa uma grandeza fisica men-
surdvel. Voltemos a métrica de Schwarzschild no plano equatorial - equagio (A.8]) -
fixando também o valor da coordenada ¢

2GM 1
ast=—(1- i) (cAt)? + (12GM)AT2, (A1)

onde fizemos A¢ = 0. Comparando a equagdo (A.90) com a equacdo (A.91) vemos a
seguinte similaridade

ASQ = f(xnmw)Al'?Lovo + Ay'?wvo’

(As)” = fi(r) (cAt)? + folr)Ar?.

3Se Ay = 0 temos que d = VA2 = \/f(Tnovo) ATnovo, OU S€ja, a raiz de f(T,o00) representa a
escala que corrige Az, para informar a distincia entre dois pontos préximos.
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A fun¢do f(Zn000) nos informa o quanto a coordenada z,,,,, esta “esticada”, represen-
tando a escala para o eixo horizontal. As fungdes f1(r) e fo(r) indicam também uma
escala para as coordenadas r e t. A fungdo f;(r) indica a distor¢do (escala) para a co-
ordenda ¢ e a fung@o f»(r) indica a distor¢ao (escala) para a coordenda r. Dessa forma,
utilizando essa analogia bidimensional trazemos a nossa atencao para o problema en-
frentado por Einstein no espaco-tempo. As coordenadas ¢ e » na TRG perdem o seu
significado métrico. Essa perda ocorre devido a curvatura do espago-tempo. Em uma
superficie plana nds temos a opcao de escolher as coordenadas cartesianas e na TRR,
em que o espaco-tempo € dito plano, ndés podemos escolher a disposi¢do de eixos
apresentada na Figura[A.2]e com essa escolha as coordenadas estdo diretamente rela-
cionadas com quantidades fisicas mensurdveis. Entretanto, na TRG essa escolha ndo é
mais possivel e, assim, para localizar eventos precisamos das chamadas coordenadas
globais - ver subsecdo (A.5.5.3). A seguir discutiremos como relacionar a coordenada
r com a medida da distancia realizada com uma régua (ou trena) e a coordenada ¢ com
a medida do intervalo de tempo realizado com um reldgio na TRG.

A.6.5.1 Distancia prépria (Ao)

Seguindo a referéncia (FOSTER; NIGHTINGALE, 2006, p. 124) iremos compa-
rar, no plano equatorial, a diferenca entre a variagdo da coordenada radial Ar - que
nao coincide com a distancia medida entre dois pontos préximos - com a distancia
propria Ao - que coincide com a distdncia medida entre dois pontos préximos. Supo-
nha dois observadores que distam 7; € 72 de uma massa M esfericamente simétrica nao
girante e no vacuo. Os observadores 1 e 2 desejam medir a distancia entre eles. Para
isso eles esticam pequenas réguas entre ry e 75 - Figura [A.48] Utilizando a métrica
de Schwarzschild podemos relacionar a distincia prépria (Aco) com Ar a partir dos
eventos 1 e 2 de coordenadas (1, 71,41) € (t2,71,02) respectivamente. Fazendo ¢, = to
e ¢1 = ¢ para medida da distancia entre os observadores 1 e 2 temos um intervalo do
tipo espago. Por meio da equacao (A.85) escrevemos

2GM

c2r

Ao? = — (1 - ) (A1) 4 A

—— (-

Logo, a relacdo entre o comprimentro proprio (Ac) e a variacdo da coordenada Ar é
dada por

P (A.92)

(1 . 2GM)1/2'

cr

Analisando a equagdo (A.92)) notamos que o comprimento proprio € maior que Ar =
T9 — 71, OIS (1 — 26M) ~ 1 - Figura|A.48

c2r

Exercicio 22 Se a variacdo entre a coordenada radial de dois observadores locali-
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( " Rg .® y dcmmmmaaa)

Sio necessarias mais pequenas réguas (Ac) entre r{ e 15 do
que a separacio Ar — 1, — 14

Figura A.48: Distancia medida entre as coordenadas r; e r, na geometria de Schwarzs-
child.

zados em 7y e ry, no plano equatorial, de uma estrela de massa M vale Ar = 1 m,
quantas pequenas réguas de 0,1 m sdo necessdrias para medir a distancia propria entre
os observadores? Utilize o valor de 2GM/c* = 1072 m. |

Se fizermos a massa M = 0 (retornamos para o espaco-tempo plano da TRR)
utilizando a equacdo (A.92)) segue que

Ao = Ar, (A.93)

ou seja, a coordenada r volta a ter um significado métrico e, dessa formar, volta repre-
sentar um comprimento mensuravel por um régua, por exemplo. Assim, na auséncia
de uma massa M temos o espago-tempo plano da TRR. Com a presenga de um campo
gravitacional (uma massa M) o espago-tempo torna-se curvo e as coordenadas utiliza-
das para localizar eventos perdem o seu significado métrico e, assim, precisaremos da
métrica de Schwarzschild para relacionar a variacio de coordenadas com as grandezas
fisicas mensuraveis.

A.6.5.2 Tempo proprio (A7)

A coordenada temporal ¢ na TRG ndo ira coincidir com o intervalo de tempo mar-
cado por um relégio. Para mostrar como relacionar a variagdo da coordenada temporal
At com o intervalo de tempo medido com um relégio imaginemos, incialmente, um
observador que esteja em repouso na coordenada r emita dois pulsos luminosos. As
coordenadas para os dois eventos podem ser escritas como (t1, 1, ¢1) € (t2, r2, ¢2). Fa-
zendo 1 = ry € @1 = ¢, Observador em repouso, e utilizando a métrica de Schwarzs-
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child no plano equatorial para um intervalo tipo-tempo, equagdo (A.84), temos

2GM 1
AAT? = <1 — 2) (cAt)” — O_QGM)QC-Q/ (A94)

c°r
c2r =0

onde fizemos A¢p = 0. Lembramos que AT representa o tempo proprio. Assim,
podemos imaginar que ao lado do observador temos um rel6gio que ird registrar a
marcacdo do tempo. Assim, expressando A7 em funcdo de At segue que

Ar = (1 _ 2GM> At (A.95)

c2r

O intervalo de tempo A7 marcado por um reldgio junto a um observador é menor do
que o intervalo At. Notamos que fazendo M = 0 (espago-tempo plano da TRR) em

(A.95)) temos
AT = At.

Assim, na TRR a coordenada ¢ volta a apresentar um significado métrico (representa
efetivamente o tempo medido por um reldgio). Outra consideracdo importante esta
relacionada a medida do intervalo de tempo para um observador distante (r — 00)
da massa M. Para um observador distante a equagdo (A.95) mostra que a variacdo da
coordenada temporal (At) coincide com o intervalo de tempo marcado por um relégio
junto ao observador distante (A7,,). Ou seja,

ATy = At,

2GM
c2r

— 0.

pois quando r — oo a relacao

A.6.6 Testes classicos da TRG

A TRG nao apenas inclui as previsdes da MN como também expande os seus re-
sultados. Alguns resultados ndo explicados pela MN, como a precessao do periélio de
mercurio, tiveram que esperar até a construcdo da TRG para a sua solucdo. Discuti-
remos trés testes cldssicos que confirmaram as previsdes tedricas da TRG. Os testes
cléssicos sdo:

1. O desvio gravitacional para o vermelho;
2. A precessao do periélio da 6rbita de Merctirio;

3. A deflexdo da luz pelo Sol.
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A.6.6.1 O desvio gravitacional para o vermelho utilizando a métrica de Schwarzs-
child

Utilizaremos aqui a métrica de Schwarzswchild - que descreve o espago-tempo
na regido exterior a uma massa () esfericamente simétrica, estatica e eletricamente
neutra no vacuo — para discutir novamente o funcionamento de rel6gios em um campo
gravitacional, ver subsecdo (A.5.3) para relembrar a discussdo. Para corpos girantes
com baixa velocidade (comparadas a velocidade da luz), como € o caso da Terra e do
Sol, podemos utilizar com boa aproximagao a métrica de Schwarzschild para descrever
0 espago-tempo ao redor desses corpos na condi¢do de baixa velocidade.

Imagine dois observadores estaciondrios, o observador E estd sobre a superficie da
Terra, com coordenada r = rg, e com um reldgio para registrar a marcac¢ao do tempo.
J4 o segundo observador estd localizado em uma torre de altura h, com coordenada
r = rg+h, estando o segundo observador munido também de um relégio. Por questdes
de simplicidade, imaginaremos que a torre apresenta uma altura h elevada (h — 00),
dessa forma faremos r = 7. O observador localizado na superficie da Terra (r = rg)
emite dois pulsos luminosos e mede o intervalo de tempo (A7g) entre a emissdo desses
pulsos. Utilizando a equacio (A.84) com Ar = 0 temos

2GM 1
2A2:<1— ) At)? — —— Ar?
¢ 2Tk (327"15 (C ) (1 - 25%) :7(; ’
ou seja,
2G M\ ?
am=(1-52) ae (A.96)
C°'Tg

Para o observador distante em r,, — 0o temos que o termo iQGT M 0. Logo, a equacio
(oo}

(A.84)) para os eventos recepgdo dos sinais luminosos por um observador distante em
r = T € dada por

1

2A2 _ . 2 2
AT =1 2 (cAt) 7(1 - QfM) Ar?.
—— *roo =0
=0
Logo,
AT, = At. (A.97)

Calculando a razdo das equagdes e (A.97) obtemos

1/2
QGM) AT (A.98)

crg

ATE = (]_ —

1/2
Como (1 — ?:g?jg ) / < 1 o intervalo de tempo medido pelo observador na superficie
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da Terra € menor que o intervalo de tempo medido pelo observador distante, ou seja,
Atp < AT,. Interpretando a equagdo podemos dizer que o funcionamento de
um relégio é afetado pela proximidade desse relogio de um objeto massivo de massa
M. Dessa forma, relégios colocados em regides de altitude menor (menores valores de
r) funcionam mais lentamente do que relégios colocados em regides de altitude maior
(maiores valores de r). A gravidade afeta o ritmo dos reldgios e faz o tempo passar
mais lentamente.

Se, agora, o intervalo de tempo A7y representar o periodo de uma onda luminosa
senoidal emitida na posi¢ao r = rg e AT, representar o periodo, dessa mesma onda,
medido na posicao r = r,, podemos relacionar o periodo da onda com a sua frequén-
cia por meio darelagdo f = 1/A7. Dessa maneira, a equagdo (A.98) pode ser reescrita
da seguinte forma.

(A.99)
cir

1/2
onde f., representa a frequéncia da onda luminosa recebida pelo observador localizado
em 7. (— 00) enquanto fp representa a frequéncia de emissdo da onda luminosa emi-
tida pelo observador localizado na superficie da Terra. Pela equacao (A.99) percebe-
mos que a frequéncia recebida pelo observador distante ( f.,) € menor que a frequéncia
emitida pelo observador na superficie fz, ou seja, fo, < fg. Essa redugdo, como ja
discutido também na subse¢do (A.5.3), na frequéncia representa o desvio gravitacional
para o vermelho, a qual foi obtida, agora, utilizando a métrica de Schwarzschild.

Exercicio 23 Imagine que o observador distante agora emita dois pulsos luminosos
em dire¢do ao observador localizado na superficie da Terra. Compare o periodo € a
frequéncia dos sinais luminosos utilizando a métrica de Schwarzschild. [ |

Os fisicos Robert V. Pound e Glen A. Rebka em 1960 realizaram um experimento
comprovando o desvio gravitacional para o vermelho com precisdo em torno de 10%.
Posteriormente, Pound e J. Snider melhoraram a precisdo para algo em torno de 1%.
Nesse experimento raios gama eram emitidos e percorriam uma distincia vertical de
22,6m em uma torre na Universidade de Harvard e, assim, a diferenca de frequéncia era
determinada. Esses experimentos validaram a interpretacdo de que reldgios funcionam
com diferentes taxas em um campo gravitacional.

A.6.6.2 A precessao do periélio da orbita de Merciirio

Em uma primeira abordagem sobre gravitagdo somos, geralmente, introduzidos as
trés leis de Kepler. A primeira lei de Kepler, também conhecida como lei das orbitas,
afirma que as Orbitas dos planetas em torno do Sol sdo elipticas, onde o Sol estd posi-
cionado em um dos focos da elipse. Contudo, essa afirmacdo é verdadeira apenas para
planetas isolados, ou seja, levando em conta apenas a interagdo do Sol com o planeta.
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A ¢rbita eliptica pode ser determinada pela solucdo da segunda lei de Newton para o
movimento de um planeta isolado em torno do Sol — para analisar essa solu¢do ver
(HIBBELER, 2010, p. 155) ou (SYMON, 1971, p. 122 A Figura[A.49]ilustra a
orbita de um planeta hipotético em torno do Sol.

Semieixo menor

peticlio \ [ afilio

|

Sol I

Semieixo maior

Figura A.49: Orbita eliptica de um planeta em torno do Sol. O afélio representa o
ponto da trajetdria do planeta mais distante do Sol enquanto o periélio representa o
ponto da trajetéria mais préximo do Sol.

A Figura [A.49]ilustra, também, o periélio, ponto da trajetdria do planeta que estd
mais préximo do Sol, e o afélio, ponto da trajetéria do planeta que estd mais afastado
do Sol. Tanto o periélio quanto o afélio sdo fixos para repetidas Orbitas de um planeta
isolado em torno do Sol. Contudo, sabemos que um planeta que orbita o Sol também
estd sujeito a interagdo devido aos demais planetas que compdem o Sistema Solar. Es-
sas interacoes (forcas) provocam pequenas perturbacdes e alteram a 6rbita do planeta.
Essas forcas fazem, por exemplo, com que as 6rbitas dos planetas ndo sejam fechadas.
Dessa forma, ap6s uma volta completa em torno do Sol o periélio deixa de ser um
ponto fixo e movimenta-se, sendo esse movimento chamado de precessdo do periélio.
A Figura [A.50]ilustra, de maneira exagerada, o movimento de precessao do periélio
para o planeta Mercurio. A MN consegue prever com exatidao o avango do periélio de
diversos planetas do Sistema Solar. Contudo, a MN ndo consegue prever corretamente
o avango do periélio de Mercurio. Existe uma discrepancia entre a previsao da MN e os
resultados experimentais. Ao aplicarmos a MN na previsdo do valor para a precessao

3 A solucdo desse problema é um tépico avancado. Estudantes que ja estudaram Célculo Diferencial
e Integral podem analisar as solu¢des nas referéncias citadas.
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Merctirio

Figura A.50: Precessdo periélio de Mercurio — retirado e modificado de https://
commons .wikimedia.org/wiki/File:Perihelion_precession.svg
— acesso mar¢o de 2023.

do periélio de Mercurio, considerando todas as perturbacdes devido ao demais plane-
tas, notamos que existe uma discrepancia de aproximadamente 38 segundos de arco
por século (MACHADO; TORT; ZARRO, 2023, p. 6). Na época cogitou-se a existén-
cia de um planeta chamado Vulcano que estaria entre o Sol e Merctrio, e que seria o
responsavel pela diferenca entre o valor previsto pela MN e o valor experimental. No
entanto, essa suposi¢ao foi descartada posteriormente devido a falta de evidéncia ex-
perimental, para mais informagdes sobre a precessao do periélio de Mercurio e sobre
Vulcano ver (MACHADO; TORT; ZARRO, 2023). Eis que, entdo, Einstein em no-
vembro de 1915 apresenta quatro trabalhos na Academia Prussiana de Ciéncias e, em
seu terceiro trabalho, obtém o valor para precessao do perié€lio de Mercurio em acordo
com os resultados experimentais da época de aproximadamente 43 segundos de arco
por século. Podemos mostrar que a expressdo para a precessao (ou avanco) do periélio
de Merctirio A¢ é dada por (COLLIER, 2019, p. 211)

A — 6rGM

a1l — e?)c?’

(A.100)

onde M é a massa total do sistema (que € aproximadamente a massa do Sol), a o
tamanho do semi-eixo maior da elipse, e a excentricidade da elipse , G € a constante
de gravitacdo universal, e ¢ é a velocidade da luz.

Exercicio 24 Determine o valor de A¢ para M = 1,99 x 103%kg; a = 5,79 x 10%m;
e =0,207; G = 6,67 x 10"""Nm?/kg?. Vocé ird obter o resultado em radianos. W
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Exercicio 25 Expresse o resultado anterior em “segundos de arco”. Para isso, vocé
deve lembrar que 1 grau vale 3600”. Logo, para converter o angulo acima para “se-
gundos de arco” vocé deve multiplicar o resultado anterior por “180 x 3600”. [ |

Exercicio 26 Expresse o resultado anterior em “segundos de arco por século”. Note
que o resultado anterior estabele o avanco A¢ por 6rbita. Para determinar o avango
por século podemos realizar uma regra de trés simples notando que 1 6rbita estd para
87,97 dias (periodo de Mercurio) assim como z Orbitas estdo para 100 x 365 dias. Note
que a expressao 100 x 365 € a conversao de 1 século para dias. [ |

O valor obtido no exercicio anterior € de aproximadamente 43 segundos de arco
que estd, dentro do erro experimental, em acordo com o valor medido de 43,1 + 0,5
segundos de arco (COLLIER, 2019, p. 212).

A.6.6.3 Deflexdo da Luz e o Eclipse do Sol

Vimos anteriormente na subsecdo [A.5.4] como o PE na sua forma forte levava a
previsdo de que a luz sofre uma deflexdo (desvio) ao movimentar-se num campo gravi-
tacional. Einstein indicou que a deflexdo da luz poderia ser testada durante um eclipse
solar. A Figura[A.5T]ilustra a luz emitida, por uma estrela distante, que ao passar na
vizinhanga do Sol sofre uma deflexdo J.

Posigdo
aparenteda
estrela

*-.

Raiode luz

Estrela Sol

Figura A.51: Desvio da luz emitida por uma estrela ao passar na vizinhanga do Sol.

Einstein em 1915 determina o valor ¢ para a deflexdo da luz que tangencia a supe-
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rificie do Sol no valor de
0 = 1,75 segundos de arco.

Esse valor corresponde ao dobro do previsto pela MN e pelo préprio Einstein em 1911
(MACHADO; TORT; ZARRO, 2023). Pode-se mostrar que a relacdo obtida por Eins-
tein € dada por (COLLIER, 2019, p. 214)

5 — 4G]\4sol
- RSolC2 ’

(A.101)

Exercicio 27 Determine o valor de § em “segundo de arco” para Mg, = 1,99 x
103%kg; G = 6,67 x 10711 Nm? /kg?; Ry = 6,96 x 108 m. Lembre-se de utilizar a
conversdo de radiano para segundo de arco discutida nos exercicios anteriores. [ |

Em 29 de maio do ano de 1919, duas expedicoes britanicas realizaram medidas
para determinar se a luz, de estrelas distantes, sofre deflexdo ao passar nas proximi-
dades do Sol durante um eclipse solar. A expedi¢do liderada por Arthur Eddington e
Edwin Cottingham foi para a ilha de Principe, na Africa. A segunda expedicio lide-
rada por Andrew Crommelin e Charles Davidson foi para Sobral localizada no Cear4,
no Brasil. Um relato importante sobre os resultados obtidos em Sobral € trazido por
Crispino e Kennefick:

“Ao resumir os resultados das duas expedicdes, o maior peso deve ser ane-
xado aos obtidos com a lente de 4 polegadas em Sobral. Pela superioridade
das imagens e pela escala maior das fotografias, reconheceu-se que estas
seriam as mais confidveis.” (CRISPINO; KENNEFICK, 2019, p. 416)

Foram as lentes utilizadas na medida da deflexdo da luz em SobraP?, no Brasil, que
confirmaram as previsoes da TRG realizadas por Einstein. Destacamos, ainda, a con-
tribuicao da equipe brasileira, para as medidas em Sobral, liderada pelo fisico Henrique
Morize que era na época diretor do Observatério Nacional, localizado no Rio de Ja-
neiro. As palavras trazidas no artigo do fisico brasileiro Salinas retratam a importancia
dos resultados obtidos em Sobral

“O universo classico do inglés Sir Isaac Newton, fundador da Royal So-
ciety, deveria ser substituido pelo “espaco-tempo curvo” de um fisico ale-
mao.” (SALINAS, 2019)

O eclipse teve um papel importante para as medidas, pois caso contrdrio a luz do
Sol ofuscaria o brilho emitido pelas estrelas distantes. A Figura [A.52] (a) apresenta

%Na pégina http://www.mast .br/sobral/ o Museu de Astronomia e Ciéncias Afins -
MAST - traz informagdes e imagens preciosas acerca do Eclipse de 1919.
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(@ (b)

Figura A.52: (a) Um LED central acesso faz o papel do Sol e um LED vermelho faz
o papel de uma estrela distante. Note que nessa figura conseguimos com dificuldade
perceber o brilho do LED vermelho e (b) uma barreira que faz o papel da Lua é colo-
cada bloqueando parte da luz do LED central. Note que com o bloqueio o brilho do
LED vermelho torna-se muito mais evidente — retirado de (NETO, 2020, p. 52).

uma analogia para o problema da luz de uma estrela sendo ofuscada pela luz emitida
pelo Sol. Assim, na Figura[A.52](a) temos um LED central e um LED vermelho ilumi-
nando uma tela. Fazendo um pouco de esfor¢o conseguimos ver, na figura, um ponto
vermelho ndo muito nitido. Na Figura [A.57] (b) ¢ utilizada uma barreira bloqueando
parte da luz do LED central. Com isso, a luz do LED vermelho fica muito mais percep-
tivel como podemos ver na Figura[A.52] (b). Nessa analogia a luz do LED vermelho
faz o papel da luz emitida por uma estrela nos arredores do sol, a luz emitida pelo LED
central faz o papel da luz emitida pelo Sol e a barreira faz o papel da Lua que durante
o eclipse solar bloqueia os raios de luz emitidos pelo Sol.

A.6.7 Trajetorias de raios de luz

Se quisermos utilizar a métrica de Schwarzschild para descrever o movimento de
um pulso luminoso, precisamos utilizar o intervalo do tipo luz. Para intervalos do tipo
luz temos que As? = 0. Podemos, entdo, determinar a “Velocidade’ﬂ na direcao radial
(%) de um pulso luminoso. Utilizando a equacio (A.86), com A¢ = 0, temos

1
R
(1-7)
37 A velocidade aparece entre aspas devido ao fato que r e ¢ nio apresentam significado métrico como

discutido anteriormente. Para mais informagdes ver (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018,
p- 4-2).

0=— <1 — &) (cAt)® + Ar?. (A.102)

r
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Isolando Ar/At segue que

Ar R,
— =+ (1——]c A.l
a =17 (103

O sinal de (—) na expressdo indica um pulso luminoso aproximando-se do horizonte
de eventos na dire¢do radial e o sinal de (+) indica um pulso luminoso afastando-se do
horizonte de eventos na dire¢do radial. Um fato curioso é de que a “velocidade” radial
nas coordenadas de Schwarzschild ¢ menor que a velocidade da luz denotada por c,
pois (1 — RT) < 1. O termo % representa uma taxa de variagdo nas coordenadas de
Schwarzschild. Notamos também que se fizermos M = 0 a expressdo fornece

que A
r
Ar +ec. (A.104)
Assim, na auséncia de uma massa curvando o espagco-tempo, temos o espaco-tempo
da TRR em que as coordenadas voltam a apresentar significado métrico e, nesse caso,
a velocidade da luz apresenta sempre valor igual c.
Voltemos agora a nossa atenc¢do para as trajetorias de pulsos luminosos na presenca
de um buraco negro. A equagio (A.103) mostra a relagdo para a “velocidade” radial
de um pulso luminoso no espaco-tempo de Schwarzschild.

Ar R,
=20 11
At :l:( 7‘>C

Podemos resolver a equagdo acima utilizando um processo de integracdo. Entretanto,
como esse passo foge do escopo desse texto iremos colocar diretamente a solucio que
¢ dada pmfig]
r — Ry
ct—cty :i[r—rl—l—Rsln ()} , (A.105)
™ = Rs
onde (cty, 1) representam as condi¢des iniciais de emissdo do pulso de luz. A equagio
descreve linhas de mundo (geodésicas nulas As? = 0) de pulsos luminosos.
O sinal positivo descreve a linha de mundo de um pulso luminoso emitido no sentido
positivo de r e o sinal negativo descreve a linha de mundo de um pulso luminoso

emitido no sentido negativo de r. Por simplicidade construiremos um gréfico ct/R*
vs. r/R*, onde Rx = R,/2. Assim, podemos reescrever a equacéo (A.105) da seguinte

forma IR
ct cty r r1 r/R* — 2
— — =+ |—— —+2In|—5—= A.106

R R [R* RN (rl/R* - 2)] ’ (4.106)

O gréfico plotado na Figura[A.53|foi construido a partir da equagdo (A.106) para dife-
rentes valores de (ctq,r).

A andlise do gréfico da Figura [A.53| nos traz alguns insights importantes que dis-
cutimos na introducdo da se¢ao A.6, porém sem nenhuma demonstrag¢ao. Para a regido

38Para mais informagdes ver (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018, p. 3-24).
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Figura A.53: Linhas de mundo para pulsos luminosos para diferentes valores de
(ct1,r1). Duas linhas de mundo de duas particulas arbitrdrias A e B estdo repre-
sentadas. Repare que as linhas de mundo das particulas estdo no interior dos seus
respectivos cones de luz — retirado e modificado de (TAYLOR; WHEELER; BERTS-
CHINGER, 2018, p. 3-24).

interior ao horizonte de eventos vemos que tudo se move para valores de r decrescente
— veja as linhas de mundo tracejadas das particulas A e B também representadas na
figura. Entretanto, as coordenadas de Schwarzschild ndo sdo uma boa escolha de co-
ordenadas para descrever fendmenos no horizonte de eventos ou em regides interiores
ao horizonte. Note que a linha de mundo da particula B ‘“avancga” para valores de-
crescentes de ¢. Além disso, em cima do horizonte o valor da coordenada r para a luz
permanece fixa. Ja para a regido exterior ao horizonte de eventos as coordenadas de
Schwarzschild descrevem com perfei¢do os fendmenos no espago-tempo.

Para que possamos descrever os fendmenos no espaco-tempo para valores de r» <
R, precisamos fazer uma mudanca de coordenadas. Essa mudanca de coordenadas
foge do escopo desse texto, mas uma discussdao sobre o assunto pode ser obtida em
(TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018, p. 7-10) e/ou (MACHADO; TORT;
ZARRO, 2021, p. 10). Esse novo conjunto de coordenadas sdo chamadas de coorde-
nadas de Painlevé-Gullstrand (PG) e a mudanga de coordenadas altera a coordenada
temporal que nas coordenadas de PG serd representada pela letra 7'. Nessas novas co-
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ordenadas n6s podemos repetir o grafico desenhando os cones de luz para diferentes
condig¢des iniciais como mostrado na Figura Analisando a Figura nota-

CT/R*{\

‘F : FL 4 4
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Figura A.54: Linhas de mundo para pulsos luminosos para diferentes valores de
(cTy,r1). Duas linhas de mundo de duas particulas arbitrarias A e B estdo represen-
tadas — retirado e modificado de (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018, p.
7-26).

mos que para regides interiores ao horizonte de eventos qualquer particula estard em
movimento até atingir a coordenada » = 0 (singularidade). Com as coordenadas de
Painlevé-Gullstrand a singularidade no horizonte de eventos desaparece e podemos
tracar o cone de luz para r = R, como mostrado na Figura Nessa figura nota-
mos que a particula A (linha tracejada laranja) apds cruzar o horizonte ndo pode mais
retornar a regido exterior ao horizonte.

A.6.8 Pense Globalmente e Meca Localmente

O nome dessa subsecdo € uma traducio da frase “Think globally; measure locally”
da referéncia (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018). Lembramos que,
para uma curvatura finita, uma pequena regido de uma dada superficie curva € local-
mente plana, como visto na subsecio A.4.6. No espago-tempo curvo da TRG, podemos
realizar medidas em uma pequena regido do espago-tempo e recuperar a geometria da
TRR. A métrica de Schwarzschild, para o plano equatorial (f = 7/2) e para ¢ fixo, é
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dada por
2GM 1
2 _ 2 2
As? = — (1 - ) (cAl)? + =y Ar?. (A.107)
Um observador local com r = r;,, pode aproximar a equagdo acima como
2GM 1
2 ~ o 2 - 2
As® ~ (1 027“]%0> (cAt)” + (1 o )Ar : (A.108)
C*T fixzo

Para um pequena regido do espago-tempo ao redor de um observador localizado em
T = T fizo» O MESMO pode reescrever a equacao anterior como

2GM 1
2 2 . 2 2
As* ~ —c (1 CQTﬂﬂ)) (At)” + (1_ 261 )Ar , (A.109)
C°T fixzo
Atl20cal AI?ocal
ou seja,
As® ~ A, 0+ AT - (A.110)

Se o observador localizado em 7 = 7y;,, medir dois eventos 1 e 2 associados a passa-
gem de um pulso de luz por ele, temos utilizando a equagao (A.110), para um intervalo
do tipo luz (As? = 0), que

0~ —cALL ., + Azl . (A.111)

Reescrevendo a equacdo acima obtemos

A*/L'local ? 2
SNeal A.112
( Atloca,l ) ‘ ( )

Aplicando a raiz quadrada na expressao anterior e selecionando a parte positiva segue
que
Amlocal ~

Atlocal

Se fizermos o intervalo de tempo local tender a zero (At — 0) entdo a velocidade
da luz medida por um observador local (em um pequena regido do espaco-tempo) fica

(A.113)

Axlocal
= 1 =c. A.114
Vlocal Atlolcrarllﬁo Atlocal c ( )

Assim, em uma pequena regido do espaco-tempo recuperamos a TRR, pois um espaco-
tempo curvo € localmente plano.
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B.1 Relatividade restrita (RR): postulados e suas im-
plicacoes

B.1.1 Os postulados da teoria da relatividade restrita

Os postulados estabelecidos por Einstein na Teoria da Relatividade Restrita (TRR)
podem ser escritos como

(i) Postulado 1: As leis da fisica sdo as mesmas para todos os referenciais inerciais;

(i1) Postulado 2: A magnitude da velocidade da luz, isto é: sua celeridade, c, € a
mesma para todos os observadores inerciais, ndo dependendo do estado de mo-
vimento da fonte, ou seja, ¢ = .

O postulado 1 € chamado de Principio da Relatividade Restrita (PRR) é uma extensao
do principio da relatividade estabelecido por Galileu.

B.1.2 Simultaneidade, dilatacao do tempo e contracio do compri-
mento
Por meio dos postulados da TRR podemos determinar trés resultados: a simulta-

neidade, a dilata¢do do tempo e a contracdo do comprimento.
A simultaneidade pode ser estabelecida através de dois enunciados simples:

e Se dois eventos ocorrem em um mesmo instante de tempo € na mesma posi-
cdo em um dado referencial, entdo os eventos serdo simultaneos para qualquer
referencial em movimento relativo;
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e Se dois eventos ocorrem em um mesmo instante de tempo e em posi¢des di-
ferentes em um dado referencial, entdo os eventos ndo serdo simultineos para
qualquer outro referencial em movimento relativo.

A dilatacao do tempo estabelece uma comparacao para a passagem do tempo entre
um relégio em movimento e reldgios em repouso e pode ser enunciada da seguinte
forma

e O intervalo de tempo entre dois eventos € o menor quando medido em um refe-
rencial em que os eventos ocorrem no mesmo lugar (se tal referencial existir).
Em qualquer outro referencial, o intervalo entre os eventos € maior por um fator

Y.

A Contracio do comprimento estabelece uma comparacdo entre a medida do com-
primento de um objeto entre dois referenciais em movimento relativo e pode ser enun-
ciada da seguinte forma

e O comprimento de objetos € o maior possivel quando medido no referencial de
repouso do objeto. Em qualquer outro referencial, o comprimento medido sera
menor por um fator igual a .

O fator v é chamado de fator de Lorentz e pode ser escrito pela seguinte equagao

v=1/4/1 —v%/c?, em que v é a velocidade relativa entre os referenciais e ¢ é a velo-
cidade da luz. Note que esses resultados vao de encontro aos resultados da Mecanica
Newtoniana (MN).

B.1.3 As Transformacoes de Lorentz

As Transformacdes de Lorentz (TL) estabelecem uma relagdo entre eventos medi-
dos em dois referenciais inerciais em movimento relativo entre si. Além disso, essas
transformacdes devem ser compativeis com os postulados da TRR. Escreveremos as
transformacdes para os referenciais S e S’ mostrados na Figura As transforma-
¢Oes para os eixos v,y e 2’,z sdo trivialmente escritas, pois ¥’ = y e 2/ = z. Logo, as
TL, que relacionam as coordenadas espago-temporais entre os referenciais S’ e S, sdo
escritas como

' = y(x — vt); (B.1)
r_ AW

= (t-%); (B2)

v =y (B.3)

7 =z (B.4)

Se conhecermos as coordenadas (z,y,z,t) em S de um determinado evento, podemos
utilizar as TL para determinar as coordenadas (z',y/',2’,t') em S’ para o mesmo evento.
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Figura B.1: Referencial S’ em movimento relativo ao referencial S ao longo da dire¢ao
x.

Podemos, também, a partir das coordenadas (z’,y',2’,t') em S” determinar as as coor-
denadas (z,y,2,t) em S e escrever as chamadas transformagdes de Lorentz inversas

z =~y(z" +vt'); (B.5)

t:y(ﬂ+“§>; (B.6)
C

y=1y; (B.7)

z=17z. (B.8)

Por meio das transformacdes colocadas acima podemos recuperar os resultados
descritos anteriormente como a relatividade da simultaneidade, a dilatagdo do tempo e
a contracdo do comprimento.

B.1.3.1 Transformacodes de Lorentz para a velocidade

Podemos também relacionar as velocidades que observadores fixos em .S e S’ de-
terminam para um objeto que se move em relacdo a ambos os referenciais. As trans-
formagdes, que relacionam as velocidades de um objeto em S e S’, sdo chamadas de
Transformacgdes de Lorentz para a Velocidade (TLV). Para evitar confusdo com a nota-
¢do, pois utilizamos a letra v para designar a velocidade de S’ em relagdo a S, chamare-
mos a velocidade de um objeto medida em S de @ e a velocidade de um objeto medida
em S’ de @'. A forma para calcularmos a velocidade na TRR é semelhante 2 maneira
utilizada na Mecanica Newtoniana (MN). Podemos também escrever a velocidade em
termos das componentes u,, u, € u, em S e u;, u, € u, em S’. As componentes para a
velocidade de um objeto medido em S e S’ sdo dadas, respectivamente, pelas seguintes
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expressoes
Ax Ay Az
Uy = S Uy = 73Uz = 75
At AL At
e
, A, Ay, A
u, = U, =

u, = .
TOOAYTY AV P AY

As equacdes que relacionam as velocidades medidas em S e S’, deduzidas a partir das
transformacoes de Lorentz, sdo escritas como

, Ax Uy — V
Ue = Ap — | VU
2
/
oo DY
vyooAY 1 — Uty
2
, A U,
u, = At - 1 UV Uy
2

B.1.4 Efeito Doppler

O efeito Doppler da luz ocorre quando hd movimento relativo entre um observador
e uma fonte luminosa. O movimento relativo entre a fonte e o observador faz com que
a frequéncia da luz emitida pela fonte e a frequéncia da luz medida pelo observador
sejam distintas. A Figura ilustra uma fonte em repouso no referencial S e um
observador R (fixo no referencial S’) em movimento com velocidade v. A equagdo
que relaciona a frequéncia de emissdo da fonte de luz e a a frequéncia medida por R é
dada por

1—v/c

fr=frL TFojc

(afastamento), (B.9)
onde a equacdo acima ¢é vdlida quando ha afastamento entre o observador e a FL.
Quando ocorre uma aproximagao entre o observador e a fonte de luz a expressdo para
o efeito Doppler se escreve como

1+wv/c

—_— (aproximacao). (B.10)
1—v/c

fr=frL
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Figura B.2: (a) Um observador R, movimentando-se em relacdo a uma fonte de luz
estaciondria em S, recebe a primeira frente (linha azul) de onda (evento 1) e (b) o
observador R recebe a segunda frente de onda (evento 2).

B.1.5 Momento linear e energia

As leis de conservacdo do momento linear e da energia total sdo dois principios
fundamentais da MN. Descreveremos a seguir as versdes relativisticas para a conser-
vacdo do momento linear e para a energia total.

B.1.5.1 Momento linear relativistico

A definicao para o momento linear utilizada na MN € dada por

Prewt = MU,

onde m representa a massa inercial do objeto e u representa a velocidade do objeto
em relacdo ao referencial inercial S. A partir dessa defini¢do temos que na auséncia
de forcas externas (sistema isolado) o momento linear total € conservado na MN. Se
tivermos um referencial S’ que se move com velocidade constante v em relagio ao eixo
x, pode-se mostrar que se 0 momento linear total se conserva em S, 0 mesmo também
sera conservado em S’. Essa demonstragdo é feita utilizando as transformagdes de
Galileu para a velocidade.

Entretanto, se utilizarmos a defini¢cdo newtoniana para o momento linear e utilizar-
mos as TL para a velocidade pode-se mostrar que se 0 momento linear for conservado
em S 0 mesmo ndo serd necessariamente conservado em S’. Dessa forma, para compa-
tibilizar a conservagdao do momento linear com o primeiro postulado da TRR define-se
o momento linear relativistico da seguinte forma

mu

= (B.11)
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onde c € a velocidade da luz. Utilizando-se 0 momento linear relativistico juntamente
com as TLV pode-se mostrar que se 0 momento linear relativistico for conservado em
S, ele também serd conservado em S’.

B.1.5.2 Energia relativistica

A energia relativistica (total) de um objeto de massa m e velocidade de modulo u
em S € definida como

ch

onde c € a velocidade da luz. Fazendo u = 0 (velocidade zero) na expressado (B.12))

obtemos
E = Ey =mc?, (B.13)

onde o termo £y € chamado de energia de repouso da massa m. Podemos, ainda,
escrever a energia relativistica da seguinte maneira

E=FE)+K, (B.14)

onde K € a parte da energia atribuida ao movimento, sendo chamada de energia ciné-
tica relativistica. A energia cinética relativistica escreve-se como

1
|l ——1 (B.15)

c2

K =FE —mc® =mc

ou, simplesmente,
K= (y—1)mc.

Com as expressoes relativisticas podemos escrever as leis de conservacao do momento
linear relativistico e da energia relativistica da seguinte forma:

e Para todo sistema isoladoﬂ, a energia relativistica e 0 momento relativistico (to-
tais) sdo conservados.

B.2 Os intervalos invariantes e os diagramas espaco-
tempo.

B.2.1 Intervalo invariante

Uma grandeza € dita um invariante na TRR quando apresenta o mesmo valor para
qualquer referencial inercial. A velocidade da luz, por exemplo, € uma grandeza inva-

'Um sistema estd isolado se a resultante das forcas externas é nula.
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riante, pois o seu valor ¢ € o mesmo para qualquer referencial inercial. Existe, também,
uma combinag¢@o entre as coordenadas ¢ e x e, também, entre as coordenadas t’ e x’
que é uma grandeza invariante. Essa grandeza é chamada de intervalo invariante ou
intervalo espago-temporal. O intervalo invariante é definido como

As® = —2(At)? + (Ax)?, (B.16)

onde Ax é a variacdo da coordenada x entre dois eventos e At € o intervalo de tempo
entre dois eventos.
Podemos mostrar, utilizando as TL, a seguinte expressao

A = ~(AN + (Aa) = —P(AFY + (') (B.17)

O resultado dado pela expressao mostra que As? independe do referencial em
que € calculada, ou seja, o intervalo invariante ou intervalo espaco-temporal € uma
grandeza invariante. O valor do intervalo espago-temporal (As?) pode ser negativo,
positivo ou nulo, sendo classificados com intervalo tipo tempo, intervalo tipo espaco e
intervalo tipo luz respectivamente.

B.2.2 Os diagramas espaco-tempo

O espaco-tempo da TRR € denominado espago-tempo de Minkowski. As trans-
formacdes de Lorentz mostram que o tempo deve ser tratado como uma coordenada
ordindria. Isto permite imaginar uma fusdo do espaco e do tempo em uma Unica enti-
dade: o espago-tempo. Foi Hermann Minkowski, antigo professor de Einstein, quem
introduziu e desenvolveu matematicamente o conceito em um ensaio de 1908.

A abordagem de Minkowski para a TRR leva a um tratamento geométrico do
espaco-tempo que € vital para a TRG. O espaco-tempo da TRR é quadridimensio-
nal, ou seja, em um referencial inercial S descrevemos um evento a partir de trés
coordenadas espaciais € uma coordenada temporal. Se quisermos construir um dia-
grama de uma sequéncia de eventos para o0 movimento de um objeto, precisariamos
fazer um gréafico quadridimensional, o que seria uma tarefa muito complicada. Por
isso, utilizamos representagdes bidimensionais, mais simples, utilizando a coordenada
espacial z e a coordenada temporal ¢ para descrever o movimento de algum objeto ao
longo de uma dimensao espacial em um referencial inercial .S, por exemplo. Na TRR
costuma-se tragar graficos colocando no eixo vertical o produto ct na vertical e no eixo
horizontal a coordenada espacial = na horizontal.

Podemos representar o diagrama espaco-tempo na TRR para diferentes objetos
como mostrado na Figura[B.3] Pontos nesse diagrama caracterizam eventos. A reta (a)
representa uma particula material que se move com velocidade constante no sentido
positivo do eixo x. A reta (b) representa um pulso luminoso que se move com veloci-
dade ¢ no sentido positivo do eixo . A reta (c) representa uma particula material que
permanece em repouso na posicdo x = 16m. A “trajetoria” de um objeto ou de um
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pulso luminoso em um diagrama espago-tempo € chamada de linha de mundo ou linha
de universo. As linhas de mundo mostradas na Figura [B.3]sdo as retas (a), (b) e (c).

ct (m)

x (m)

Figura B.3: Diagrama Espaco-tempo referencial em S de: (a) um objeto movendo-
se com velocidade constante no sentido positivo do eixo x, (b) um pulso luminoso
movendo-se no sentido positivo do eixo e (c) um objeto em repouso.

O gréfico da Figura mostra o grafico de uma particula “A” acelerada (linha em
preto) e, também, dois pulsos luminosos (linhas em vermelho) emitidos na posi¢ao
x = 4 m no sentido positivo e negativo do eixo x. As linhas na cor vermelha formam
o chamado cone de luz a qual o vértice do cone estd localizado no instante ¢ = 0 e na
posicdo z = 4 m. Note que a particula “A” apresenta o seu movimento restrito a regiao
delimitada pelo cone de luz tanto para ¢ > 0 quanto para ¢t < 0. A regido com hachura
em azul representa o futuro da particula “A” em ¢ = 0, pois € o local de todos os pontos
(eventos) acessiveis a particula na continua¢do do movimento. A regido com hachura
em verde constitui o passado da particula “A” em ¢ = 0, pois € o local de todos os
pontos (eventos) possiveis que a particula pode ter vindo. Passado e futuro podem ser
definidos em relacdo a qualquer evento particular como no caso do evento B na Figura
a qual podemos tragar o respectivo cone de luz com vértice em B.
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Figura B.4: Curva em preto: linha de mundo de uma particula “A” uniformemente
acelerada. Retas vermelhas (cone de luz): dois pulsos luminosos sdo emitidos no
sentido positivo e negativo do eixo z no instante ¢ = 0 e na posi¢do z = 4. Ponto
B: € um ponto localizado sobre a linha de mundo da particula A em que dois pulsos
luminosos podem ser emitidos e formar um novo cone de luz.

B.3 Coordenadas e a geometria nao-euclidiana

B.3.1 Coordenadas Cartesianas

Podemos utilizar os eixos e as coordenadas (z,y) para localizar um ponto P no
plano informando os valores xp € yp como mostrado na Figura (a). Utilizando as
coordenadas zp e yp podemos, também, calcular a distancia As, entre o ponto P e a
origem, a partir do teorema de Pitdgoras:

As® = 1%+ yp

Podemos generalizar a expressao anterior e determinar a distancia As entre quaisquer
dois pontos P, ¢ P, - Figura (b). A partir das coordenadas (z1,y1) e (z2,y2)

podemos escrever
As? = Ax? + Ay?, (B.18)
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Figura B.5: (a) Coordenadas cartesianas x e y para localizar o ponto P. (b) Determi-
nacao da distancia entre os pontos P e Ps.

onde Az = x5 — 11 Ay =99 — y1.

B.3.2 Coordenadas Polares

O ponto P no plano também pode ser localizado no plano utilizando as chamadas
coordenadas polares, que consiste na utilizacao das quantidades r e ¢. A coordenada
r representa a distdncia do ponto P a origem enquanto a coordenada ¢ representa o
angulo entre o eixo = e o segmento de reta que passa pela origem e pelo ponto P como
ilustrado na Figura (a). E ficil ver que a distdncia As entre a origem e o ponto P

y(m)
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\\\ r N " ‘\
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Figura B.6: (a) Coordenadas polares r e ¢ para localizar o ponto P. (b) Determinacao
da distancia entre os pontos P; e Ps.
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coincide com a coordenada radial r, ou seja,
As =r.

Podemos generalizar a expressdo anterior e determinar a distdncia As, em coordena-
das polares, entre quaisquer dois pontos préximos de coordenadas (71,¢1) € (rz, ¢o) -
Figura[B.6|(b) - para escrever

As? = Ar® + r2A¢?, (B.19)

onde Ar =1y —ry e A¢p = ¢ — ¢1. A equagdo (B.19) € valida quando os pontos P
e P, sdo préximos e o angulo ¢ deve ser medido em radiano.

B.3.3 Coordenadas esféricas

As coordenadas esféricas permitem a localizacdo de um ponto no espaco tridimen-
sional. Assim, seja P um ponto no espago, podemos utilizar o sistema de coordenadas
cartesiano (x,y,2) e, partir desse sistema, estabelecer as coordenadas esféricas (r, ¢, )
como mostrado na Figura (a).

N

(@) ®)

Figura B.7: (a) Coordenadas esféricas (r, ¢,6). (b) Determinagdo da distincia entre
dois pontos P, e P, sobre a superficie de uma esfera com coordenadas (7, ¢1,6;) e
(7, @2, 02) respectivamente.

E facil ver que a distancia As entre a origem e o ponto P coincide com a coorde-
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nada radial 7, ou seja,
As =r.

Podemos generalizar a expressdo anterior e determinar a distdncia As, em coordenadas
esféricas, entre quaisquer dois pontos proximos P; e P, de coordenadas (r1, ¢1,6,) e
(1o, P2, 02) € escrever

As? = Ar? + rsen?0 Ad? + r* A6, (B.20)
Ol’ldeAT:TQ—Tl,AQZQQ—QlCA¢:¢2—¢1.

B.3.4 Geometria plana

No Ensino Médio somos apresentados a geometria plana, chamada de geometria
euclidiana. Nessa geometria podemos mostrar as seguintes propriedades

e A soma dos angulos internos de um triangulo € igual a 180 °;

e O teorema de Pitdgoras € vdlido: ¢* = a? + b?, onde c representa a hipotenusa
enquanto a e b representam os catetos de um tridngulo retangulo;

e O comprimento da circunferéncia € igual a 27, onde r representa o raio da
circunferéncia;

Duas retas paralelas (ndo coincidentes) nunca se encontram;

A menor distancia entre dois pontos é uma reta.

A Figura [B.§]ilustra as cinco propriedades mencionadas anteriormente obtidas da
geometria euclidiana. De modo geral, o estudo da geometria no Ensino Médio fica
restrito a geometria euclidiana. Entretanto, podemos explorar a geometria de outras
superficies tais como a esfera e verificar se as propriedades descritas anteriormente
permanecem vélidas. Na proxima subse¢do exploraremos esse assunto.

B.3.5 Geometria esférica

Em nosso dia a dia conseguimos distinguir com certa facilidade uma superficie
plana de uma superficie curva. Por exemplo, se tivermos um caderno (capa rigida) e
uma bola de futebol em nossas maos notamos claramente que a superficie do caderno
€ plana enquanto a superficie da bola € curva (esférica). Nesta situacdo conseguimos
diferenciar superficies planas de superficies curvas analisando sob uma perspectiva
tridimensional, a qual superficie bidimensional, do caderno ou da bola, estd imersa
(embebida). Entretanto, podemos nos perguntar se € possivel realizar medidas sobre
uma superficie e, a partir dessas informagdes, determinar se uma superficie é curva
ou plana? A resposta € positiva e ilustraremos como podemos fazé-lo na sequéncia.
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Menor distadncia entre dois C=2nr
entre P, e P, é uma reta

7
e
o

a+f+y=180

¢ =a?+b?
(Pitagoras)

Figura B.8: Propriedades da geometria euclidiana.

Para tal, mostraremos como fazer medidas sobre uma dada superficie e, a partir dessas
medidas, verificar se as propriedades mostradas na Figura[B.§|se mantém ou se sofrem
algum tipo de alteragdo. Caso as propriedades da Figura[B.§|sejam violadas estaremos
em uma superficie curva.

Para mostrar tal processo seguiremos a referéncia (POSSEL, 2018, p. 20). Um vi-
deo muito elucidativo pode ser obtido em https://youtu.be/-czyukZm94 Iﬂ
Precisaremos dos seguintes materiais para fazer as duas atividades propostas abaixo:
lapis; fitas de papel; uma caneta de tinta permanente; fita adesiva; duas bexigas (ou
uma bola); um transferidor; e um curvimetr(ﬂ

Atividade Iﬂ Colocamos as fitas de papel sobre uma superficie esférica de acordo
com a Figura (a). Utilizamos fitas adesivas para prender as tiras de papel sobre o
baldo (ou a bola) e, assim, construimos um triangulo esférico. Em seguida, descolamos
o tridngulo esférico da superficie da esfera e iniciamos o processo de medicao dos
angulos do tridngulo com o auxilio de um transferidor de acordo com a Figura[B.9](b).
Realizamos a soma dos angulos internos, digamos «, 3 e -, e dizemos se a sua soma é
maior, menor ou igual a 180 °.

2 Acesso em 28/02/2023.

30 curvimetro é um instrumento utilizado para medir o comprimento de uma dada curva. Em inglés
o termo utilizado para esse instrumento € map-measuring device (opisometer).

4Um interessante video que também trata de atividades praticas para explorar as geometrias
ndo-euclidianas pode ser acessadoem https://www.youtube.com/watch?v=rMUIzmZsYuM.
Nesse video o professor José Luiz Pastore ilustra a constru¢@o de um transferidor esférico para medidas
de angulos sobre a superficie da esfera.
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(a) (b)

Figura B.9: (a) Construciao de um tridngulo esférico com a colocagdo de trés tiras de
papel sobre a superficie. (b) O tridngulo esférico é colocado sobre uma superficie
plana e com o auxilio de um transferidor inicia-se a medida dos angulos internos.

Atividade II: Utilizamos uma caneta permanente para desenhar uma circunferéncia
de raio r sobre a superficie do baldo (ou da bola). Para tal, podemos utilizar uma tira
de papel, com dois furos nas extremidades, para tragar a circunferéncia e o raio -
Figuras (a) e (bﬂ A Figura (c) mostra a circunferéncia e o raio tracados.
Em seguida, utilizamos o curvimetro para determinar o valor do raio € o comprimento
da circunferéncia - Figura [B.10] (d). Entdo, calculamos a razdo entre o comprimento
da circunferéncia (C) e o raio () medidos. Comparamos o resultado C'/r com o valor
dado pela geometria euclidiana C'/r = 2.

B.3.5.1 Geodésicas

Um resultado conhecido da geometria euclidiana € de que a menor distancia entre
dois pontos, no plano, € uma reta. Porém, sobre a superficie curva nao existem linhas
retas. Contudo, € possivel encontrar curva, sobre uma superficie ndo plana, que mini-
miza a distincia entre dois pontos. Essa curva é chamada de geodésica e representa
a linha mais “reta” possivel sobre a superficie. Uma geodésica sobre a superficie da
esfera € um arco de grande circulo - Figura[B.T1] Um arco de grande circulo é dado
por uma circunferéncia cujo centro coincide com o centro da esfera. Podemos definir
uma geodésica como

e Uma geodésica é definida como a curva cujo comprimento é um extremo, po-
dendo ser um maximo ou minimo.

0 video https://youtu.be/-czyukZm941 ilustra o tracado da circunferéncia e do raio no
baldo.
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(c) (d

Figura B.10: (a) Tragado da cicunferéncia sobre a superficie do baldo. Com o auxilio
de uma tira de papel fixamos uma extremidade da tira e tracamos a circunferéncia mo-
vendo com o auxilio de uma caneta de tinta permanente a outra extremidade da tira de
papel. (b) Tracado do raio da circunferéncia na superficie do baldo. (c) Circunferéncia
e raio tracados. (d) Utilizagdo do curvimetro para a determinagdo do comprimento
da circunferéncia. O mesmo procedimento deve ser realizado para a determinagdo do
comprimento do raio.
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Figura B.11: A menor distancia entre P; e P, € um arco de grande circulo (linha azul).
Um grande circulo € uma circunferéncia cujo centro coincide com o centro da esfera.
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B.4 A Teoria da Relatividade Geral (TRG)

B.4.1 Introducao

A introdug@o em 1905 da TRR resolve problemas tedricos suscitados pela teo-
ria eletromagnética de Maxwell como, por exemplo, a invaridncia das equagdes de
Maxwell, mas ao mesmo tempo cria outros. Entre esses, a necessidade de uma nova
teoria da gravitacdo compativel com a TRR. Além disso, a gravitacdo newtoniana é
uma teoria de acdo a distancia. Aqui temos outro obstaculo, pois a TRR estabelece um
limite para a velocidade com a qual a informagao pode ser transmitida. Até a época em
que Albert Einstein comecava a enfrentar este problema ndo havia uma discrepancia
experimental marcante entre a gravitagdo newtoniana e os dados experimentais. Dessa
forma, a TRG, que € uma teoria relativistica para a gravitagdo, nasce de uma incom-
patibilidade tedrica fundamental entre a gravitacdo newtoniana e a TRR. A busca de
uma teoria relativistica da gravitacdo leva a uma ruptura radical com a gravitagao new-
toniana. A lei da gravitacao universal serd no final substituia por uma geometriza¢ao
completa dessa interagdo.

B.4.2 Principios da Relatividade Geral
B.4.2.1 A busca do principio da relatividade geral

Além da incompatibilidade entre a gravitacdo newtoniana e a TRR, um problema
fundamental que incomodava Einstein estava relacionado ao descontentamento com
o status que os referencias inerciais possuem na MN e na TRR. Sempre que vamos
descrever o movimento de um objeto, nds escolhemos um corpo rigido (um vagao ou
a Terra) no qual fixamos um eixo de coordenadas e observadores munidos de réguas
e relégios realizam medidas. Einstein argumenta que se queremos descrever o movi-
mento de algum objeto - realizando medidas com réguas e relégios - € indiferente o
referencial adotado para tal descricdo. Entretanto, se quisermos determinar as leis da
fisica - relagdes entre as grandezas fisicas medidas - estas apresentam uma forma mais
simples quando escritas em relacdo aos referenciais inerciais. Sabemos da MN que a
equagdo de movimento para um referencial inercial € dada pela segunda lei de Newton.
Ja para um referencial ndo-inercial a equacdo de movimento apresentara termos extras.
Sabemos que a lei da inércia € violada nesses referenciais e objetos localizados em um
referencial ndo-inercial experimentardo a acdo das chamadas forcas de inércia. Em
um trecho do seu livro Einstein mostra a sua insatisfacdo com esse fato descrito:

“Como € possivel que determinados corpos de referéncia (ou bem seus
estados de movimento) sejam privilegiados frente a outros (ou frente a
seus estados de movimento respectivos)? Qual € a razdo desse privilégio.”
(EINSTEIN, 1999, p. 62)

Assim, Einstein propde uma ampliacdo do PRR e enuncia o Principio da Relatividade
Geral (PRG) para incorporar os referenciais nao-inerciais

271



Apéndice B. Uma introducdo a Relatividade Restrita e a Relatividade Geral para o Ensino
Médio - Resumo

As leis da natureza sdo validas para todos os referenciais, qualquer que
seja seu estado de movimento.

B.4.2.2 O Principio da Equivaléncia

A 1ideia do Principio da Equivaléncia (PE) nasce em 1907 quando Einstein ainda
trabalhava no escritério de patentes, na Suica. Essa ideia foi chamada por ele de “o
pensamento mais feliz de minha vida” e foi enunciado da seguinte forma:

“Entdo ocorreu-me o pensamento mais feliz de minha vida, na forma se-
guinte: O campo gravitacional tem existéncia relativa [...] pois para um
observador que cai livremente do telhado de uma casa nao hé - pelo menos
nas suas vizinhangas imediatas - campo gravitacional. De fato, se o ob-
servador deixar cair alguns corpos entao estes permanecerao em repouso
ou em movimento uniforme relativamente a ele, independentemente da
sua natureza quimica ou fisica particular. O observador tem o direito de
interpretar o seu estado como o de repouso.” (PAIS, 1995, p. 178)

O enunciado anterior traz um equivaléncia entre um observador em queda e um
observador em movimento uniforme no espaco livreﬂ Existem diferentes formulacdes
do PE. Escreveremos inicialmente o PE em termos de dois referenciais: uma nave em
repouso na superficie da Terra e uma nave uniformemente acelerada no espago livre.

Se um observador, no interior de uma nave, nao tiver qualquer informacao sobre
0 que estd ocorrendo fora dela ele ndo conseguird afirmar se estd em uma nave que
repousa na superficie da Terra ou se estd em uma nave acelerada no espaco livre. Esse
fato é chamado de Principio da Equivaléncia e afirma que:

Nenhuma experiéncia, mecanica, pode distinguir entre um campo gra-
vitacional uniforme (J) e a aceleracio uniforme equivalente (A =
—9)-

O enunciado acima é chamado de forma fraca do PE, pois s6 leva em conta expe-
riéncias de mecanica em sua formulacdo. A indistinguibilidade entre um referencial
uniformemente acelerado e um referencial sob a acdo de um campo gravitacional mos-
tra um importante passo na busca de Einstein pelo PRG. A Figura [B.12]ilustra o PE,
mostrando que a marcagdo de dois dinamdmetros colocados em situacdes distintas €
idéntica e, também, que a aceleracdo de queda é a mesma em ambas as situagoes.
A igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional € uma condi¢do necessa-
ria para que o PE seja vélido, pois qualquer pequena diferenca entre as duas massas
causaria uma distinguibilidade entre as situagdes destacadas na Figura e, dessa
forma, invalidaria o PE.

®Espaco livre representa uma regido do espaco que estd livre da agio gravitacional de quaisquer
COIpos.

272



Apéndice B. Uma introducdo a Relatividade Restrita e a Relatividade Geral para o Ensino
Médio - Resumo

Aceleracaode S* igual

S -
A=—g
3’4 -
(para cima)
O dinamoémetro O dinamoémetro
| apresenta uma ‘ apresenta uma marcacao

marcagio Mepayd.

g uniforme ‘ ‘ ‘

. Indistinguibilidade .

Minercial 9-

Qualquer objeto em queda
apresenta uma aceleragio

Qualquer objeto em X’ @ = Fi
queda livre apresenta (medida em §*)

uma aceleracio g.

Superficie de um planeta

(@) ®

Figura B.12: Equivaléncia entre um referencial em repouso sobre a superficie do pla-
neta e um referencial acelerado apresentando uma aceleracdo uniforme equivalente.
Os mesmos resultados experimentais sao obtidos nas duas situagdes.

A massa inercial € uma medida da resisténcia que um corpo oferece a alteracdo
de sua velocidade, a inércia. A massa gravitacional é o andlogo gravitacional da carga
elétrica e estd associada a interacdo gravitacional. Dentro do escopo da MN essa igual-
dade € uma notével coincidéncia, pois ndo apresenta uma explicacdo ou justificativa
com base na teoria:

“Até hoje a mecanica, na verdade, registrou este importante principio, mas ndo o inter-
pretou.” (EINSTEIN, 1999, p. 58)

Entretanto, Einstein consegue interpretar a igualdade m; = my e diz

“Esta lei [...] daigualdade da massa inercial e da massa gravitacional foi entdo percebida
por mim com todo o seu significado. Fiquei abismado com sua existéncia e conjectu-
rei que ela deveria conter a chave para uma compreensio mais profunda da inércia e
gravitagdo.” (NUSSENZVEIG, 2002, p. 307)

Essa interpretagdo apresenta o seguinte raciocinio: suponha o PE na sua forma fraca
como ponto de partida e, dessa forma, consideramos ele valido na situacdo analisada.
Utilizando, entdo, o PE analisaremos a consequéncia de sua aplicacdo em um expe-
rimento de pensamento, que € mostrado na Figura [B.12] Na situacao da Figura [B.12]
(a) temos uma nave em repouso na superficie da Terra em que duas medidas sdo rea-
lizadas, a medida do dinamdmetro e a medida da aceleragdo de queda. Seja T’ o valor
medido no dinamometro e a o valor determinado para a aceleracdo. Suponha que as
massas inercial e gravitacional do objeto “D” (fixo no dinamOmetro) sejam my,, € my,,
¢ que as massas inercial e gravitacional do objeto “Q” (corpo em queda) sejam m;,,
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e my, - Figura @ (a). Utilizando o equilibrio de forcas em “D” e a segunda lei de
Newton em “Q” na Figura[B.12](a) e a equacdo de movimento em um referencial nao-
inercial na Figura[B.12|(b) podemos determinar os valores para a Tragdo e a aceleragdo
em ambas as situagdes. Tomando, entdo, o PE como ponto de partida na Figura [B.12]
segue que

My

p — Mip

mgQ = m[Q.

Portanto, o PE na sua forma fraca leva a igualdade entre a massa inercial e a massa
gravitacional e, dessa forma, nos permite interpretar fisicamente esta igualdade. Nas
palavras de Einstein

Vemos por este exemplo, que nossa extensdo do principio da relatividade faz aparecer

como necessdria a afirmacdo da igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional.
Com isto obtivemos uma interpretacéo fisica desta proposi¢do. (EINSTEIN, 1999, p. 60)

B.4.2.3 Principio da Equivaléncia em termos dos referenciais em queda livre

Podemos, também, reescrever o PE em termos dos referenciais em queda livre
ilustrando o “pensamento mais feliz da vida de Einstein” - Figura|B.13

Nenhuma experiéncia, mecénica, pode distinguir entre um referencial em
queda livre e um referencial em movimento uniforme no espaco livre.

Queda livre com |V
aceleragdo . s Aceleracdo uniforme
constante 4, = g .
equivalente
i y i
x* 2=4
- N S
o 1= 4
Campo Gravitacional
Uniforme g *
x
- - - .
A=A +4,=0
Terra
(a) (d)

Figura B.13: (a) Nave em queda livre com aceleracao A'l = ¢g. (b) Nave no espago
livre em repouso (ou movimento uniforme) com A, = A; + A, =5 — g = 0.

A equivaléncia entre esses referenciais ilustra que os mesmos efeitos serdo sen-
tidos por um observador em queda livre em um campo gravitacional uniforme e por
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um observador que estd em repouso (ou movimento uniforme) no espago livre. Ob-
jetos abandonados nas proximidades deles irdo ficar em repouso tanto em relagdo ao
observador em queda quanto em relagéio ao observador no espago livre. E importante
notar que quando o campo gravitacional é ndo-uniforme o PE somente é védlido para
pequenas regides espaciais e curtos intervalos de tempo.

B.4.2.4 Principio da equivaléncia na sua forma forte

Podemos, ainda, generalizar os enunciados anteriores para o PE estabelecendo uma
equivaléncia entre um referencial em repouso sob a acdo de um campo gravitacional e
um referencial uniformemente acelerado no espaco livre para quaisquer experimentos,
mecanicos ou ndo. O PE na sua forma forte pode ser escrito como

Nenhuma experiéncia, mecinica ou ndo, pode distinguir entre um referen-
cial em queda livre e um referencial em movimento uniforme no espago
livre.

Essa generalizacdo do PE possibilitara determinar a previsao de dois novos feno-
menos como a deflexdo da luz num campo gravitacional e o desvio gravitacional para
o vermelho (gravitational redshift). Esses fendmenos serdo discutidos posteriormente.

Ressaltamos, por fim, que o PE consiste em um poderoso argumento na busca de
Einstein por um PRG. Dessa forma, o carater absoluto (identificavel) da aceleracdo de
um dado referencial nao-inercial desaparece com o PE, pois temos uma equivaléncia
entre um referencial inercial e um referencial ndo-inercial.

B.4.2.5 Principio da Consisténcia (ou Correspondéncia)

Como ja mencionado, a TRG de Einstein € uma teoria relativistica para a gravi-
tacdo, que generaliza a gravitacdo newtoniana e, logicamente, reinterpreta os concei-
tos newtonianos. Sabemos que a teoria de Newton é capaz de explicar muito bem
o funcionamento do Sistema Solar, incluindo os efeitos perturbativos que levam, por
exemplo, a precessdo das Orbitas de alguns planetasﬂ Como qualquer teoria que pre-
tende generalizar uma teoria que a precedeu, a nova teoria deve apresentar os mesmos
resultados de sucesso da teoria antecessora. Assim, a TRG deve recuperar os resul-
tados newtonianos para baixas velocidades (v/c < 1) e interagdo gravitacional fraca
(GM/Rc* < 1).

B.4.3 Desvio Gravitacional para o vermelho

Utilizando o PE na sua forma forte Einstein prevé dois novos fendmenos que pos-
teriormente foram testados experimentalmente — o desvio gravitacional para o ver-
melho; e a deflexdo da luz em um campo gravitacional. Para ilustrar o desvio gravi-
tacional para o vermelho podemos analisar o seguinte experimento de pensamento:

"Uma excecdo estd na descrigiio da precessdo na érbita de Merctirio.
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imagine uma nave, referencial S*, movendo-se no espaco livre com uma aceleragio
vertical (para cima), em mddulo, igual a g. O comprimento vertical da nave vale L e
uma fonte de luz (FL), que repousa sobre a base da nave, emite luz a uma frequéncia
frr. Um observador R fixo em S* estd no topo da nave e recebe a luz emitida pela
FL, registrando o valor fr para essa medida. Para relacionar a frequéncia fr; da FL
com a frequéncia fg utilizaremos a equagao para o efeito Doppler obtida na subsecdo
B.1.4 - Figura Admitindo baixas velocidades (v < ¢) utilizaremos a expressao

s'=5"
(instante t) R
;o A=-g
Yy =M * R
1
1
1
1
1
s=5" .
(emt =05) S 1
. A= _g 1 v =gt
y=y"M * R : (no instante t)
1
X I
| I
. I
I ! FLH
| L=o=———==
! —‘er — x*
1
1 v=20
: (emt=105s)
1
1
1
! rLpg
L ------- *
_’x =X

Figura B.14: Procedimento para utilizar a equacdo do efeito Doppler para um movi-
mento acelerado: No instante ¢t = (0 os referenciais S e S* coincidem, pois supomos a
velocidade inicial do referencial S* nula. No instante ¢ os referenciais S’ e S* coinci-
dem, pois supomos que eles apresentam a mesma velocidade v no instante .

para o efeito Doppler (afastamento), para baixas velocidades, que é dada por
fr=fro(l—v/e). (B.21)

Na condi¢do de baixa velocidade faremos simplesmente v = gt para a velocidade do
referencial S, que € a expressdao newtoniana para a velocidade no movimento unifor-
memente variado. O intervalo de tempo entre a emissdo da luz e a recep¢do em R

vale
t=1L/ec.

Assim, utilizando a expressdo acima podemos reescrever a relacio para a velocidade
como
v=gt=glL/c.
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Substituindo o resultado anterior na equagdo (B.21]) segue que

fr=fro(1 —gL/c%), (B.22)

onde gL /c? < 1, que representa a condi¢do de validade para a expressdo acima. Como
(1—gL/c*) < 1temos que fr < frz. Dessa forma, como a frequéncia da luz recebida
por R € menor do que a frequéncia da luz emitida pela FL, dizemos que a frequéncia
medida em R foi reduzida e ocorreu um desvio para o vermelho (redshift), pois dentro
do espectro visivel o vermelho € a cor de menor frequéncia. De acordo com o PE na
sua forma forte o mesmo efeito deve ocorrer se a nave repousar sobre a superficie de
um planeta (como a Terra, por exemplo) cujo campo gravitacional uniforme vale § -

Figura[B.T5]

/ RE R
g ' g
FLD FLD
Terra Terra

Figura B.15: Utilizando o PE na sua forma forte prevemos que o desvio para o ver-
melho deve ocorrer num campo gravitacional quando uma fonte FL de luz emite um
pulso luminoso na dire¢do do observador R.

Analisando ainda a situagc@o da Figura|B.15} admita que a FL emita N frentes de
onda e um observador, ao lado da FL, registe um intervalo de tempo Aty para as N
frentes de onda emitidas. Essas N frentes de onda alcancam o observador R que mede,
com seu reldgio, o intervalo Atgz. Podemos determinar a frequéncia de uma onda
calculando a razdo entre N e o intervalo de tempo At, ou seja, f = N/At. Como o
nimero de frentes de onda que saem da FL € igual ao nimero de frentes de onda que
chegam para o observador R, podemos escrever

friAtp, = N = frAtg.

Como fry > fgr, temos que
AtFL < AtR.

Podemos interpretar o resultado acima da seguinte forma: um relégio colocado em

277



Apéndice B. Uma introducdo a Relatividade Restrita e a Relatividade Geral para o Ensino
Médio - Resumo

R funciona mais rapidamente quando comparado a um relégio colocado junto a FL.
Lembramos aqui que o relégio ao lado da FL estd mais proximo da Terra (fonte gra-
vitacional) do que o reldgio junto ao observador em 2. Assim, o funcionamento de
relégios em um campo gravitacional pode ser enunciado da seguinte forma:

e Reldgios proximos de um corpo massivo funcionam mais lentamente em com-
paracdo a reldgios afastados dele.

A seguir discutiremos mais um resultado previsto por Einstein utilizando o PE.

B.4.4 Deflexio da trajetoria da luz em um campo gravitacional

Apresentaremos aqui uma segunda aplicacdo do PE na sua forma forte para a dis-
cussdo da trajetdria da luz num campo gravitacional. Para tal utilizaremos a mesma
estratégia anterior. Investigaremos o comportamento da luz num referencial uniforme-
mente acelerado no espaco livre e, utilizando o PE, iremos inferir o comportamento da
luz num referencial em repouso na superficie da Terra.

Suponha, entdo, uma nave acelerada S*, em relacdo a um referencial inercial S,
em movimento no espaco livre. Um pulso luminoso propaga no espaco livre em uma
direcdo perpendicular ao movimento da nave. Supomos que o pulso luminoso atra-
vessa a nave S* entrando por uma abertura localizada em 1 e saindo por uma abertura
localizada em 2 - Figura Analisando Figura notamos que a abertura loca-

Y

t ] A

R\f

f ]

5
ok

X

Figura B.16: Trajetdria da luz (linha tracejada azul) vista do ponto de vista de um
observador inercial S.

lizada a esquerda da nave (ponto 1) estd a uma altura maior, em relacdo ao chao, do
que a abertura localizada a direita da nave (ponto 2). A linha tracejada azul corres-
ponde a trajetéria da luz no referencial inercial S (ndo mostrado na figura). Podemos
agora, observar a mesma sequéncia de eventos vista por um observador na nave (S™).
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O observador na nave verifica que a luz entra pelo ponto 1 (de altura maior) e sai pelo
ponto 2 (de altura menor). Assim, a trajetéria da luz sob o ponto de vista de S* é uma
curva - Figura[B.17] De acordo com o PE na sua forma forte, um referencial uniforme-

_—» Trajetériada luz
5 e

Figura B.17: Trajetoria da luz (linha continua vermelha) vista do ponto de vista de um
observador ndo-inercial S’.

mente acelerado € equivalente (os mesmos resultados experimentais serdo obtidos) a
um referencial em repouso sob a acdo de um campo gravitacional uniforme. Assim, se
repetirmos a mesma experiéncia com a nave repousando sobre a superficie do planeta
Terra, o PE garante que o mesmo comportamento da luz no referencial ndo-inercial S*
ocorrerd no referencial em repouso sobre a superficie da Terra. A Figura B.18|ilus-

__—» Trajetdriadaluz
d

~.

Terra

Figura B.18: Trajetéria da luz (linha continua vermelha) vista do ponto de vista de um
observador em um referencial estaciondrio sobre a superficie da Terra.
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tra que a luz sofrerd uma deflexdo na sua trajetoria ao propagar na presenga de um
campo gravitacional. A luz apresenta uma trajetéria andloga ao de uma particula em
um langamento horizontal na Terra, por exemplo.

Serd que uma experiéncia pode ser realizada e efetivamente comprovar a previsao
descrita acima? Na superficie da Terra o efeito da deflexdo é muito pequeno, mas
Einstein indicou como a deflexdo da luz poderia ser testada. Essa previsdo poderia ser
testada quando a luz passasse por um corpo massivo como € o caso do Sol. Voltaremos
a essa discussdo na se¢do A6 ao falarmos sobre os testes classicos da TRG.

B.4.5 Espaco-tempo curvo
B.4.5.1 Plataforma girante e o espaco-curvo.

Einstein chega a conclusido em 1912 que o espago ndo poderia permanecer plano na
presenca de matéria (SARTORI, 1996, p. 277). Um experimento que, aparentemente,
conduziu Einstein a essa percepcao foi o experimento da plataforma (ou disco) girante
de raio r e velocidade angular w - Figura Ao compararmos as medidas para o

*

A Z

gl

R . 4

Figura B.19: Plataforma girante em relacdo a vertical com velocidade angular w cons-
tante.

comprimento da periferia do disco para um observador fixo no disco (Referencial 5*)
e para um observador inercial fixo no solo (Referencial .5) escrevemos

C*=~C>C, (B.23)

Ambos os observadores concordam com a medida do raio da plataforma. Se os ob-
servadores em S (inerciais) medirem o raio r € o comprimento da circunferéncia C,
podemos relacioné-los a partir dos resultados da geometria euclidiana como

C = 27r. (B.24)
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Jé para os observadores em S* temos que C* > C'. Logo,
C* > 27r. (B.25)

A geometria na plataforma girante para um observador em um referencial ndo-inercial
€ ndo-euclidiana. Através do PE podemos substituir a aceleragdo da plataforma por
um campo gravitacional equivalente. Dessa forma, teriamos em um referencial sob a
acdo de um campo gravitacional uma alteracdo na geometria. Na presenca de matéria
(fonte de um campo gravitacional) a geometria do espaco € ndo-euclidiana.

B.4.6 As equacoes de Einstein

Einstein no final de 1915 chega a equagdo que informa a geometria do espago-
tempo para uma dada distribui¢cdo de matéria e energia. Essa equacdo € escrita utili-
zando a linguagem formal de tensores. Simbolicamente, podemos escrever

(Tensor relacionado a curvatura do espaco-tempo) = constante x (tensor rela-
cionado a distribuicio de matéria e energia).

Ou, na forma tensorial

G = &;GTW, (B.26)
onde G € a constante da gravitacdo universal e ¢ € a velocidade da luz. O termo G,
¢ chamado tensor de Einstein e o termo 7, € chamado de tensor energia-momento.
Tanto G, quanto 7}, sdo elementos de matrizes 4 x 4. A solugdo das equagdes de
Einstein nos informa a métrica (As?) para uma determinada distribuicdo de
matéria-energia. A equacdo escrita na forma tensorial preserva a sua forma diante de
uma transformacao de um conjunto de coordenadas (globais) para outro conjunto de

coordenadas globais, que € justamente o PCG.

B.5 Os Buracos Negros

B.5.1 Introducao

Um buraco negro é descrito, de modo simplificado, como uma regido na qual a
curvatura do espaco-tempo € tdo intensa que qualquer objeto material ou forma de
radiacdo fica impedida de escapar, sendo a fronteira que limita essa regido denominada
de horizonte de eventos.
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B.5.2 Formacao de Buracos Negros

O conceito moderno de buraco negro advém do estudo de estrelas muito densas,
chamadas de estrelas compactas. Sdo exemplos de estrelas compactas as ands brancaﬂ
e as estrelas de néutronﬂ A evolucdo de uma estrela depende basicamente de sua
massa inicial. Para estrelas com massa inicial de até 10M, o estdgio final de sua
evolucdo serd a transformacdo em uma and branca; para uma estrela que apresente
massa entre 10M,; e 25M,,; o estdgio final de sua evolugdo serd a sua transformacao
em um estrela de néutrons; e para estrelas com massa inicial maior que 25M, o
estdgio final de sua evolugdo serd a transformag¢do em um buraco negro (Frazzoli,
2012, p. 48). A Figura[B.20]ilustra os possiveis ciclos de estrelas.

Gigantte vermelha Nebulosa planetdria i
Estrela And branca
Comim

w N
»
Nebulosa estelar I |
" - -—P 4

—_—
Estrela massiva
Supergigante
Supernova .

Estrela de néutrons

vermiellia

Buraco negro

Figura B.20: Ciclos de vida das estrelas — retirado de (MACHADO, 2016, p. 35).

B.5.3 Descricao de Buracos Negros

Buracos negros, descritos pela TRG, sdo caracterizados por trés propriedades:
massa (M), carga () e momento angular (J). Essas propriedades sdo as tnicas
informacdes que um observador distante terd acesso ao estudar a geometria do espaco-
tempo no entorno de um buraco negro. O buraco negro mais simples de todos é aquele
que sO possui massa, chamado de buraco negro de Schwarzschild. Existem ainda
quatro variantes possiveis, entre as propriedades destacadas anteriormente, de buracos
negros que estdo ilustrados na Figura Além disso, buracos negros podem ser
caracterizados pela sua massa, em termos da massa do Sol (M), como

8 A massa de uma ani branca é compardvel 4 massa do Sol e apresenta um raio comparavel ao raio
da Terra.

A massa de estrela de néutrons é da ordem de duas vezes a massa do Sol e apresenta um raio da
ordem de 10 km.
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Massa (M) Mto. angular (J) Carga (()) Nomenclatura

Sim Nio Nio Schwarzschild
Sim Sim Nio Kerr

Sim Sim Sim Kerr-Newman
Sim Nio Sim Reissner-Nordstrim

Figura B.21: Classificacdo de Buracos Negros.

e Miniburaco negro 0 — 0,1 M,;;
e Buraco negro estelar 0,1 — 100M,,;;
e Buraco negro de massa intermedidria 100 — 10° M, ;;

e Buraco negro supermassivo 10° — 10190/,,;.
(COLLIER, 2019, p. 218)

B.5.4 Buraco negro de Schwarzschild

Einstein publica a versdo final da TRG no final do ano de 1915. Porém, pouco
tempo apos a publicacdo da versdo final da TRG, o astrénomo e fisico alemao Karl
Schwarzschild (1873 - 1916) obtém uma solu¢do exata das equagdes de Einstein. A
solucdo obtida por Schwarzschild nos informa a métrica do espagco-tempo. A métrica
representa o intervalo espago-temporal (As?) entre dois eventos arbitrarios proximos.
A métrica de Schwarzschild descreve o espago-tempo na regido de vdcuo em torno de
uma massa M, ndo girante e neutra, com simetria esférica. A métrica de Schwarzs-
child, no plano equatorial (6 = 7/2), para dois eventos proximos é dada pela seguinte
expressao:

2GM> (cAt)? + Ar? + 12 A¢?, (B.27)

cr

1
As® = — (1 — @
c2r
onde GG € a constante de gravitacdo universal e ¢ € a velocidade da luz no vicuo. As
coordenadas (7,¢,t) sdo as coordenadas de Schwarzschild no plano equatorial. As co-
ordenadas (r,¢) sdo generalizagdes das coordenadas polares. A métrica de Schwarzs-
child (As?) pode apresentar um sinal negativo, positivo ou nulo

<0, (tipo-tempo);
As*{ >0, (tipo-espaco); (B.28)
=0, (tipo-luz).

Podemos definir o chamado raio de Schwarzschild como Rg = 2G M/ . Assim,
destacamos que a métrica de Schwarzschild € vdlida somente para valores de r > R,.
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Para 7 = R, temos uma singularidade, ou seja, As?> — oo (I&-se que As? tende ao
infinito), pois #ﬁ/r — oo quando r — R,. Se um objeto, como uma estrela, possuir
um raio R menor que o seu respectivo raio de Schwarzschild ele sera considerado um
buraco negro. O raio de Schwarzschild determina uma superficie que ¢ denominada
horizonte de eventos. O horizonte separa duas regides distintas do espago-tempo: a
regidio exterior ao horizonte (r > Ry) e a regido interior ao horizonte (r < R;). Se
qualquer tipo de matéria ou forma de radiac@o atravessar o horizonte de eventos nao
poderd mais retornar a regido exterior ao horizonte.

Podemos também descrever a geometria do espaco-tempo de uma regido exterior
a uma estrela (ou planeta) com valor de R; menor que o raio R da estrelﬂ utilizando

a equacao (B.27).

B.5.4.1 Tempo proéprio

A coordenada temporal ¢ na TRG ndo ira coincidir com o intervalo de tempo mar-
cado por um relégio. Para mostrar como relacionar a variagdo da coordenada temporal
At com o intervalo de tempo medido com um relégio imaginemos, incialmente, um
observador que esteja em repouso na coordenada r emita dois pulsos luminosos. As
coordenadas para os dois eventos podem ser escritas como (Z1, 71, ¢1) € (t2, r2, ¢2). Fa-
zendo r; = 7y € ¢ = ¢, Observador em repouso, e utilizando a métrica de Schwarzs-
child no plano equatorial para um intervalo tipo-tempo temos

2G M 1 )

021”) (cAt)? — W ar, (B.29)

AT = (1

cr =0

onde fizemos A¢ = 0. Lembramos que A7 representa o tempo proprio. Assim,
podemos imaginar que ao lado do observador temos um rel6gio que ira registrar a
marcacgdo do tempo. Assim, expressando A7 em funcdo de At segue que

Ar = (1 - QGM) At. (B.30)

c2r

O intervalo de tempo A7 marcado por um reldgio junto a um observador é menor do
que o intervalo At. Notamos que fazendo M = 0 (espago-tempo plano da TRR) em

(B.30) temos
AT = At.

Assim, na TRR a coordenada ¢ volta a apresentar um significado métrico (representa
efetivamente o tempo medido por um reldgio). Outra consideragdao importante estd
relacionada a medida do intervalo de tempo para um observador distante (r — o0)
da massa M. Para um observador distante a equacao mostra que a variacdo da
coordenada temporal (At) coincide com o intervalo de tempo marcado por um relégio

190 Sol e a Terra sdo exemplos. Apesar a solucio de Schwarzschild ser para um objeto niio girante,
podemos aproximar a soluc@o para objetos que giram lentamente.
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junto ao observador distante (A7,,). Ou seja,

ATy = At,

2GM
c2r

pois quando » — oo a relacao — 0.

B.5.5 Testes classicos da TRG

A TRG nao apenas inclui as previsdes da MN como também expande os seus re-
sultados. Alguns resultados ndo explicados pela MN, como a precessao do periélio de
mercurio, tiveram que esperar até a construcdo da TRG para a sua solucdo. Discuti-
remos trés testes cldssicos que confirmaram as previsdes tedricas da TRG. Os testes
cléssicos sdo:

1. O desvio gravitacional para o vermelho;
2. A precessao do periélio da 6rbita de Merctirio;

3. A deflexdo da luz pelo Sol.

B.5.5.1 O desvio gravitacional para o vermelho utilizando a métrica de Schwarzs-
child

Utilizaremos aqui a métrica de Schwarzswchild - que descreve o espago-tempo
na regido exterior a uma massa (M) esfericamente simétrica, estdtica e eletricamente
neutra no viacuo — para discutir novamente o funcionamento de rel6gios em um campo
gravitacional. Para corpos girantes com baixa velocidade (comparadas a velocidade da
luz), como € o caso da Terra e do sol, podemos utilizar com boa aproximacao a métrica
de Schwarzschild para descrever o espaco-tempo ao redor desses corpos na condi¢ao
de baixa velocidade.

Imagine dois observadores estaciondrios, o observador F estd sobre a superficie da
Terra, com coordenada r = rg, e com um reldgio para registrar a marcacao do tempo.
Ja o segundo observador estd localizado em uma torre de altura h, com coordenada
r = rg+h, estando o segundo observador munido também de um relégio. Por questdes
de simplicidade, imaginaremos que a torre apresenta uma altura h elevada (h — ©0),
dessa forma faremos r = r.,. O observador localizado na superficie da Terra (r = rg)
emite dois pulsos luminosos e mede o intervalo de tempo (A7g) entre a emissdo desses
pulsos. Utilizando a equagéo (B.29) com Ar = (0 temos

2G M 1
IAN_2 2 2
At = (1 - o ) (cAt)” — 70 - 20%{\4) AZZ ,
ou seja,
2 M 1/2
ars = (1- ¢ ) A (B31)
C°Tg
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Para o observador distante em r,, — 0o temos que o termo ig’; M 0. Logo, a equacio

(B.29) para os eventos recep¢@o dos sinais luminosos por um observador distante em
r = T € dada por

2GM 1
20 2 _ 2 2
AT | ey
-0 -
Logo,
AT, = At. (B.32)
Calculando a razdo das equagoes e (B.32)) obtemos
2G M\ '/
A7y = (1 _ = ) Ar.. (B.33)
CTgp

Como (1 — iﬁrj‘g )1/2 < 1 o intervalo de tempo medido pelo observador na superficie
da Terra € menor que o intervalo de tempo medido pelo observador distante, ou seja,
Atp < AT,. Interpretando a equagio podemos dizer que o funcionamento de
um relégio é afetado pela proximidade desse relogio de um objeto massivo de massa
M. Dessa forma, relégios colocados em regides de altitude menor (menores valores de
r) funcionam mais lentamente do que relégios colocados em regides de altitude maior
(maiores valores de r). A gravidade afeta o ritmo dos relégios e faz o tempo passar
mais lentamente.

Se, agora, o intervalo de tempo A7y representar o periodo de uma onda luminosa
senoidal emitida na posi¢ao r = rp e A7, representar o periodo, dessa mesma onda,
medido na posicdo r = r,, podemos relacionar o periodo da onda com a sua frequén-
cia por meio darelagdo f = 1/A7. Dessa maneira, a equagio pode ser reescrita
da seguinte forma.

foo = (1 - 2C§M>1/2 e, (B.34)

C°Tt

onde f, representa a frequéncia da onda luminosa recebida pelo observador locali-
zado em 7., (— 00) enquanto fg representa a frequéncia de emissdo da onda lumi-
nosa emitida pelo observador localizado na superficie da Terra. Pela equacdo (B.34)
percebemos que a frequéncia recebida pelo observador distante (f.,) é menor que a
frequéncia emitida pelo observador na superficie fg, ou seja, foo < fg. Essa redugdo,
como ja discutido anteriormente, na frequéncia representa o desvio gravitacional para
o vermelho, a qual foi obtida, agora, utilizando a métrica de Schwarzschild.

Os fisicos Robert V. Pound e Glen A. Rebka em 1960 realizaram um experimento
comprovando o desvio gravitacional para o vermelho com precisdo em torno de 10%.
Posteriormente, Pound e J. Snider melhoraram a precisdo para algo em torno de 1%.
Nesse experimento raios gama eram emitidos e percorriam uma distincia vertical de

286



Apéndice B. Uma introducdo a Relatividade Restrita e a Relatividade Geral para o Ensino
Médio - Resumo

22,6m em uma torre na Universidade de Harvard e, assim, a diferenca de frequéncia era
determinada. Esses experimentos validaram a interpretacdo de que relégios funcionam
com diferentes taxas em um campo gravitacional.

B.5.5.2 A precessao do periélio da orbita de Mercirio

Em uma primeira abordagem sobre gravitagdo somos, geralmente, introduzidos as
trés leis de Kepler. A primeira lei de Kepler, também conhecida como lei das oOrbitas,
afirma que as orbitas dos planetas em torno do sol sdo elipticas, onde o sol estd posi-
cionado em um dos focos da elipse. Contudo, essa afirmacao € verdadeira apenas para
planetas isolados, ou seja, levando em conta apenas a interagdo do sol com o planeta.
A orbita eliptica pode ser determinada pela solucdo da segunda lei de Newton para
o movimento de um planeta isolado em torno do sol — para analisar essa solucdo ver
(HIBBELER, 2010, p. 155) ou (SYMON, 1971, p. 122["] A Figura[B.22]ilustra a
orbita de um planeta hipotético em torno do sol.

Semieixo menor

periélio \

/‘ afélio

" |

o l
)
[

Semieixo maior

Figura B.22: Orbita eliptica de um planeta em torno do sol. O afélio representa o ponto
da trajetéria do planeta mais distante do Sol enquanto o periélio representa o ponto da
trajetéria mais proximo do Sol.

A Figura ilustra, também, o periélio, ponto da trajetéria do planeta que estd
mais proximo do Sol, e o afélio, ponto da trajetoria do planeta que estd mais afastado
do Sol. Tanto o periélio quanto o afélio sdo fixos para repetidas orbitas de um planeta

A solugio desse problema é um tépico avancado. Estudantes que jd estudaram Célculo Diferencial
e Integral podem analisar as solugdes nas referencias citadas.
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isolado em torno do Sol. Contudo, sabemos que um planeta que orbita o Sol também
estd sujeito a interagdo devido aos demais planetas que compdem o Sistema Solar. Es-
sas interacoes (forcas) provocam pequenas perturbacdes e alteram a 6rbita do planeta.
Essas forcas fazem, por exemplo, com que as 6rbitas dos planetas nio sejam fechadas.
Dessa forma, ap6s uma volta completa em torno do sol o periélio deixa de ser um
ponto fixo e movimenta-se, sendo esse movimento chamado de precessdo do periélio.
A Figura [B.23| ilustra, de maneira exagerada, o movimento de precessdo do periélio
para o planeta Mercurio. A MN consegue prever com exatiddao o avango do periélio de

Meretirio

Figura B.23: Precessdo periélio de Mercurio — retirado e modificado de https://
commons .wikimedia.org/wiki/File:Perihelion_precession.svg
— acesso margo de 2023.

diversos planetas do Sistema Solar. Contudo, a MN ndo consegue prever corretamente
o avango do periélio de Mercurio. Existe uma discrepancia entre a previsao da MN e os
resultados experimentais. Ao aplicarmos a MN na previsdo do valor para a precessao
do periélio de Mercurio, considerando todas as perturbacdes devido ao demais plane-
tas, notamos que existe uma discrepancia de aproximadamente 38 segundos de arco
por século (MACHADO; TORT; ZARRO, 2023, p. 6). Na época cogitou-se a existén-
cia de um planeta chamado Vulcano que estaria entre o Sol e Merctrio, e que seria o
responsével pela diferenca entre o valor previsto pela MN e o valor experimental. No
entanto, essa suposi¢do foi descartada posteriormente devido a falta de evidéncia ex-
perimental, para mais informag¢des sobre a precessdao do periélio de Mercurio e sobre
Vulcano ver (MACHADO; TORT; ZARRO, 2023). Eis que, entdo, Einstein em no-
vembro de 1915 apresenta quatro trabalhos na Academia Prussiana de Ciéncias e, em
seu terceiro trabalho, obtém o valor para precessdo do perié€lio de Mercurio em acordo
com os resultados experimentais da época de aproximadamente 43 segundos de arco
por século. Podemos mostrar que a expressao para a precessao (ou avango) do periélio

288


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Perihelion_precession.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Perihelion_precession.svg

Apéndice B. Uma introducdo a Relatividade Restrita e a Relatividade Geral para o Ensino
Médio - Resumo

de Mercurio A¢ é dada por (COLLIER, 2019, p. 211)

6mrGM
A¢p = o1 = et (B.35)
onde M € a massa total do sistema (que € aproximadamente a massa do Sol), a o
tamanho do semi-eixo maior da elipse, e a excentricidade da elipse , G € a constante
de gravitacdo universal, e ¢ € a velocidade da luz.
O valor obtido no exercicio anterior € de aproximadamente 43 segundos de arco
que estd, dentro do erro experimental, em acordo com o valor medido de 43,1 £+ 0,5
segundos de arco (COLLIER, 2019, p. 212).

B.5.5.3 Deflexdao da Luz e o Eclipse do Sol

Vimos anteriormente como o PE na sua forma forte levava a previsao de que a
luz sofre uma deflexdo (desvio) ao movimentar-se num campo gravitacional. Einstein
indicou que a deflexdo da luz poderia ser testada durante um eclipse solar. A Figura
ilustra a luz emitida, por uma estrela distante, que ao passar na vizinhanga do Sol
sofre uma deflexao 9.

Posicdo
aparenteda
estrela

Raiode luz

Estrela Sol

Figura B.24: Desvio da luz emitida por uma estrela ao passar na vizinhanga do Sol.

Einstein em 1915 determina o valor ¢ para a deflexdo da luz que tangencia a supe-
rificie do Sol no valor de

0 = 1,75 segundos de arco.

Esse valor corresponde ao dobro do previsto pela MN e pelo préprio Einstein em 1911
(MACHADO; TORT; ZARRO, 2023). Pode-se mostrar que a relagcao obtida por Eins-
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tein € dada por (COLLIER, 2019, p. 214)

 4AGM,,

5= B.36
Royc? (B.36)

Em 29 de maio do ano de 1919, duas expedicdes britanicas realizaram medidas
para determinar se a luz, de estrelas distantes, sofre deflexdo ao passar nas proximi-
dades do Sol durante um eclipse solar. A expedi¢do liderada por Arthur Eddington e
Edwin Cottingham foi para a ilha de Principe, na Africa. A segunda expedigio lide-
rada por Andrew Crommelin e Charles Davidson foi para Sobral localizada no Cear4,
no Brasil.

B.5.6 Trajetoérias de raios de luz

Se quisermos utilizar a métrica de Schwarzschild para descrever o movimento de
um pulso luminoso, precisamos utilizar o intervalo do tipo luz. Para intervalos do tipo
luz temos que As? = (. Podemos, entdo, determinar a “Velocidade’le na direcdo radial

(%) de um pulso luminoso. Utilizando a métrica de Schwarzschild, com A¢ = 0,

temos B )
0=— (1 - S) (cAt)? + ——< Ar%. (B.37)
H) e g
Isolando Ar /At segue que
Ar R,
—=x(1——)c B.
A= (=7 ®39

O sinal de (—) na expressdo indica um pulso luminoso aproximando-se do horizonte
de eventos na dire¢ao radial e o sinal de (+) indica um pulso luminoso afastando-se do
horizonte de eventos na direcdo radial. Um fato curioso é de que a “velocidade” radial
nas coordenadas de Schwarzschild é menor que a velocidade da luz denotada por c,
pois (1 — R7> < 1. O termo % representa uma taxa de variacdo nas coordenadas de
Schwarzschild.

Voltemos agora a nossa atenc¢do para as trajetorias de pulsos luminosos na presenca
de um buraco negro. A equagdo mostra a relagdo para a “velocidade” radial de

um pulso luminoso no espaco-tempo de Schwarzschild.

Ar R,

T=x(1-7)c

At r
Podemos resolver a equagdo acima utilizando um processo de integracdo. Entretanto,
como esse passo foge do escopo desse texto iremos colocar diretamente a solu¢io que

12 A velocidade aparece entre aspas devido ao fato que e ¢ niio apresentam significado métrico como
discutido anteriormente. Para mais informagdes ver (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018,
p- 4-2).
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¢ dada po

ct—cty==x|r—r;+ Rin (T_Rsﬂ , (B.39)
™ — Rs
onde (cty, 1) representam as condigdes iniciais de emissdo do pulso de luz. A equagio
descreve linhas de mundo (geodésicas nulas As? = 0) de pulsos luminosos. O
sinal positivo descreve a linha de mundo de um pulso luminoso emitido no sentido
positivo de r e o sinal negativo descreve a linha de mundo de um pulso luminoso
emitido no sentido negativo de r.
Por simplicidade construiremos um grafico c¢t/R* vs. r/R*, onde R+ = R/2.
Assim, podemos reescrever a equacao da seguinte forma

ct cty T 1 T/R*—Q
B Y (i B.40
R R [R* R (rl/R* - 2)] ’ (B.40)

O grifico plotado na Figura [B.25foi construido a partir da equag@o (B.40) para dife-
rentes valores de (ctq,r1).

A andlise do gréfico da Figura[B.25|nos traz alguns insights importantes que discu-
timos na introducdo da se¢do A.6, porém sem nenhuma demonstra¢do. Para a regido
interior ao horizonte de eventos vemos que tudo se move para valores de r decrescente
— veja as linhas de mundo tracejadas das particulas A e B também representadas na
figura. Entretanto, as coordenadas de Schwarzschild ndo sdo uma boa escolha de co-
ordenadas para descrever fendmenos no horizonte de eventos ou em regides interiores
ao horizonte. Note que a linha de mundo da particula B “avanca” para valores de-
crescentes de ¢. Além disso, em cima do horizonte o valor da coordenada r para a luz
permanece fixa. J4 para a regido exterior ao horizonte de eventos as coordenadas de
Schwarzschild descrevem com perfeicao os fendmenos no espaco-tempo.

Para que possamos descrever os fendmenos no espaco-tempo para valores de r <
R, precisamos fazer uma mudanca de coordenadas. Essa mudanga de coordenadas
foge do escopo desse texto, mas uma discussdo sobre o assunto pode ser obtida em
(TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018, p. 7-10) e/ou (MACHADO; TORT;
ZARRO, 2021, p. 10). Esse novo conjunto de coordenadas sao chamadas de coorde-
nadas de Painlevé-Gullstrand (PG) e a mudanca de coordenadas altera a coordenada
temporal que nas coordenadas de PG sera representada pela letra 7. Nessas novas co-
ordenadas nés podemos repetir o grafico desenhando os cones de luz para diferentes
condi¢des iniciais como mostrado na Figura Analisando a Figura [B.26¢| nota-
mos que para regides interiores ao horizonte de eventos qualquer particula estard em
movimento até atingir a coordenada r = 0 (singularidade).

13Para mais informagdes ver (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018, p. 3-24).
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Figura B.25: Linhas de mundo para pulsos luminosos para diferentes valores de
(ct1,r1). Duas linhas de mundo de duas particulas arbitrdrias A e B estdo repre-
sentadas. Repare que as linhas de mundo das particulas estdo no interior dos seus
respectivos cones de luz — retirado e modificado de (TAYLOR; WHEELER; BERTS-
CHINGER, 2018, p. 3-24).
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Figura B.26: Linhas de mundo para pulsos luminosos para diferentes valores de
(cTy,r1). Duas linhas de mundo de duas particulas arbitrarias A e B estdo represen-
tadas — retirado e modificado de (TAYLOR; WHEELER; BERTSCHINGER, 2018, p.
7-26).
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Instrumento de Pesquisa

Parte 1

Com base nos seus conhecimentos de mecanica newtoniana e relatividade restrita
responda as questoes abaixo. Este enunciado € valido para as questoes 1, 2, 3 e 4:
Um vagdo move-se em relacdo aos trilhos de uma estrada de ferro. Observadores em
repouso em relag@o ao leito da estrada (referencial do solo) e observadores em repouso
em relagdo ao vagao (referencial do vagao) podem realizar medidas de comprimento e
intervalo de tempo com réguas e relogios previamente sincronizados em seus respec-
tivos referenciais. Em relagdo a descri¢cao dos fenémenos fisicos (que corresponde a
medi¢do das grandezas fisicas envolvidas na descricdo do fendmeno) e em relagdo a
determinacio das leis fisicas (que corresponde a relagdes gerais entre as grandezas
fisicas medidas) e ao principio da relatividade restrita (as leis fisicas sdo as mesmas
em todos os referenciais inerciais), responda as questdes abaixo.

1) Uma lampada desprende-se do teto do vagdo quando o mesmo se movimenta de
maneira uniforme em rela¢do ao solo. Em relacdo a descricao da queda da lampada
€ correto afirmar que

a) E indiferente a escolha do referencial para a descri¢io do movimento da 1am-
pada em termos das grandezas fisicas mensurdveis (embora a descri¢do possa ser mais
simples em algum dos referenciais em uma dada situagdo), sendo esse fato ébvio e,
portanto, nao precisando de confirmagdo experimental.

b) O referencial do solo € privilegiado para descricao do movimento da lampada em
termos das grandezas fisicas mensurdveis em relacao ao referencial do vagao, sendo
esse fato 6bvio e, portanto, nao precisando de confirmagdo experimental.

¢) O referencial do vagio € privilegiado para descricao do movimento da lampada
em termos das grandezas fisicas mensurdveis em relacdo ao referencial do solo, sendo
esse fato ébvio e, portanto, ndo precisando de confirmagao experimental.

d) E indiferente a escolha do referencial para a descricio do movimento da lampada
em termos das grandezas fisicas mensurdveis (embora a descri¢do possa ser mais sim-
ples em algum dos referenciais em uma dada situa¢@o), sendo esse fato nao ébvio e,
portanto, precisando de confirmagdo experimental.
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2) Uma lampada desprende-se do teto do vagdo quando o mesmo se movimenta de ma-
neira uniformemente acelerada em relacio ao solo. Em relacdo a descricio da queda
da lampada ¢ correto afirmar que:

a) E indiferente a escolha do referencial para a descricio do movimento da 1am-
pada em termos das grandezas fisicas mensurédveis (embora a descri¢io possa ser mais
simples em algum dos referenciais em uma dada situagdo). Sendo esse fato ébvio e
independente do referencial do vagio estar se movimentando de maneira acelerada
ou nao, portanto, nao precisando de confirmacdo experimental.

b) O referencial do solo € privilegiado para descricido do movimento da lampada em
termos das grandezas fisicas mensurdveis em relacdo ao referencial do vagdo, pois o
referencial do solo é inercial. Sendo esse fato ébvio e, portanto, nao precisando de
confirmacdo experimental.

c¢) O referencial do vagio ¢é privilegiado para descricdo do movimento da lampada
em termos das grandezas fisicas mensurdveis em relagdo ao referencial do solo, pois o
referencial do vagdo € o referencial no qual inicialmente a lJampada estd em repouso.
Sendo esse fato dbvio e, portanto, nao precisando de confirmagdo experimental.

d) E indiferente a escolha do referencial para a descricio do movimento da lampada
em termos das grandezas fisicas mensurdveis (embora a descri¢do possa ser mais sim-
ples em algum dos referenciais em uma dada situacdo), mesmo o referencial do solo
sendo inercial e o referencial do vagdo sendo ndo-inercial. Sendo esse fato nao 6bvio
e, portanto, precisando de confirmacio experimental.

3) O observador no vagdo e o observador no solo realizam medidas para a descri¢do
do movimento da lampada enquanto o vagio movimenta-se de maneira uniforme. E
correto afirmar em relacdo as leis fisicas encontradas pelo observador do solo e pelo
observador do vagio que:

a) As leis da fisica sdo as mesmas (e sdo escritas em sua forma mais simples) em
ambos os referenciais, pois tanto o referencial do solo quanto o referencial do vagao
sdo referenciais inerciais. Sendo esse fato ébvio e, portanto, nao precisando de con-
firmacgdo experimental.

b) As leis da fisica nao sao as mesmas para ambos os referenciais, sendo o referencial
do solo privilegiado pois as leis da fisica no referencial do solo assumem uma forma
mais simples no mesmo. Sendo esse fato ébvio e, portanto, nao precisando de confir-
macao experimental.

c) As leis da fisica nao sao as mesmas para ambos os referenciais, sendo o referen-
cial do vagdo privilegiado pois as leis da fisica no referencial do vagio assumem uma
forma mais simples no mesmo. Sendo esse fato ébvio e, portanto, nao precisando de
confirmacdo experimental.

d) As leis da fisica sdo as mesmas (e sdo escritas em sua forma mais simples) em
ambos os referenciais, pois tanto o referencial do solo quanto o referencial do vagao
sdo referenciais inerciais. Sendo esse fato nao ébvio e, portanto, precisando de con-
firmacdo experimental.
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4) O observador no vagao e o observador no solo realizam medidas para a descri¢ao
do movimento da l1ampada enquanto o vagdo movimenta-se para a direita de maneira
uniformemente acelerada. E correto afirmar em relacio as leis fisicas encontradas pe-
los observadores no vagao e no solo:

a) As leis da fisica sdo as mesmas (e sdo escritas em sua forma mais simples) em
ambos os referenciais, pois tanto o referencial do solo quanto o referencial do vagao
sdo referenciais inerciais. Sendo esse fato ébvio e, portanto, nao precisando de con-
firmacao experimental.

b) As leis da fisica ndo sao as mesmas para ambos os referenciais, sendo o referencial
do solo privilegiado pois as leis da fisica no referencial do solo assumem uma forma
mais simples no mesmo. Sendo esse fato nao 6bvio e, portanto, precisando de con-
firmacao experimental.

c) As leis da fisica nao sao as mesmas para ambos os referenciais, sendo o referen-
cial do vagdo privilegiado pois as leis da fisica no referencial do vagido assumem uma
forma mais simples no mesmo. Sendo esse fato nao ébvio e, portanto, precisando de
confirmag¢do experimental.

d) As leis da fisica sao as mesmas (e sdo escritas em sua forma mais simples) em
ambos os referenciais, pois tanto o referencial do solo quanto o referencial do vagao
sdo referenciais inerciais. Sendo esse fato nao ébvio e, portanto, precisando de con-
firmagdo experimental.

5) Na mecanica Newtoniana e na relatividade restrita, os referenciais inerciais apresen-
tam um status privilegiado, pois as leis da fisica apresentam uma forma mais simples
em relagdo a esses referenciais. Einstein se mostra contrariado com essa preferéncia e,
em seu livro de divulgagdo da teoria da relatividade, afirma:

“Como ¢ possivel que certos referenciais sejam privilegiados em relacdo a outros refe-
renciais ?”’

Com isso, Einstein propde uma generalizacao do principio da relatividade restrita e
propde o chamado principio da relatividade geral. O principio da relatividade geral
(PRG) afirma que:

“Todos os referenciais sdo equivalentes a formulacdo das leis gerais da natureza (fisica),
independentemente de seus estados de movimento.”

Entretanto, Einstein apresenta um argumento que vai de encontro ao seu principio
da relatividade geral, acerca do comportamento de objetos em referenciais acelerados.
Como exemplo para ilustrar o seu argumento, Einstein analisa um vagao que iré sofrer
uma violenta freada:

“se o movimento do vagdo passa a ndo ser uniforme — por exemplo, em consequéncia de
uma violenta freada -, o viajante experimenta um forte puxao para frente [...] por isso nos
parece impossivel que, em relagdo, ao vagado em movimento nao uniforme, se apliquem
as mesmas leis mecanicas (leis da mecanica) que em relacdo ao vagdo em repouso ou em
movimento uniforme.... Por isso nos sentimos de imediato for¢ados a, contrariamente
ao principio da relatividade geral, atribuir a0 movimento ndo uniforme uma espécie de
realidade fisica absoluta.”
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A realidade fisica absoluta a que Einstein se refere estd no comportamento meca-
nico de objetos nos referenciais em movimento acelerado. Em relacdo ao principio da
relatividade geral e ao argumento apresentado por Einstein contrério a este principio,
determine a alternativa correta:

a) Einstein estabelece, em seu PRG, que a descricdo dos fenomenos da natureza deve
ser equivalente para todos os referenciais. Entretanto, o exemplo do vagdo mostra uma
clara evidéncia que se opde ao PRG, pois nota-se que um vagao em movimento nao-
uniforme € identificavel (realidade fisica absoluta) e a descricdao dos fendmenos da
natureza nao € equivalente para todos os referenciais.

b) Einstein estabelece, em seu PRG, que a descri¢do dos fenomenos da natureza nao
deve ser equivalente para todos os referenciais. Portanto, o exemplo do vagao ape-
nas mostra uma clara evidéncia que se opde ao PRG, pois nota-se que um vagdo em
movimento ndo-uniforme € identificdvel (realidade fisica absoluta) e a descri¢do dos
fendmenos da natureza ndo € equivalente para todos os referenciais.

c¢) Einstein estabelece, em seu PRG, que a formulacdo das leis da natureza nao deve
ser equivalente para todos os referenciais. Portanto, o exemplo do vagao apenas mostra
essa clara evidéncia que se opde ao PRG, pois nota-se que um vagao em movimento
nao-uniforme € identificavel (realidade fisica absoluta) e a formulacdo das leis da na-
tureza ndo é a mesma para todos os referenciais.

d) Einstein estabelece, em seu PRG, que a formulagdo das leis da natureza deve ser
equivalente para todos os referenciais. Entretanto, o exemplo do vagdo mostra uma
clara evidéncia que se opde ao PRG, pois nota-se que um vagao em movimento nao-
uniforme € identificavel (realidade fisica absoluta) e a formulagdo das leis da natureza
ndo € a mesma para todos os referenciais.

6) Einstein menciona em seu livro de divulgagao da teoria da relatividade o seguinte
fato acerca do campo gravitacional:

“O campo gravitacional, ao contrdrio do campo elétrico e magnético, apresenta uma
propriedade extremamente notavel, que ¢ de fundamental importincia para o que segue.
Corpos que se movimentam sob agdo exclusiva do campo gravitacional experimentam
uma acelera¢do que ndo depende em absoluto nem do material nem do estado fisico do
corpo. Um pedaco de ferro e um pedaco de madeira, por exemplo, caem no campo
gravitacional (no vdcuo) exatamente da mesma maneira.”

Acerca da frase dita por Einstein e a notdvel propriedade do campo gravitacional,
avalie as alternativas abaixo:
a) Ao abandonarmos um pedaco de madeira e um pedacgo de ferro em um campo gra-
vitacional, os pedacos cairdo com a mesma aceleracdo somente se possuirem a mesma
massa, sendo essa propriedade verdadeira apenas para o campo gravitacional. O resul-
tado para o campo magnético seria diferente, pois 0 campo magnético ndo apresenta
a propriedade notdvel mencionada por Einstein, ou seja, um pedaco de ferro e um de
madeira abandonamos sob acdo exclusiva de um campo magnético ndo apresentariam
a mesma aceleracdo mesmo que o pedaco de ferro e madeira apresentassem a mesma
massa.
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b) Ao abandonarmos um pedago de madeira e um pedaco de ferro em um campo gra-
vitacional os pedacos cairdo com a mesma aceleracdo independente da sua massa ou
composi¢do, sendo essa propriedade verdadeira apenas para o campo gravitacional. O
resultado para o campo magnético seria diferente, pois o campo magnético ndo apre-
senta a propriedade notdvel mencionada por Einstein, ou seja, um pedaco de ferro e
um de madeira abandonamos sob agdo exclusiva de um campo magnético nao apre-
sentariam a mesma aceleracgao.

¢) Ao abandonarmos dois objetos em um campo gravitacional os objetos cairdo com a
mesma aceleragdo somente se possuirem a mesma massa e forem idénticos em com-
posicdo, sendo essa propriedade verdadeira ndo sé para o campo gravitacional. O
resultado para o campo magnético seria idéntico, pois nesse caso 0 campo magnético
também apresentaria a propriedade notdvel mencionada por Einstein, ou seja, a acele-
racdo adquirida por esses dois objetos abandonamos sob a¢do exclusiva de um campo
magnético apresentariam o mesmo valor.

d) Ao abandonarmos dois objetos em um campo gravitacional os objetos cairdo com
a mesma aceleracao independente de suas massas, porém esse resultado € vélido para
objetos idénticos em composi¢do, sendo essa propriedade verdadeira apenas para o
campo gravitacional. O resultado para o campo magnético seria diferente, pois o
campo magnético ndo apresenta a propriedade notdvel mencionada por Einstein, ou
seja, dois objetos de composicdes diferentes abandonamos sob agdo exclusiva de um
campo magnético ndo apresentariam a mesma aceleracdo.

7) A partir do fato experimental descrito na questio 6 sobre a propriedade notdvel do
campo gravitacional conclui-se a proporcionalidade entre a massa inercial (m;) e a
massa gravitacional (m,). Por simplicidade, podemos tomar a constante de proporci-
onalidade como igual a unidade e escrever: (m; = my). Acerca da nogao de massa
inercial e massa gravitacional é correto afirmar que:

a) A massa gravitacional e a massa inercial representam uma medida da resisténcia
que um corpo oferece a alteragdo do seu estado de movimento devido a aplicacao de
qualquer forc¢a, independentemente de sua origem. Sendo a igualdade entre ambas ob-
via a priori e nao precisando de verificacdo experimental.

b) A massa gravitacional representa uma medida da resisténcia que um corpo oferece
a alteracdo do seu estado de movimento devido a aplicacdo exclusiva de uma forcga
gravitacional. J4 a massa inercial representa uma medida da resisténcia que um corpo
oferece a alterac@o do seu estado de movimento devido a aplicacao de qualquer forga,
independentemente de sua origem. Sendo a igualdade entre ambas nao obvia a priori
e precisando de verificacao experimental.

¢) A massa gravitacional representa o andlogo gravitacional da carga elétrica, podendo
atuar tanto de maneira ativa sendo uma fonte de campo gravitacional quanto de ma-
neira passiva sofrendo a acdo de um campo gravitacional externo. Ja a massa inercial
representa uma medida da resisténcia que um corpo oferece a alteracdo do seu estado
de movimento devido a aplicacdo de qualquer forca, independentemente de sua ori-
gem. Sendo a igualdade entre ambas nao obvia a priori e precisando de verificacao
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experimental.

d) A massa gravitacional e a massa inercial representam o andlogo gravitacional da
carga elétrica podendo atuar atuam tanto de maneira ativa sendo uma fonte de campo
gravitacional quanto de maneira passiva sofrendo a acdo de um campo gravitacional
externo. Sendo a igualdade entre ambas obvia a priori e nao precisando de verifica-
¢do experimental.

8) Um observador utilizando um dinamdmetro deseja medir a tracdo em um fio em
ambas as situagdes ilustradas abaixo. Considere m; e m, a massa inercial e a massa
gravitacional respectivamente. Na imagem da esquerda, o observador estd em uma
sala (referencial S) em repouso sobre a superficie da Terra cujo campo gravitacional €
considerado uniforme e aponta para baixo. Na imagem da direita, o observador estd em
uma nave no espago livre (referencial S*), longe de qualquer objeto massivo, com uma
aceleracdo A=— g, para cima com moédulo constante. Einstein propde em 1907 um
principio que estabelece uma equivaléncia entre referenciais acelerados e referenciais
sobre a influéncia de campos gravitacionais. Assim, podemos escrever o principio
da equivaléncia da seguinte forma: Nenhuma experiéncia, mecanica, pode distinguir
entre um campo gravitacional uniforme (§) e a aceleracdo uniforme equivalente (A =
—g). A partir deste principio, Einstein estabeleceu uma interpretacao fisica para a
igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional. Analise a situacdo abaixo
e marque a alternativa correta que ilustra a interpretacdo fisica proposta por Einstein
para a igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional:

Aceleragio de §” igual
s e A=-g
y

O dinamémetro O dinamémetro
| } apresenta uma ‘ apresenta uma
marcagdo T marcagao T

g uniforme ‘ ‘
* * x

=

Superficie da Terra
Figura C.1:

a) As tragdes 1" e T marcadas pelos dinamOmetros ndo apresentam qualquer relagao
visto que se tratam de referenciais diferentes e a igualdade entre a massa inercial e a
massa gravitacional constitui apenas uma coincidéncia.

b) A tragdo em S vale T = m,.g e a tragdo em S* vale " = m;.A = my.g, onde g
representa o campo gravitacional e A a aceleracdo do referencial S*, que €, em mo6-
dulo, igual a g. A interpretagdo fisica da igualdade feita por Einstein estd em partir da
igualdade (m; = m,) e com isso afirmar que os valores de 7" e T serdo idénticos,
mostrando que a igualdade (m; = m,) implica na validade do principio da equivalén-
cia.

c) A tragdo em S vale ' = my.g e a tragdo em .S* vale 7" = m;.A = m,.g, onde g
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representa o campo gravitacional e A o médulo da acelaracdo do referencial S*, que
¢, em modulo, igual a g. A interpretacdo fisica esta no fato que o principio da equi-
valéncia € valido independentemente da igualdade entre m; e m,, pois mesmo que
(m # my) o principio da equivaléncia se manteria verdadeiro.

d) A tragdo em S vale I' = my.g e a tragdo em S* vale T = m;.A = m;.g, onde g re-
presenta o campo gravitacional e A a aceleracdo do referencial S*, que €, em médulo,
igual a g. A interpretacdo fisica para a igualdade entre m; e m, consiste em utilizar o
principio da equivaléncia como um principio fundamental e assim ndo conseguirmos
distinguir as situagdes da figura acima, fazendo com que 7' = T™ e, por conseguinte,
mp=my.

9) Einstein, em seu livro de divulga¢do da teoria da relatividade, revisita o exemplo do
vagdo sofrendo uma brusca freada que parecia conflitar com a sua tentativa de escre-
ver o principio da relatividade geral. A partir do principio da equivaléncia, Einstein
apresenta o seguinte argumento:

“E bem verdade que o observador que se encontra no vagio da estrada de ferro que
estd sendo freado experimenta, em consequéncia da freada, um puxao para frente, e que
desta forma ele percebe o movimento ndo uniforme do vagdo. Mas ninguém o obriga
a atribuir o puxao a uma aceleracdo “real” do vagdo. Ele também pode interpretar da
seguinte forma o que experimentou: Meu referencial (vagdo) estd permanentemente em
repouso. Mas, durante o periodo da frenagem, existe em relagdo ao mesmo um campo
gravitacional dirigido para frente e que varia com o tempo [...] E este campo gravitacional
que provoca também o puxao no observador.”

Analise as questdes abaixo e marque a alternativa que ilustra como Einstein utili-
zou o principio da equivaléncia para resolver o aparente conflito entre o principio da
relatividade geral e o exemplo do vagao, representado abaixo.

. » Desaceleragdo
YA S

A
— » Forte puxdo

F:’ner'cml = —m4
—

O O

Figura C.2:

a) O argumento de Einstein se baseia no fato que o observador, que sofre um forte
puxao para frente devido a desaceleracdo do vagao (/T), nio consegue identificar que
estd em um vagdo em movimento niao-uniforme independentemente da validade do
principio da equivaléncia.
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b) O argumento de Einstein se baseia no fato que o observador, que sofre um forte
puxdo para frente devido a desaceleracdo do vagado (/Y) somente pode afirmar se
estd em um vagdo em movimento ndo-uniforme em alguns casos, sendo a validade do
principio da equivaléncia utilizada apenas em casos especificos.

¢) O argumento de Einstein se baseia no fato que o observador, que sofre um forte
puxao para frente devido a desaceleracao do vagao (ff), nao pode afirmar se estd em
um vagiao em movimento nao-uniforme ou se o vagao estd em repouso mas sofrendo
a acdo de um campo gravitacional no sentido oposto de A, sendo este fato garantido
pelo principio da equivaléncia.

d) O argumento de Einstein se baseia no fato que o observador, que sofre um forte
puxao para frente devido a desaceleragao do vagao (ff), pode afirmar se estd em um
vagdo em movimento ndo-uniforme mas essa situagdo seria equivalente caso o va-
gdo estivesse em repouso mas sofrendo a a¢do de um campo gravitacional no sentido

oposto de A, sendo este fato garantido pelo principio da equivaléncia.

O enunciado abaixo € valido para as questoes 10 e 11.
Uma nave de altura L pode ser colocada em duas situacdes. Na primeira, a nave
¢ acelerada de maneira uniforme no espaco livre longe de qualquer corpo massivo.
Na segunda, a nave se encontra em repouso na superficie da Terra, onde o campo
gravitacional pode ser considerado uniforme.

10) Imagine um referencial inercial S e um referencial S* acelerado em rela¢do a
S, como ilustrado na figura abaixo. O referencial S* se move no espago livre com
aceleracao A, cujo moédulo coincide com o valor da aceleragdo da gravidade ¢ na
superficie da Terra. Um pulso luminoso € emitido e entra em uma abertura localizada
na parte superior da nave, do lado esquerdo, a uma altura de 3L /4 em rela¢do ao chio
da nave. Apds um curto intervalo de tempo, o pulso luminoso sai pela parte inferior da
nave, localizada no lado direito, a uma altura de L /4 em relagdo ao chdo da nave. A
sequéncia descrita anteriormente é mostrada na figura abaixo, onde a linha tracejada
azul representa a trajetéria do pulso luminoso em relagdo ao referencial inercial .S.
Em relagao a trajetdria do raio de luz vista por um observador no referencial acelerado
S*, que compreende a entrada do pulso luminoso pela abertura localizada do lado es-
querdo da nave e a saida do pulso luminoso pela abertura localizada do lado direito da
nave, determine a afirmacao correta:

a) A trajetoria do pulso luminoso em S* serd retilinea, assim como em 5, e atingirad
a parede da nave localizada do lado direito a uma altura do chdo igual a 3L /4, ndo
atravessando a abertura localizada na parte direita da nave.

b) A trajetdria do pulso luminoso em S* serd retilinea, assim como em S, e atingird a
parede da nave localizada do lado direito uma altura do chao igual a L /4, atravessando
a abertura localizada na parte direita nave.

¢) A trajetéria do pulso luminoso em S* serd curvilinea e atingird a parede do lado
direito da nave a uma altura do chdo igual a 3L/4, ndo atravessando a abertura locali-

301



Apéndice C. Instrumento de Pesquisa

Observador Inercial §
em repouso no espaco
livre

Figura C.3:

zada na parte direita da nave.

d) A trajetéria do pulso luminoso em S* serd curvilinea e atingird a parede localizada
do lado direito a uma altura do chdo igual a L /4, atravessando a abertura localizada na
parte direita da nave.

11) O principio da equivaléncia afirma que “Nenhuma experiéncia mecdnica pode dis-
tinguir entre um campo gravitacional uniforme (g) e a aceleracdo uniforme equiva-
lente A = — g, sendo esse enunciado chamado as vezes de forma “fraca” do principio.
Porém, para Einstein o principio da equivaléncia € um principio fundamental da teo-
ria, sendo estendido entdo para todos os dominios da fisica, chamado de forma “forte”
do principio. A forma “forte” do principio da equivaléncia escreve-se: “Nenhuma ex-
periéncia, mecdnica ou ndo, pode distinguir entre um campo gravitacional uniforme
(7) e a aceleragdo uniforme equivalente A = —§. Baseado nos enunciados anteriores
sobre principio da equivaléncia (forma “forte” e forma “fraca”), analise a situacdo des-
crita a seguir. Imagine que a nave descrita na questdo 10 repouse na superficie de um
planeta de massa M e que tratemos o campo gravitacional como uniforme. A nave,
como antes, possui uma abertura localizada na parte esquerda e direita com alturas em
relagdo ao chdo de 3L./4 e L /4 respectivamente. Qual serd a trajetdria percorrida para
um pulso luminoso em relagdo ao observador localizado no interior da nave e como
o principio da equivaléncia se relaciona com a explicacdo para a trajetéria do pulso
luminoso analisada por esse observador?

a) A trajetoria do pulso luminoso para um observador localizado na nave sera retilinea,
onde o pulso luminoso entrard pela abertura localizada a esquerda da nave e colidird

302



Apéndice C. Instrumento de Pesquisa

#

M
Figura C.4:

com a parede localizada a direita da nave a uma mesma altura em relacdo ao chdo da
nave. Esse fato ndo apresenta qualquer relacdo com o principio da equivaléncia, pois
a gravidade ndo influencia na propagacao do pulso luminoso.

b) A trajetéria do pulso luminoso para um observador localizado na nave sera curvi-
linea, onde o pulso luminoso entrard pela abertura localizada a esquerda e saird pela
abertura localizada a direita da nave. Utilizando o principio da equivaléncia na forma
fraca, seria possivel chegar a afirmacao que a trajetéria do pulso luminoso na nave re-
pousando em um campo gravitacional seria idéntica a trajetoria do pulso luminoso no
referencial acelerado (questao 10).

¢) A trajetdria do pulso luminoso para um observador localizado na nave serd curvili-
nea, onde o pulso luminoso entrard pela abertura localizada a esquerda da nave e sairé
pela abertura localizada a direita da nave. Utilizando o principio da equivaléncia na
forma forte, seria possivel chegar a afirmacg@o que a trajetéria do pulso luminoso na
nave repousando em um campo gravitacional seria idéntica a trajetéria do pulso lumi-
noso no referencial acelerado (questdo 10).

d) A trajetdria do pulso luminoso para um observador localizado na nave sera retilinea,
onde o pulso luminoso entrard pela abertura localizada a esquerda da nave e colidird
com a parede localizada a direita da nave, a uma mesma altura em relacdo ao chao
da nave. Utilizando o principio da equivaléncia na forma forte, seria possivel che-
gar afirmacdo que a trajetoria do pulso luminoso na nave repousando em um campo
gravitacional seria retilinea e idéntica a trajetéria do pulso luminoso no referencial
acelerado (questdo 10).

Enunciado valido para questdes 12 e 13. Uma maneira equivalente de reescrever
o principio da equivaléncia € em termos dos referenciais em queda livre. A ideia central
deste enunciado € que: um referencial em queda livre, ndo girante, € equivalente a um
referencial (inercial) que se move de maneira uniforme no espago livre. Einstein, em
seu livro ilustra o pensamento mais feliz de sua vida:
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“Entdo ocorreu-me o pensamento mais feliz de minha vida, na forma seguinte: um campo
gravitacional tem existéncia relativa ... pois para um observador que cai livremente do
telhado de uma casa ndo hd - pelo menos nas suas vizinhangas imediatas - campo gravi-
tacional.”

12) Suponha que inicialmente o campo gravitacional seja tratado como uniforme. Ima-
gine entdo que estejamos em um elevador e o mesmo despenque em queda livre, como
ilustrado na figura abaixo e que exista uma macga que ird ser abandonada assim que o
elevador comegar a despencar. Analise as op¢des abaixo e marque a alternativa que
relaciona o principio da equivaléncia, colocado em termos dos referenciais em queda
livre, com o pensamento exposto no trecho destacado acima. Nas alternativas abaixo,
consideramos que o elevador esteja sempre em queda livre.

if
(uniforme) ¢

*C

Figura C.5:

a) Para um observador em queda livre tudo se passa como se ndo houvesse campo
gravitacional, mas o referencial em queda livre nao € idéntico a um referencial iner-
cial na auséncia de campo gravitacional. Portanto, uma maca ao ser abandonada em
um elevador em queda livre ird atingir o chdo do elevador sendo esse comportamento
diferente do que ocorreria se o elevador estivesse em movimento uniforme no espaco
livre.

b) Para um observador em queda livre tudo se passa como se ndo houvesse campo
gravitacional e o referencial em queda livre € idéntico a um referencial inercial na
auséncia de campo gravitacional. Entretanto, uma mac¢ad ao ser abandonada em um
elevador em queda livre ird atingir o chao do elevador sendo esse comportamento dife-
rente do que ocorreria se o elevador estivesse em movimento uniforme no espago livre.
¢) Para um observador em queda livre tudo se passa como se ndao houvesse campo gra-
vitacional, mas o referencial em queda livre nao é idéntico a um referencial inercial
na auséncia de campo gravitacional. Entretanto, uma maca ao ser abandonada em um
elevador em queda livre ficard flutuando em relacdo ao chdo do elevador sendo esse
comportamento idéntico ao que ocorreria se o elevador estivesse em movimento uni-
forme no espaco livre.

d) Para um observador em queda livre tudo se passa como se ndo houvesse campo
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gravitacional e o referencial em queda livre € idéntico a um referencial inercial na au-
séncia de campo gravitacional. Portanto, uma maca ao ser abandonada em um elevador
em queda livre ficard flutuando em rela¢do ao chio do elevador sendo esse compor-
tamento idéntico ao que ocorreria se o elevador estivesse em movimento uniforme no
espaco livre.

13) Einstein no final de sua frase faz a seguinte adverténcia:

“[...] para um observador que cai livremente do telhado de uma casa nao ha - pelo menos
nas suas vizinhangas imediatas - campo gravitacional.”

Einstein se preocupa em colocar que o efeito do desaparecimento do campo gravitacio-
nal s6 € verdadeiro nas suas vizinhangas imediatas para um referencial em queda livre
em um campo gravitacional ndo-uniforme. Imagine que agora o elevador em queda
livre em um campo gravitacional ndo-uniforme como ilustrado na figura abaixo e que
existam agora duas macas que serdo abandonadas de diferentes alturas em relacdo ao
chdo assim que o elevador esteja em queda. Analise as op¢des abaixo e indique a al-
ternativa de acordo com a adverténcia proposta por Einstein.

“u

Queda livre

T g
\-. —g (ndo uniforme)

J

N
—
//‘
—
G

» T .
Figura C.6:

a) A adverténcia de Einstein refere-se ao fato do principio da equivaléncia ser vilido
apenas para campos gravitacionais uniformes. Assim, ocorreria uma impossibilidade
da aplicagdo do principio da equivaléncia em um campo gravitacional ndo-uniforme.

b) A adverténcia de Einstein refere-se ao fato do principio da equivaléncia ser valido
apenas em uma pequena vizinhanga espacial e em curtos intervalos de tempo, onde o
campo gravitacional pode ser tratado como uniforme. Assim, ao abandonarmos duas
magcas de alturas diferentes as mesmas iriam ficar flutuando em relacdo a base do ele-
vador e um observador no interior do elevador ndo detectaria qualquer diferenca na
separacdo entre as mesmas caso a medida fosse feita considerando que a separacdo
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espacial entre as macas seja pequena e que essa medida seja realizada em curtos inter-
valos de tempo.

¢) A adverténcia de Einstein refere-se ao fato do principio da equivaléncia ser valido
apenas em uma pequena vizinhanca espacial, onde o campo gravitacional possa ser
tratado como uniforme. Assim, ao abandonarmos duas macas de alturas diferentes as
mesmas iriam ficar flutuando em relacdo a base do elevador e um observador no inte-
rior do elevador nao detectaria qualquer diferenca na separacdo entre as macas caso a
experiéncia fosse realizada considerando que a separagdo espacial entre as magas seja
pequena sendo esse resultado independente do intervalo de tempo em que essa medida
é feita.

d) A adverténcia de Einstein refere-se ao fato do principio da equivaléncia ser valido
apenas em uma pequena vizinhanga espacial e em curtos intervalos de tempo, onde o
campo gravitacional pode ser tratado como uniforme. Assim, ao abandonarmos duas
magcas de alturas diferentes as mesmas iriam ficar flutuando em relacdo a base do ele-
vador e um observador no interior do elevador ndo detectaria qualquer diferenca na
separacdo entre as magas caso a experiéncia fosse realizada em curtos intervalos de
tempo sendo esse resultado independente do tamanho da separacdo espacial entre as
mesmas.

Parte 2

14) Um fato conhecido na relatividade geral é que o funcionamento de relégios em
um campo gravitacional € afetado. Assim, algumas vezes argumenta-se que: 0 campo
gravitacional afeta a marcha de um relégio: o relégio no campo gravitacional “anda
mais devagar”. Analise as afirmacdes abaixo e indique a afirmacdo correta acerca do
funcionamento de rel6gios em campos gravitacionais

a) O funcionamento de um reldgio é afetado pela presenca de um objeto massivo, fa-
zendo com que o intervalo de tempo medido quando o reldgio estd mais proximo da
fonte de campo gravitacional (a Terra, o Sol, por exemplo) seja maior quando compa-
rado com reldgios que estdo mais distantes da fonte de campo gravitacional.

b) O funcionamento de um relégio € afetado pela presenca de um objeto massivo, fa-
zendo com que o intervalo de tempo medido quando o reldgio estd mais proximo da
fonte de campo gravitacional (a Terra, o Sol, por exemplo) seja menor quando compa-
rado com reldgios que estdo mais distantes da fonte de campo gravitacional.

¢) O funcionamento de um reldgio ndo € afetado pela presenca de um objeto fonte de
campo gravitacional, fazendo com que o intervalo de tempo medido independa da pro-
ximidade da fonte de campo gravitacional e a frase do enunciado pode ser considerada
incorreta.

d) O funcionamento de um reldgio € afetado, mas apenas em regides muito proximas
de um objeto massivo, fazendo com que o intervalo de tempo medido mais préximo da
fonte de campo gravitacional (a Terra, o Sol, por exemplo) seja maior quando compa-
rado com rel6gios que estdo um pouco mais distantes da fonte de campo gravitacional.

15) Em relatividade geral, utilizamos as coordenadas globais para localizar eventos
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em um espago-tempo quadridimensional curvo. Entretanto, apesar das coordenadas
globais, por exemplo (r,t), cumprirem o seu papel em localizar eventos em um espago-
tempo curvo, as variacdes de coordenadas globais perdem o seu significado métrico
imediato. Einstein lutou alguns anos para um profundo entendimento acerca da perda
de significado métrico, que destacamos aqui em parte:

“[...] ndo € tao facil se libertar da ideia de que as coordenadas devem ter um significado
métrico imediato”.

A frase de Einstein ilustra o qudo dificil foi apresentar uma clareza entre a rela-
¢do de uma variagdo das coordenadas globais com as grandezas fisicas mensurdveis.
Assim, para que reconciliemos a separagdo entre as coordenadas globais (sem signi-
ficado métrico imediato) com medidas que possuem significado métrico € necessario
conhecermos a métrica As? (global) para o espago-tempo . A métrica espago-tempo
em torno de uma distribuicdo esférica estaciondria de matéria de massa M, na forma
simplificada, é dada por

)& (an? - () 1QGM) (Ar)?,

cr

(As)* =

(1_2GM

c2r

onde G representa a constante da gravitacao universal, ¢ a velocidade da luz no va-
cuo, M a massa de uma distribuicao esférica de matéria. As coordenadas globais r e ¢
representam uma coordenada “radial” e uma coordenada “temporal”, respectivamente.
Analise as alternativas abaixo e indique a alternativa que relaciona corretamente as
quantidades fisicas mensurdveis com as coordenadas globais.
a) Em um espaco-tempo curvo ¢ sempre possivel encontrar coordenadas globais cuja
separacdo apresenta significado métrico imediato para qualquer regido do espago-
tempo considerado. Por isso, a utilizagdo da métrica torna-se dispensavel para a de-
terminacdo de quantidades fisicas mensuraveis.
b) Em um espago-tempo curvo é possivel encontrar coordenadas globais cuja separa-
cdo apresenta significado métrico imediato para regides especificas do espago-tempo
considerado. Por isso, a utilizagao da métrica torna-se dispensavel para a determina-
¢do de quantidades fisica mensuraveis.
¢) Em um espago-tempo curvo é sempre possivel encontrar coordenadas globais cuja
separacdo apresenta significado métrico imediato para qualquer regido do espago-
tempo considerada. Por isso, a utilizagdo da métrica torna-se indispensavel para a
determinagdo de quantidades fisica mensuraveis.
d) Em um espago-tempo curvo € impossivel encontrar coordenadas globais cuja se-
paracdo apresenta significado métrico imediato para qualquer regidao do espaco-tempo
considerado. Por isso, a utilizagdo da métrica torna-se indispensavel para a determi-
nacao de quantidades fisicas mensurdveis.
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Enunciado valido para as questoes 16, 17, 18 e 19. Um observador (estaciond-
rio) chamado Rodrigo, localizado na coordenada » = R, estd sobre a superficie da
Terra munido de um reldgio e uma observadora chamada Mariana, localizada na coor-
denada r = R+ h, estd no alto de uma torre de altura A também munida de um relégio.
Além de possuirem os reldgios com alta precisdo ambos possuem lanternas para que
possam emitir pulsos luminosos. Ao utilizarmos a métrica de Schwarzschild podemos
relacionar o intervalo de tempo préprio A7 com a variagdo da coordenada (global)
t, idéntica para ambos os observadores. Para um observador estaciondrio localizado
em uma coordenada r genérica, podemos escrever a partir da métrica de Schwarzs-
child a seguinte equagdo relacionando o intervalo de tempo préprio com o intervalo da
coordenada (global) At

AT

Il
/:
|

)

Q

<

~—
L

16) Mariana, localizada em r); = R + h, envia dois pulsos luminosos para baixo e
determina o intervalo de tempo entre a emissdao dos pulsos, medido com um relégio,
de valor A7y, de acordo com a figura abaixo. Rodrigo, localizado em rgr = R, re-
cebe ambos os pulsos emitidos por Mariana e determina o intervalo de tempo entre a
recepcdo dos pulsos, medido com um reldgio, de valor A7g. Acerca da comparagio
entre as medidas de intervalo de tempo realizadas por Mariana e Rodrigo determine a
afirmacdo correta:

Mariana

Rodrigo

Figura C.7:

a) O intervalo medido por ambos € idéntico (A7, = ATg), pois ambos sdo observa-
dores estaciondarios (r =fixo).

b) O intervalo de tempo medido por Mariana é maior que o intervalo de tempo medido
por Rodrigo (A7 > A7g). Assim, Rodrigo tem a impressdo que o relégio de Mari-
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ana “anda” mais rdpido quando comparado com o seu proprio relégio.

¢) O intervalo de tempo medido por Mariana é menor que o intervalo de tempo me-
dido por Rodrigo (A7), < ATg). Assim, Rodrigo tem a impressdo que o reldgio de
Mariana “anda” mais devagar quando comparado com o seu préprio relégio.

d) S6 podemos dizer que (A1y; # ATg), mas ndo podemos compara-1os.

17) Imagine que os intervalos de tempo medidos por Rodrigo e Mariana na questao
anterior representem o periodo de uma onda periddica, de valores respectivamente Tz
e T)s. Acerca da frequéncia de emissao f); da onda emitida por Mariana e a frequéncia
da onda recebida fr por Rodrigo, determine qual alternativa compara corretamente a
relacdo entre essas frequéncias medidas:

a) A frequéncia de recep¢do medida por Rodrigo € menor quando comparada com
a frequéncia de emissdo medida por Mariana, ou seja, fr < fy;. Essa reducdo na
frequéncia é conhecida como desvio gravitacional para o vermelho.

b) A frequéncia de recepcao medida por Rodrigo é maior quando comparada com a
frequéncia de emissdo medida por Mariana, ou seja, fr > fy;. Esse aumento na
frequéncia € conhecido como desvio gravitacional para o azul.

c¢) A frequéncia de recep¢ido medida por Rodrigo € idéntica quando comparada com a
frequéncia de emissdo medida por Mariana, ou seja, fr = fu.

d) A frequéncia de recep¢ao medida por Rodrigo € diferente quando comparada com
a frequéncia de emissd@o medida por Mariana. Porém, ndo podemos comparé-las para
afirmar se a frequéncia apresenta uma redu¢ao ou aumento.

18) Agora invertemos a situa¢ao anterior, pois Rodrigo ird emitir dois pulsos luminosos
enquanto Mariana ird receber os pulsos luminosos. Assim, Rodrigo, localizado em
r = R, envia dois pulsos luminosos para cima e determina o intervalo de tempo,
entre a emissdo dos pulsos, de valor A7r de acordo com a figura abaixo. Mariana,
localizada em r» = R + h, recebe ambos os pulsos emitidos por Rodrigo e determina o
intervalo de tempo, entre a recepg¢ao dos pulsos, de valor A7,,. Acerca da comparagio
entre as medidas de intervalo de tempo realizadas por Mariana e Rodrigo, determine a
afirmacdo correta:

a) O intervalo medido por ambos é idéntico (A7), = ATg), pois ambos sdo observa-
dores estacionarios (r = fixo).

b) O intervalo de tempo medido por Mariana € maior que o intervalo de tempo medido
por Rodrigo (A7, > Artg). Assim, Mariana tem a impressao que o relégio de Ro-
drigo “anda” mais devagar quando comparado com o seu proprio relégio.

¢) O intervalo de tempo medido por Mariana é menor que o intervalo de tempo me-
dido por Rodrigo (A1, < Atg). Assim, Mariana tem a impressdo que o relégio de
Rodrigo “anda” mais rapido quando comparado com o seu proprio relégio.

d) S6 podemos dizer que A7y, # ATg, mas ndo podemos compara-los.

19) Imagine que os intervalos de tempo medidos por Rodrigo e Mariana na questao
anterior representem o periodo de uma onda periddica, de valores respectivamente 7’r
e T);. Acerca da frequéncia de emissdo fr da onda emitida por Rodrigo e a frequéncia
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da onda f), recebida por Mariana, determine qual alternativa relaciona corretamente a
relagdo entre essas frequéncias:

a) A frequéncia de recep¢do medida por Mariana € menor quando comparada com a
frequéncia de emissao medida por Rodrigo. Essa reducdo na frequéncia € conhecida
como desvio gravitacional para o vermelho.

b) A frequéncia de recep¢cao medida por Mariana é maior quando comparada com a
frequéncia de emissdo medida por Rodrigo. Esse aumento na frequéncia € conhecido
como desvio gravitacional para o azul.

¢) A frequéncia de recep¢do medida por Mariana € idéntica quando comparada com a
frequéncia de emissdo medida por Rodrigo.

d) A frequéncia de recep¢cao medida por Mariana é diferente quando comparada com
a frequéncia de emissdo medida por Rodrigo. Porém, ndo podemos comparé-las para
afirmar se a frequéncia apresenta uma redu¢do ou aumento.

Enunciado valido para as questoes 20 e 21. Descritos de uma forma simplificada,
os buracos negros sdo regides das quais nenhum objeto fisico, nem mesmo a luz, pode
escapar. A fronteira que limita essa regido € chamada de horizonte de eventos.

20) Na figura abaixo vemos um diagrama espaco-tempo para um buraco negro de
Schwarzschild. Os diagramas de cone de luz estdo também colocados na figura. A
regido na qual a coordenada radial vale R, = 260"2]‘/1 determina o horizonte de eventos.
Acerca do comportamento do cone de luz para a regido externa ao horizonte de eventos
r > R, e para a regido interna ao horizonte de eventos r < R, analise os itens a seguir:
a)E possivel que existam observadores estaciondrios (r = fixo) tanto na regido interna
ao horizonte de eventos r < Rg quanto na regido externa ao horizonte de eventos
r > Rg. No entanto, para a regido externa ao horizonte de eventos um observador

(ou particula) pode se movimentar tanto para r crescente quanto para r decrescente

310



Apéndice C. Instrumento de Pesquisa

ct A

VNN

Horizonte de eventos

<Y

o)
1%]

Figura C.9:

enquanto que um observador (ou particula), na regido interna, pode se movimentar
apenas para r decrescente (no sentido de r = 0).

b) Somente € possivel existir observadores estaciondrios (r = fixo) na regido interna ao
horizonte de eventos r < Rg. Entretanto, para a regido externa ao horizonte de eventos
um observador (ou particula) pode se movimentar tanto para r crescente quanto para
r decrescente, enquanto que um observador (ou particula), na regido interna, pode se
movimentar apenas para r decrescente (no sentido de r = 0).

¢) Somente é possivel que existam observadores estaciondrios (r = fixo) na regido
externa ao horizonte de eventos r > Rg. Assim, para a regido externa ao horizonte
de eventos um observador (ou particula) pode se movimentar tanto para r crescente
quanto para r decrescente, enquanto que um observador (ou particula) na regido in-
terna pode se movimentar apenas para r decrescente (no sentido de r = 0).

d)E possivel que existam observadores estaciondrios (r = fixo) tanto na regido interna
ao horizonte de eventos r < Rg quanto na regido externa ao horizonte de eventos
r > Rg. Entretanto, para a regido externa ao horizonte de eventos um observador (ou
particula) pode se movimentar tanto para r crescente quanto para r decrescente, en-
quanto que um observador (ou particula) na regido interna pode se movimentar apenas
para r decrescente (no sentido de r = 0).

21) A figura abaixo representa um cone de luz sobre o horizonte de eventos, onde
as linhas representadas no diagrama podem ou nao representar trajetdrias (linhas
de mundo) de particulas materiais ou de pulsos luminosos em um diagrama espaco-
tempo. Analisando a figura abaixo, analise as afirmagdes a seguir:

a) A linha tracejada (em preto) pode representar a trajetoria de uma particula material
enquanto a linha pontilhada (em laranja) pode apenas representar a trajetoria de um
pulso luminoso, pois somente um pulso luminoso ao atravessar o horizonte de eventos
(r < Rg) pode retornar para a regido exterior ao horizonte de eventos (r > Rg).

b) A linha tracejada (em preto) pode representar a trajetoria de uma particula material,
a linha continua (em vinho) pode representar a trajetéria de um pulso luminoso, en-
quanto a linha pontilhada (em laranja) pode apenas representar a trajetoria de um pulso
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Figura C.10:

luminoso. Somente um pulso luminoso ao atravessar o horizonte de eventos (r < Rg)
pode retornar para a regido exterior ao horizonte de eventos (r > Rg).

¢) A linha tracejada (em preto) ou a linha continua (em vinho) podem representar a
trajetoria de uma particula material enquanto a linha tracejada em laranja pode repre-
sentar tanto a trajetoria de um pulso luminoso quanto de uma particula material. Tanto
um pulso luminoso ou uma particula material ao atravessar o horizonte de eventos
(r < Rg) podem retornar para a regido exterior ao horizonte de eventos (rr > Rg).

d) A linha tracejada em preto pode representar a trajetéria de uma particula mate-
rial , a linha continua (em vinho) pode representar a trajetoria de um pulso luminoso,
enquanto a linha tracejada em laranja ndo pode representar a trajetéria de um pulso
luminoso ou qualquer outra particula material. Uma particula material ou um pulso lu-
minoso que atravesse o horizonte de eventos (r < Rg) ndo pode retornar para a regiao
exterior ao horizonte de eventos (r > Rg).
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GABARITO:
Parte 1: 1-a; 2-a; 3-d; 4-b; 5-d; 6-b; 7-c; 8-d; 9-c; 10-d; 11-c; 12-d; 13-b.
Parte 2: 14-b; 15-d; 16-b; 17-b; 18-b; 19-a; 20-c; 21-d.
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Apéndice D

Iniciativas em um curso de
Licenciatura em Fisica

Nesse apéndice apresentaremos um brevissimo relato sobre uma insercdo feita em
uma disciplina eletiva para o estudo da Teoria da Relatividade Geral (TRG) em um
curso voltado para a Licenciatura em Fisica. Essa iniciativa surge como requisito para
o Estagio de Docéncia realizada ao longo do curso de doutorado. A disciplina aconte-
cia uma vez por semana com duracao de duas horas no ano de 2021, em regime remoto.
A disciplina foi dividida em trés blocos. O bloco 1 apresentou a Teoria da Relatividade
Restrita (TRR). O texto principal para a preparacdo deste bloco de aulas foi o texto de
apoio contido no Apéndice A. O bloco 2 tratou do triunfo da gravitagdo newtoniana, a
TRG e uma a discussao da precessao de Mercurio. O texto principal para a elaboracao
deste bloco foi escrito pelo professor Alexandre Tort e serviu de base para o artigo
“O avango do periélio de Mercurio” (MACHADO; TORT; ZARRO, 2023). O bloco
3 discutiu a TRG sob um ponto de vista adequado para a Licenciatura em Fisica. O
texto principal para essa discussdo foi o texto de apoio (Apéndice A). Contudo, desta-
camos que o texto de apoio foi desenvolvido para estudantes do Ensino Médio (EM)
e, por isso, discussdes extras também foram colocadas nesse bloco. Esses topicos ex-
tras tratavam de temas mais abstratos como a deducao da métrica de Schwarzschild,
a métrica de Painlevé-Gullstrand e detalhes sobre a imagem do buraco negro. Assim,
esses topicos extras apresentaram como base o artigo “O principio da equivaléncia:
Uma introducdo a relatividade geral” (MACHADO; TORT; ZARRO, 2021). Abaixo
destacamos os topicos tratados em cada bloco:

Bloco 1 - Teoria da Relatividade Restrita (TRR)
e Os postulados da TRR.

e Consequéncia 1: a dilatagdo do tempo.

e Consequéncia 2: contragdo de Lorentz.

314



Apéndice D. Iniciativas em um curso de Licenciatura em Fisica

As transformagdes de Lorentz.
O intervalo invariante (As)?.

O espaco-tempo de Minkowski.

Bloco 2 - O triunfo da gravitacao newtoniana e a TRG para a Pre-
cessao de Mercirio

A gravitagdo newtoniana e o sistema solar. O problema de dois corpos e sua
solucdo. (Qualitativo).

As Orbitas planetarias ndo sdo estritamente elipticas! Perturbacdes: a precessao
de Merctrio. (Qualitativo).

Forcas de maré na gravitagao newtoniana.

A incompatibilidade entre a Lei da Gravitacdo Universal e a TRR.

Bloco 3 - Teoria da Relatividade Geral (TRG)

O Principio da Equivaléncia com diferentes formulacdes. O peso como forca
ficticia.

Alice e o tunel através do centro da Terra.

A deflexdo da luz em um campo gravitacional. A precessao de Mercurio (quali-
tativo)

O efeito Doppler em um campo gravitacional.

O disco girante.

A geometrizacdo do espaco-tempo: curvatura, geodésicas.

O Principio da Equivaléncia e a métrica de Schwarzschild.

O deslocamento para o vermelho e a a métrica de Schwarzschild.

As estrelas negras de Mitchell e Laplace. Buracos negros: conceito, tipos de
buracos negros.

O Buraco negro de Schwarzschild. Astronauta em queda-livre em direcao ao
buraco negro. Dentro do buraco negro. A métrica de Painlevé-Gullstrand.

Buracos negros girantes. (Qualitativo).

As evidéncias observacionais em favor da TRG. A primeira imagem de um bu-
raco negro.
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