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RESUMO

FARVES, Aline Mendes Penteado. Compreensdo conceitual dos nimeros racionais no
ensino médio e ensino superior em paises da américa latina: uma revisdo sistematica. 2022.
Tese (Doutorado em Ensino e Histéria da Matematica e da Fisica). Instituto de Matematica,
Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2022.

Esta tese de doutorado tem como foco o ensino e a aprendizagem dos nimeros racionais por
alunos dos ensinos médio e superior, tema relevante no contexto escolar, cuja complexidade
tem despertado interesse de diversas pesquisas ao longo dos anos, pois os alunos continuam a
vida académica sem compreender o conceito. Esta pesquisa caracteriza-se como bibliografica
e visa contribuir para a area de maneira mais ampla, por meio de um Estado da Arte com
pressupostos de uma Revisdo Sistematica de Literatura, a partir da analise de artigos indexados
nas principais bases de dados da América Latina, nos Gltimos dez anos. Duas questdes centrais
orientaram esta pesquisa: ‘Quais tematicas sobre o ensino de nUmeros racionais estdo presentes
nas pesquisas analisadas?’ e ‘Quais concep¢des 0s alunos do ensino médio e do ensino superior
evocam em situacdes com numeros racionais, interpretando-os como parte-todo, medida,
quociente, operador e razdo?’, a partir das pesquisas analisadas. As etapas da Reviséo
Sistematica de Literatura foram observadas, resultando em um corpus com 45 artigos. Dois
momentos de analise foram previstos: analise descritiva e andlise dos temas. Da analise
descritiva destacam-se 4 tematicas principais: i) razdo e pensamento proporcional; ii) operacdes
com ndmeros racionais; iii) representacdes dos nimeros racionais; e iv) o conceito de nimero
racional e suas interpretacdes. Da analise de cada tema, relacionamos as principais concep¢des
dos alunos identificadas aos subconstructos de nimero racional estudados na literatura e a
natureza das questdes percebidas em sala de aula ao utilizar o conceito. Os resultados do tema
‘razdo e pensamento proporcional’ indicam que o conhecimento de grande parte dos futuros
professores e de alunos do ensino médio é caracterizado por uma concepgao pre-proporcional,
por incorporar uma nocao restrita a execucdo de procedimentos e a concepcoes aditivas. Dos
resultados do tema ‘opera¢cBes com nimeros nacionais’, destacamos que o uso de conceito de
ndmeros racionais como instrumento é predominantemente procedimental ou intuitivo, em
detrimento do relacional. O tema ‘representacfes dos numeros racionais’ aponta que as
concepgdes de um numero racional estdo restritas a um monorregistro, ficando evidente uma

predominancia do registro numérico. Quanto ao tema ‘conceito de nimeros racionais e suas



interpretacdes’, uma identificacdo do conceito com o subconstructo parte-todo emerge como
concepgdo predominante e persistente, que parece dar origem ao entendimento de que nimeros
racionais sdo sempre menores que 1. Atividades de particionamento, quando relacionadas ao
subconstructo parte-todo revelam, muitas vezes, concepcbes de particdo desigual. Ja
concepgdes de partilha impossivel, também identificadas, sdo relacionadas ao subconstructo
quociente. Em referéncia aos subconstructo medida, identificamos as concepcdes discreta e
finitista. Tais concepcdes persistem até a vida adulta e por isso, ha necessidade de promover
mudangas no processo de ensino aprendizagem do conceito que permitam a transicdo do
conjunto dos nUmeros naturais para 0 conjunto dos numeros racionais. Concluimos que a
compreensdo do conceito de nimeros racionais e de todas as relagfes presentes entre suas
principais ideias envolve um longo processo de aprendizagem, pois necessita de experiéncias
com diversas nocdes e abrange a compreensdo: das mdultiplas interpretacbes, das ideias

associadas e das representacoes.

Palavras-chave: Revisao Sistematica de Literatura; Estado da Arte; NUmeros Racionais;
Fracdes; Ensino Médio; Ensino Superior.



ABSTRACT

FARVES, Aline Mendes Penteado. Conceptual understanding of rational numbers in high
school and college education in Latin American countries: a systematic review. 2022.
Thesis (Doctorate in Teaching and History of Mathematics and Physics). Institute of
Mathematics, Federal University of Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2022.

This doctoral thesis focuses on the teaching and learning of rational numbers by high school
and college students, a relevant topic in the school context, whose complexity has aroused the
interest of several researchers over the years, as students continue their academic lives without
understanding the concept. This research is characterized as bibliographic and aims to
contribute to the area in a broader way, through a State of the Art with assumptions of a
Systematic Literature Review, from the analysis of articles indexed in major Latin American
databases in the last ten years. Two central questions guided this research: "What themes about
the teaching of rational numbers are present in the analyzed research?' and "What conceptions
do high school and college students evoke in situations with rational numbers, interpreting them
as part-whole, measure, quotient, operator, and ratio?', based on the analyzed research. The
steps of the Systematic Review of Literature were observed, resulting in a corpus with 45
articles. Two moments of analysis were foreseen: descriptive analysis and analysis of themes.
From the descriptive analysis 4 main themes stand out: i) ratio and proportional reasoning; ii)
rational number operations; iii) rational number representations; and iv) rational number
concept and its interpretations. From the analysis of each theme, we relate the main conceptions
of the students identified to the sub-constructs of rational number studied in the literature and
the nature of the issues perceived in the classroom when using the concept. The results of the
theme 'ratio and proportional reasoning' indicate that the knowledge of a large part of future
teachers and high school students is characterized by a pre-proportional conception, by
incorporating a notion restricted to the execution of procedures and additive conceptions. From
the results of the theme 'rational number operations', we highlight that the use of the concept of
rational numbers as a tool is predominantly procedural or intuitive, to the detriment of
relational. The theme 'Rational Number Representations’ points out that the conceptions of a
rational number are restricted to a mono-register, making evident a predominance of the
numerical register. As for the theme 'concept of rational numbers and their interpretations’, an

identification of the concept with the sub-construct part-whole emerges as a predominant and



persistent conception, which seems to give rise to the understanding that rational numbers are
always less than 1. Partitioning activities, when related to the sub-construct part-whole, reveal,
many times, conceptions of unequal partition. Conceptions of impossible sharing, also
identified, are related to the quotient sub-construct. In reference to the measure sub-construct,
we identified the discrete and finite conceptions. Such conceptions persist until adulthood and,
therefore, there is a need to promote changes in the teaching-learning process of the concept
that allow the transition from the set of natural numbers to the set of rational numbers. We have
come to the conclusion that understanding the concept of rational numbers and all the
relationships present among its main ideas entails a long learning process, as it requires
experiences with several notions and encompasses the understanding of: multiple

interpretations, associated ideas, and representations.

Key words: Systematic Review of Literature; State of the Art; Rational Numbers; Fractions;
High School; Higher Education.
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1 INTRODUGCAO

Esta pesquisa tem como objetivo realizar um Estado da Arte da producdo de pesquisa
na Ameérica Latina acerca do conceito de namero racional. A finalidade é apontar quais
concepgdes® os alunos evocam ao utilizar os nimeros racionais, especialmente em situacdes de
uso do conceito interpretado como parte-todo ou medida ou quociente ou operador ou razéo.

Declaramos, desde ja, a importancia que atribuimos a compreensdo conceitual do
conhecimento matematico, expressdo utilizada no titulo desta tese. Para esclarecer nosso
entendimento sobre a compreensao conceitual e as no¢des de conceito matematico e concep¢ao
matematica, apresentamos, j& no inicio dessa Introducdo, as distin¢Ges elaboradas por Simon
(2017).

11 COMPREENSAO CONCEITUAL E AS NOCC)ES DE CONCEITO MATEMATICO
E CONCEPCAO MATEMATICA

Distinguir concepcdo matematica de conceito matematico, que sdo construcdes tedricas
em evolucdo, ndo € uma tarefa simples. Envolve outros termos, tais como: compreensdo,
significado, conhecimento e pensamento, que nem sempre séo definidos de maneira precisa
(SIMON, 2017).

Simon (2017) destaca que, na organizacdo do pensamento para uma compreensao
conceitual, os constructos conceito matematico e concep¢do matematica sdao fundamentais
(SIMON, 2017, p. 119).

Para o autor,

a compreensdo da matematica ndo € redutivel a defini¢des e teoremas matematicos
(Vergnaud, 1997). Por exemplo, nimeros racionais sdo definidos como nimeros que

podem ser expressos como %, onde a e b sdo inteiros, e b ndo é igual a 0. Essa defini¢do

pode ser aprendida, e os alunos podem usa-la para distinguir entre nimeros racionais
e ndmeros que ndo sdo numeros racionais. No entanto, a definicdo ndo fornece
informac@es sobre o que significa entender fragGes ou razdo. (SIMON, 2017, p. 121,
tradugdo nossa)

Simon (2017) define conceitos matematicos como “objetos matematicos (mentais) e as

relagdes entre esses objetos” (p. 121). Assim, 0 conceito abrange conhecimentos légico-

! Utilizamos o termo concepgBes nesta tese conforme Simon (2017), que sera explicitado em detalhes na secdo
1.1.
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matematicos? e implica conhecer ndo sé as relagBes entre os objetos, mas também a necessidade

l6gica das relacBes envolvidas (p. 122). De acordo com o autor, conceitos matematicos

sdo o resultado da abstracdo reflexiva e ndo o resultado de um processo de
aprendizagem empirico. Os processos empiricos tém seu lugar na Matematica, por
exemplo, como base para fazer uma conjectura. (...) um conceito matematico néo é o
resultado direto de um processo empirico. (SIMON, 2017, p. 122, traducéo nossa)®

Deste modo, estabelecer um conceito matematico é um objetivo do processo de ensino-
aprendizagem de qualquer topico e, por isso, requer potencialmente um conjunto de
intervencdes instrucionais.

Por outro lado, uma concepcdo matematica é “um modelo explicativo usado para
explicar habilidades e limitacBes observadas dos alunos de Matematica em termos de suas
formas (inferidas) de saber” (SIMON, 2017, p. 120, tradugdo nossa). Desta maneira, a
concepcdo matematica ¢ “uma invengdo de um pesquisador de uma maneira de saber de um
aprendiz que produziria a resultados observados” (SIMON, 2017, p. 120, traducdo nossa).
Assim, a concepcéo é sempre um conhecimento inferido.

As concepcBes matematicas servem para explicar um comportamento observado, sendo
caracterizada como um modelo explicativo e ndo como um conceito matematico (SIMON,
2017, p. 125). Neste sentido, as concepcGes matematicas podem ser entendidas como o
resultado de um processo de aprendizagem empirico, e fornecem aos pesquisadores e
professores ferramentas para entender o que alunos compreendem e perceber aspectos-chave
de seu comportamento (p. 130).

Interessados nas concepgdes dos alunos do ensino médio e superior sobre o conceito de
namero racional, este é o olhar que adotamos nessa pesquisa.

No que segue, apresentamos, primeiramente, a discussdo dos educadores matematicos

sobre essa complexidade.

2 Simon (2017, p. 122) cita que Piaget distinguiu trés tipos de conhecimento: fisico (refere-se ao conhecimento das
propriedades dos objetos fisicos), l6gico-matematico (refere-se ao conhecimento que acompanha logicamente
outros aspectos do nosso conhecimento) e social (refere-se ao conhecimento que foi arbitrariamente determinado
por um grupo social).

3 O autor exemplifica com um cenério de classe, no qual foi solicitado aos alunos que usassem um elastico azul
para fazer um quadrado de um tamanho designado em um geoplano. Em seguida, eles deveriam colocar um elastico
vermelho em torno de metade do quadrado, obtendo o quadrado dividido em dois retdngulos (realizado pela
maioria) e o quadrado dividido em dois tridngulos e justificaram que as duas respostas estavam corretas. A seguir,
0 autor perguntou: qual metade é maior? Aproximadamente um terco dos alunos respondeu uma das opgdes: a
metade com retangulo, a metade com tridngulo ou sdo iguais. Este cenario foi compartilhado com educadores
matematicos e solicitado que eles pensassem em uma intervencdo de ensino para esta situacdo. Grande parte
sugeriu cortar a metade triangular e sobrep6-la & metade retangular para demonstrar que as areas sdo iguais. Os
autores pontuam que “a interven¢do proposta ndo promove a compreensao matematica que precisa ser aprendida”
(SIMON, 2017, p. 121, tradugdo nossa).
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1.2 QUESTOES SOBRE A IMPORTANCIA E OBSTACULOS DA COMPREENSAO
CONCEITUAL ACERCA DE NUMEROS RACIONAIS NA LITERATURA DE PESQUISA

O conceito de nimero racional é considerado por diversos pesquisadores como um dos
mais complexos que as criangas encontram em seus anos iniciais da educacéao basica (ver, por
exemplo, CHARALAMBOUS; PITTA-PANTAZI, 2005). Um dos grandes problemas é que as
dificuldades de compreensdo deste tipo de numero, muitas vezes, acompanham os alunos

durante toda a vida escolar, podendo persistir, até mesmo, em sua vida adulta.

1.2.1 Obstaculos na compreensdo conceitual dos nimeros racionais

Pesquisas sobre o conceito de nimero racional, de um modo geral, destacam obstaculos
de natureza distinta ao longo do processo de ensino-aprendizagem, relacionados: i) a
complexidade do conceito; ii) aos processos de pensamento dedutivo formal da Matematica;
iii) aos processos de ensino; e iv) ao desenvolvimento cognitivo e a atitude afetiva e emocional
dos alunos em relagcdo a Matemética (DODERA et al., 2014). No que segue, discorremos sobre

cada um desses obstaculos.

A complexidade do conceito de ndmero racional

A complexidade do conceito faz referéncia: i) aos multiplos significados que ele assume,
dependendo do contexto em que esta inserido: parte-todo, medida, quociente, operador e razéo,
— denominado por alguns autores como “conceito multifacetado” (BEHR et al., 1983); ii) as
maultiplas ideias associadas: particionamento, unitizing, equivaléncia e ordem, nocdo de
quantidade, nog¢do multiplicativa e estruturas para somar e subtrair (MARTINIE, 2007;
VENTURA, 2007; WHEELDON, 2008); iii) as multiplas representacdes (figural — continuo e
discreto, simbolico — fragdes, decimais e porcentagem, e lingua natural) (PARAOL e
RODRIGUES, 2018).

H& consenso entre os pesquisadores de que um dos fatores predominantes da
complexidade é sua natureza multifacetada* (subconstructos) (CHARALAMBOUS, 2007). A
nogdo de subconstructo do conceito de nimero racional busca capturar a ideia principal

sugerida no seu uso em determinado contexto, e as relagfes que sdo estabelecidas em sua

4 Ser multifacetado exprime a ideia de apresentar distintos significados, dependendo da situacdo em que esta
inserido. Os termos utilizados para se referir a esta natureza multifacetada séo variados: facetas, interpretacdes,
personalidades, subconstructos ou significados. Nesta pesquisa escolhemos o termo subconstructo, utilizado por
Behr et al (1983) e em alguns momentos utilizamos o termo interpretacdes.
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conceituagdo. Assim, resulta em diferentes significados do conceito a serem assumidos,
dependendo da situacdo em que esta inserido.

Ao longo do tempo, diferentes subconstructos foram considerados pelos pesquisadores,
sendo que Kieren (1976, 1980)°, Behr et al. (1983) sdo os autores mais citados. Behr et al.
(1983) propdem interpretar o conceito de nimero racional de seis modos diferentes: parte-todo,
decimal, razéo, divisdo (quociente), operador e medida.

Embora alguns pesquisadores proponham adicionar outros subconstructos, como
podemos citar: probabilidade, coordenada linear ou porcentagem (ROMANATTO, 1997), os
subconstructos parte-todo, quociente, medida, operador e razéo tém resistido ao longo do tempo
e tém sido considerados suficientes para a compreensao dos nimeros racionais (BEHR; POST,
1992).

O Quadro 1 apresenta a ideia principal de cada um dos subconstructos, seguida de

exemplos:
Quadro 1 - A complexidade do conceito de nimero racional e a nocéo dos subconstructos.
Subconstructos ) 2
. . O que é? Exemplos: =
Ideia principal 3
g de uma pizza significa tomar duas
Parte-todo % representa a relacéo entre b, 0 n(imero partes das 3 partes de tamanhos iguais.
e Relacio; de partes iguais em que o todo foi Figura 1 - Exemplo parte-todo.
e Comparacio entre | dividido (denominador) e a, o nimero
a parte e o todo, das partes tomadas (numerador)
que & considerado (MAMEDE, 2015).
unidade.
Fonte: Apoio escolar®.
Tomando-se 0 segmento CD = 3 como
Medid unidade de medida, quanto mede o
edida —
L Comparac#o entre duas grandezas segmento AB = 2?
* Medida; (DAMICO, 2007). Figura 2 - Exemplo medida.
* Comparagdo de Envolve quanto ha de uma quantidade
uma grandeza em relagdo a uma unidade especificada A s
com outratomada | gessa quantidade (BEHR et al., 1983).
como unidade. Py TR S S T
Fonte: Elaborada pela autora.

5 Alguns afirmam que Kieren foi um dos pioneiros na distingdo destes subconstructos, servindo de base para
diversas pesquisas subsequentes sobre os ndmeros racionais (CAMPOS; RODRIGUES, 2007; WHEELDON,
2008). Para ele, os nimeros racionais sao: Fracdes (que podem ser comparadas, somadas, subtraidas, etc.; Fracdes
decimais que formam uma extensdo natural dos nimeros naturais; Classes de equivaléncia de fraces: E%% }
sdo nimeros racionais; Raz&o de nimeros, na forma %, onde a e b sdo inteiros e b # 0; Operadores multiplicativos;
Elementos de um campo quociente ordenado e infinito. H& nimeros da forma x = % onde x satisfaz a equacédo

bx = a; Medida ou pontos sobre a reta numérica (KIEREN, 1976).
6 Apoio Escolar 24horas - Trabalhando com fracOes. Acesso em 04/02/2022.



https://www.apoioescolar24horas.com.br/salaaula/estudos/matematica/019_fracoes/?cod_aula=1668&sNivelEduca=efaf
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Quociente

Resultado de uma
operacédo de
divisao;
Elementos de um
campo quociente;

Associado a
problemas de
compartilhamento

S representa a relagéo entre um nlimero

p de itens compartilhados igualmente
entre um numero g de destinatarios. S

também representa a quantidade
recebida por cada destinatario
(MAMEDE, 2015).
O quociente S significa que p é dividido

por q. E interpretado como o resultado
de uma divisdo entre dois nimeros

2
5 representa 2 barras de chocolate
compartilhadas igualmente por trés
. 2
criangas ou - pode representar a

quantidade de chocolate recebida por
cada crianca.

Figura 3 - Exemplo quociente.

equitativo, inteiros, partilha e divisdo indicada e
agrupamentos, surgem nos contextos de
divisdo. compartilhamento equitativo (BEHR et
al., 1983). Fonte: Elaborada pela autora.
2 de 12 bolas.
Alongar ou encurtar segmentos de _ 3
linha; aumentar ou diminuir o nmero Figura 4 - Exemplo operador.
Operador ; . .
3 de itens de um conjunto de objetos
Funcao ou discretos; ampliar ou reduzir uma figura @ @ @ @
transformacéo (LAMON, 2008).

aplicadas a algum
namero, objeto ou
conjunto.

Transformacdo: “uma acdo que se deve
realizar sobre um ndmero, através do
qual se transforma o seu valor
(VENTURA, 2013, p. 44).

OO
SROROND

Fonte: Elaborada pela autora.

Razéo
Comparacao;

indice
comparativo de
magnitudes
relativas.

S envolve uma comparacéao entre duas

quantidades: p e g. Como tal, é visto
como um indice comparativo de
magnitudes relativas de 2 nimeros
(BEHR et al., 1983). Relacdo de duas
guantidades, sendo necessario o
raciocinio multiplicativo (CARPES;
BISOGNIN, 2019).

Na sala de Jodo, temos 2 meninas para 3
. 2
meninos: <

Figura 5 - Exemplo razéo.

Fonte: Elaborada pela autora.

Fonte: Elaborado pela autora.

Esses subconstructos nao sdo independentes e, explorar como eles se relacionam, além

das similaridades e diferencas, pode facilitar generaliza¢6es do conceito. Uma compreensdo de
todos é o fundamento para a construgdo do conceito de nimero racional (KIEREN, 1976;
LAMON, 2008).

As multiplas ideias associadas a esses subconstructos referem-se a ideias fundamentais,
em torno das quais o conceito de numero racional é desenvolvido. Elas interligam o0s
subconstructos e sdo essenciais para uma compreensdo significativa do conceito.

Behr et al. (1983) propuseram um modelo teérico’, no qual os diferentes subconstructos
estdo interligados pelas ideias fundamentais (nocdo de particdo, operacdes basicas de fracdes,

7 Este modelo forneceu o fundamento tedrico para o Rational Number Project (RNP) nos Estados Unidos. O RNP
pode ser considerado o estudo mais abrangente sobre ensino-aprendizagem de nimeros racionais: é um projeto de
pesquisa e desenvolvimento curricular que envolve varios grupos de professores e alunos de p6s-graduacao de
diferentes universidades interessados no ensino e aprendizagem dos nimeros racionais (The Rational Number
Project (archive-it.org).



http://wayback.archive-it.org/org-121/20190122152938/http:/www.cehd.umn.edu/ci/rationalnumberproject/default.html
http://wayback.archive-it.org/org-121/20190122152938/http:/www.cehd.umn.edu/ci/rationalnumberproject/default.html
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nogdo de equivaléncia e resolucdo de problemas). Neste modelo, o fundamento é o processo de
particdo, como na Figura 6.
Figura 6 - Modelo tedrico do processo de ensino-aprendizagem dos nimeros racionais.

Particao e
Parte-todo

Operador Quociente Medida

Equivaléncia Multiplicagédo

Resolugéo de Problemas

Fonte: Elaborado pela autora baseado em BEHR et al. (1983).

Posteriormente, alguns autores ampliaram essas ideias fundamentais, considerando
outros elementos unificadores essenciais para uma compreensdo significativa do conceito de
namero racional (MARTINIE, 2007; VENTURA, 2013; WHEELDON, 2008):
particionamento®, unitizing®, nogdo de quantidade!®, nocdo multiplicativa, equivaléncia e
ordem?! e estruturas comuns para adicionar ou subtrair'?.

As multiplas representacdes para uma mesma ideia, dizem respeito a ser possivel a
adocdo de diferentes registros: figural, simbdlico e lingua natural. No registro figural, temos o
continuo e o discreto como possibilidades a serem estudadas. No registro simbdlico, temos o
numérico ou algébrico, que incluem as fragBes, os decimais e a porcentagem (PARAOL;
RODRIGUES, 2018). E a linguagem natural ¢ polissémica por natureza. Uma das dificuldades
que persiste ao longo de toda a escolarizacdo é a conversdo entre representacdes (DUVAL,
2008, 2012). Por exemplo: alguns alunos ndo percebem que %2 e 0,5 representam o mesmo

ndmero racional.

8 «¢ 0 ato de quebrar ou fraturar um todo — é a agdo por meio da qual as fragGes vém a existéncia (...) & 0 processo
de dividir um objeto ou objetos em um numero de pegas disjuntas e exaustivas.” (LAMON, 2008, p. 90, traducédo
nossa).

° Perceber a multiplicidade de reagrupamento de quantidades em grupos de diferentes tamanhos: por exemplo,
podemos pensar em 24 latas individuais como 1 caixa com 24 latas, 2 pacotes com 12 latas cada ou 4 pacotes de
6 latas cada (LAMON, 2008).

10°A compreensdo de que os nimeros racionais na sua representacdo fracionaria expressam uma relacéo entre
numerador e denominador e que os procedimentos validos para o conjunto dos nimeros inteiros podem néo ser
validos para 0s nimeros racionais, sdo o fundamento de uma compreensdo quantitativa de nimero racional
(VENTURA, 2013; WHEELDON, 2008).

1L A equivaléncia é um conceito complexo, porque envolve compreender que um mesmo ndmero racional possui
inumeras representagdes equivalentes: “A equivaléncia é uma qualidade de equivaler. Ela subjaz o principio da
igualdade, mas n&o significa igual. E aquilo que apresenta o mesmo valor, respeitando-se a proporcionalidade”
(VIZOLLI, 2006, p. 101, grifo do autor).

12 Adicionar e subtrair fragdes é uma tarefa relativamente facil quando ha medidas comuns (WHEELDON, 2008).
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Dos resultados das pesquisas estudadas e da experiéncia como professor, acreditamos
que o conceito de numero racional sé pode ser compreendido de forma ampla, na articulacdo
cognitiva das diversas representacdes, subconstructos e ideias fundamentais. Por este motivo,

enfatizamos a importancia de cada uma delas no decorrer desta Introducéo.

Processos de pensamento dedutivo formal da Matematica

O segundo obstaculo, os processos de pensamento dedutivo formal da Matematica,
relaciona-se a aplicacdo das propriedades e procedimentos operatérios dos nimeros naturais
para fazer inferéncias sobre os numeros racionais, por vezes denominada de viés do ndmero
natural® (VAN HOOF et al., 2014).

Acreditamos que o dominio do conceito de nimero racional envolve habilidades mais

complexas do que o conhecimento sobre nimeros inteiros (KIEREN, 1980):

no caso da ampliagdo dos naturais aos racionais positivos, o professor tem que levar
em conta que a criancga, até certa altura da sua vida escolar, apenas reconhece como
nameros os inteiros positivos, isto &, 1, 2, 3 etc. Assim, a aquisi¢cdo da nogdo abstrata
de nimero racional parece estar associada a um longo processo de construcéo e re-
elaboragdo, quase que elemento a elemento. (MOREIRA, 2004, p. 96)

Assim, por vezes, buscamos amenizar os problemas e dar sentido a transicao,
destacando a insuficiéncia dos nameros naturais para solucionar determinadas situacdes-
problema, tais como as que envolvem o conceito de medir, evidenciando a necessidade de um

novo conjunto numeérico, além de dar sentido a prépria transigao.

Processos de ensino

As dificuldades séo relativas ao processo de aprendizagem e ao processo de ensino
(NARDONI; CAMARA; POCHULU, 2015) e compreendem o terceiro obstaculo. Este
obstaculo é caracterizado pela maneira mecanizada e procedimental como muitas vezes as
fracdes sdo abordadas nos anos iniciais: énfase na operacionalidade técnica, estratégias
didaticas restritas, énfase no significado parte-todo em detrimento de outros subconstructos
igualmente importantes, além da falta de material e de ambientes adequados nas salas de aula,
entre outros (BEHR et al., 1983). Quanto ao ensino, em particular do conceito de numero
racional, estudos apontam que profissionais priorizam algoritmos, em detrimento dos conceitos
e significados, gerando apenas a memorizagdo de regras, formulas e defini¢bes, acarretando

esquecimento e dificuldades em associa-lo a problemas do cotidiano em que séo utilizados

13 Denominado de number bias por Van Hoof et al (2014).
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(CAMPOS; RODRIGUES, 2007). Muitos autores destacam que o ensino de Matematica n&o

tem conseguido que os alunos construam:

um conceito de ndmero racional que permita sua utilizagdo mais tarde. As operacgdes
com racionais sdo, quando muito, mecanizadas em torno de algumas regrinhas basicas
geralmente confundidas umas com as outras. (BROLEZI, 1996, p. 1)

Com isso, os alunos podem desenvolver habilidades em manipular os ndmeros

racionais, sem ter uma compreensao clara do conceito e suas aplicacdes:

Com as fragBes as aparéncias enganam. As vezes as criancas parecem ter uma
compreensdo completa das fracGes e, ainda assim, ndo o tém. Elas usam os termos
fracionais certos; elas falam sobre fragdes coerentemente; elas resolvem alguns
problemas fracionais; mas diversos aspectos cruciais das fragdes ainda Ihes escapam.
De fato, as aparéncias podem ser tdo enganosas que € possivel que alguns alunos
passem pela escola sem dominar as dificuldades das fracdes, e sem que ninguém
perceba. (NUNES; BRYANT, 1997, p. 191)

Deste modo, o conhecimento dos professores (a maneira como eles aprenderam) e como
ensinam podem levar a uma aprendizagem fragmentada dos conceitos e pautada em aspectos
mecanicos, sem sua completa compreensdo (JUSTULIN, 2016). Além disso, € um tema que
muitos professores tém dificuldades de entender e, por consequéncia, de ensinar (GARCIA;
CABANAS-SANCHEZ, 2013).

Desenvolvimento cognitivo e atitude afetiva e emocional dos alunos em relacdo a Matematica

O quarto obstaculo, desenvolvimento cognitivo e atitude afetiva e emocional dos alunos
em relagdo & Matematica, refere-se a um &mbito mais particular dos alunos em contextos
institucionais, relacionado a sentimentos de tensdo, ansiedade e medo do fracasso, gerando
bloqueios de origem afetiva e repercutem no desempenho académico da Matematica
(DODERA et al., 2014).

1.2.2 Importéncia do conceito de nimero racional
A importancia deste conceito também tem sido destacada por meio de diferentes
aspectos: matematico, pratico, psicoldgico e educacional** (BEHR et al., 1983; DAMICO,
2007).
Quanto ao aspecto matematico, sua importancia € evidenciada por:
)] Sustentar o desenvolvimento do raciocinio proporcional e, mais tarde, tépicos
da Matemética avangada, incluindo Algebra, Geometria e Probabilidade (BEHR
etal., 1983; CLARKE; ROCHE, 2009). Com relacio a Algebra, autores afirmam

que o pensamento algebrico ndo se dissocia de uma compreensao do conceito de

14 Sera detalhado na secéo 1.3 por meio das orientagOes educacionais.
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namero racional (BROWN; QUINN, 2007; DHLAMINI; KIBIRIGE, 2014,
SIEGLER et al., 2012).

i) Permitir aos alunos uma compreensdo mais profunda e madura sobre o
conhecimento conceitual do sistema numérico (STELZER et al., 2016) e apoiar
a compreensao da extensdao dos numeros racionais aos nUmeros reais.

iii) Manter seu carater essencial na resolucdo de problemas, ou seja, muitos
problemas da Matematica e de outras areas do conhecimento (como Engenharia,
Fisica, Quimica e Biologia) estdo intrinsecamente relacionados a ideias sobre
nlmeros racionais, € podem proporcionar um contexto ideal & aquisicdo de
novos conceitos (BEHR et al., 1983; CABELLO; MERCADO, 2015; MULLER
et al., 2020).

No aspecto pratico, a compreensao e a manipulacdo dos nimeros racionais surgem nas
mais variadas situacdes cotidianas. Eles estdo em toda parte: nos rétulos de garrafas, nas latas,
nas caixas, nos ingressos, nas receitas, nos mercados, nos anuncios de jornais, nas bombas de
gasolina etc. Inimeros profissionais utilizam este tipo de nimero em suas atividades, tais como
mestres de obras, cozinheiros, enfermeiros, comerciantes etc. Conceitos cientificos como
velocidade, temperatura, densidade sdo representados por nimeros racionais.

Por fim, quanto ao aspecto psicoldgico, “os nimeros racionais proporcionam uma rica
arena na qual as criancas podem desenvolver e ampliar as estruturas mentais necessarias para o

desenvolvimento intelectual continuado” (BEHR et al., 1983).

1.3 AS ORIENTA(}@ES EDUCACIONAIS EM AMBITO NACIONAL E A
EXPERIENCIA EM SALA DE AULA

No aspecto educacional, a importancia do conceito de nimero racional é notdria no
curriculo proposto para a Educacdo Bésica: € um dos tdpicos transversais a quase todos 0s anos
da escola basica. Isto fica claro na visdo geral das habilidades relacionadas ao conceito de
namero racional ao longo do ensino fundamental, proposta atual da BNCC (Base Nacional
Comum Curricular).

Verificamos que € um conceito presente desde o segundo ano, com as ideias de dobro,
metade, triplo, terca parte, quarta parte, quinta parte e décima parte, de maneira intuitiva. A
partir do quarto ano, as habilidades relacionadas ao conceito de nimero racional sdo mais

enfatizadas e se concentram no quinto, sexto e sétimo anos, como no Quadro 2:

Quadro 2 - Visdo geral das habilidades relacionadas ao conceito de nimero racional do ensino fundamental.
20 30 40 50 60 70 80 90
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EF02MAO08

EFO3MAO09 | EFOAMAO9 | EFOSMAOQO2 | EFO6MAQOL1 | EFO7TMAOQO2 | EFOBMAOQOL1 | EFO9MAQS

EF04MA10 | EFOSMAO3 | EFO6MAO2 | EFO7TMAO3 | EFO8BMAO4 | EFOOMAOQ7

EFO5MA04 | EFO6MAQ7 | EFO7TMAO4 | EFO8MAQS

EFO5MA05 | EFO6MAQ08 | EFO7TMAO05

EFOSMAO6 | EFO6MAO09 | EFO7TMAO06

EFOSMAO7 | EFO6MA10 | EFO7TMAO8

EFOSMAO8 | EFO6MA11 | EFO7TMA09

EFO5MA12 | EFO6MA13 | EFO7TMA10

EFO5MA13 | EFO6MAL5 | EFO7TMA1l

EFO7TMA12

Fonte: Elaborado pela autora a partir de BRASIL (2017).

A atencdo especial dada nas orientagfes acerca deste conceito evidencia-se desde o

inicio da apresentacdo do tema:

(...) a construcdo do conceito de nimero racional pressupde uma organizacdo de
ensino que possibilite experiéncias com diferentes significados e representacdes, o
que demanda razodvel espago de tempo; trata-se de um trabalho que apenas sera
iniciado no segundo ciclo do ensino fundamental e consolidado nos dois ciclos finais.
(BRASIL, 2017, p. 69)

No texto do PCN (Parametros Curriculares Nacionais) destaca-se que 0s numeros

racionais compreendem um novo campo NUMErico e, por isso, “supdem rupturas com as ideias

construidas pelos alunos acerca dos nimeros naturais e, portanto, [seu estudo] demanda tempo
e uma abordagem adequada” (BRASIL, 1997, p. 67). Alguns destes obstaculos sdo (BRASIL,

2017, p. 67):

Multiplas representacdes equivalentes: no conjunto dos nimeros naturais
temos que cada numero tem apenas uma representacdo. No caso dos nimeros

racionais, um namero pode ser representado de maultiplas formas. Exemplo: 2,

4 8 10 . . ~ ,
5 30 o 540 diferentes representagdes do mesmo numero;

Comparacdo: no conjunto dos naturais, a comparacdo de maior e menor é

perceptivel, também, visualmente. No conjunto dos ndmeros racionais esta
~ ~ 7 - 1 1
relacdo de comparacdo é mais complexa. Exemplo: 3 > 2, mas 3<3

Tamanho da escrita: no conjunto dos naturais o “tamanho” da escrita do
numero pode ser usado para indicar ordem de grandezas. Entretanto, no conjunto
dos numeros racionais ndo acontece da mesma forma. Exemplo: 100000 > 100
e 1,000001 < 1,001;

Operacdo de multiplicacdo: Na operacdo de multiplicacdo dos numeros
naturais, espera-se encontrar sempre um nimero maior que um dos fatores. Ja

no conjunto dos nimeros racionais, o produto de dois nimeros pode resultar em
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p 1 3
um namero menor que um dos fatores. Exemplo: 2«3 =6 ¢ >* 3= S éum

resultado menor que trés;
= Sucessor e antecessor: no conjunto dos numeros naturais podemos falar em
sucessor e antecessor, mas isto ndo faz sentido no conjunto dos numeros
racionais. Perceber que entre dois nimeros racionais sempre é possivel encontrar
outro racional n&o é algo trivial.
Além disso, a capacidade de resolver problemas com os numeros racionais depende do

conjunto de ideias fundamentais e suas inter-relacées, como destaca a BNCC:

(...) os diferentes campos que compdem a Matematica relnem um conjunto de ideias
fundamentais que produzem articulagdes entre eles: equivaléncia, ordem,
proporcionalidade, interdependéncia, representacdo, variacdo e aproximagdo. Essas
ideias fundamentais sdo importantes para o desenvolvimento do pensamento
matematico dos alunos e devem se converter, na escola, em objetos de conhecimento.
(BRASIL, 2017, p. 268)

Ventura (2013) relacionou essas ideias fundamentais com os subconstructos em um
esquema que consta no Apéndice A.

De nossa experiéncia em sala de aula, concordamos que embora a importancia deste
conceito ao longo de toda a escolarizacao seja destacada, alunos do ensino médio e do ensino
superior “apresentam dificuldades no trato com as fragdes e demonstram nao conhecer aspectos
relevantes do conceito de namero racional, 0 que acarreta prejuizos a compreensao de novos
conceitos matematicos” (CAMPOS; RODRIGUES, 2007, p. 70), como por exemplo o conceito
de namero irracional.

Tais dificuldades podem ser comprovadas em minha experiéncia como docente, que traz
evidéncias sobre elas, mesmo que em nivel local. E notério em minha pratica docente que as
dificuldades com este conceito persistem ao longo de toda a escolarizacéo e, inclusive, ao final
desta. Como professora de Matematica hd mais de dez anos, tenho percebido que os alunos
chegam ao ensino médio sem compreender o campo dos numeros racionais. O que normalmente
percebo, é que eles expressam compreensfes limitadas e fragmentadas deste conceito, ndo
conseguindo estabelecer relagdes entre as principais ideias.

Tais dificuldades sdo perceptiveis ainda no ensino superior. Ha inimeros relatos que me

surpreendem, como o de uma aluna de um curso de licenciatura em Quimica. A estudante ficou
. . . ~ 3 . 5
surpresa quando descobriu que poderia realizar a operacao de o+ 1, substituindo o 1 por = Sua

reacdo ao saber foi: “Nossa, por que nunca me falaram isso antes? Assim, ¢ muito mais facil

entender”, referindo-se ao algoritmo da adigéo usando o MMC.
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Diversos professores do ensino médio relatam que um dos topicos que é empecilho para
0 processo de ensino aprendizagem de novos conteudos é o conceito de nimero racional, em
especial, na forma fracionaria.

Além das situacdes em sala de aula, estas dificuldades com o conceito sdo confirmadas
ao analisar os dados das avaliacOes da educacgéo, tais como o Saeb (Sistema de Avaliacdo da
Educagdo Basica). Por exemplo, no descritor 22 (identificar e localizar nimeros racionais
representados na forma decimal na reta numérica), os acertos das questdes oscilaram entre 35%
e 6%. No descritor 24 (identificar fragdo como representacdo que pode estar associada a
diferentes significados), houve uma variacdo de acertos das questdes entre 80% e 35%
(BRASIL, 2002, p. 26).

Notamos que as dificuldades com o ensino destes numeros ndo sdo exclusivas do Brasil,
e sdo de longa data registradas e estudadas internacionalmente. Os resultados do Naep (National
Assessment of Educational Progress)® apontam que as criangas apresentam dificuldades
significativas para aprender e aplicar os conceitos dos numeros racionais. Por exemplo:

e Apenas 29% dos estudantes de dezessete anos dos Estados Unidos escolheram

0,029 como equivalente a —— (KLOOSTERMAN, 2010)*.

e 50% dos alunos da oitava série ndo conseguiram colocar em ordem as fragOes
%g% do menor para o maior (TIAN; SIEGLER, 2016).

No contexto argentino, 41,4% dos alunos do sexto ano ndo conseguem resolver
problemas relacionados ao campo multiplicativo com fragdes simples e apenas 19,7%
conseguem identificar diferentes representacdes de frages e reconhecer a equivaléncia entre
elas (STELZER et al., 2019).

Diante desta problematica referente ao processo de ensino-aprendizagem dos nimeros
racionais no ensino fundamental, inimeras pesquisas tém se preocupado com esta tematica, e
ja existe uma literatura densa envolvendo os alunos do ensino fundamental.

A conclusdo de muitos estudos é que uma compreensdo conceitual dos ndmeros
racionais nao parece ser compartilhada por grande parte dos alunos dos anos finais do ensino

fundamental (MCMULLEN; VAN HOOF, 2020) e os problemas no processo de ensino-

15 A Naep é a maior avaliacdo nacional representativa e continua de alunos de escolas publicas e privadas dos
Estados Unidos. Tem a finalidade de averiguar o que os alunos sabem em varias disciplinas em todo o pais, estados
e em alguns distritos urbanos. A Naep fornece informagGes importantes sobre o desempenho académico dos alunos
desde 1969 e tem sido uma medida do desempenho dos alunos em todo o pais em Matematica, leitura, ciéncia
entre outros (Retirado de: The Nation's Report Card | NAEP (ed.gov), acesso em 05/06/2021).

16 Resultado referente ao ano de 2004. Em 1978 este percentual era de 61,6%.
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aprendizagem deste conceito “‘persistem longamente, ndo encontrando, por vezes,
possibilidades de superag@o ao longo do ensino basico” (BERTONI, 2009, p. 211).

Ha um reconhecimento de que a construcdao do conceito de numero racional exige um
longo periodo de tempo para se desenvolver e sua construcao se consolida ao longo de toda a
escolarizacio, e até mesmo apds (CAMPOS; RODRIGUES, 2007). Além disso, (...) o trabalho
com nUmeros racionais, comegando com 0s aspectos experimentais até os formais, ndo se
esgota no ciclo do ensino fundamental, ndo podendo ser considerado, no ensino médio e
superior, como um objetivo ja atingido” (NACARATO, 2004, p. 63).

Acrescentamos que,

os dados da Avaliagdo Nacional mostraram (Naep, 1983) que, um desempenho
razoavelmente qualificado com nimeros, ndo é amplamente alcancado até o ensino
médio. Se a competéncia requer anos de aprendizado, estudos de alunos mais velhos
e avancados também séo necessarios. (SMITH, 1995, p. 8, traducéo nossa)

Logo, ha caréncia de pesquisas que tenham como publico-alvo o ensino médio e o
ensino superior com o conceito de nimero racional (MCMULLEN; VAN HOOF, 2020) e
parece haver uma expectativa compartilhada entre os educadores e pesquisadores, de que
muitos alunos concluem o ensino fundamental sem uma compreensdo completa do conceito e
sem saber aplica-los nas mais variadas situacdes da vida real.

Exatamente esta percepc¢éo das dificuldades dos alunos que me motivou a propor esta
pesquisa de doutorado, para conhecer a natureza e origem.

Encerramos este capitulo na préxima secdo, enunciando a questdo de pesquisa e a

estrutura da tese.

1.4  QUESTAO DE PESQUISA, OBJETIVOS E METODOLOGIA
Meu interesse por investigar questdes referentes ao ensino e a aprendizagem dos
nUmeros racionais no ensino médio e no ensino superior, € motivado pelos seguintes aspectos:
i.  Numero racional € um conceito cognitivamente complicado de ensinar e aprender,
tendo em vista sua natureza multifacetada, as diversas ideias associadas e as
maultiplas representaces.
ii.  Alunos brasileiros ttm uma longa histoéria de dificuldades de compreensdo com
este tipo de nimero em testes padronizados e na sala de aula.
iii. ~ Numero racional € um dos conceitos mais importantes a serem estudados,
possuindo influéncias em outros conceitos (raciocinio proporcional), outros
topicos da Matematica (Algebra) e outras grandes areas do conhecimento (Fisica,

Quimica e Biologia).
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iv.  As dificuldades com este tipo de numero se prolongam ao longo de toda a

escolarizagéo.

Diante disto, o objetivo central desta pesquisa € realizar um Estado da Arte sobre a
producdo da pesquisa na América Latina, tendo como tema ‘a compreensdo conceitual dos
ndmeros racionais nos ensinos médio e superior’, com procedimentos de uma Reviséo
Sistematica de Literatura como método e delimitando o periodo de busca de 2011 a 2021.

Duas questBes centrais orientaram esta pesquisa e resumimos da seguinte forma:

= Quais tematicas sobre o ensino de nimeros racionais estdo presentes nas pesquisas
analisadas?*’

= Quais concepc¢des os alunos do ensino médio e do ensino superior evocam em
situacBes com numeros racionais, interpretando-os como parte-todo, medida,
quociente, operador e razao?*8

Esta pesquisa caracteriza-se como bibliografica e descreve os modos que alunos do
ensino médio e do ensino superior compreendem o conceito de nimero racional em suas
diversas representacdes, por meio das concepcdes apresentadas por eles, discutindo tracos de
suas origens e da sua natureza.

Este tipo de pesquisa fornece uma visdo ampla do que tem sido desenvolvido na area
em questdo, por meio dos resultados de analise do corpus selecionado, no sentido de trazer uma
retrospectiva, além de apontar perspectivas futuras em um sentido prospectivo. Os aspectos
tedrico-metodoldgicos estdo descritos no capitulo 2.

Nosso objetivo principal esta relacionado a identificar as concepc@es matematicas
acerca do conceito de nimero racional, que nos fornecem ferramentas para entender a
compreensdo matematica pelos alunos. O desafio colocado por Simon (2017) é especificar uma
concepcao matematica que dé conta do conjunto de comportamentos observados (p. 131).

E importante destacar que, quando buscamos identificar as concepgdes matematicas dos
alunos, estamos interpretando a maneira como os autores explicaram as habilidades e limitagdes
observadas dos alunos em termos de suas formas (inferidas) de saber. Isto é, ndo estamos
interpretando diretamente os dados empiricos dos alunos, mas sim o que oS autores
interpretaram desses dados. Esse € o olhar que adotamos nessa pesquisa, interessados nas
concepgdes dos alunos do ensino médio e do ensino superior sobre o conceito de nimero

racional.

17 Esta questdo sera respondida no capitulo 3.
18 Esta questdo sera respondida no capitulo 4.
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Acreditamos que 0s conceitos matematicos e as concepg¢des matematicas sao elementos-
chave para articular os objetivos da aprendizagem, para caracterizar o conhecimento dos alunos
acerca do conceito de nimero racional ao longo da escolarizagdo, organizar e dar sentido aos
dados obtidos por meio dos artigos analisados e fornecer componentes essenciais nas trajetorias
de aprendizagem: “o poder no uso desses dois constructos deriva de seu potencial para
representar um nivel de analise mais profundo do que uma descri¢cdo ou categorizagdo dos
comportamentos dos alunos ou das tarefas que eles podem resolver” (SIMON, 2017, p. 134).
Por outro lado, conhecer o conceito matematico fornece um objetivo especifico para uma
intervencdo pedagdgica (SIMON, 2017, p. 131).

A intencdo desta pesquisa de promover um didlogo com aspectos educacionais e a sala
de aula atual na escola basica, leva a proposicao dos seguintes objetivos especificos:

i. Identificar nas pesquisas analisadas as expectativas da aprendizagem enunciadas
nos documentos da BNCC para cada concep¢ao do conceito de nimero racional
elencada.

ii.  Destacar o conjunto de intervencdes pedagdgicas identificadas nas pesquisas, com
a finalidade de promover experiéncias e oportunidades para tratar as
inconsisténcias entre 0 conceito e as concepg¢des que emergiram.

Em sintese, incluimos:

iii.  Descrever as concepcbes que alunos do ensino médio e ensino superior

apresentam ao lidar com os nimeros racionais, discutindo tracos de suas origens
e sua natureza;

Este ultimo objetivo especifico busca respostas para a segunda questdo de pesquisa e
inclui descrever?®:

e as concepcdes associadas aos subconstructos parte-todo, medida, quociente,
operador e raz&o;

e as estratégias dos alunos ao utilizar os subconstructos parte-todo, medida,
quociente, operador e razdo;

e a frequéncia e familiaridade com que os alunos utilizam determinado

subconstructo;

19 Utilizamos uma visdo dos racionais que se associa a Kieren (1976) e Behr et al. (1983), mas difere de outros
autores, como por exemplo, da matematica realista ou math in context.
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e 0s modos com que os alunos entendem as multiplas representagdes dos numeros
racionais, identificando tipos de registro de representacdo que os alunos evocam
com maior ou menor frequéncia, caso existam.

Por fim, buscamos reconhecer os pontos de consenso e divergéncia entre as pesquisas e
sugerir o desenvolvimento de pesquisas futuras, por meio das lacunas identificadas.

Acreditamos que uma pesquisa deste tipo constitui-se um campo fértil, permitindo
comparar e contrastar diferentes resultados a respeito dos conceitos, produzindo novos
resultados (MENDUNI-BORTOLOTI; BARBOSA, 2017). O modelo de sistematizacéo
utilizado é relevante pelas implicagdes potenciais que permite gerar ao longo do préprio

processo de ensino-aprendizagem do conceito de numero racional nos anos iniciais.

15 ESTRUTURA DA TESE

Uma Revisdo Sistematica de Literatura rigorosa precisa atender a dois aspectos
importantes: i) documentar claramente quais 0s passos que foram executados; ii) trazer uma
contribuicdo académica (OKOLI, 2019).

Para o primeiro aspecto, o capitulo 2 apresenta nosso entendimento sobre o Estado da
Arte com pressupostos de uma Revisdo Sistematica de Literatura no campo da Educacéo
Matematica, descrevendo as etapas definidas para sua execucdo e o protocolo adotado para
selecionar os textos que a compdem, bem como os desafios enfrentados, entraves e mudangas
necessarias que ocorreram ao longo desta pesquisa.

Com relacdo ao segundo item, os capitulos 3 e 4 apresentam os principais resultados da
analise dos artigos que compdem esta revisao acerca do conceito de niamero racional. Apesar
de ser uma tematica amplamente discutida por tedricos da Educacdo Matematica, o produto das
diversas investigacfes a respeito dos numeros racionais ndo tem respondido de maneira
significativa a questdes colocadas ao longo do processo de ensino-aprendizagem (ver, por
exemplo, KONIC, 2019). Konic (2019) aponta para a necessidade de indagar sobre a
persisténcia desta problemética na aprendizagem. Um outro fator, é que grande parte dos
resultados dessas pesquisas ndo chega até os professores das séries iniciais, para que estes
conhegcam as problemaéticas, as concepgdes dos alunos e como propor trajetorias didaticas bem
fundamentadas (KONIC, 2019).

Acrescentamos a esses capitulos as consideragdes finais no capitulo 5, apontando para
reflexdes a respeito da tematica central desta tese: a compreensdo do conceito de ndmero

racional.
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2 CONFIGURACAO TEORICO-METODOLOGICA DESTA PESQUISA

A investigacdo qualitativa emprega diferentes concepcdes filosoficas; estratégias de
investigacdo; e métodos de coleta, analise e interpretacdo dos dados. (...) os
procedimentos qualitativos baseiam-se em dados de texto e imagem, tém passos
singulares na analise dos dados e se valem de diferentes estratégias de investigacao.
(CRESWELL, 2010, p. 206)

Muitos pesquisadores acreditam ser impossivel realizar uma investigacao a respeito do
ensino e aprendizagem da Matematica sem uma metodologia clara e previamente estabelecida.
Acreditamos ser fundamental adotar uma metodologia interrelacionada com um conjunto de
principios tedricos e com as questdes de pesquisa (RADFORD, 2015), que segue neste capitulo,
assim como o percurso trilhado.

Esta pesquisa caracteriza-se como bibliografica e visa contribuir de maneira mais ampla,
por meio do desenvolvimento de um Estado da Arte com pressupostos de uma Revisdo
Sistematica de Literatura®®, com uma analise da producio de artigos indexados nas principais
bases de dados. Assim, esta pesquisa tem a finalidade de conhecer a producao do conhecimento
e mapear, descrever, sistematizar e discutir a producdo de pesquisa académica acerca da
compreensdo conceitual de nimeros racionais apos o ensino fundamental.

Consideramos relevante conceituar esta modalidade de pesquisa e apresentar 0S
processos metodoldgicos adotados, que seguem nas se¢des 2.1 e 2.2.

Na secdo 2.3 ¢é apresentada a natureza e delineamento desta pesquisa, assim como o
percurso trilhado, os problemas enfrentados devido a pandemia da Covid-19 e as mudancas
necessarias para a realizacao desta tese. Na secdo 2.4 estdo descritos os procedimentos adotados

para a realizacdo de uma Revisao Sistematica de Literatura.

2.1 ESTADO DA ARTE COM PRESSUPOSTOS DA REVISAO SISTEMATICA DE
LITERATURA

Mendes e Pereira (2020) consideram que a diferenca entre Estado da Arte e Estado do

Conhecimento “se estabelece a partir de um nivel de alcance de busca de material (no Estado

20 A Revisdo Sistematica é muito utilizada na area da Salde e ainda temos poucos estudos que apontem para um
modelo a ser seguido para a area de Ensino e Educacdo Matematica. Além disso, atualmente outras areas de
pesquisa tém se interessado por este tipo de revisdo e tém proposto guias, artigos e pesquisas voltadas para essas
outras areas. Esse € o caso de Okoli (2019) para a area de Sistemas de Informacdo e Mendes e Pereira (2020) para
a area de Ensino e Educacdo Matemaética. Por este motivo, utilizamos pesquisas da area da Saide (CORDEIRO et
al., 2007; GALVAO; SAWADA; TREVIZAN, 2004; PATINO; FERREIRA, 2018; SAMPAIO; MANCINI, 2007;
VICTOR, 2008), as orienta¢cdes em Creswell (2010) e os artigos de Okoli (2019) e Mendes e Pereira (2020) para
apresentar um modelo de Revisdo Sistemética para a Educacdo Matematica que foi utilizado nesta pesquisa e é
descrito neste capitulo.
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da Arte) e a forma de pesquisar (Estado do Conhecimento)” (MENDES; PEREIRA, 2020, p.
202). Além disso, é possivel termos um Estado da Arte com pressupostos da Revisdo
Sistematica de Literatura para a busca dos trabalhos (MENDES; PEREIRA, 2020), que € a
abordagem adotada nesta pesquisa, especificada a seguir.

O Estado da Arte e a Revisdo Sistemética de Literatura, em muitos momentos se inter-
relacionam com objetivos em comum. Por exemplo, ambas tém o objetivo de fazer um
levantamento bibliografico da producdo académica sobre determinado tema, por meio de um
mapeamento, no sentido de inventariar, sistematizar, compilar, descrever, analisar e avaliar a
producdo de pesquisas académicas.

Melo (2006) afirma que pesquisas caracterizadas como Estado da Arte:

buscam compreender o conhecimento acumulado, sobretudo quando se realiza um
mapeamento, além de inventariar, sistematizar, compilar, descrever, analisar e avaliar
a producdo cientifica numa determinada rea de conhecimento, apontando tendéncias
tedrico-metodoldgicas e tematicas mais frequientes e problemas investigados. (MELO,
2006, p. 62)

Em uma Revisdo Sistemética de Literatura, o termo sistemética é usado porque as
pesquisas sdo selecionadas com critérios preestabelecidos. Ou seja, a Revisdo Sistematica de
Literatura tem como principal finalidade selecionar, sintetizar e articular os principais estudos
acerca de determinada tematica, com etapas bem definidas (VICTOR, 2008). Cordeiro et al.

(2007) definem a Reviséo Sistematica como:

(...) um tipo de investigagdo cientifica que tem por objetivo reunir, avaliar criticamente
e conduzir uma sintese dos resultados de multiplos estudos primarios. Ela também
objetiva responder a uma pergunta claramente formulada, utilizando métodos
sistematicos e explicitos para identificar, selecionar e avaliar as pesquisas relevantes,
coletar e analisar dados de estudos incluidos na revisdo. (CORDEIRO et al., 2007, p.
429)

Este tipo de revisdo “ganha o adjetivo sistematica se for baseada em uma questdo
claramente formulada, identifica estudos relevantes, avalia sua qualidade e resume as
evidéncias por meio de metodologia explicita” (KHAN et al., 2003, p. 118, traducdo nossa).
Fink (2014) destaca que tem como caracteristicas ser (FINK, 2014):

e sistematica: aspecto chave que segue uma abordagem metodoldgica bem
definida;

e explicita: os procedimentos utilizados devem ser bem claros;

e abrangente: deve incluir todo o material relevante ja publicado;

e reprodutivel: outros que desejam seguir esta mesma abordagem devem
conseguir reproduzi-la.

Desta maneira, entendemos que a Revisdo Sistematica de Literatura cumpre dois papéis

principais nesta tese:
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e Retrospectivo: no sentido de apontar e mapear 0 que ja foi pesquisado acerca
de determinado tema;
e Sistematico: no sentido de ter passos predefinidos bem estabelecidos.
Por outro lado, entendemos e achamos importante destacar que o Estado da Arte ndo é
apenas uma revisao de estudos anteriores. Haddad (2002), por exemplo, afirma que:

os estudos do tipo Estado da Arte permitem, num recorte temporal definido,
sistematizar um determinado campo de conhecimento, reconhecer os principais
resultados da investigacdo, identificar tematicas e abordagens dominantes e
emergentes, bem como lacunas e campos inexplorados abertos a pesquisas futuras.
(HADDAD et al., 2000, p. 4)

Mais do que isto, um Estado da Arte busca “identificar as convergéncias e divergéncias,
as relagdes e arbitrariedades, as aproximacdes e contrariedades existentes nas pesquisas e
apresentam indicios e compreensdes do conhecimento a partir de estudos académicos” (MELO,
2006, pp. 62-63).
Dessa forma, entendemos que o Estado da Arte cumpre dois papéis principais nesta tese:
e Prospectivo: no sentido de “olhar para o futuro a partir de tragos e antecedentes
imediatos do cenario atual da pesquisa” (MELO, 2006, p. 62) e assim, apontar
para as lacunas identificadas, as dire¢Oes de interesse que emergiram e 0S
campos ainda nao explorados abertos a pesquisas futuras.
e Comparativo: no sentido de identificar convergéncias e divergéncias,
aproximacdes e arbitrariedades.
Ao estabelecermos o didlogo entre os autores, é possivel obtermos resultados que nao
poderiamos conseguir sem a integracdo das pesquisas selecionadas (MENDUNI-
BORTOLOTI; BARBOSA, 2017).

Entendemos que, no caso de uma pesquisa caracterizada como Estado da Arte e de
propostas de Revisdo Sistematica de Literatura, uma complementa a outra. Neste sentido,
buscamos entrelacar os objetivos das duas propostas, com a finalidade de apresentar um
mapeamento retrospectivo, de maneira sistematica e comparativa das pesquisas acerca do tema
conceito de numero racional ao longo dos Gltimos dez anos, além de apontar perspectivas
futuras as pesquisas sobre o tema.

Em uma pesquisa bibliografica com esse planejamento, os objetos da investigacdo séo
os estudos primarios selecionados de maneira sistematica e definidos previamente, compondo

um corpus de pesquisa a ser analisado.
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Referenciados nos autores desta secdo, apresentamos na Secdo a Seguir 0S

procedimentos para a sua realizacao.

2.2 PROCEDIMENTOS PARA UMA REVISAO SISTEMATICA
Sintetizamos os procedimentos adotados para a busca e organizagédo dos estudos sobre

determinado topico no Quadro 3, a partir da leitura de diversos autores:

Quadro 3 - Procedimentos para uma Revisdo Sistematica de Literatura.
Identificar o topico, definir a questdo de pesquisa e 0 objetivo.

. Delimitacdo do
21 . . x
Planejamento tema (2.2.1) Identificar as palavras-chave; escolher os descritores que serdo

utilizados nas buscas e os bancos de dados que serdo utilizados.

Selecionar os bancos de dados computadorizados que serdo
utilizados nas buscas.

Coleta dos Estabelecer critérios de inclusdo e exclusdo, com a finalidade de
dados (2.2.2) selecionar apenas 0s textos adequados ao objetivo.
Selegéo Realizar as buscas em bibliotecas e banco de dados

computadorizados.

Ler os titulos e resumos inicialmente e fazer uma selecdo prévia.

Selegdo dos ; : - -
dados (2.2.2) | Selecionar os textos mais relevantes para responder a questao de

pesquisa, aplicando os critérios de incluséo e excluséo.

Resumir os textos selecionados.

Anélise
Extracéo descritiva Realizar a categorizacéo dos artigos.
2.2.3 . -
( ) Organizar um mapa da literatura.
Apresentacao Reunir de forma estruturada e organizada por conceitos mais
da Reviséo relevantes ou de maneira tematica as ideias presentes nos textos
~ Sistematica de selecionados. Colocar os autores em dialogo.
Execugao Literatura e :
Analise dos Sugerir como o estudo pode constituir uma contribuicdo ao

campo de pesquisa.

Temas (2.2.3)

Fonte: Elaboragéo da autora baseada em (CORDEIRO et al., 2007; CRESWELL, 2010; GALVAO; SAWADA,;
TREVIZAN, 2004; PATINO; FERREIRA, 2018; SAMPAIO; MANCINI, 2007; VICTOR, 2008).

Pode haver distin¢des nas etapas acima, mas destacamos a importancia de documentar
os procedimentos adotados durante o desenvolvimento da pesquisa, sendo este um aspecto
extremamente relevante para manter o rigor (OKOLI, 2019).

A seguir, o detalhamento de cada uma das etapas enunciadas no Quadro 3.

2.2.1 Planejamento: delimitagdo do tema
Definir o topico, a questdo de pesquisa e 0 objetivo sdo etapas essenciais para 0 bom
desenvolvimento de qualquer tipo de pesquisa, sendo primordiais tanto para seu

desenvolvimento, quanto para chegar ao objetivo principal (OKOLI, 2019).

21 Os termos planejamento, selecdo, extracdo e execucdo foram retirados de Okoli (2019).
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Quando elaborados logo no inicio, essas etapas tém grande influéncia no
desenvolvimento da Revisdo Sistematica de Literatura que, por sua vez, pode modificar as
intencdes iniciais do projeto. Por exemplo, poderiamos estar enunciando questdes ja
respondidas, ou propondo um topico de estudo ja muito explorado.

Creswel (2010) explica que o topico a ser pesquisado “é o tema ou assunto de um estudo
proposto. (...) torna-se a ideia central a respeito da qual se vai aprender ou explorar”
(CRESWELL, 2010, pp. 48-49) e sugere descrevé-lo com poucas palavras.

Ja a questao central da pesquisa deve ser ampla e “pede uma exploracao do fendmeno
ou do conceito central em um estudo” (CRESWELL, 2010, p. 160). Sdo questdes que o
pesquisador deve responder para entender ou explicar o problema de pesquisa e “deve resultar
em uma declaracdo de uma ou duas frases que definem o publico-alvo da revisao, o propésito
¢ a finalidade” (OKOLLI, 2019, p. 14).

E necessario dar a devida atencéo a esta etapa, pois norteara toda a busca pelos textos
que irdo compor 0 corpus e 0 sucesso das demais etapas.

Por sua vez, o contato com a literatura de pesquisa pode sugerir alternativas ao expor
resultados e questdes em aberto, e ainda alterar a questdo formulada inicialmente, o que aponta
para a importancia de buscarmos um enunciado claro da questdo de pesquisa sem cristaliza-lo
e torné-lo impermeavel a mudancas.

Ja as palavras-chave e os descritores podem emergir da delimitacdo do tdpico ou até
mesmo de leituras preliminares, sendo essenciais para a realizacdo das buscas nos bancos de

dados.

2.2.2 Selecdo: coleta e selecdo dos dados

Uma Revisdo Sistematica de Literatura requer que tanto a coleta quanto a sele¢do sejam
bem executadas para ser possivel identificar e analisar as pesquisas mais relevantes sobre o
assunto em questao.

Nesta etapa da coleta de dados € necessario definir como e em quais bases de dados as
buscas serdo realizadas, além das prioridades que serdo estabelecidas.

Para isto, a criacdo de um protocolo prévio torna-se crucial, garantindo a qualidade
(DONATO; DONATO, 2019; OKOLI, 2019). Tal protocolo deve conter os descritores da
pesquisa, as bases de dados, os critérios de inclusdo e exclusdo e as etapas a serem seguidas
(DONATO; DONATO, 2019; OKOLI, 2019): “O protocolo ¢ um componente essencial no
processo de revisdo sistematica e ajuda a garantir a consisténcia, a transparéncia e a integridade”
(DONATO; DONATO, 2019, p. 228).
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As buscas em bancos de dados computadorizados “podem proporcionar um acesso
rapido a milhares de revistas, textos de conferéncias e materiais sobre muitos topicos diferentes”
(CRESWELL, 2010, p. 57).

Além da escolha apropriada da base de dados na qual a tematica esteja inserida, uma
busca eficaz demanda uma estratégia que utilize termos adequados (SAMPAIO; MANCINI,
2007).

Também é importante estabelecer uma prioridade nas buscas, levando em conta quais
os tipos de literatura serdo escolhidos (CRESWELL, 2010). Tal prioridade pode estar associada
aos critérios de inclusdo e exclusdo das pesquisas, que devem ser determinados previamente e
estar na mesma direcdo da questdo de pesquisa (GALVAO; SAWADA; TREVIZAN, 2004).
Esses critérios sdo definidos como as caracteristicas-chave da populacdo-alvo que o0s
investigadores utilizardo para responder a pergunta do estudo e “incluem caracteristicas
demograficas, clinicas e geograficas” (PATINO; FERREIRA, 2018, p. 84). Podem abranger
“tempo de busca apropriado, populagao-alvo, intervences, mensuracdo dos desfechos de
interesse, critério metodologico, idioma, tipo de estudo, entre outros” (SAMPAIO; MANCINI,
2007, p. 86).

No caso da nossa pesquisa, que esta inserida no campo da Educacdo Matematica, essas
caracteristicas incluem publico-alvo, contetdo matemético, metodologia empregada etc.

Ja os critérios de exclusao

sdo definidos como aspectos dos potenciais participantes que preenchem os critérios
de inclusdo, mas apresentam caracteristicas adicionais, que poderiam interferir no
sucesso do estudo ou aumentar o risco de um desfecho desfavoravel para esses
participantes. (PATINO; FERREIRA, 2018, p. 84)

E preciso ter cautela com os critérios de exclusio, para ndo inserir itens desnecessarios,
pois ja sdo excluidos naturalmente pelos critérios de inclusao.

Ressaltamos que os critérios de inclusdo e exclusdo adotados devem estar claramente
justificados, sendo que alguns deles podem ser utilizados nos préprios buscadores, como por
exemplo, idioma e tempo de busca.

Os operadores AND, OR ou NOT, podem compor a estratégia de busca, pois “permitem
juntar termos para alargar a pesquisa ou excluir termos dos resultados” (DONATO; DONATO,
2019, p. 230). O operador AND ¢ utilizado para localizar estudos sobre dois temas (intersecéo);
o operador OR é utilizado para buscar textos que abordem um tema ou outro (soma); o operador
NOT é utilizado para excluir algum assunto da busca (GALVAO; PEREIRA, 2015).

Depois de concluido o planejamento e a coleta dos dados, o proximo passo é a selecéo

dos dados: decidir quais estudos devem ser considerados na Revisdo Sistematica de Literatura.
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A finalidade desta etapa é reduzir a quantidade de estudos a serem analisados para um ndmero
tangivel de se trabalhar (DONATO; DONATO, 2019; OKOLI, 2019).

Nessa etapa os critérios de inclusdo e exclusdo sdo utilizados, a partir dos titulos,
resumos e palavras-chave, verificando a aderéncia aos objetivos da pesquisa (CONFORTO;
AMARAL; SILVA, 2011; DONATO; DONATO, 2019). Em seguida, uma leitura mais
criteriosa dos textos selecionados torna-se necessaria.

Por fim, a selecao “deve ser ampla o bastante para incluir um numero suficiente de

estudos que possam responder satisfatoriamente a questdo de pesquisa” (OKOLI, 2019, p. 19).

2.2.3 Extracéo e execu¢do: Analise Descritiva e Analise dos Temas

Uma vez que as pesquisas potencialmente elegiveis foram selecionadas, € necessario
verificar quais os tipos de dados que serdo extraidos de cada uma delas, de tal forma que sejam
pertinentes ao objetivo da pesquisa. Esta etapa consiste na leitura completa dos artigos, seguida
da organizacgdo e andlise dos dados selecionados e envolve uma categorizagdo dos textos em
categorias preestabelecidas, que denominamos de analise descritiva. Alguns autores sugerem a
criacdo de tabelas contendo os dados mais relevantes para a analise, como por exemplo, titulo,
autor, ano de publicacdo, periddico, desenho metodoldgico, qualis-Capes (Coordenagdo de
Aperfeicoamento Pessoal de Nivel Superior), palavras-chave, objetivo, participantes do estudo
e principais resultados (CONFORTO; AMARAL,; SILVA, 2011; DESSBESEL; SILVA,
SHIMAZAKI, 2018; DONATO; DONATO, 2019).

E sugerida a elaborac&o de resumos breves dos artigos selecionados, com o0s principais
elementos para 0 entendimento dos aspectos fundamentais de cada pesquisa selecionada: o tipo
de intervencdo, o problema, o objetivo principal, informagdes sobre amostra, populacéo e
resultados fundamentais (CRESWELL, 2010; GALVAO; PEREIRA, 2015).

Apds a analise descritiva, é necessario sintetizar o material produzido para, a partir disto,
responder a questdo inicial de pesquisa. Em outras palavras, busca-se interpretar o material
coletado, para enunciar conclusfes validas e l6gicas. Denominamos esta etapa de analise dos
temas, os quais sdo definidos a partir de um mapa da literatura.

O mapa da literatura consiste em “um resumo visual da pesquisa que ja foi conduzida
por outros e ¢ tipicamente representado por uma figura” (CRESWELL, 2010, p. 61). Podemos
organiza-lo de diferentes maneiras, como por exemplo, uma estrutura hierdrquica, um
fluxograma, uma série de circulos etc. Creswell (2010) propde reunir “a revisdo da literatura,

estruturando-a tematicamente ou organizando-a por conceitos importantes” (p. 57). Outros
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autores, como Galvao, Sawada e Trevizan (2004) apontam que esta etapa pode ser realizada de
forma narrativa, sendo este formato, entretanto, uma tarefa dificil.
Na secdo a seguir, apresentamos 0s procedimentos metodoldgicos que utilizamos nesta

pesquisa.

2.3 PERCURSO E DESAFIOS. NATUREZA E DELINEAMENTO DA PESQUISA
Percurso e Desafios

A tematica desta pesquisa sempre esteve relacionada ao conceito de nimero racional.
Como professora do ensino médio, sempre notei a grande dificuldade com estes nimeros,
ocasionando até dificuldades com os outros conceitos matematicos. A Introducdo desta
pesquisa buscou esclarecer esta inquietacéo.

Por este motivo, o plano inicial era desenvolver uma atividade que seria aplicada em um
projeto denominado Matematica EM Ac¢do?? para alunos ingressantes no IFRJ (Instituto Federal
do Rio de Janeiro), escola na qual atuo como professora.

Esta proposta de utilizar um projeto que estava em pleno funcionamento no IFRJ
precisou ser deixada de lado, devido a pandemia e a suspensdo das aulas por tempo
indeterminado. Diante deste cenéario, e ja com uma proposta de intervencdo em sala de aula
planejada, reestruturei os procedimentos para a coleta de dados. Decidimos ofertar, no inicio de
2021, um curso de extensdo para os alunos do ensino médio do IFRJ e outros alunos que
estivessem matriculados em qualquer instituicdo de ensino médio, cuja tematica abordava o
conceito de nimero racional atrelado ao contexto da Covid-19, assunto tdo presente a época.

Para o planejamento dessa intervencéo, participei de dois cursos de extensdo? como

aluna, para obter conhecimentos a respeito da Covid-19.

22 O projeto Mateméatica EM Acdo tem como objetivo auxiliar os alunos com os conceitos essenciais do ensino
fundamental para a aquisicdo de novos conhecimentos no ensino médio, como por exemplo operacdes
fundamentais, fracGes, etc. O ingresso no curso médio técnico no IFRJ é realizado por meio de prova ou sorteio?,
e por isso os alunos sdo provenientes de diversas localidades e escolas da regido metropolitana do Rio de Janeiro.
Os conhecimentos prévios dos alunos ingressantes acerca dos temas essenciais sdo bem diversificados, sendo que
as dificuldades ocorrem até mesmo com as operacdes basicas. Tais dificuldades sdo bem acentuadas e por este
motivo, muitos acabam desistindo dos cursos, sendo que o indice de evasdo nos primeiros periodos é bem alto.
Este projeto teve grande relevancia no programa de permanéncia e éxito do IFRJ Nil6polis durante varios anos.
23 Curso “A Matematica por tras da Covid-19”, coordenado por Fébio Silva de Souza e promovido pelo
Departamento de Ciéncias Exatas - Faculdade de Ciéncias Sociais Aplicadas e Exatas da UFVJM, no periodo de
01/07/2020 a 25/09/2020, perfazendo uma carga horaria total de 60 horas. Disciplina “Ciéncia, Cultura e
Sociedade: Salude e Ciéncia em tempos de pandemia, ministrada pelo projeto Saber Comum - Educacdo a
Distancia e Divulgagdo Cientifica, que oferece disciplinas transversais que colaboram com a construgdo de
um saber comum, em cooperagdo entre institui¢ces de ensino e pesquisa do Rio de Janeiro: UFRJ, UERJ, UFRRJ,
UFF, Unirio e Fiocruz.



42

O primeiro projeto de pesquisa foi elaborado com a ideia de que um dos pontos-chave
para a compreensdo dos conceitos matematicos é a abordagem por meio de situacoes reais. A
ideia central do curso planejado foi trabalhar com os dados reais presentes em sites e planilhas
disponiveis na internet a respeito da pandemia de Covid-19 e mostrar a importancia do conceito
de nuamero racional para o entendimento critico desta realidade. O projeto foi submetido e
aprovado pelo Comité de Etica do IFRJ. Entretanto, o curso de extensdo também néo aconteceu
como haviamos planejado. Essencial para a minha coleta de dados, o curso aconteceu, mas ndo
fluiu como esperavamos.

A presenga no curso de extens&o esteve em torno de 5 alunos por aula. Mesmo com esta
baixa frequéncia, finalizamos o curso de extensédo com a expectativa de obter resultados. No
entanto, a participacdo dos alunos, em termos de interac@es entre os alunos e alunos-professor
foi praticamente inexistente. Varias alternativas de dindmica nas aulas foram experimentadas,
mas nenhuma surtiu o resultado esperado e ficamos praticamente sem material empirico para
analisar. De fato, a participagdo online tem sido um desafio para os professores. Os alunos que
participaram queriam estar ali, queriam fazer o curso de extensdo, mas nao queriam falar, se
expor, serem vistos. Em uma sala de aula presencial esta participacdo flui com mais
naturalidade, mas na plataforma online é muito dificil promover tal participacéo ativa.

Diante deste cenario, decidimos reestruturar novamente o projeto e os procedimentos
para analisar o conhecimento dos nimeros racionais pelos alunos apés o ensino fundamental.
Decidimos, enfim, realizar uma Revisdo Sistematica de Literatura acerca dos nimeros racionais
no ensino médio e ensino superior.

Devido a mudangas no percurso desta pesquisa, muito do que ja tinhamos escrito,
estudado e elaborado ndo pdOde ser aproveitado nesta tese. Futuramente, gostaria de utilizar o
material didatico que foi produzido, principalmente em relacdo ao curso de extensdo, para
trabalhar na formacdo continuada de professores, por considerarmos relevante que 0s nUmeros

racionais sejam percebidos em aspectos da nossa vida cotidiana.

Natureza e Delineamento

Caracterizamos essa pesquisa como um Estado da Arte, atendendo a pressupostos
estabelecidos em uma Revisdo Sistematica de Literatura. Sugeridos por discussdo anterior,
entendemos que uma Revisdo Sistematica de Literatura se configura como “uma modalidade
de pesquisa, que segue protocolos especificos, e que busca entender e dar alguma logicidade a
um grande corpus documental” (GALVAO; RICARTE, 2020, p. 2).
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Portanto, a pesquisa, de cunho bibliografico, ¢ qualitativa, porque “se desenvolve numa
situacdo natural, é rico em dados descritivos, tem um plano aberto e flexivel e focaliza a
realidade de forma complexa e contextualizada” (LUDKE; ANDRE, 1986, p. 18).

Ainda no que se refere a metodologia, utilizamos ‘“a constru¢do de uma rede de
conceitos e argumentos desenvolvidos com rigor e coeréncia logica” (FIORENTINI,
LORENZATO, 2006). Tal rede esta inteiramente apoiada no referencial tedrico acerca do
conceito de numero racional estudado (BEHR et al., 1983, 1992; KIEREN, 1976, 1980;
LAMON, 2008).

24 PROCEDIMENTOS ADOTADOS NESTA PESQUISA

Como jé foi discutido neste texto, os numeros racionais sao objeto de estudo de diversas
pesquisas na area de ensino de Matematica, destacando o fato de que as dificuldades com este
tipo de nimero se prolongam ao longo de toda a escolarizag&o.

Grande parte dessas pesquisas tem como foco o ensino fundamental, que é o periodo no
qual os alunos iniciam o estudo dos numeros racionais. Por outro lado, existe uma caréncia de
pesquisas que tenham como puablico-alvo alunos dos ensinos médio e superior, considerando
que as dificuldades acompanham os alunos ao longo de toda a escolaridade. Seegmiller (2009,
p. 6 aponta que pesquisas a respeito dos numeros racionais, normalmente sao realizadas com
alunos do ensino fundamental e ndo com os alunos do ensino médio, pois os conceitos basicos
de Matematica nao fazem parte do curriculo do ensino médio.

As dificuldades persistem até a vida adulta, como citamos na Introducdo. Neste sentido,
esta pesquisa se justifica por seu objetivo de descrever a variabilidade das concepgoes de alunos
do ensino médio e ensino superior acerca do conceito de numero racional, resultantes da
producdo da América Latina nos Ultimos dez anos.

A escolha pela América Latina ocorreu, para obter um panorama geral e uma
comparagao entre 0s paises proximos.

Os protocolos especificos adotados para a coleta e selecdo dos textos desta Revisdo

Sistematica de Literatura estdo descritos teoricamente na secéo 2.2 e especificados a seguir.

2.4.1 Delimitacdo do tema
As escolhas de topico, questdo de pesquisa e palavras-chave, foram essenciais para a

selecdo dos textos que compdem esta Revisdo Sistematica de Literatura.
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O topico desta pesquisa se delineia como “Concepgdes acerca do conceito de nimero
racional por alunos do ensino médio e ensino superior”. Estamos interessados em capturar a
variabilidade de concepcdes acerca do conceito de numero racional.

As palavras-chave identificadas para este estudo sdo: nUmeros racionais; fracoes;
nameros decimais; ensino médio; ensino superior; aprendizagem; multifacetado e suas
respectivas traducdes para o espanhol.

Destacamos algumas observacdes a respeito da escolha das palavras-chave:

= ‘ensino médio’ e ‘ensino superior’: o conceito de fracGes € visto no ensino
fundamental e estamos interessados em investigagdes que tenham como publico-
alvo alunos dos ensinos médio e superior, por entender que grande parte das
dificuldades com este contetdo persiste ao longo de toda a escolaridade;

= ‘aprendizagem’: estamos interessados no processo de ensino-aprendizagem e as
principais dificuldades que ocorrem nesse processo;

= ‘multifacetado’: muitos pesquisadores afirmam ser este o principal motivo das
dificuldades com numeros racionais persistirem ao longo de toda a
escolarizacgéo.

Apesar das expressdes aprendizagem e multifacetado serem incluidas, elas ndo foram
consideradas como descritores na busca nas bases de dados. A justificativa € que os termos que
se referem & ideia de multifacetado sdo muito diversificados; como por exemplo,
personalidades, interpretacdes, significados, facetas, subconstructos etc. Ja a palavra
aprendizagem, foi utilizada como critério de inclusdo, ou melhor, os textos que ndo tinham
relagdo com a aprendizagem do conceito de nimero racional foram excluidos do corpus.

Os descritores utilizados nas buscas e o volume de resultados obtidos para cada descritor

estdo elencados no Quadro 4:

Quadro 4 - Descritores utilizados nesta pesquisa.

. Descritores relativos ao . . -
Idioma , Descritores relativos ao publico-alvo?
contetido

“ensenanza secundaria” (89), bachillerato (221), “escuela

“numeros racionales” secundaria” (72), preparatorias (7), “educacion
ou secundaria” (271), “educacion media superior” (10),
Espanhol Fracciones “medio superior” (20), “nivel medio” (79) “futuro

profesor” (27), “ensino superior” (4), “estudiantes para
maestro” (14), “profesores en formacion” (32), “maestros
“numeros decimales” en formacion” (37), universitarios (117), “formacion
inicial del profesorado” (9), “formacién del profesor”

ou

24 Os descritores que referem-se ao nivel de escolaridade foram bem diversificados na lingua espanhola, porque
em cada pais da América Latina os termos “ensino médio” e “ensino superior” sdo designados por expressoes
diferentes.
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(103), Magisterio (127), grado noveno (45), decimo grado
(18), grado once (24)

"nlmeros racionais”

ou
Portugués fracdes ensino médio (421), ensino superior (213), licenciandos
g ¢ (53), formago inicial (181), universitarios (75)
ou

"nlmeros decimais"
Fonte: Elaborado pela autora.

A justificativa para inserir os descritores no idioma espanhol ocorreu, porque queremos
obter um panorama mais amplo, neste caso a América Latina, a respeito das concepg¢des do

conceito de numero racional.

2.4.2 Coleta dos dados: protocolo

Com relacdo a escolha das bases de dados, utilizamos apenas o Google Scholar, por
considerar que ele ¢ bem amplo e abarca todas as outras bases de dados que poderiam ser
consideradas. Nos apoiamos em Silva (2020) que fez uma analise comparativa entre dez bases
de dados e o google scholar e concluiu que ele “tem uma capacidade de localizar os textos
maior do que as dez fontes juntas” (SILVA, 2020, p. 55), além de encontrar textos como anais
e atas de eventos, que outras bases de dados ndo contemplam.

A estratégia de busca na base de dados escolhida incluiu pesquisas que obedeceram aos

seguintes critérios de inclusao e exclusdo, conforme Quadro 5:

Quadro 5 - Critérios de Inclusdo e Exclusao.
Critérios de Inclusao

de 2010 a 2021 (julgamos que estes Gltimos anos agrupam uma amostra

Periodo de Busca - . -
substancial para um panorama de pesquisas acerca da tematica)

Idiomas portugués e espanhol

ensino médio e ensino superior

Populagdo Alvo (além das pesquisas com estes niveis de ensino e que incluiam o ensino
fundamental)

Tipo de Texto artigos de periddicos, teses e dissertacdes

Disponibilidade textos disponiveis em formato completo em suporte eletronico e gratuito

conceito de nimero racional ou fragcbes ou nimeros decimais como

Conteudo Matematico . o
objetivo principal

Enfoque Metodol6gico® ensino-aprendizagem
Intervencdes pesquisas que tenham como foco a compreenséo dos nimeros racionais ou
fracbes apds o ensino fundamental
Tipo de Estudo qualitativo, quantitativo ou misto

%5 Na secdo 3.3 descrevemos com mais detalhes o que entendemos por enfoque metodoldgico ensino-
aprendizagem.
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Critérios de Excluséo

artigos duplicados
artigos em espanhol, mas de revistas espanholas
artigos com foco em andlise de livro didatico e analise de questdes do ENEM (Exame Nacional do Ensino
Médio)
artigos tendo como publico-alvo a educacdo de jovens e adultos

artigos realizados com professores ja formados
Fonte: Elaborado pela autora.

Ap0s as buscas no Google Scholar, fizemos combinacdes de todos os descritores
listados no Quadro 4, exportamos os registros para uma planilha do Excel e, utilizando algumas
de suas ferramentas, foi possivel excluir todos os registros repetidos. Obtivemos um total de
943 registros em portugués e 1326 registros em espanhol.

Em seguida, passou-se a sele¢do dos textos que atendiam aos critérios de inclusao e

exclusdo.

2.4.3 Selecao dos dados
Com um total de 2269 textos, em portugués e espanhol, as etapas para a sele¢do do nosso
corpus foram:
» Etapa 1: leitura do titulo e palavras-chave, aplicando os critérios de incluséo e
excluséo elencados no Quadro 5, resultando em 283 textos.
= Etapa 2: leitura dos resumos, aplicando os critérios de inclusdo e exclusdo elencados
no Quadro 5, resultando em 187 textos.
= [Etapa 3: categorizacdo dos textos em: titulo, autores, pais, revista, qualis, ano,
metodologia de pesquisa, nivel de ensino e contetido especifico.
= Etapa 4: exclusdo dos textos que ndo eram de revistas da América Latina, ou seja,
excluimos os textos de lingua espanhola que eram de revistas da Espanha,
resultando 87 textos.
= Etapa 5: exclusdo de teses, dissertacOes e textos de congressos e similares,
totalizando 57 textos. Optamos por esta etapa, porque o corpus estava muito grande.
= Etapa 6: realizamos a leitura integral dos textos e fizemos a exclusdo de 11 textos
porgue eram teoricos, chegando a um total de 46 textos.
As etapas realizadas para a selecdo do corpus, conforme aplicamos nossos critérios de

incluséo e excluséo, estdo resumidas na Figura 7:
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Figura 7 - Descricdo das etapas realizadas para a selecdo dos dados.
Cetapas. espanhol

136 | 147 | 283

120

2

28 | 29

3 1
etapa porque eram tedricos

Fonte: Elaborado pela autora.

realizar a leitura do titulo e das palavras-chave,
aplicando os critérios de inclusio e exclusao
elencados

realizar a leitura dos resumos, aplicando os critérios
de inclusdo e exclusdo elencados

32; categorizar os textos; 42: excluir os textos que nao
eram de revistas da América Latina, ou seja, de
revistas da Espanha

excluir as teses, dissertagoes e textos de congressos e
similares, pois ao final destas etapas ainda tinhamos
um total de 154 textos

No Apéndice C, apresentamos uma tabela com todos os textos selecionados e
informacBes como revista, pais, contetdo principal e nivel de ensino.

As proximas etapas envolvem as anélises, descritiva (capitulo 3) e dos temas (capitulos
4).
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3 ANALISE DESCRITIVA

Apds a etapa de selecdo dos textos, passamos a analise descritiva, que consiste em
apresentar as principais caracteristicas dos estudos incluidos nesta Revisdo Sistematica de
Literatura. O objetivo deste capitulo é responder a primeira questdo de pesquisa: “Quais
tematicas sobre o conceito de nimero racional nos ensinos médio e superior estdo presentes nas
pesquisas?”’.

A analise descritiva revela os aspectos gerais da producdo analisada, participantes e
contexto das pesquisas, e suas caracteristicas tedrico-metodoldgicas. Sua apresentacdo esté
organizada nas se¢0es 3.1, 3.2 e 3.3.

A secdo 3.4 organiza a literatura incluida nesta revisdo em um mapa da literatura e
responde a primeira questdo de pesquisa colocada. O mapa apresentado é resultado da analise

dos temas do corpus das pesquisas selecionadas e incluidas nesse estudo.

3.1 ASPECTOS GERAIS DA PRODUCAO CIENTIFICA

Da analise dos anos de publicacdo dos artigos, percebemos um maior volume de
publicacdes entre os anos de 2015 a 2020, conforme Figura 8. Como realizamos as buscas no
primeiro semestre de 2021, ndo podemos considerar que houve decréscimo no nimero de

artigos, porque esta pesquisa ndo contemplou o ano todo.

Figura 8 - Distribuic&o de frequéncia relativa conforme o ano de publicagdo dos artigos incluidos na Revisdo
Sistematica de Literatura no periodo de 2010 a 2021.

18%
16%
14%

12%
10%
8%
6%
4%
2% II
0%

2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
Fonte: Elaborada pela autora.

Com relagdo as revistas em que os artigos foram publicados, tivemos um total de 32

titulos, o que aponta uma consideravel variedade. A revista Acta Latinoamericana de
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Matematica Educativa?® (Alme) teve um nimero maior de artigos, com nove publicacdes
(20%), seguida da revista Eletronica de Educagio Matematica com trés artigos (7%)?’. Todas

as outras tiveram apenas uma ou duas publicacoes.

Figura 9 - Distribuicdo de frequéncia relativa conforme as revistas de publicacdo dos artigos incluidos na
Revisdo Sistematica de Literatura.

Revista Eletronica da Matematica m
(REMAT)

Perspectivas da Educagéo m
Matematica

Boletim de Educacao Matematica m
(BOLEMA)

Revista Eletrénica de Educagéo m
Mateméatica (REVEMAT)

Acta Latinoamericana de
Matematica Educativa (ALME) N
s (U O .
publicagdo)
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70%
Fonte: Elaborada pela autora.

Com relacgdo aos paises em que as revistas sdo editadas, a metade, isto €, 16 revistas sdo
brasileiras, seguidas por cinco mexicanas, trés argentinas, trés colombianas, uma peruana, uma
chilena e uma nicaraguense. A Figura 10 apresenta esta distribuig&o.

Figura 10 - Distribuicdo de frequéncia relativa conforme os paises de publicagdo dos artigos incluidos na
Revisdo Sistematica de Literatura.

60%
50%
40%
30%
20%

10%

4 34 ‘

Fonte: Elaborada pela autora.

% Esta revista publica semestralmente os artigos provenientes de trabalhos previamente apresentados na Relme
(Reunion Latinoamericana de Matematica Educativa).

27 A tabela completa com as frequéncias de acordo com as revistas de publicagdo dos artigos pode ser consultada
no Apéndice D.
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Vale mencionar, que nem sempre a pesquisa publicada foi realizada no pais da revista.
Entdo, a distribuicdo entre os paises de realizagdo das pesquisas tem alteracdes, conforme

descrito na Figura 11:

Figura 11 - Distribuicdo de frequéncia relativa conforme os paises em que as pesquisas foram realizadas.
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Fonte: elaborada pela autora.

Se analisarmos os gréaficos, percebemos que, com relacdo ao Brasil, houve pouca
alteracdo na frequéncia relativa das pesquisas ao longo do periodo investigado. No entanto,
houve maior diversificacdo de paises envolvidos nos estudos. Isto aconteceu, porque o México,
que era 0 pais com segunda maior frequéncia em publicagdes na Figura 10, cede espaco a
publicacGes em diversos paises, que parece ser uma proposta da revista Alme. Por exemplo, a
pesquisa de Silva e Dias (2015) realizada no Brasil foi publicada na Revista Alme.

Quanto ao critério de qualidade das revistas, todas sdo indexadas e 0s artigos publicados
sdo submetidos a avaliagdo por pareceristas. A Tabela 1 apresenta a distribuicao dos artigos de

acordo com cada nota qualis das revistas?:

Tabela 1 - Distribuicdo de frequéncias por gualis.

Qualis Artigos Artigos
(n® absoluto) (%)
Al 2 4
A2 5 11
B1 8 18
B2 11 24
B3 2 4

28 Quialis periddicos é um sistema usado para classificar a produgéo cientifica dos programas de pds-graduagio no
que se refere aos artigos publicados em periddicos cientificos. Para esta classificagdo utilizamos a plataforma
Sucupira, do quadriénio 2013-2016, area de avaliagido “ensino”, no dia 08/08/2021. Algumas revistas ndo tinham
qualis na area de “ensino”, mas tinham na area de Educacao ou interdisciplinar e foram incluidas na tabela também.
As revistas da América Latina que ndo possuiam qualis, foram classificadas com “N”.
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B4 1 2
B1 (Educacéo) 1 2
B4 (Interdisciplinar) 1 2
B5 (Interdisciplinar) 1 2
C (Educacao) 1 2

N 12 27

Total 45 100

Fonte: Elaborada pela autora.

Percebe-se um numero consideravel de pesquisas (27%) que ndo possui avaliacdo aqui
no Brasil e, por isso, ndo estdo catalogadas com qualis. S&o revistas editadas e publicadas em
outros paises da Ameérica Latina.

Entendemos que nossa escolha restrita ao google scholar como base de dados para a
busca dos textos, resultou em uma ampla representacdo de todos os tipos de qualis, com
predominéncia de B1 (8) e B2 (11). O maior numero de pesquisas com qualis B2 ocorreu devido

a Revista Alme ser o periédico com maior nimero de artigos.

3.2 CARACTERISTICAS DO NiVEL DE ESCOLARIDADE DOS PARTICIPANTES

Com relacdo ao nivel de escolaridade dos participantes das pesquisas analisadas, nossa
selecdo delimitou que os participantes seriam alunos do ensino médio e do ensino superior,
devido aos critérios de inclusdo. Algumas das pesquisas que também incluiram o ensino
fundamental foram consideradas. A distribuicdo de frequéncia por escolaridade dos
participantes esta registrada na Tabela 2:

Tabela 2 - Distribuicdo de frequéncias por escolaridade dos participantes.

Nivel de escolaridade (n°A;;[;g?jto) AE;IS)OS

superior 24 53

médio 9 20
fundamental e médio 3 7
fundamental, médio e superior 3 7

fundamental e superior 2 4,5

médio e superior 2 4,5
curso preparatério 1 2
escola normal?® 1 2

Total 45 100

Fonte: Elaborada pela autora.

29 A pesquisa de Mercado, Cabello e Martinez (2016) tem como publico-alvo alunos do 7° semestre de uma Escola
Normal.



52

Verificamos uma maior frequéncia de pesquisas, tendo como publico-alvo o ensino
superior se comparadas ao ensino médio.
Quanto ao contexto dessas pesquisas, assim dizendo, 0s cursos de ensino superior nos

quais os participantes eram alunos regulares, temos a seguinte distribui¢do na Tabela 3:

Tabela 3 - Distribuicdo de frequéncias por cursos do ensino superior.

curso Artigos Artigos

(n® absoluto) (%)

Pedagogia 16 52
Licenciatura em Matematica 8 26
Engenharia 2 6
Logistica 1 3
Medicina 1 3
Licenciatura em Fisica 1 3
Contabilidade 1 3
Outros 1 3

Total 31 100

Fonte: Elaborada pela autora.

N&o causa estranheza o fato de um maior nimero de pesquisas ter como participantes
os alunos do Curso de Pedagogia (16), pois estes futuros professores irdo introduzir o conceito
de ndmero racional no ensino fundamental. Isto justifica o interesse dos educadores
matematicos em investigar questdes referentes ao tema nimeros racionais em espacos de
formacao profissional deste publico. Em seguida, e com uma justificativa semelhante a anterior,
destaca-se o0 curso de Licenciatura em Matematica com oito artigos. Entendemos a frequéncia
percebida como evidéncia do interesse da Educacdo Matematica em investigar a formacéo de
professores.

Desses resultados, acreditamos ter realizado a Revisdo Sistemética de Literatura (ensino
médio e ensino superior), produzindo um corpus de pesquisa diversificado em termos de

publico-alvo e contexto de seu desenvolvimento.

33  CARACTERISTICAS TEORICO-METODOLOGICAS DA  PRODUCAO
CIENTIFICA
As caracteristicas tedrico-metodologicas exploradas foram: os tipos de estudos que tém
sido produzidos, os enfoques metodologicos, os procedimentos de obtencdo dos dados e os

referenciais tedricos®.

30 Um detalhamento acerca destas caracteristicas é apresentado nos quadros 6, 7, 8 € 9.
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Com relacdo aos tipos de estudo (qualitativa, quantitativa ou mista), houve
predominancia de pesquisas qualitativas (40), seguida por cinco pesquisas mistas e nenhuma
abordagem puramente quantitativa.

Devido aos critérios de incluséo e excluséo, todas as pesquisas selecionadas e analisadas
tém como enfoque metodoldgico 0 “ensino-aprendizagem™®!. Como em Silva, Cazorla e
Kataoka (2015), identificamos quatro categorias nas abordagens de pesquisa adotadas pelos
pesquisadores para investigar 0s processos de ensino e aprendizagem dos ndmeros racionais:
intervencdo pedagodgica, diagnostico, proposta e analise de atividades didaticas e processo
didatico-pedagogico®’. A Tabela 4 sintetiza a frequéncia de artigos em cada uma dessas
categorias:

Tabela 4 - Distribuigdo de frequéncias da producéo cientifica conforme as categorias do enfoque metodoldgico
“Ensino-Aprendizagem”.

Categorias do enfoque metodoldgico ensino- Artigos Artigos

aprendizagem (n° absoluto) (%)

Diagndstico 27 60

Processo Didéatico Pedagdgico 8 18
Intervencéo 4 9
Propostas e Andlise da Atividade Didatica 4 9
Diagnostico e Proposta e Andlise da Atividade Didética 2 4

Total 45 100%

Fonte: Elaborada pela autora.

Mais da metade das pesquisas tém como finalidade tracar um perfil diagnoéstico dos
alunos do ensino médio e do ensino superior acerca de alguns tépicos do conceito de nimero
racional.

E interessante observar que, grande parte das pesquisas com futuros professores®® (24
pesquisas) nao tinha como foco o processo de ensino, mas sim as concepgoes deles a respeito
do conceito de nimero racional. A importancia dessas investigacfes com o foco em concepcdes

se justifica por sua contribuicdo com resultados sobre conhecimentos que devem ser

81 As 4 categorias definidas para descrever o enfoque metodoldgico das pesquisas: analise de instrumento e/ou
ferramenta, andlise de documentos, historica ou ensino-aprendizagem. Na categoria de ensino-aprendizagem sdo
incluidas pesquisas que tratam direta ou indiretamente do processo de ensino-aprendizagem (SILVA; CAZORLA,;
KATAOKA, 2015).

32 Intervencdo Pedagégica: sdo incluidas pesquisas experimentais, pesquisa-acdo, pesquisa participante ou
experiéncias de ensino; Diagndéstico: sdo incluidas pesquisas que tracem um perfil dos participantes com relagdo
a aprendizagem ou atitudes e aspectos psicoldgicos; Proposta e analise das atividades didaticas: sdo incluidas
pesquisas que propdem e discutem atividades de ensino, sequéncias de ensino, sequéncias didaticas, jogos etc;
Processo didatico-pedagdgico: sdo incluidas pesquisas que discutem os resultados obtidos sobre a pratica docente
(em diferentes niveis de ensino). No nosso caso, o foco sera no ensino e no futuro professor (SILVA; CAZORLA,;
KATAOKA, 2015).

33 Pesquisas que tinham como publico-alvo alunos dos cursos de Pedagogia e da Licenciatura em Matematica.
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reconstruidos por esses alunos, que futuramente irdo ensinar os conceitos. A predominancia
desse entendimento torna-se evidente ao percebermos que apenas oito pesquisas tém como foco
0 processo didatico-pedagdgico, ou melhor, a atuacdo profissional do futuro professor em
primeiro plano.

A Tabela 5 apresenta a distribuicdo com relacdo aos procedimentos metodolégicos para
obtencdo de dados (entrevista, estudo de caso, questionario, pesquisa bibliogréafica etc.):

Tabela 5 - Distribuicdo de frequéncias da producdo cientifica de acordo com procedimentos adotados para
obtencdo dos dados.

. . Artigos Artigos
Procedimentos de Obtenc¢do dos Dados d g
(n° absoluto) (%)
questionario ou teste diagndstico ou prova em fases 18 40
sequéncia de atividades (resolucdo de problemas, 9 20
sequéncia de ensino etc.)
encontros de formac&o, discussdes guiadas e grupos 8 18
colaborativos
uso de recursos (jogo ou tecnologia) 5 11
questionério + entrevista 3 7
entrevista 1 2
entrevista + sequéncia de atividades 1 2
Total 45 100%

Fonte: Elaborada pela autora.

Como era de esperar, pelo fato de a maior parte das pesquisas se configurar com enfoque
diagnéstico, a forma predominante de obtencao dos dados foi questionarios, testes diagnosticos
ou prova em fases (40%).

Quanto aos referenciais teodricos utilizados, as perspectivas adotadas nas pesquisas €
seus autores sdo diversos. Dentre 0s quadros tedricos especificos sobre nimeros racionais o

mais citado é o desenvolvido em Kieren (1976) e Behr et al. (1983), conforme Tabela 6.

Tabela 6 - Distribuicdo de frequéncias da producdo cientifica conforme a classificacdo do referencial tedrico

principal.
. .. o Artigos Artigos
Referencial Tebrico Principal

(n° absoluto) (%)

Ndmeros Racionais® - diversos autores 11 24

Conhecimento Especializado do Professor de Matemética
10 22
— Shulman, Ball et al.

Enfoque Ontossemiotico — Godino, Batanero e Font 4 9

Resolucdo de Problemas — diversos autores 3 9

Tecnologias — diversos autores 3 7

3 Inserimos aqui as pesquisas que tinham apenas os referenciais teéricos do conceito de nimero racional. Os
demais referenciais tedricos, ndo foram exclusivos. Ou seja, a grande maioria incluia o referencial teérico a respeito
de nimeros racionais, além dos outros (conhecimento do professor, resolugdo de problemas, etc).
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Nenhum 3 7

Teoria dos Registros de Representacdo Semiética (TRRS) 2 4
— Duval

Uso de Jogos — diversos autores 1 2

Aspectos Intuitivos Algoritmicos — Fischbein 1 2

Teoria Antropologica do Didatico (TAD) — Chevalard 1 2

Atividade Matematica — Vigotsky 1 2

Pensamento Matematico Avancado (PMA) — Dreyfus e 1 2

Tall

Teoria dos Campos Conceituais (TCC) — Vergnaud 1 2

Comunidades de Pratica — Wenger 1 2

Matematica Realista — Puig 1 2

Conhecimento Especializado do Professor de Matematica 1 2

e Resolucéo de Problemas®

Total 45 100%
Fonte: Elaborada pela autora.

Analisando as perspectivas tedricas predominantes, destaca-se 0 conhecimento
especializado do professor, o enfoque ontossemiotico, a resolucdo de problemas e as
tecnologias.

Uma observagdo é que, seis dentre os dez artigos que trazem o ‘“conhecimento
especializado do professor” abordam a tematica de razdo e pensamento proporcional, o que
pode apontar para uma dificuldade de futuros professores no processo de ensino (ou
aprendizagem) deste contetdo. Esta questao sera explicitada com mais detalhes na se¢édo 4.1 no

tema “Razéo e Pensamento Proporcional”.

3.4 TENDENCIAS TEMATICAS: MAPA DA LITERATURA
Para responder a primeira questdo de pesquisa, apresentamos a Sseguir uma
categorizacao dos principais conteddos investigados e palavras-chave, trazendo em discussdo

0s objetivos das pesquisas selecionadas para compor o corpus para a analise.

34.1 Caracteristicas dos contetdos principais

Destacamos na Tabela 7 os principais assuntos abordados nas pesquisas selecionadas:

Tabela 7 - Distribuigdo de frequéncias conforme contetido principal dos artigos.

, Artigos Artigos
Conteudo
(n° absoluto) (%)
Conceito de fragdo, nimeros racionais, nUmeros 17 38

decimais e porcentagem

35 A pesquisa de Proencga (2015) utilizou duas referéncias importantes, por isso incluimos os dois.
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Subconstructos do conceito 8 18
Pensamento proporcional 7 16
Representacdes 6 13

Operacdes e equivaléncia 6 13
Densidade e ordem dos nimeros racionais 1 2

Total 45 100
Fonte: Elaborada pela autora.

Dezessete artigos ndo deixam claro em seu objetivo quais aspectos do conceito de
numero racional estdo no foco da investigacdo. Declaram, de modo vago, uma intencdo em
investigar o ‘“‘conceito de fracdo” ou de “nimeros racionais” etc. Interpretamos como
possibilidade haver uma expectativa dos autores, ao adotar uma abordagem metodoldgica
naturalistica e qualitativa, de que especificidades do conceito devam emergir ao longo da
pesquisa. Estas pesquisas foram incluidas na Tabela 7 na categoria denominada “conceito de
fragdo, nimeros racionais e numeros decimais”.

As demais pesquisas declaram, ja de inicio, quais aspectos especificos do conceito de
nimero tém a intencdo de investigar. A especificacdo dos subconstructos desenvolvidos por
Kieren (1976) e Behr et al. (1983) orientou um numero representativo dessas pesquisas,
evidenciando o alcance e importancia desses estudos na pesquisa em Educacdo Matematica. A
essas pesquisas seguem os estudos sobre pensamento proporcional.

Com relacgdo as palavras-chave, fizemos a traducdo do espanhol para o portugués, para
que fosse possivel calcular as respectivas frequéncias. Obtivemos um total de 166 palavras-
chave, que estdo descritas no Quadro 30 no Apéndice D. Agrupamos estas palavras-chave na

Tabela 8 com termos que consideramos proximos:

Tabela 8 - Palavras-Chave separadas por grupos.

Grupo de Palavras-Chave (n°A;;[;g?jto) AE%OS
NUmeros racionais, fracdes e niameros decimais 36 22
Publico-alvo 28 17
Diversos 11 7
Ensino-aprendizagem 10 6
Conhecimento do Professor 9 5
Subconstructos 9 5
Matematica e Educacdo Matematica 9 5
Desempenho, erros e dificuldades 7 4
Tecnologia 7 4
Recursos 7 4
Resolucdo de Problemas 6 4
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Raciocinio Proporcional 6 4
Semidtica 5 3
Operacoes 4 2

Atitudes 4 2
Outros tdpicos da Matematica 4 2
Metodologia 2 1
Porcentagem 2 1

Total 166 100

Fonte: Elaborada pela autora.

Analisando as palavras-chave, percebemos que grande parte se relaciona com o contexto
escolar dos participantes das pesquisas. Outros topicos que apareceram com frequéncia estao
relacionados ao objetivo da pesquisa e foco principal (subconstructos, nimeros racionais,
raciocinio proporcional, etc.), ao tipo de metodologia adotada (tecnologia, resolucdo de
problemas, etc.), ao referencial teérico (conhecimento do professor, semiotica, etc.), ao tipo de
metodologia para realizacdo da pesquisa (enfoque de grupo, provas em fase) e a area da
Matematica (Ensino de Matematica ou Educacdo Matematica ou Matematica).

O papel das palavras-chave em um artigo é a representatividade do contetdo e, por este
motivo, sua escolha deve ser feita de maneira cautelosa. Além disso, destacamos sua
importancia por ser um termo de busca nas bases de dados, ou seja, quando bem escolhidas
facilitam a procura por artigos com temas especificos. Entretanto, o que notamos € que variados
artigos trazem palavras-chave muito genéricas e abrangentes. Como por exemplo, diversos
artigos inseriram palavras como “Matematica”, “Educagdo Matematica” e “ensino de
Matematica”, que sdo palavras bem amplas, ou outras palavras que ndo fornecem uma
especificidade tais como “recursos”, “didatica”, entre outras.

Pontuamos a importancia de palavras-chave representativas para a realizacdo de uma
Revisdo Sistematica de Literatura, pois, neste caso, podem fornecer temas centrais para compor

0 mapa da literatura.

3.4.2 Quais tematicas sobre o conceito de nimero racional no ensino médio e no
ensino superior estao presentes nas pesquisas?

Ao contrastar as diferentes pesquisas selecionadas nessa Revisdo Sistematica de

Literatura, com as caracteristicas elencadas acima, foi possivel agrupar os artigos que possuiam

qualidades em comum, levando em consideracao as tematicas principais. Assim, respondendo

a primeira questdo desta pesquisa, temos:
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Quais tematicas sobre o conceito de numero racional no ensino médio e no ensino
superior estdo presentes nas pesquisas?”

)} Razéo e Pensamento Proporcional

i) Operac6es com NUmeros Racionais

iii) Representacdes dos NUmeros Racionais

iv) O conceito de numero racional e suas interpretacdes

O prosseguimento a analise contrastou as pesquisas incluidas em cada uma das
tematicas, colocando em evidéncia o que era divergente, sendo possivel dividir cada uma das
tematicas em subtemas.

Para os trés primeiros temas, a identificacdo dos subtemas leva em consideracdo 0s
referenciais tedricos adotados, as metodologias e as abordagens empregadas. Os quadros a

seguir sintetizam a analise.

3.4.3 Tema 1: Raz&o e Pensamento Proporcional

O tema Razdo e Pensamento Proporcional®® estd em foco em oito pesquisas do nosso
corpus (que corresponde a 18% do total).

Um objetivo comum as seis pesquisas envolvendo futuros pedagogos foi identificar o
conhecimento do professor sobre razdo e pensamento proporcional. Mesmo com suas
particularidades, essas pesquisas caracterizam nosso primeiro subtema: Pensamento
Proporcional e Conhecimento Especializado para o Ensino. Cinco, dentre os seis artigos, foram
escritos em espanhol, envolvem participantes de outros paises e sdo publicados em revistas
estrangeiras. Apenas Silva, Candido e Souza (2018) apresentam pesquisa realizada no Brasil e
escrita em portugués.

Em um total de dez pesquisas do nosso corpus que adota como referencial tedrico o
“Conhecimento Especializado do Professor”, seis tém por foco o tema razfes e pensamento
proporcional (que compreende a 13% do total de pesquisas). Este nimero parece decorrer das
dificuldades de aprendizagem e também de ensino acerca do pensamento proporcional.

Duas pesquisas focam nas estratégias utilizadas pelos alunos ao usar o pensamento
proporcional na resolugéo de tarefas e caracterizam o segundo subtema: Estratégias para o uso
do Pensamento Proporcional.

Uma unica pesquisa envolveu alunos de um curso de Medicina e estd incluida no

subtema: O Pensamento Proporcional e seu Uso em Situacdes da Vida Real. Pesquisa como

3 Qu raciocinio proporcional.
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esta é interessante, uma vez que o uso do pensamento proporcional em outras areas do

conhecimento, como a Medicina, é de importancia fundamental, por exemplo, no controle e

dosagem de medicamentos.

O Quadro 6 apresenta a distribuicdo das pesquisas do tema 1 nos respectivos subtemas:

Quadro 6 - Caracteristicas tedrico-metodoldgicas do tema 1.

Subtema

Artigo

Referencial
teérico

Metodologia e
instrumentos
metodoldgicos

Enfoque
metodoldgico

Astudillo; Huerta;

Conhecimento do

Qualitativa

Diagnéstico

da vida real

Leo (2018) Professor Questionario
Buforn; Fernandez | Conhecimento do Qualitativa Diagnéstico
(2014) Professor Questionario g
1.1. Pensamento Camacho; Guerrero | Conhecimento do Quallta_tlva Processo I?i(_jatico—
proporcional e (2017) Professor Entrevista Pedagdgico
es;ggg‘laizla:gin;gra Riquelme; Vergara | Conhecimento do Qualitativa. Processo Didaético-
. 2019 Professor Pedagdgico
o ensino. (2019) Enfoque de grupo gog
Silva; Candido; Conhecimento do Qualitativa Diaanéstico
Souza (2018) Professor Questionario J
ualitativa
Soto (2017) Conhecimento do Q ancia d Processo Didatico
Professor Seq“ef?c'a € Pedagogico
ensino
1.2. Estratégias e nga; Cazn(;jllgo; Conhecllcmento do Qual!tatllv?l Diagnostico
uso do ouza (2018) professor Questionario
pensam_entol Trevisan; Qualitativa Diaanéstico
proporciona Domingues (2017) Prova em fases g
1.3. Pensamento Qualitativa
proporcional e seu Gonzalez et al. TCC .. iR
uso em situacées (2019) Seq:ﬁgﬁ? de ¢

Fonte: Elaborada pela autora.

Dentre as oito pesquisas que tinham como conteudo central o pensamento proporcional,

seis foram realizadas com estudantes do curso de Pedagogia, uma com estudantes de Medicina

e uma com alunos do ensino médio.

34.4

Tema 2: Operagdes com NUumeros Racionais

O tema Operacdes com Numeros Racionais foi abordado em 13 publica¢Ges do nosso

corpus (que corresponde a 29% do total). Em algumas delas, este era um tema dentre outros em

foco e, neste caso, também foram incluidos em outros temas. Da analise das pesquisas,

elencamos trés subtemas.
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Trés pesquisas com alunos do ensino médio investigaram 0 uso de jogos ou apoios
virtuais para revisar o contetido das operagdes com numeros racionais e caracterizam o primeiro
subtema: Jogos e Apoios Virtuais como Alternativa para a Revisdo das quatro Operagdes com
Nameros Racionais. Os participantes sdo alunos do ensino médio.

Oito pesquisas analisam o desempenho e as principais dificuldades que os alunos
apresentam em problemas envolvendo quatro operag@es com ndmeros racionais e caracterizam
0 segundo subtema: Desempenho e Dificuldades dos Alunos dos Ensinos Médio e Superior nas
quatro Operagfes com Numeros Racionais. Um destaque deste subtema é que todas as
pesquisas tém enfoque metodoldgico diagndstico. Os participantes sdo bem variados.

Por fim, o terceiro subtema é caracterizado por trés pesquisas que tém como objetivo
identificar e analisar o conhecimento especializado de futuros professores com relacdo as
operacdes com ndmeros racionais: Operacdes e Conhecimento Especializado para o Ensino.
Os participantes sdo alunos dos cursos de Pedagogia (2) e Licenciatura em Matematica (1).

O Quadro 7 apresenta a distribuicdo das pesquisas do tema 2 nos respectivos subtemas:

Quadro 7 - Caracteristicas teérico-metodolégicas do tema 2.

Referencial Metodologia e Enfoque
Subtema Artigo e Instrumentos que
Tedrico - Metodoldgico
Metodoldgicos
ualitativa Ali
Barbosa et al. . Q Propostg € analise
(2018) Uso de jogos Uso de recursos: de a_mw_dade
2.1. Jogos e apoios Jogo didatica
virtuais como Qualitativa
alternativa para a Braga; Lima (2020) Resolugdo de _ Intervencio
revisao das 4 9a, Problemas L50 d? Fecursos: ¢
operacdes com 10go
ndmeros racionais Qualitativa Proposta e anélise
Pérez (2012) Tecnologia Uso de recursos: de atividade
tecnologia didatica
Carvalho et al. Aspectos intuitivos Qualitativa o
P . Diagnostico
(2021) e algoritmicos Questionario
i . ualitativa .
Etcheverria et al. NUmeros Racionais Q . Diagnostico
(2019) Questionario
2.2. Desempenho e .
. ) 3 Mista L,
Dificuldades dos Justulin (2016) Rgfgmgﬁage Diagndstico
Alunos dos Provas
Ensinos Médio e Qualitativa
Superior nas 4 Nardoni; Camara; Enfoque S Diagndstico
Operagdes com Pochulu (2015) Ontossemiético Qtéesttlon_a;lo * g
NGMeros ntrevistas
Racionais Oliveira et al. Qualitativa o
- . Diagnostico
(2020) Questionario
p I Rodriqué Qualitativa
arao(,zof8)r|gues TRRS Avaliacdo Diagnéstico
diagnostica
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Retana; Mufioz Conhecimento do MI.Sta~ Diaandsti
(2018) Professor Avalllaggo iagnostico
diagnéstica
Sanchez-Lujan; , L Qualitativa L
Moreno (2018) Ndmeros Racionais Sequéncia Didtica Diagnostico
Proenca (2015) Resolugéo de gii:?g\;z Processo digético-
Problemas . pedagogico
2.3. Operacoes Formacéo
com NUmeros Mista
Racionais e Retana; Mufioz Conhecimento do . Diaanéstico
Conhecimento (2018) Professor Avaliacdo 9
Especializado diagnostica
ara o Ensino ot
P Silva; Carvalho; Conhecimento do Qualitativa Processo didatico-
Campos (2018) Professor Encontro de pedagdgico
Formacéao

Fonte: Elaborado pela autora.

Se analisarmos os referenciais tedricos deste tema, € perceptivel que hd uma

variabilidade consideravel.

345

Tema 3: Representacdes dos Numeros Racionais

O tema Representacfes dos Numeros Racionais foi abordado em sete artigos (que

corresponde a 15,5% do total) do nosso corpus®’. Escolhemos ndo dividir em subtemas, devido

ao pequeno numero de pesquisas que 0 compdem.

O Quadro 8 apresenta a distribuicdo das pesquisas do tema 3 nos respectivos subtemas:

Quadro 8 - Caracteristicas tedrico-metodoldgicas do tema 3.

Subtema

Metodologia e

3. Representacdes
dos niimeros
racionais

. Referencial Enfoque
Artigo L Instrumentos L
Tedrico - Metodoldgico
Metodoldgicos
. Qualitativa
x Conhecimento .. L,
Abrahdo (2016) 40 Professor Seq-ue-n(na de Diagndstico
Atividades
Flores; Fonseca; Qualitativa
Bisognin (2020) PMA Sequéncia de Diagnostico
Tarefas
Moura; Mattos NUmeros Mista Diagnéstico
(2014)% Racionais Teste Diagndstico
Paraol: Rodrigua Qualitativa
a ao(,20108) gues TRRS Avaliacéo Diagnostico
Diagnostica

37 Em algumas dessas pesquisas, este foi um dos topicos abordado e por isso, podem estar incluidas em outros

temas também.

38 Apesar de ndo tratar especificamente das representagdes, nem utilizar o referencial tedrico da TRRS, as questdes
envolvem as conversdes entre 0s registros.
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Parra-Zapata et al. Atividade Qualitativa Proposta e Analise de
(2021) Matematica Sequéncia Didatica Atividade Didatica
. Qualitativa
Santana; Oliveira; . .,
Barreto (2015) TRRS Seq.ue-nc|a de Diagnostico
Atividades
Qualitativa

Silva; Dias (2015) TAD Diagnéstico

Teste diagndstico
Fonte: Elaborado pela autora.

Quanto aos referenciais tedricos deste tema, trés pesquisas adotaram o ponto de vista da
semidtica com base em Duval (ABRAHAO, 2016; PARAOL; RODRIGUES, 2018;
SANTANA,; OLIVEIRA; BARRETO, 2015). As demais pesquisas referenciaram-se no PMA
(FLORES; FONSECA; BISOGNIN, 2020), desenvolvido por um grupo de pesquisadores na
area de Psicologia da Educacdo, conhecido por Advanced Mathematical Thinking Group e na
TAD (Teoria Antropoldgica do Didatico) (SILVA; DIAS, 2015), do grupo da didatica francesa.

3.4.6 Tema 4: O Conceito de numero racional e as suas Interpretacgdes

O tema O Conceito de NUmero Racional e as suas Interpretacdes foi abordado em 22
publicac6es (que corresponde a 49% do total) do nosso corpus.

A maior parte das pesquisas esta incluida neste tema e o foco estd nos conhecimentos,
na compreensdo, nas concepcdes, no desempenho e nas dificuldades dos alunos do ensino
médio e do ensino superior (principalmente futuros professores) acerca do conceito de nimero
racional.

Diversas dessas pesquisas tiveram como referencial tedérico e embasamento o0s
subconstructos do conceito de nimero racional. Por este motivo, escolhemos como subtemas
deste capitulo cada um dos subconstructos®: parte-todo, medida, quociente e operador*°.

Este capitulo esté subdividido nos seguintes subtemas:

= NUmeros racionais como parte-todo
= NUmeros racionais como quociente
= Ndmeros racionais como medida

= Ndmeros racionais como operador

O Quadro 9 apresenta a distribuicéo das pesquisas do tema 4 nos respectivos subtemas:

39 O subconstructo razéo ja foi abordado no tema 1, relacionado ao pensamento proporcional.

40 Por escolha, as pesquisas que contemplavam todos os subconstructos foram alocadas em subtemas envolvendo
0s subconstructos que os resultados eram mais relevantes. Por exemplo, a pesquisa de Garcia (2019) foi inserida
no subtema 2, subconstructo quociente, porque os resultados referentes a este subconstructo foram mais relevantes,
embora também trate de todos os outros subconstructos.
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Subtema

Artigo

Referencial
Tedrico

Metodologia e
Instrumentos
Metodoldgicos

Enfoque
Metodoldgico

5 Qualitativa -
Carpes; Carpes Resolucéo de £ q Processo Didatico
(2020) Problemas neaniros de Pedagdgico
Formacéo
Etcheverria; Amorim | Conhecimento Qualitativa o
. Diagnostico
(2020) do Professor Questionario
Qualitativa
Garcia; Cabafias- NUmeros Sequéncia de S
Sanchez (2013) Racionais Atividades + DIERIsiee
5 Entrevista
4.1. Numeros
Racionais como . Resolugéo de Mista o
Parte-Todo Justulin (2016) Problemas Provas Diagndstico
Menegazzi; Dalcin | Comunidades de Qualitativa Processo Didatico-
(2016) Préatica Grupo Colaborativo Pedagdgico
Paraol: Rodriqus Qualitativa
arao(,zofs)rlgues TRRS Avaliacéo Diagnostico
Diagnostica
Qualitativa Diagnostico +
Salazar et al. (2016) Tecnologia Uso de Recurso: Proposta e Anélise da
Tecnologia Atividade Didatica
ualitativa
Cabello; Mercado NUmeros Q . Diaanéstico
(2015) Racionais Questlongrlo * g
Entrevista
. . Qualitativa .
Carpes; Bisognin Enfoque Processo Didatico-
(2019) Ontossemiético Encontro de Pedagdgico
Formacgao
] Matematica Qualitativa o
Garcia (2019 . i . ) Diagnostico
( ) Realista Discussfes Guiadas J
. ~ . Qualitativa
Garcia; Cabarias- Numeros . Diaandstico
4.2. NGmeros Sanchez (2013) Racionais Entrevista + g
Racionais como Sequéncia Atividades
Quociente ualitativa
Konic (2019) Enfoql_Jg_ Q . Diagndstico
Ontossemiotico Questionario
N(meros Qualitativa Diagnostico +
Menegazzi (2013) Lo Avaliagdo Proposta e Andlise da
Racionais A L N
Diagnostica Atividade Didatica
ualitativa
Mercado; Cabello; Ndmeros Q L Diaanéstico
Martinez (2016) Racionais Questionario + g
Entrevista
{ Mista L
Muller et al. (2020) Nur_nero_s . Diagndstico
Racionais Questionario
4.3. NUmeros Conhecimento Qualitativa
Racionais como Abrahdo (2016) Sequéncia de Diagndstico
Medidas do Professor

Atividades
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Vecino et al. (2015)

Amaya; Bianchi; Ndmeros Mista Diagnéstico
Montoro (2018) Racionais Questionario J
e Qualitativa
Medina (2013) Ontossemictico Seq!_jé.ncia de Intervencao
Atividades
N(meros Qualitativa Diagnéstico +
Menegazzi (2013) L Avaliagdo Proposta e Analise da
Racionais . L2 L. . s
Diagnostica Atividade Didatica
ualitativa
Oliveira; Araman Numeros Q . Diaanéstico
(2017) Racionais Seq_ue_nma de g
Atividades
~ . Mista
Retana; Mufoz Conhecimento liaca Diaandstico
(2018) do Professor Ava lacao g
Diagnostica
. . Qualitativa Lo
Carpes; Bisognin Enfoque q Processo didatico-
(2019) Ontossemiético Encontro de Pedagdgico
Formacao
ualitativa
Godoy; Barreto NUmeros Q Intervencio
4.4. NUmeros (2016) Racionais En_controNde ¢
Racionais como Discussao
Operadores Qualitativa Proposta e Andlise de
Reyes; Prieto (2015) Tecnologia Uso de Recu_rsos: Atividade Didatica
Tecnologia
Qualitativa

Prova em fases

Diagnostico

Fonte: Elaborado pela autora.

O subconstructo operador foi 0 menos citado nas pesquisas analisadas e, quando

ocorreu, as discussdes foram superficiais. Uma interpretacdo é que as dificuldades referentes a

este subconstructo ndo se prolongam ao longo da escolarizacéo, seja porque seu significado é

mais facil de compreender ou porque é mais abordado ao longo da educacéo basica.

Com relacgdo aos participantes das pesquisas temos:

Quadro 10 - Distribuicdo de frequéncias por escolaridade dos participantes do Tema 4.

Publico-alvo

Frequéncia

ES (Licenciatura em Matematica (2), Pedagogia (8) e Engenharia (1))

Ensino Médio

EF e EM

EF e ES (Licenciatura em Matemaética e Pedagogia)

EM e ES (Licenciatura em Matematica)

EF, EM e ES

Curso preparatorio

Total

Fonte: Elaborado pela autora.
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MAPA DA LITERATURA
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O Quadro 11 apresenta, de maneira visual, um Mapa da Literatura do corpus e sua
organizacdo em temas e subtemas (CRESWELL, 2010):

Quadro 11 - Ma

a da Literatura.

FOCO TEMATICO

SUBTEMA

PESQUISAS

RAZAO E
PENSAMENTO
PROPORCIONAL

(18%)

Pensamento proporcional e
conhecimento especializado
de futuros professores de
Matematica

(ASTUDILLO; HUERTA,; LEO, 2018; BUFORN;
FERNANDEZ, 2014; CAMACHO; GUERRERO,
2017; RIQUELME; VERGARA, 2019; SILVA,
CANDIDO; SOUZA, 2018; SOTO, 2017)

Estratégia e uso do
pensamento proporcional

(SILVA; CANDIDO; SOUZA, 2018; TREVISAN;
DOMINGUES, 2017)

Pensamento proporcional e
Seu uso em situacdes da vida
real

(GONZALEZ et al., 2019)

OPERACOES COM
NUMEROS
RACIONAIS

(29%)

Jogos e apoios virtuais como
alternativa para a revisao
das 4 operacbes com
nGmeros racionais

(BARBOSA et al., 2018; BRAGA; LIMA, 2020;
PEREZ, 2012)

Desempenho e dificuldades
dos alunos dos ensinos
médio e superior nas 4

operagGes com ndmeros
racionais

(CARVALHO et al., 2021; ETCHEVERRIA et al.,
2019; JUSTULIN, 2016; NARDONI; CAMARA;
POCHULU, 2015; OLIVEIRA; ARAMAN, 2017;
PARAOL: RODRIGUES, 2018; RETANA; MUNOZ,
2018; SANCHEZ-LUJAN; MORENO, 2018)

Operagdes com nimeros
racionais e conhecimento
especializado para o ensino

(PROENCA, 2015; RETANA; MUNOZ, 2018;

SILVA; CARVALHO; CAMPOS, 2018)

REPRESENTACOES
DOS NUMEROS
RACIONAIS

(15,5%)

(ABRAHAO, 2016; FLORES; FONSECA,; BISOGNIN, 2020; MOURA; MATTOS,
2014; PARAOL; RODRIGUES, 2018; PARRA-ZAPATA et al., 2021; SANTANA,;
OLIVEIRA; BARRETO, 2015; SILVA; DIAS, 2015)

O CONCEITO DE
NUMERO
RACIONAL E AS
SUAS
INTERPRETACOES

(49%)

NUmeros racionais como
parte-todo

(CARPES; CARPES, 2020; ETCHEVERRIA,
AMORIM, 2020; GARCIA; CABANAS-SANCHEZ,
2013; JUSTULIN, 2016; MENEGAZZI; DALCIN,
2016; PARAOL; RODRIGUES, 2018; SALAZAR et
al., 2016)

NUmeros racionais como
quociente

(CABELLO; MERCADO, 2015; CARPES;
BISOGNIN, 2019; GARCIA; CABANAS-
SANCHEZ, 2013; GARCIA, 2019; KONIC, 2019;
MENEGAZZI, 2013; MERCADO; CABELLO;
MARTINEZ, 2016; MULLER et al., 2020)

NUmeros racionais como
medidas

(ABRAHAO, 2016; AMAYA; BIANCHI,;
MONTORO, 2018; MEDINA, 2013; MENEGAZZI,
2013; OLIVEIRA; ARAMAN, 2017; RETANA;
MUNOZ, 2018)

NUmeros racionais como

operadores

(CARPES; BISOGNIN, 2019; GODQOY; BARRETO,
2016; REYES; PRIETO, 2015; VECINO et al., 2015)

Fonte: Elaborada pela autora.

O Quadro 11 expressa a variabilidade dos temas em foco, metodologias e participantes

envolvidos na investigacdo. Nos capitulos a seguir, apresentamos a anélise de cada tema.
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4 ANALISE DOS TEMAS

Este capitulo explora o mapa da literatura de pesquisa em Educacdo Matematica sobre
numeros racionais construido no Capitulo 3, buscando identificar as concepgdes de alunos dos
ensinos médio e superior ao lidar com esses niimeros. A segunda®! questdo de pesquisa orienta
a discusséo do material produzido sobre os temas, compondo quatro segdes.

O material produzido sobre cada tema busca atender aos objetivos especificos para
desenvolver o Estado da Arte da pesquisa sobre nimeros racionais, enunciados na se¢édo 1.4.
Especificamente, buscamos “Descrever as concepgdes que alunos do ensino médio e ensino
superior apresentam ao lidar com os nimeros racionais, discutindo tracos de suas origens e sua
natureza”.

Este objetivo especifico inclui descrever:

e as concepgOes associadas, especificamente, aos subconstructos parte-todo,
medida, quociente, operador e razéo;

e as estratégias dos alunos ao utilizar os subconstructos parte-todo, medida,
quociente, operador e razao;

e a frequéncia e familiaridade com que os alunos utilizam determinado
subconstructo;

e 0s modos como os alunos entendem as multiplas representacfes dos nimeros
racionais, identificando tipos de registro de representagdo, caso existam, que 0S
alunos evocam com maior ou menor frequéncia.

Para a apresentacdo de cada uma das pesquisas selecionadas, apresentamos uma sintese
por meio de resumos expandidos no Apéndices H.

No que segue, a sintese de cada tema identificado no mapa da literatura.

4.1 TEMA 1: RAZAO E PENSAMENTO PROPORCIONAL
Pesquisadores referenciados principalmente em Behr et al. (1983) destacam a razéo

como um subconstructo do conceito de niUmero racional.

No subconstructo razéo, o simbolo s representa a comparacdo multiplicativa de duas

guantidades, p e g e, como tal, é visto como um indice comparativo de magnitudes relativas de

dois nimeros (BEHR et al., 1983). Pesquisas ressaltam que o entendimento da representacédo é

41 Quais concepcdes os alunos do ensino médio e do ensino superior evocam em situagdes com nlimeros racionais,
interpretando-os como parte-todo, medida, quociente, operador e raz&o?
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mais proximo de um indice comparativo do que um ndmero (BEHR et al., 1983;
CHARALAMBOUS; PITTA-PANTAZI, 2007).

Conceitualmente, razéo e pensamento proporcional estdo intrinsecamente relacionados.
Kieren (1976), por exemplo, descreve a nocdo de proporcionalidade como uma estrutura
cognitiva associada ao subconstructo razdo. Piaget e Inhelder (1975) conceituam tal estrutura
cognitiva constituida por relagdes de segunda ordem, que sdo as “relagdes entre relagdes”
(proporc¢ao), a partir de relagdes de primeira ordem, que seriam as “relagdes entre dois objetos”
(razdo) (SILVA; CANDIDO; SOUZA, 2018).

Em termos mais especificos, 0 pensamento proporcional ¢ entendido como “uma
afirmagao que iguala duas razoes” (BEHR et al., 1983, traducdo nossa). Exige uma “habilidade
de estabelecer relacdes multiplicativas entre duas quantidades e de estender esta relacéo a outro
par de quantidades” (BUFORN; FERNANDEZ, 2014, p. 22, traducdo nossa); além de “um
conhecimento de igualdade de duas razdes e uma estratégia compensatoria entre seus termos,
que ndo ¢ uma tarefa simples” (RIQUELME; VERGARA, 2019, traducdo nossa). S&o muitas
situacOes da nossa vida regidas por regras proporcionais, 0 que justifica sua importancia na
escola basica.

Dois aspectos estéo particularmente envolvidos no pensamento proporcional:

Légico: a proporgdo € um esquema que estabelece relagdes entre relagdes (uma razdo
é uma relacdo entre duas variaveis, e a propor¢do uma relagéo de equivaléncia entre
duas razBes) e implica o recurso a uma légica de segunda ordem. (ASTUDILLO;
HUERTA; LEO, 2018, p. 118, traducdo nossa)

Matematico: as compensa¢Bes quantitativas assumem a forma de esquemas
proposicionais de equivaléncia (coordenacdo dos processos de covariancia entre
variaveis e suas respectivas compensacdes) que permitem garantir que no processo de
variacdo se conserve invariante um quociente ou um produto. (ASTUDILLO;
HUERTA; LEO, 2018, p. 118, tradugdo nossa)

A covariancia entre varidveis citada no excerto acima implica ainda que as duas
guantidades na relacdo de razdo devem variar simultaneamente, mantendo constante a relacédo
entre elas (CHARALAMBOUS; PITTA-PANTAZI, 2007, p. 298). Esse entendimento € parte
do desenvolvimento da nogdo de fungéo, de modo geral.

Os trés subtemas identificados no tema 1 sdo apresentados nas se¢des a seguir.

4.1.1 Subtema 1.1: Pensamento proporcional e conhecimento especializado para o
ensino.

O Quadro 12 apresenta um resumo das pesquisas deste subtema destacando 0s

elementos para a analise comparativa entre elas e 0 Apéndice G traz os respectivos resumos

expandidos.
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Quadro 12 - Descricdo das pesquisas do subtema Pensamento Proporcional e Conhecimento Especializado para

Leo (2018)

temas relacionados as variagdes
proporcionais, por meio de um estudo de
caso.

0 Ensino.
Pesquisa Objetivo Foco Participantes
reconhecer as concepcdes de futuros
Astudillo, Huerta e professores acerca do conhecimento dos Pensamento ES (Pedagogia)

Proporcional

Total: 6

Buforn e Fernandez

examinar o conhecimento especializado de
matematica no ambito do raciocinio

Raciocinio

ES (Pedagogia)

a razdo como um significado da fracéo.

(2014) proporcional de um grupo de estudantes Proporcional Total: 85
para professores da educacao primaria.
Camicnae | v | Rato | O (oo
Guerrero (2014) P ¢ P Total: -

Riquelme e Vergara
(2019)

identificar elementos matematicos que
influenciam a compreenséo e aquisicao do
conceito de razdo, para elaborar uma
proposta metodoldgica que permita
detectar os erros e acertos dos alunos ao
resolver problemas de raz&o e proporgdes.

Razéo e Raciocinio
Proporcional

ES (Pedagogia)
Total: 8

Silva, Candido e

investigar estratégias utilizadas por alunas
de um curso de Pedagogia ao resolverem
situacBes de estruturas multiplicativas,

Raciocinio

ES (Pedagogia)

revisao e reconstrucdo de conhecimentos
associados a razdo e a proporcionalidade.

42 ) .
Souza (2018) sobretudo situac@es de valor omisso e Proporcional Total: 30
comparacao.
estudar o processo de elaboragéo e analise .
Soto (2017) de uma sequéncia de aula que aborda a Proporcionalidade e | ES (Pedagogia)

Razao

Total: -

Fonte: Elaborado pela autora.

Da comparacdo desses artigos, observamos que todos ttm em comum o foco no

conhecimento de contetdo e no conhecimento pedagdgico de contetdo do futuro professor
(pedagogos). Shulman (1986) e Ball et al. (2008) séo referéncias compartilhadas, reconhecendo
a importancia do conhecimento especializado do professor. Dos resultados, destaca-se a ndo
compreensdo do pensamento proporcional.

Um objetivo comum de algumas pesquisas deste subtema foi analisar o conhecimento
especializado de conteudo de Matematica dos futuros professores (ASTUDILLO; HUERTA,;
LEO, 2018; BUFORN; FERNANDEZ, 2014; SILVA; CANDIDO; SOUZA, 2018). Outro
objetivo comum foi analisar o conhecimento pedagdgico de conteido de Matematica com
relacdo a razéo e ao pensamento proporcional (CAMACHO; GUERRERO, 2017; RIQUELME;
VERGARA, 2019; SOTO, 2017). Apresentamos a seguir 0s principais resultados.

42 A pesquisa de Silva et al. (2018) esteve presente nos subtemas 1 e 2, pois esta relacionada com o conhecimento
especializado do futuro professor e com as estratégias que os alunos utilizaram na resolucdo de problemas
envolvendo o pensamento proporcional.
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Astudillo, Huerta e Leo (2018) pontuam erros conceituais do que é uma proporcao,
cometidos por futuros professores e apontam a necessidade de haver uma disciplina nos cursos
de Pedagogia voltada para o tema “Pensamento Proporcional”.

Ja Buforn e Fernandez (2014) concluem que uma porcentagem alta dos futuros
professores estd em um nivel pré-proporcional, “centrado nas relagdes qualitativas ou
unicamente centrado nos significados dos nimeros racionais ou em regras algoritmicas como a
regra de trés, sem ter adquirido as formas de raciocinar com estes significados” (BUFORN;

FERNANDEZ, 2014, p. 39). Os resultados mostram que:

os licenciandos tém conhecimento especializado limitado sobre o raciocinio
proporcional, evidenciado pela dificuldade em identificar situagcbes néo
proporcionais, proporcionais, em desenvolver algumas maneiras de raciocinar em
relagdo a construgdo de uma unidade (raciocinio unitizing e up and down) e no manejo
do significado multiplicativo da ideia de operador e da ideia de razdo. (BUFORN,;
FERNANDEZ, 2014, p. 37, traducio nossa)

Acrescentam que a ndo compreensdao das componentes de pensamento proporcional
limita o desenvolvimento da competéncia docente, no sentido de estar atento a aprendizagem
Matematica dos alunos (BUFORN; FERNANDEZ, 2014, p. 38).

Silva, Candido e Souza (2018) concluem que os futuros professores ndo dominam o
“conhecimento comum de conteudo”, que é considerado essencial, e que “provavelmente terdo
dificuldades em sua atividade profissional ao ensinar sobre esse assunto” (SILVA; CANDIDO;
SOUZA, 2018, p. 32). Ainda destacam a necessidade de um processo de formacdo continuada
abordando tais contetidos de maneira a proporcionar um conhecimento comum e especializado
do pensamento proporcional.

Com relacdo ao conhecimento pedagdgico, Riquelme e Vergara (2019), afirmam que os
futuros professores chegam a metade do curso “fortalecidos em seu conhecimento da matéria,
que envolve o sistema de nimeros naturais, inteiros e racionais, mas com deficiéncias em seu
conhecimento pedagogico” (p. 337). Isto €, mesmo quando apresentam a solucdo para as
questdes envolvendo o pensamento proporcional, os futuros docentes ndo foram capazes de
justificar os resultados: “ndo sabem explicar como o fizeram e, como resultado, ndo sabem
ensina-lo” (p. 337). Assim, uma grande parcela desses professores em formacdo encontra-se
em um nivel de pensamento pré-proporcional, que seriam concepcdes centradas em relagdes

qualitativas*®.

43 O autor entende relacéo qualitativas como “unicamente centrado nos significados dos niimeros racionais, ou em
regras algoritmicas como a regra de trés, sem ter adquirido formas de raciocinar com estes significados e sem
compreender a forma na qual o raciocinio proporcional se desenvolve” (RIQUELME; VERGARA, 2019, p. 339,
traducgdo nossa).
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Nesse mesmo sentido, Soto (2017) traz resultados de alguns estudos que “mostram que
tanto os professores ativos como aqueles em formacgdo lidam com 0s mesmos conceitos e
manifestam as mesmas ideias primitivas e concepcdes falsas que os estudantes de primaria e
secundaria” (p. 1201).

Portanto, os resultados dessas pesquisas indicam que grande parte dos futuros
professores possuem um conhecimento comum de conteddo a respeito do tema razéo e
pensamento proporcional, mas ndo possuem um conhecimento especializado de contetdo, nem
um conhecimento pedagdgico de conteudo (ASTUDILLO; HUERTA; LEO, 2018; BUFORN;
FERNANDEZ, 2014: RIQUELME; VERGARA, 2019; SILVA; CANDIDO; SOUZA, 2018).
Ou melhor, os futuros professores conseguem resolver problemas que envolvem razdo e
pensamento proporcional, no entanto, muitas resolucdes sdo realizadas mecanicamente ou com
uso de algoritmos (sem uma compreensdo clara das justificativas dos procedimentos utilizados,
sem saber diversificar as estratégias de resolucao, restrita a um conhecimento puramente
procedimental e sem saber explicar 0s processos envolvidos).

Pontuamos que as pesquisas analisaram de maneira muito superficial os tipos de
conhecimento propostos por Shulman e por isso as discussdes ficam muito parecidas e sem um

aprofundamento tedrico.

Concepgoes

Diante dos resultados das pesquisas analisadas neste subtema, inferimos que os futuros
professores apresentam uma concepc¢do pré-proporcional, por incorporar uma nocao de
entendimento de um conceito restrita a execucdo de operacdes.

Tal concepcdo € centrada nas relacfes qualitativas ou em regras algoritmicas como a
regra de trés e ndo nas maneiras de raciocinar com estes significados (BUFORN;
FERNANDEZ, 2014). E importante enfatizar que ter um pensamento proporcional significa
muito mais do que aplicar a regra de trés. O uso das estratégias unitaria e regra de trés ndo sao
uma manifestacdo do pensamento proporcional (RIQUELME; VERGARA, 2019), o que pode
ser evidenciado no uso da regra de trés em situacdes ndo proporcionais.

Embora o algoritmo da regra de trés seja eficiente em problemas proporcionais, ele tem
pouco significado para os alunos: “a regra do produto cruzado ndo tem referéncia fisica e,
portanto, carece de significado para os alunos” (CRAMER; POST; CURRIER, 1993). Ao longo
do tempo, tem-se percebido que estas estratégias sdo mal compreendidas pelos alunos (POST;

BEHR; LESH, 1988), raramente sdo métodos de solucdo “gerados naturalmente” e sao
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frequentemente utilizadas por alunos para evitar o raciocinio proporcional, em vez de facilita-
lo (LESH; POST; BEHR, 1988).

Com relacdo a natureza e origem, um dos problemas € que tanto os livros didaticos
quanto o processo de ensino aprendizagem nas salas de aula das séries iniciais tém enfatizado
as habilidades processuais e ndo os entendimentos conceituais.

Quanto a intervencbes para transformar este cenario, as pesquisas apontam a
necessidade de envolver os professores em formacdo inicial em processos de formacéo
continuada com esta tematica, seja por meio de cursos de formacdo ou ainda pela insercdo de
disciplinas nas grades curriculares dos cursos de Pedagogia, voltados a esta temética. Contudo,
isto ndo garante a resolugéo dos problemas elencados.

4.1.2 Subtema 1.2: Estratégias e uso do pensamento proporcional
Neste subtema incluimos as pesquisas cujo foco é o conhecimento de contetdo sobre
proporcdes, cujas caracteristicas estdo apresentadas no Quadro 13. O Apéndice G traz o resumo

expandido das pesquisas incluidas neste subtema.

Quadro 13 - Descri¢do das pesquisas do subtema estratégias e uso do pensamento proporcional

Pesquisa Objetivo Foco Participantes
investigar estratégias utilizadas pelos )
Silva, Candido e participantes ao resolverem situacfes de raciocinio ES (Pedagogia)
Souza (2018) estruturas multiplicativas, sobretudo situagdes | proporcional Total: 30

de valor omisso e comparagéo.

explorar as distintas ideias e contextos nos
quais o raciocinio proporcional se aplica e se
consolida, por meio de uma prova em fases
proposta aos participantes, ressignificando-o e
buscando minimizar averséo a ele.

Fonte: Elaborado pela autora.

raciocinio EM (3° ano)
proporcional Total: 32

Trevisan e
Domingues (2017)

Ambas sdo do tipo diagndstico e os tipos de problemas proporcionais* investigados s&o:

= Problemas de valor omisso: % = 2, sdo dados trés valores e o quarto € solicitado
(SILVA; CANDIDO; SOUZA, 2018).

= Problemas de comparacao: % e g, 0s quatro valores sdo dados e solicita-se a

comparacdo e indicacdo de qual € maior, menor ou se sdo iguais (SILVA;
CANDIDO; SOUZA, 2018);

4 Lesh et al (1988) apresenta 7 tipos de problemas envolvendo o pensamento proporcional: valor omisso,
comparacg0es, transformacao, valor médio, propor¢des envolvendo conversdes de razbes, para taxas, para fracoes,
proporg¢des envolvendo etiquetas unitérias. Para mais detalhes desses tipos de problemas, verificar Proportional
Reasoning (archive-it.org).



http://wayback.archive-it.org/org-121/20190122153554/http:/www.cehd.umn.edu/ci/rationalnumberproject/88_8.html
http://wayback.archive-it.org/org-121/20190122153554/http:/www.cehd.umn.edu/ci/rationalnumberproject/88_8.html

72

Pesquisadores renomados na area do pensamento proporcional sugerem que diferentes
estratégias de resolugdo desses problemas sejam exploradas ao longo do processo de ensino-
aprendizagem, como por exemplo, a taxa unitaria, o fator de mudanca, as fracfes equivalentes
e a regra de trés (CRAMER; POST, 1993).

As pesquisas abordam o assunto a partir dos seguintes problemas:

Quadro 14 - Tipos de Problemas nas pesquisas de Trevisan e Domingues (2017) e Silva, Candido e Souza

(2018).
Pesquisa Tipo de I?j;ogleegligéistrategla Problema
Problema de Comparacao Na fabrica A, de cada 200 lampadas produzidas 7 saem
com defeito, enquanto na fabrica B, de cada 80
Trevisan e - . produzidas, 3 sdo defeituosas. Compare as razfes entre
Domingues Estrategia deNresqugao. I[dmpadas defeituosas e a producdo de cada fabrica, e
(2017) Subtragéo (9) diga qual das fabricas tem mais cuidado com a
Taxa unitaria (6) producéo de lampadas, A ou B. (TREVISAN;
Regra de trés simples (1), DOMINGUES, 2017, p. 4)
Problema de Comparagéo No ultimo sabado a tarde, a familia Smith foi para o
Silva. Candido Teatro Star e todos os 6 integrantes entraram por $10.
o éouza L . A familia West foi ver um filme no Odyssey e todos o0s
(2018) Estratégia (?e Resolugdo: 4 entraram por $7. Que teatro tem melhores precos na
Predominancia do calculo da matiné de sabado? (SILVA; CANDIDO; SOUZA,
taxa unitéria (86,67%) 2018, p. 25)
Problema de Valor Omisso Ao lado, podemos observar o senhor baixo cuja altura
mede seis clipes; se fossemos medi-lo com fésforos,
Silva, Candido - .. seriam necessarios quatro palitos. Ele tem um amigo,
e Souza Estrateglé de Resolugdo: um senhor alto, que mede seis fosforos. Quantos clipes
(2018) Taxa unitaria (46,67%) utilizariamos para medir o senhor alto? (SILVA;
Regra de trés (23,33%) CANDIDO; SOUZA, 2018, p. 26)
Estratégia aditiva (30%)

Fonte: Elaborado pela autora.

Trevisan e Domingues (2017) consideram que os problemas de comparagdo sdo menos
comuns nas salas de aula. As estratégias utilizadas pelos alunos na resolucédo deste problema,
que exigia apenas compara¢des, foram: subtracdo, célculo da taxa unitaria e regra de trés
simples, sendo este Gltimo, o Unico grupo que resolveu de maneira correta e evidenciou uma
compreensdo da situacéo. Inferimos que os alunos ndo reconheceram a ideia de razdo por meio
da comparacdo de raz@es, ou seja, do conceito de proporcao.

A utilizagdo da operacdo de subtragcdo ao propor solugdes para este tipo de problema
indica predominancia de um pensamento aditivo até esta etapa escolar, como exemplificado na

Figura 12:

Figura 12 - Resolucdo por meio da estratégia da subtragéo.
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Fonte: Trevisan e Domingues (2017, p. 5).
Apesar disso, indicios de pensamento multiplicativo ndo sdo suficientes para impedir
que alguns participantes utilizassem a propor¢do de modo inverso (200 para 7 ao inves de 7

para 200), como na resolucéo da Figura 13:

Figura 13 - Resolucdo utilizando a propor¢éo ao contrario.

Fonte: Trevisan e Domingues (2017, p. 6).
Ja Silva, Candido e Souza (2018), destacam que a estratégia mais utilizada no problema

de comparacdo foi o calculo da taxa unitaria® (86,67%). Entretanto, algumas dificuldades
surgiram: erros ao fazer a operacao de divisdo; comparacao entre nimeros decimais (qual valor
é maior 1,66 ou 1,75?).

No problema de valor omisso a estratégia mais utilizada na pesquisa de Silva, Candido
e Souza (2018) também foi a taxa unitaria (46,67%), confirmando resultados em outras
pesquisas. Em seguida, apareceram a regra de trés (23,33%) e a estratégia aditiva (30%), ao
relatarem que o senhor alto possuia dois clipes a mais que o senhor baixo e entdo mediria 8
clipes.

Da anélise das respostas, Trevisan e Domingues (2017) concluem que os problemas de
comparagdo se mostram mais dificeis de resolver do que os de valor omisso, pois, em geral, sdo
menos enfatizados no processo de ensino aprendizagem. Ja na pesquisa de Silva, Candido e
Souza (2018), o desempenho foi menor no problema de valor omisso.

Em sintese, os principais erros e dificuldades dos futuros professores e dos alunos do

ensino médio identificados foram:

4 Tal estratégia consiste em atribuir os valores pagos nas entradas pelo nlimero de integrantes das respectivas
familias, em que, primeiro dividiram $10 por 6, encontrando $1,66 e em seguida, dividiram $7 por 2, encontrando
$1,75.
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= erros ao fazer a operacdo de divisdo e decidir qual valor é maior, 1,66 ou 1,75
(SILVA; CANDIDO; SOUZA, 2018);

= reconhecer a natureza proporcional da situacdo, apontando para indicios de um
pensamento aditivo (A tem mais pecas defeituosas) e ndo proporcional
(TREVISAN; DOMINGUES, 2017);

= ndo associar a razdo como forma de representacdo para O pensamento
proporcional (TREVISAN; DOMINGUES, 2017).

Concepgodes

Diante desses resultados, duas concepc¢des podem ser inferidas: novamente uma
concepcao pré-proporcional e uma concepgdo aditiva.

A concepcdo pré-proporcional € caracterizada pela argumentagdo dos participantes
restrita aos procedimentos de calculo e a estratégia para encontrar a taxa unitaria utilizada pela
maioria dos futuros professores nos dois tipos de problema.

Vale observar que, em ambas as pesquisas, a estratégia com maior ocorréncia ndo foi a
regra de trés, mas sim a da taxa unitaria, que se apresenta entdo como a concepcdo predominante
na atividade realizada. A justificativa das futuras professoras para a utilizacdo desta estratégia,
é que ja estariam acostumadas a resolver desta maneira em situacfes do dia a dia. Assim, a
origem para a utilizacdo desta estratégia é a utilizacdo no dia a dia.

Jé& a concepcdo aditiva, ainda presente em situacdes proporcionais, mesmo ao final da
escolarizacdo, é caracterizada por quantidades absolutas que sdo independentes e ndo se
relacionam umas com outras, que é o tipo de pensamento que as criancgas estdo familiarizadas
antes da introducdo dos nimeros racionais. Em contrapartida, o pensamento multiplicativo é
elaborado a partir de quantidades relativas, ou seja, a partir da relacdo entre quantidades e
envolve comparar duas quantidades distintas e ndo uma contagem®.

O pensamento proporcional envolve a compreensao das relacdes matematicas exibidas
nas situacdes proporcionais, relacbes essas que sdo de natureza multiplicativa entre as
quantidades. Alem disso, o pensamento proporcional envolve a capacidade de solucionar uma
gama de problemas, como valor omisso, comparacéo, valor médio etc. Mas também envolve a

capacidade de diferenciar situagdes proporcionais de situagdes ndo proporcionais (BUFORN;

4 Um exemplo apresentado em Lamon (2008) fica bem nitida esta distincdo: suponha que temos uma caixa com
4 doces e outra com 10 doces. O pensamento aditivo estaria relacionado a perguntas como: “Quantos doces ha na
primeira caixa?”’ ou “Quantos doces a segunda caixa tem a mais que a primeira?”’. Ja no pensamento multiplicativo,
as perguntas seriam: “Que parte de uma duzia os doces de cada caixa representam?” ou “Quantas vezes maior € o
numero de doces da segunda caixa em relagéo a primeira?”.
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FERNANDEZ, 2014). Alunos que apresentam esta concep¢do aditiva, geralmente nio
conseguem fazer esta distincéo.

Entendemos que a transi¢do para o pensamento multiplicativo ndo é uma tarefa simples,
mas € extremamente necessaria para a compreensdo do conceito de numero racional (BEHR;
POST, 1992; LAMON, 2008).

Como desdobramento para o ensino, 0s pesquisadores sugerem explorar tipos de
problemas proporcionais diversificados e incentivar diferentes estratégias na resolucéo desses
problemas. Assim, explorar um Unico tipo de problema (comumente os problemas de valor
omisso) envolvendo o raciocinio proporcional parece muito restritivo do ponto de vista
cognitivo, geralmente levando a solucBes puramente algoritmicas, principalmente a regra de

trés.

4.1.3 Subtema 1.3: Pensamento proporcional e seu uso em situagdes da vida real
O seguinte artigo apresenta especificidades quanto ao contexto e participantes que

levam a considera-lo como identificando um subtema:

Quadro 15 - Descricdo das pesquisas do subtema pensamento proporcional e seu uso em situacfes da vida real.
Pesquisa Objetivo Foco Participantes

identificar e desenvolver o conhecimento e
habilidade matematicas associadas com a o
Gonzélez et al. proporcionalidade e conceitos como niimero - ES (Medicina)
. ~ . . Proporcionalidade
(2019) racional, proporcéo e funcéo linear, que exibem Total: 21
estudantes universitarios ao resolver problemas
relacionados com situagdes da vida real

Fonte: Elaborado pela autora.

No Apéndice G trazemos o resumo expandido desta pesquisa.

Dado o objetivo de Gonzaélez et al. (2019), a justificativa esta centrada no fato de que
muitos alunos possuem dificuldades na compreensdo do que é uma razdo e de como usar a
proporcionalidade em situacdes do cotidiano. Tais dificuldades acompanham universitarios do
curso de Medicina, publico-alvo da pesquisa. De fato, pesquisas anteriores identificaram
problemas na administracéo de medicag6es por profissionais da satde, devido a erros no célculo
de doses em decorréncia de dificuldades com o pensamento proporcional.

A andlise dos dados retoma os ciclos de entendimento inferidos por alunos
universitarios, assim como as representagdes Matematicas (tabelas, graficos e equacdes) e 0s
procedimentos utilizados, descritos em detalhes no resumo expandido. Embora identifiqguem

padrdes, os participantes permanecem em um ciclo de entendimento quantitativo, pois
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apresentam dificuldades na utilizacdo da linguagem algébrica e, consequentemente, ndo
generalizam as relagdes.

Podemos concluir que esses alunos também apresentam uma concepcdo pré-
proporcional.

O tema abre possibilidades para pesquisas em outras areas do conhecimento, além da
Medicina, e investigagdes sobre o pensamento proporcional em situacOes reais da vida

cotidiana, inclusive de alunos do ensino basico.

4.2 TEMA 2: OPERACOES COM NUMEROS RACIONAIS
Os trés subtemas identificados no tema 2 séo apresentados nas se¢des a seguir.

4.2.1 Subtema 2.1: Jogos e apoios virtuais como alternativa para a revisao das
quatro operagdes com nUmeros racionais.

O Quadro 16 apresenta um resumo das pesquisas deste subtema, destacando 0s

elementos para a analise comparativa entre elas e o Apéndice G traz os respectivos resumos

expandidos.

Quadro 16 - Descricdo das pesquisas do subtema jogos e apoios virtuais como alternativa para a revisao das 4
operagdes com nUmeros racionais.

Pesquisa Objetivo Foco Participantes
Barbosa et rewsar,de forrga I_udlqa as4 operagdes b;smas com operagdes bésicas EM (3° ano)
al. (2018) ndmeros decimais, as quais os estudantes com decimais Total: 13
' apresentavam dificuldades. '
Bragae apresentar um relato de experiéncia sobre fragdes a fra(;oes~ EM (2° ano)
Lima (2020) luz da resolucéo de problemas (representagGes e Total: 36
' operacdes) :
buscar a possivel relagdo existente entre a aplicacéo
Pérez (2012) de apoios virtuais em um processo de nivelagao sobre operacBes com EM (3° ano)
operacdes com fracBes e 0 uso na resolucdo de fracdes Total: 40
problemas de contexto.

Fonte: Elaborado pela autora.

Caracteristicas comuns as trés pesquisas sao os participantes matriculados no ensino
médio e o enfoque metodoldgico ‘proposta e andlise de atividade didatica’ ou ‘intervencédo’,
caracterizado pela proposicdo de materiais alternativos como jogos ou apoios virtuais para
revisdo de contetidos no ensino médio.

Destacamos que dificuldades em topicos do ensino fundamental sdo comuns no ensino
médio e assim, é necessario que os professores reservem um tempo para a revisao.

Os jogos podem ser ferramentas alternativas para a revisao de conteudos no ensino

médio, pois
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propiciam o desenvolvimento de habilidades, bem como auxiliam no processo de
aprendizagem de conceitos matematicos, ja que os déficits que os estudantes trazem
de contetidos de anos anteriores acabam muitas vezes atrapalhando o entendimento e
a execucdo de novas aprendizagens e, por isso, torna-se importante a retomada de
certos conceitos. (BARBOSA et al., 2018, p. 10)

Outro destaque é o carater colaborativo, investigativo e argumentativo oportunizado,
além de um “ambiente mais agradavel para o aluno ¢ professor, aproximando-os” (BRAGA,;
LIMA, 2020, p. 252).

As trés pesquisas concluem que o uso de jogos ou de apoios virtuais sdo alternativas
potenciais para revisitar conhecimentos basicos de nUmeros racionais, essenciais para a
aquisicdo de novos conceitos.

Todavia, os resultados foram bem gerais. Por exemplo, h& afirmacbes que o jogo
“proporcionou interesse € motivagao” ou “o objetivo foi alcangado” ou “houve um aumento no
uso das fragdes” etc. No entanto, ndo foram apresentados resultados especificos com relagao as
mudancas ocorridas quanto ao uso das opera¢ées com nlmeros racionais, a excecao de Barbosa
et al. (2018), que analisou algumas opera¢des, mesmo que de maneira superficial. Pérez (2012),
por exemplo, com o objetivo de descrever mudancas que ocorreram apds a aplicacdo de um
Web Quest, apresentou resultados quantitativos com percentuais (com evidéncias restritas ao
aumento de 22,5% na média das notas dos participantes) como foco e ndo na descricdo das
mudancas.

Por este motivo, ndo foi possivel identificar as concepcGes matematicas dos alunos nas

pesquisas deste subtema.

4.2.2 Subtema 2.2: Desempenho e dificuldades dos alunos dos ensinos medio e
superior nas quatro operac¢fes com numeros racionais.

O Quadro 17 apresenta um resumo das pesquisas deste subtema destacando 0s

elementos para a analise comparativa entre elas e 0 Apéndice G, traz 0s respectivos resumos

expandidos.

Quadro 17 - Descrigdo das pesquisas do subtema Desempenho e Dificuldades dos Alunos dos Ensinos Médio e
Superior nas quatro Operacfes com NUmeros Racionais.

Pesquisa Objetivo Foco Participantes
identificar as principais dificuldades e erros nlimeros EM (ingressantes do
Carvalho et . i ionai técnico)
al. (2021) apresentados pelos participantes sopre 0 conceito racionais e
’ e operagoes de nimeros racionais. operacles Total: 70
discutir o desempenho e as dificuldades EF (7° e 9° anos)

apresentadas por estudantes da educagao basica e
graduandos do curso de Licenciatura em fractes ) )
Matematica na resolucéo das 4 operacdes ¢ ES (Licenciatura em

fundamentais com fracoes. Matematica)

Etcheverria
et al. (2019)

operacBes com EM (1° e 3° anos)
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Total: 358 alunos

OCDE.

) . ~ escala de
investigar relacdes entre o desempenho na atitudes
. solucéo de problemas e exercicios sobre fragGes e ' EM
Justulin A : lacio 2 problemas x
(2016) variavels como atitudes em relagdo a exercicios Total 95
Matematica, atitudes em relaco as fracGes, o . ' .
o - ensino de
género e a série. frach
racoes
. avaliar a compreensdo que alcangam os alunos
Nardoni, b SO .
sobre 0s ndmeros racionais, como objeto .
Camara e - L - numeros
matematico, ao finalizar a escola secundaria e L ES
Pochulu o o AR racionais
prévio ao iniciar estudos universitarios ou de
(2015) ; .
nivel superior
Oliveira et analisar o modo como uma turma de Engenh’afla fragdes (parte- ES (Engenharia)
al. (2020) responde a problemas elementares da_1 matematica todo e Total: 38
' envolvendo contetdo de fracfes e trigonometria. operacdes) .
- ) _ EF (7°, 8° e 9° anos)
Paraol e ver|f|~car a aprendlzagem~da resoll_Jgao de registros d? EM (1° ao 3° anos)
Rodrigués ,questoes envolvgndo fragoe; e verificar os repre_sp_ntagao ES (Licenciatura em
(2018) métodos de resolucgdo e a capacidade de mudar o semiotica de Fisi
registro de representacéo do mesmo objeto. fracoes isica)
Total: 23
conhecimento
Retana e analisar o conhecimento comum de contetido comum de ES (Pedagogia)
Mufoz sobre fragdes e decimais de estudantes que contetido sobre I
(2018) aspiram a ser professores. fragbes e Total: 275
decimais
identificar o nivel de competéncia matematica e
Sanchez- 0s erros mais comuns com fra¢fes de um grupo ES (Licenciatura em
Lujan e de alunos do novo ingresso a Licenciatura de operacBes com Contabilidade)
Moreno Contabilidade, de acordo com os niveis de fracGes Total: 42
(2018) competéncia matematica estabelecidos pela otal:

Fonte: Elaborado pela autora.

Todas as pesquisas analisam o desempenho e as principais dificuldades dos alunos com

relacdo as quatro opera¢des com nimeros racionais, nas formas fracionaria e decimal.

Orientados pelo mapa da literatura, a discuss@o a seguir foi organizada em dois eixos:

desempenho e erros; casos exemplares: a natureza dos conceitos e a origem dos erros.

Desempenho e Erros

A Tabela 9 apresenta uma sintese dos resultados das pesquisas referente ao desempenho

e erros ao operar com fragdes:

Tabela 9 - indice de acertos nas atividades de operacdes com fracdes.

Sanchéz-Lujane  Etcheverria et Retana e RF:)%rré}OLZs
Moreno (2018) al. (2019) Mufioz (2018) (20198)
Adicédo com mesmo 66.6% 68% - -

denominador
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Adicéo com denominadores

diferentes 45,23% 38,33% 55,8% 56,83%
Subtracdo com mesmo i 63% i i
denominador
Subtracéo gﬁg\r ednetr(l‘c;mmadores 42.85% 31% 55.8% 48.6%
o 44%*
Multiplicacéo 30,95% 489448 44,6% 75,9%
0
o 47,3%%
Divisdo 78,57% 330650 44,6% 37,93%
0

Fonte: Elaborada pela autora.

Pela consideravel variacdo de indices, ndo € possivel identificar qual das opera¢fes com
fracdes os alunos apresentam maior dificuldade. Apenas é perceptivel uma dificuldade com a
soma e subtracdo de fragdes com denominadores diferentes se comparado com a operagdo com
mesmo denominador, apesar de tal comparagéo ter sido investigada em apenas duas pesquisas.

Com relacdo as operacfes com decimais, uma sintese dos resultados das pesquisas

referentes ao desempenho dos alunos € apresentada na Tabela 10:

Tabela 10 - indices de acertos nas atividades de operacées com decimais.

Paraol e Rodrigués Barbosa et al. Retana e Mufioz
(2018)% (2018)%? (2018)
Adicdo 61% 77% 89,2%
Subtracéo 87% 85% 84%
Multiplicacdo 39,2% 69% 92,6%
Divisdo 43,5% 46% 87,7%

Fonte: Elaborado pela autora.

Neste caso, podemos afirmar que a maior incidéncia de acertos ocorreu nos itens de
adicdo e subtracdo de nimeros decimais.

Em geral, o desempenho foi melhor nas operacdes com decimais se comparado as
operacdes com fragBes. Por exemplo, a pesquisa de Retana e Mufioz (2018), concluiu que o0
desempenho foi melhor nos topicos envolvendo os nimeros decimais e, quando os alunos se
deparam com operac¢Bes com fragdes, optam por transforméa-las em niimeros decimais, “de tal

maneira que lhes resulte mais facil o tratamento” (p. 135). Um dos motivos € que as operacdes

47 Item a.

8 Item b.

4 Item a.

50 Item b.

51 Os calculos de porcentagem apresentados na tabela foram encontrados utilizando a quantidade de erros obtidas
em cada uma das questdes e 0 nimero total de alunos (23).

52 No artigo ndo ficou claro qual exercicio corresponde a qual operagdo. Estimamos que a ordem das operacdes
seja relativa a estas porcentagens que inserimos na tabela.
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com decimais tém a vantagem sobre as fracOes de ter os algoritmos parecidos com 0s
empregados com 0s himeros naturais.

Quanto a representacdo de numeros racionais, uma parcela maior de pesquisas abordou
as operacdes na forma de fragcdes (CARVALHO et al., 2021; ETCHEVERRIA et al., 2019;
OLIVEIRA et al., 2020; PARAOL; RODRIGUES, 2018; RETANA; MUNOZ, 2018:
SANCHEZ-LUJAN; MORENO, 2018) se comparado as operagdes com ndmeros decimais
(BARBOSA et al., 2018; PARAOL; RODRIGUES, 2018; RETANA; MUNOZ, 2018). Um
numero menor de pesquisas envolvendo as opera¢Ges com numeros decimais ndo significa que
as dificuldades inexistem, mas sim que os indices de acertos sinalizam um melhor desempenho

com decimais.

Casos exemplares: a natureza dos conceitos e a origem dos erros

Da analise comparativa entre as pesquisas incluidas neste subtema, as principais
dificuldades e erros cometidos pelos alunos em cada uma das operagdes identificam trés tipos
de concepgdes®:

i.  Concepcdo procedimental das operagdes: concepcao restrita a formulas e algoritmos das
operacdes e fundamentada nos erros baseados nos algoritmos.

ii.  Concepcdo intuitiva das operagOes: relacionada aos erros provenientes da extensao das
propriedades das opera¢Ges com numeros naturais ou com decimais para as fracdes.
Também inclui os erros provenientes das dificuldades de interpretacdo da situacao
proposta.

iii.  Concepcdo ndo relacional das operagOes: relacionada aos erros provenientes de
concepcdes restritas ou fragmentadas do conceito de numero racional e ao
conhecimento inadequado das propriedades das operacoes.

Mesmo que tais tipos de concepgdes se assemelhem e parecam analogas, a natureza de
cada uma delas e origem dos erros correspondentes diferem. No que segue, apresentamos

exemplos de cada concepc¢do que emergiu da comparagao.

Concepcéao procedimental das operacfes
A concepgdo procedimental caracteriza-se pelo uso de algoritmos sem significado,
sendo, por vezes, facilmente distorcidos. Normalmente ocorre em decorréncia da memorizacao

mecanica de procedimentos: “quando um algoritmo ¢ visto como uma série de passos sem

%3 Os nomes dados a essas concepgdes foram inspirados nas ideias de Tirosh (2000) e Fishbein (1994).
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sentido, os alunos podem esquecer alguns desses passos ou altera-los de forma que levem a
erros” (TIROSH, 2000, p. 7, tradugéo nossa).

Tal concepcéo independe do tipo de operacdo, como pode ser verificado nos exemplos
do Apéndice E.

Na operagdo de soma, as dificuldades parecem maiores quando os denominadores séo
diferentes (ETCHEVERRIA et al., 2019; SANCHEZ-LUJAN; MORENO, 2018). Em
particular, em Etcheverria et al. (2019) o maior indice de erros ocorreu na operacdo de
subtracéo, em todos os niveis de ensino.

Uma justificativa para grande parte dos erros é a concepcao dos alunos que hé diferencas
entre operar com fragdes com mesmo denominador e fragdes com denominadores diferentes.
Os procedimentos (os algoritmos) sdo diferentes e, conceitualmente, é perceptivel que os alunos
ainda ndao compreendem o significado das fracdes equivalentes. Além disso, a énfase nos
algoritmos limita esta compreensdo, pois os alunos simplesmente aplicam um algoritmo, sem
refletir sobre sua validade ou ndo naquele contexto (ETCHEVERRIA et al., 2019).

Para a multiplicacéo, a variacdo na aplicacdo dos algoritmos foi bem menor. Porém, na
pesquisa de Etcheverria et al. (2019), diferentemente do que aconteceu na adi¢do e subtracdo
de fragbes, um maior nimero de estudantes errou a multiplicacdo de fracbes com
denominadores iguais e acertou a multiplicacdo de fracdes com denominadores diferentes,
porque eles desconsideraram que ndo ha diferenca na regra operatéria de multiplicacdo se os
denominadores forem iguais ou ndo. E provavel que os alunos fizeram analogias & operacao de
adicdo. Novamente, a operacdo foi, por vezes, reproduzida como uma sucessdo de passos.

Com relacdo a operacdo de divisdo, ha equivocos nos procedimentos com
denominadores diferentes e iguais, sendo que o indice de quem acertou a divisdo de fracOes
com denominadores iguais e errou a divisdo com denominadores diferentes foi de 15% em
Etcheverria et al. (2019), apesar de a regra operatoria ser a mesma. A interpretacdo é a de que
varios erros decorrem da aplicagdo de um algoritmo qualquer relacionado as fracdes, sem
refletir sobre sua validade no contexto.

A pesquisa de Justulin (2017) traz um exemplo que mostra claramente que, muitas
vezes, as operagOes sdo apresentadas aos alunos como regras arbitrérias, sem que tenham
sentido na aplicagdo. Este é o caso da Regra do Peixinho que, de acordo com os alunos, é

denominada assim porque a representacao da regra tem o formato de um peixe.
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Figura 14 - Regra do Peixinho.

2. 2 g
E‘.I: $ 21

Fonte: Justulin (2016, p. 355).

Se, em algum momento, os alunos esquecerem como € a légica da aplicacdo da regra,
nédo saberdo resolver a divisdo de fragdes, porque a operacdo foi introduzida com uma regra
arbitraria.

Além disso, respostas que parecem sem sentido sdo, em geral, aplicacbes de algum
algoritmo que ndo tem validade para aquela operacdo ou distor¢cdo nos passos do algoritmo.

Portanto, concordamos com Fishbein (1994) que ““0 raciocinio matematico ndo pode ser
reduzido a um sistema de procedimentos de resolugdo” (FISCHBEIN, 1994, p. 232). Caso
contrario, os procedimentos serdo esquecidos mais cedo ou mais tarde. Por isto, ndo basta saber

os algoritmos como uma sequéncia de passos, mas sim porque e como funcionam.

Concepgao intuitiva das operagoes

A concepcdo intuitiva das operacdes € caracterizada pelo uso de algoritmos
generalizados a partir de casos especiais, ou inferidos a partir de procedimentos validos em
outros contextos. Ou seja, erros decorrentes da intuicdo, que é um componente importante no
raciocinio matematico. Para Fischbein (1994), a cogni¢ao intuitiva “¢ um tipo de cogni¢do que
é aceita diretamente sem a sensacdo de que qualquer tipo de justificac@o seja necessario” (p.
232). Assim, segundo om autor, ela é caracterizada pela autoevidéncia e, por este motivo, “tem
um impacto coercitivo em nossas interpretacoes e estratégias de raciocinio” e “podem, as vezes,
estar de acordo com verdades logicamente justificaveis ou contradizé-las” (FISCHBEIN, 1994,
p. 233, traducdo nossa).

No processo de ensino-aprendizagem, as intuicbes podem se configurar como
obstaculos. Os exemplos a seguir discutem como uma generalizacdo das propriedades dos
nameros naturais das opera¢fes com os numeros decimais podem influenciar nas operacoes
com fragoes.

No inicio do ensino fundamental é natural dificuldades em operar com este novo tipo
de numero, pois, até entdo, os alunos s6 conheciam os nimeros naturais.

Em particular, no caso da adicao e subtracdo de fragOes, 0 erro mais comum presenta
nas pesquisas foi somar numerador com numerador e denominador com denominador e subtrair
numerador com numerador e denominador com denominador. Interpretamos que o

procedimento das opera¢Ges com nimeros naturais é transferido para o contexto das fragdes.



Quadro 18 - Exemplo de concepcéo intuitiva na adigéo de fracdes.
Exemplo Descricéo Discusséo
a ¢ a4c O procedimento foi somar os numeradores e somar
E_I_E _ l 3 + R os denominadores diretamente.
3 8 11 a c a -'__ c (ETCHEVERRIA et al., 2019; JUSTULIN, 2016;
(OLIVEIRA et al., 2020) 5 d-b_d OLIVEIRA et al., 2020; PARAOL; RODRIGUES,
2018; SANCHEZ-LUJAN; MORENO, 2018).

Fonte: Elaborado pela autora.

Em Etcheverria et al. (2019) 55% dos alunos cometeram este erro. A Figura 15

apresenta alguns exemplos desses erros:

Figura 15 - Exemplo de resolucdo das operacdes de soma e subtracdo de fracdes de Etcheverria et al. (2019).

7 3
B o e =
8 8

2 1 1 3
a) -+ =
I b) z + .

2

y | p)3—= ==
— 4 j,

Fonte: Etcheverria et al. (2019, p. 79,81).
Neste mesmo sentido, alguns alunos utilizam o algoritmo dos nimeros decimais para

operar com fragdes, como verificamos no exemplo de Carvalho et al. (2021) na Figura 16, em
que o aluno posicionou as fragdes da mesma maneira que opera com os decimais:

Figura 16 - Exemplo de resolugdo com algoritmo de operar com decimais para operar com fracdes.

Fonte: Carvalho et al. (2021, p. 7).
Outro exemplo ocorreu na adicdo com numeros decimais, com 0 posicionamento

incorreto dos nimeros para efetuar os célculos (RETANA; MUNOZ, 2018), confundindo
décimos e centésimos, como verificamos na Figura 17:

Figura 17 - Exemplo da operagdo de soma com nimeros decimais realizada por um aluno do ensino superior.

G . 27
1. Identifique el resultado de la adicién 356.37 +12.6 ’ /
. O
57.63. Y
B) 368443,-\ ( Q)
Y A
C) 357.53 =
D) 368.97

Fonte: Retana e Mufioz (2018, p. 126).
J& na multiplicacdo de fragfes, um procedimento muito comum foi a multiplicacdo

cruzada (ETCHEVERRIA et al., 2019; PARAOL; RODRIGUES, 2018). Os autores apontam

que alguns alunos percebem a multiplicacdo de fragdes como uma igualdade de razdes e, assim,
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aplicam a propriedade da proporgéo, sendo este erro cometido por 35% dos alunos em
Etcheverria et al. (2019).

Na concepcdo intuitiva também estdo incluidas as dificuldades provenientes da
interpretacdo dos problemas propostos, sendo que a principal é escolher qual operacdo deve ser

empregada em cada situacdo (RETANA; MUNOZ, 2018). Por exemplo, em Carvalho et al.
(2021)%*, a resolucdo mais comum foi a subtragdo entre % e i, obtendo % (12,3% dos alunos

cometeram este erro). O motivo para este erro € que os alunos relacionaram a terceira etapa
com a parte que faltava e, assim, concluiram que a operacdo a ser realizada seria a subtracéo.
Os exemplos acima demonstram que a extensdo de aspectos algoritmico-intuitivos ndo
é consistente no contexto em que esta sendo utilizado. Desta maneira, “o algoritmo se torna
algo estéril e estabelece aspectos intuitivos equivocados, que impingem aos estudantes ideias

confusas sobre conceitos e o uso de operagdes” (CARVALHO et al., 2021, p. 8).

Concepgéo néo relacional das operages

A concepcdo ndo relacional das operacdes é caracterizada pelo uso ndo relacional do
conceito de nimero racional e das operac@es, 0 que transparece no uso de suas propriedades.
Este tipo de concepcdo apareceu em menor nimero nas pesquisas. Embora muitas vezes
enunciadas corretamente, a fragmentacdo do contetdo fica evidente quando relacGes
estabelecidas ndo sdo coerentes, ou relacbes pertinentes ndo sdo estabelecidas.

Um exemplo é a relacdo entre decimais e fracfes, que ainda ndo esta bem estabelecida
pelos alunos. Nas pesquisas analisadas, ha evidéncias de que alunos tém por habito realizar a
conversdo de fracdes para decimais para realizar as operacdes (RETANA; MUNOZ, 2018):

Figura 18 - Exemplo de concepc¢do ndo relacional das operacfes em Retana e Mufioz (2018).

26. En la escuela de Carlos promocionaron la actividad “El kilémetro del libro”. El objetivo era for-

mar 1 km de libros alineados sobre el piso. Durante tres dias sus compaferos lo construye-
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Fonte: Retana e Mufioz (2018, p. 128).

. . . A . . . 1
5 A estrada que liga Recife a Caruaru sera recuperada em trés etapas. Na primeira etapa, sera recuperado A da

estrada e na segunda etapa i da estrada. Pergunta-se: que fragdo corresponde a terceira etapa?
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1 ~ . N ~
Cercade 3 dos alunos (futuros professores) ndo conseguiu responder a questdo proposta,

sendo que grande parte encontrou 0s respectivos numeros decimais para realizar as operacoes,

obtendo 0,90 (0,66 + 0,16 + 0,08). Baseado neste nimero, uma interpretacdo é que eles
intuiram que para alcancar um inteiro faltaria 0,1, que corresponde a % selecionando a opgéo

errada.

Este € um excelente exemplo para mostrar as vantagens de operar com fragdes
equivalentes e ndo com decimais em determinadas situagdes. Os autores mencionam, baseados
em Gairin (2004), que a relacdo entre fragdes e decimais se estabelece mediante processos
algoritmicos, mais do que processos conceituais (RETANA; MUNOZ, 2018, p. 134).

4.2.3 Subtema 2.3: Operagfes com numeros racionais e conhecimento especializado
para o ensino

O Quadro 19 apresenta um resumo das pesquisas deste subtema destacando 0s

elementos para a analise comparativa entre elas e 0 Apéndice G, traz 0s respectivos resumos

expandidos.

Quadro 19 - Descricao das pesquisas do subtema opera¢des com nimeros racionais e conhecimento
especializado para o ensino.

Pesquisa Objetivo Foco Participantes

favorecer a compreensao do ensino de ~ ES (Pedagogia

Proenca (2015) fragdes via resolucéo de problemas a fragoes_ € seu ( gogia)
ensino Total: 25

futuras professoras

conhecimento ES (Licenciatura

analisar o conhecimento comum de comum de x
~ ; ~ L " de Educagdo
Retana e Mufioz (2018) contelido sobre fragdes e decimais de contedido sobre priméria)
estudantes que aspiram a ser professores fracdes e
decimais Total: 275

apresentar as andlises de uma atividade
proposta, realizada durante uma
pesquisa com estudantes da
Licenciatura em Matemaética, para
identificar conhecimentos profissionais
dos futuros professores sobre 0s
significados da divisdo entre fraces

Fonte: Elaborado pela autora.

ES (Licenciatura
em Matematica)

Total: 11

divisdo de
fracdes

Silva, Carvalho e
Campos (2018)

Essas trés Gltimas pesquisas analisam o conhecimento especializado dos futuros
professores. Participantes sdo alunos dos cursos de Licenciatura em Matematica e de Pedagogia
(RETANA; MUNOZ, 2018; SILVA; CARVALHO; CAMPOS, 2018) e alunos do curso de
Pedagogia (PROENCA, 2015).

As trés pesquisas tém objetivos relacionados com o conhecimento de conteudo do

professor. Das peculiaridades de cada uma delas, o foco em Proenca (2015) é propor diferentes
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estratégias da resolucdo das opera¢des com fragcGes sem o uso direto de algoritmos, enquanto
Retana e Mufoz (2018) analisam o desempenho dos professores com 0 conhecimento de
conteddo sobre as operagdes.

Retana e Mufioz (2018) concluem que:

os futuros professores que participaram do nosso estudo conseguem resolver
problemas com fragdes e decimais projetados para estudantes do ensino fundamental,
ou seja, eles sabem operar com esse conjunto de ndmeros, por exemplo, resolver
problemas envolvendo algumas das operacfes basicas. Embora, como observado na
analise das informac0es, existam alguns alunos que ndo o fazem, bem como certos
contelidos que, apesar de serem muito elementares, ndo foram resolvidos
corretamente por uma porcentagem consideravel de participantes. (RETANA;
MUNOZ, 2018, p. 134, traducio nossa)

No entanto, os autores compreendem que isto ndo é suficiente para o ensino de
Matematica, pois sdo necessarios outros tipos de conhecimento. Dentre outros resultados, o0s
autores concluem que os futuros professores resolvem melhor os topicos que envolvem
nameros decimais do que os que envolvem as fracdes.

Proenca (2015) mostra sua preocupacdo com o tema afirmando que, “além das lacunas
no conhecimento de fragcdes e da falta de conhecimento do trabalho baseado na resolucdo de
problemas de professores dos anos iniciais, percebe-se que isso ja vem ocorrendo na formacéo
inicial” (PROENCA, 2015, p. 731).

J& Silva, Carvalho e Campos (2018) identificaram e descreveram o conhecimento
comum e especializado de contetido dos futuros professores acerca dos significados da divisdo
entre fracbes. Os autores concluem que os futuros professores estavam dotados de
conhecimento acerca dos calculos necessarios para realizar a operacdo de divisdo entre fracGes
e enfatizam ser possivel, por meio das atividades e discussdes, ampliar o conhecimento
especializado de contetido e conhecimento pedagdgico de contetdo.

Embora tendo objetivos e focos distintos, as trés pesquisas compartilham o
entendimento de que o conhecimento comum de conteudo é familiar & grande maioria dos
futuros professores, embora o conhecimento especializado de contetdo e o conhecimento
pedagdgico de contelido estejam em desenvolvimento. Essa conclusdo leva em conta que 0s
futuros professores tiveram dificuldades ao justificar os calculos realizados e ao propor
diferentes estratégias de resolucdo para determinados problemas. A conclusdo é que o
conhecimento matematico de grande parte dos futuros professores acerca do conceito de
numero racional ainda é fragmentado, o que pode resultar no ndo estabelecimento de relacbes
conceituais importantes durante o processo de ensino-aprendizagem.

As pesquisas compartilham a concluséo da necessidade de fortalecer o conhecimento

especializado de contedo e o conhecimento pedagogico de contetdo nos cursos de formacéo
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inicial de professores, com a finalidade de proporcionar a compreenséo relacional dos conceitos
no processo de ensino-aprendizagem e, ndo apenas, a transmissdo instrumental de conteddos,
como a memorizacdo de algoritmos.

Um ponto comum as trés pesquisas foi a exploracdo de diferentes estratégias de
resolucéo dos problemas envolvendo as operagdes, sendo uma excelente opgéo para substituir

0 processo de ensino aprendizagem com foco na memorizagao e aplicagéo de algoritmos.

4.3 TEMA 3: REPRESENTACOES DOS NUMEROS RACIONAIS

Como j& mencionado, a complexidade dos nimeros racionais também é atribuida as
multiplas representacdes.

Os nameros racionais, em suas diversas representacdes, podem parecer distintos, mas
ser equivalentes e representar o0 mesmo numero. Na Figura 19, verificamos seis maneiras de

representar o mesmo ndmero racional:

Figura 19 - Representa¢fes do nimero racional 0,5.

1— > = 0,5 =50%
2710 05 =50%

metade

Fonte: Elaborada pela autora.

As representacGes semioticas, usadas para identificar os objetos matematicos, “sao
producdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representacdes
que tem inconvenientes proprios de significagdo ¢ de funcionamento” (DUVAL, 2012, p. 269).
Assim, tais representacfes sdo consideradas como maneiras de expressar 0 pensamento
matematico, pois 0s objetos matematicos nao sao diretamente acessiveis sem a utilizacdo de um
registro: “De fato, 0s objetos matematicos ndo estdo diretamente acessiveis a percepcao ou a
experiéncia intuitiva imediata, como sdo os objetos comumente ditos “reais” ou “fisicos”. E
preciso, portanto, dar representantes” (DUVAL, 2012, p. 268).

O Quadro 20 é um resumo das sete pesquisas® deste tema, destacando os elementos

para a analise comparativa e o0 Apéndice G traz os respectivos resumos expandidos.

55 Em algumas dessas pesquisas, este foi um dos topicos abordados e, por isso, podem estar incluidas em outros
temas também.
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Quadro 20 - Descrigdo das pesquisas do tema representacdes dos nimeros racionais.

questdes envolvendo fragdes e verificar 0s

Pesquisa Objetivo Foco Participantes
propor atividades que ajudem a evitar que o rgpgizegzasggg;e ES (Pedagogia)
Abrahéo (2016) professor e o0 aluno confundam o objeto perag
e x ndmeros Total: 180
matematico e sua representacéo. o
decimais
analisar quais processos do PMA sdo
i moblllzad~os _pc_nr_alunos de um curso de representacao ES (Licenciatura
Fléres, Fonseca e formacao inicial de professores de decimal finita de em Matematica)
Bisognin (2020) matematica, ao realizarem tarefas ndmeros I
exploratorias envolvendo alguns aspectos racionais Total: 3
da representacdo de nimeros racionais.
verificar o conhecimento dos alunos acerca fracoes, EF (8° e 9° anos)
Moura e Mattos i A ~ L LI o o
(2014) dos nimeros racionais: fracdes, decimais e decimais e EM (1° ao 3° anos)
porcentagem. porcentagem Total: 358
EF (7°,8°e9°
verificar a aprendizagem da resolugdo de anos)

registros de

educagdo basica e ensino superior.

Paraol e Rodrigués h ~ : representacdo | EM (1° ao 3° anos)
(2018) métodos de r_esolugao e capa0|da~de de semibtica de ES (Licenciatura
mudar o registro de representagdo do fracoes .
mesmo objeto. ¢ em Fisica)
Total: 23
analisar as acGes que mobilizam as praticas EM
matematicas, emergentes da atividade , ES (Licenciatura
Parra-Zapata et al. o - . x numeros o,
56 matematica dos alunos, a partir da interacéo A em Matematica e
(2021) : . racionais .
e 0 uso de instrumentos e procedimentos Fisica)
matematicos. Total: -
refletir sobre a formacao e préatica docente representacio _
Santana, Oliveirae | para o uso de representacdes no ensino de presentag ES (Pedagogia)
~ SO semiotica de
Barreto (015) fracdes, com relagdo a diversificacdo de fractes Total: 10
registros. ¢
identificar e analisar as relacdes EF
institucionais existentes para compreender representacdo EM
Silva e Dias (2015) quais as marcas dessas relagdes sobre as dos nimeros ES (Curso de
relacBes pessoais dos estudantes da racionais Logistica)

Total: 131 alunos

Fonte: Elaborado pela autora.

As pesquisas em Silva e Dias (2015) e Paraol e Rodrigués (2018) analisaram 0s trés

niveis de ensino.

Resultados em Silva e Dias (2015), a respeito do conceito de fracdo e suas multiplas

representacdes, destacam que é uma noc¢do que os alunos apresentam grandes dificuldades em

todos os niveis. Além disso, as dificuldades com o objeto ostensivo ‘representacdo decimal’ S0

bem perceptiveis e, apesar de a representacdo decimal ser utilizada socialmente, a utilizagdo em

% Apesar desta pesquisa ter como foco o conceito de nimero racional em geral, inserimos no tema representagdes,
pela potencialidade da atividade para abordar as diferentes representagdes de um ndmero racional.
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situacdes escolares ndo é eficiente, apontando para a necessidade de um trabalho especifico em
relacdo as diferentes representacdes e aos processos de conversoes.

Paraol e Rodrigués (2018) destacam como resultados as inumeras dificuldades dos
alunos do ensino fundamental e do ensino médio (menos expressiva) com conversdes para o
registro decimal, em situacdes em que o registro inicial era o figural ou fracionério. A Figura

20 refere-se a este tipo de dificuldade.

Figura 20 - Exemplo de representacao errdnea no registro decimal de um aluno do ensino fundamental.
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Fonte: Paraol e Rodrigués (2018, p. 30).

J& a conversdo do registro figural para o registro fracionario ndo parece ser um
obstaculo. Inferimos que tal resultado decorre da énfase no subconstructo parte-todo ao longo
da escolarizacao.

Quanto a nog¢do de fracBes imprdprias, vale destacar a dificuldade dos participantes com
a conversao do registro decimal ou fracionario para o registro figural, o que pode ser explicado
pela ndo percepcao de que a parte inteira deve ser representada por uma figura completa.

Os autores argumentam em favor da importancia da TRRS elaborada por Duval ao longo
do processo de ensino aprendizagem dos nUimeros racionais, uma vez que sdo exploradas
superficialmente no ensino fundamental e médio. Uma explicacdo dos autores é que estas
dificuldades “na compreensdo (e na coordenacdo) entre os registros pode estar atrelada a
confusdo que o estudante faz entre o objeto representado e a sua representacdo” (PARAOL,;
RODRIGUES, 2018, p. 32).

Santana, Oliveira e Barreto (2015) e Abrah&o (2016) tém como contexto a formacao
inicial de professores.

Respostas de futuros professores a situacdo problematizadora “Represente 0 nimero
racional dois tercos de quatro maneiras diferentes” foram analisadas em Santana, Oliveira e
Barreto (2015), levando em conta a diversificacdo de registros. Os resultados apontam que 0s
participantes utilizaram: o registro numérico fracionario (9); o registro figural continuo (9); o
registro numeérico decimal (5); o registro numérico da divisdo (3); o registro figural discreto (1);
o registro em lingua natural (1); o registro numérico percentual (1). Alguns alunos ndo
apresentaram 4 tipos de representacdes, sugerindo “uma dificuldade de perceber a fragdo em
registros diversificados” e “limitagdo quanto a percepcdo dos participantes em relacdo aos

diferentes registros de representagdo semiotica de fracdo” (SANTANA; OLIVEIRA;
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BARRETO, 2015, p. 13). Apesar da diversidade de representa¢des, hd uma predominancia dos
registros numérico, em especial a fracionaria e a decimal, e o figural continuo.

Dificuldades nas conversdes do registro decimal para o fracionario foram evidenciadas
e 0s autores destacam o papel potencial das conversdes para mobilizar o conceito por meio das
suas diversas representagdes, pois 0 “monorregistro nao favorece a compreensao integrativa de
fragdo” (SANTANA; OLIVEIRA; BARRETO, 2015, p. 19).

Abrahdo (2016) também analisou equivocos recorrentes cometidos por alunos de um
curso de Pedagogia em atividades relacionadas as representacdes, como por exemplo de fracdes
improprias, pois, em geral, os alunos concebem uma fragdo como sempre menor que um inteiro.

A autora argumenta que, reflexdes acerca das representacdes inadequadas podem
resultar de um trabalho comparativo entre elas, tanto envolvendo a formacdo de futuros
professores, quanto promovendo experiéncias com os alunos do ensino basico.

Moura e Mattos (2014), apesar de terem um objetivo que ndo € exclusivamente sobre
representacdes, buscam verificar o conhecimento dos alunos acerca dos nimeros racionais:
fracdes, decimais e porcentagem e consequentemente das relacdes entre eles. Os resultados
apontam dificuldades dos alunos dos ensinos fundamental e médio na representacdo de fracdes
equivalentes e na conversdo das representagdes. Por exemplo, na questdo que solicitava a
representacdo decimal de Y%, o indice de erros foi de 54,85% dos alunos do ensino fundamental
e 48,88% dos alunos do ensino médio. Ja o indice de erros na questdo que solicitava a
representacdo figural de 20% (no papel quadriculado), foi o mais baixo.

Em contraste com as demais pesquisas analisadas até aqui, no que se refere a contexto
e perspectiva tedrica adotada, a pesquisa de Flores, Fonseca e Bisognin (2020) tem o objetivo
de analisar quais processos do PMA sé&o mobilizados por alunos de um curso de formagéo
inicial de professores de Matematica.

Com relacgdo aos processos do PMA, os autores concluem que:

) representacdo: “todos os alunos evidenciaram, com clareza, os processos de

representagdo, mudanga de representacdo e traducio entre elas” (FLORES;
FONSECA; BISOGNIN, 2020, p. 232);
i) processos de generalizacdo e sintese: os resultados dos alunos foram distintos,

sendo que os alunos A e B

apresentaram aspectos insuficientes relacionados ao processo; e apenas o aluno C
demonstrou bom entendimento em relacdo ao reconhecimento de padrdes, visando
inferir resultados partindo de casos particulares para o geral. Todavia, ele apresentou
dificuldades quanto a formalizacdo, ndo alcancando o processo de abstracao.
(FLORES; FONSECA; BISOGNIN, 2020, p. 233)
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iii) dificuldades relacionadas a identificagdo de padrbes impossibilitam os processos

de generalizacéo e sintetizacdo e, consequentemente, o de abstracao.

Mais uma pesquisa que se diferencia das demais é a de Parra-Zapata et al. (2021)°7, que
desenvolveu um ambiente de aprendizagem com maneiras culturalmente codificadas de pensar
matematicamente acerca dos nimeros racionais. A experiéncia pratica consistiu na criacdo de
uma microssociedade que promoveu a mobilizacdo de praticas matematicas por meio da
construcdo de um papel moeda pelos investigadores estabelecidas a partir das representacées
dos nimeros racionais. Pontuamos que a tarefa das notas racionais foi significativa, “pois os
elementos se converteram em instrumentos mediadores que permitiram a compreensao e a
apropriacdo de saberes culturais institucionais acerca dos numeros racionais através da
mobilizagdo de suas praticas matematicas” (p. 222).

Um exemplo que mostra a potencialidade da atividade para o entendimento das
diferentes representacGes de um niimero racional é detalhado a seguir: “Escreva 1,4 em forma

de fragcdo”. O procedimento de uma aluna esté descrito na Figura 21:

Figura 21 - Resolucéo de uma tarefa da pesquisa de Parra-Zapata (2021).

Fonte: Parra-Zapata et al. (2021, p. 219).
A seguinte relacdo foi estabelecida: como nas ‘notas racionais’, 0,2 MatePesos equivale

1 ;. . .
a< MatePesos, a aluna procedeu somando 0,2 quantas vezes necessario até chegar a 1,4. Assim,

~ . 1 , 7 -
a solucéo reduziu-se a somar - exatamente o niimero de vezes que somou 0,2, obtendo = Assim,

570 objetivo ndo esté diretamente relacionado com o tema representagdes, mas os resultados foram positivos neste
sentido e, por isto, foi incluida neste subtema.



92

as notas racionais foram ‘instrumentos mediadores’ das representacfes dos nimeros racionais.
Tais instrumentos fortaleceram e modificaram outros aspectos da pratica matematica dos

alunos, como os conceitos e, principalmente, as representacdes dos nimeros racionais.

Concepgodes

Os resultados das pesquisas evidenciam que as dificuldades de alunos dos ensinos médio
e superior em perceber um mesmo numero racional nos seus diferentes registros séo
persistentes.

Da andlise do corpus de pesquisas selecionadas para compor o Estado da Arte sobre o
tema Representaces do Numero Racional concluimos que:

e as concepcdes dos alunos acerca das representacfes de um ndmero racional
estdo restritas a um mono registro. Melhor dizendo, permanecem, até mesmo
durante o ensino médio e a universidade dificuldades em inter-relacionar as
representacdes, sendo evidente uma predominancia do registro numeérico
(fracionario e decimal) (ABRAHAO, 2016; SANTANA; OLIVEIRA;
BARRETO, 2015). Neste caso, salientamos o papel das conversdes entre 0s
registros de representacdo dos nimeros racionais;

e foram evidenciadas dificuldades nas conversGes de praticamente todos o0s
registros, mas particularmente do registro figural ou fracionario para o registro
decimal®® (PARAOL; RODRIGUES, 2018; SANTANA; OLIVEIRA;
BARRETO, 2015);

e foram evidenciadas dificuldades nas representacdes de fragcBes imprdprias, em
especial do registro decimal ou fracionario para o registro figural, pois os alunos,
em geral, concebem fracdes como sempre menores que um inteiro (ABRAHAO,
2016; PARAOL ; RODRIGUES, 2018).

e duas pesquisas enfatizaram a importancia da representacdo decimal (FLORES;
FONSECA; BISOGNIN, 2020; SILVA,; DIAS, 2015), de modos distintos, mas
complementares. Silva e Dias (2015) concluem que a representacdo decimal ndo
foi apropriada por alunos nos trés niveis de ensino investigados. Essa concluséo

decorre do fato de que este tipo de representacdo néo foi utilizado pelos alunos

% Como exemplos temos a conversdo de %; para o registro decimal como sendo 2,3 na pesquisa de Santana,
Oliveira e Barreto (2015) ou de % sendo convertido em 1,4 na pesquisa de Paraol e Rodrigués (2018). E
interessante observar que a conversdo inversa foi realizada com mais tranquilidade pelo aluno da pesquisa de
Santana, Oliveira e Barreto (2015), na conversao de 2,3 para o registro fracionario.
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como respostas para os problemas. Ja a pesquisa de Fléres, Fonseca e Bisognin
(2020) exploraram a ideia de representacdo decimal finita ou ndo, apontando as
dificuldades dos alunos do ensino superior no sentido de identificacdo de

padrdes e 0s processos de sintese, generalizacdo e abstracao.

4.4 TEMA 4: O CONCEITO DE NUMERO RACIONAL E AS SUAS
INTERPRETACOES

A maior parte das pesquisas estd incluida neste tema e o interesse esta centrado nos

conhecimentos, concepcdes e dificuldades que alunos do ensino médio e do ensino superior

(principalmente futuros professores) possuem acerca do conceito de numero racional.

4.4.1 Subtema 4.1: NUmeros racionais como parte-todo
A ideia principal que envolve o subconstructo parte-todo é a comparacdo entre o nimero

de partes tomadas da unidade particionada e o numero total de pecas nas quais a unidade foi

particionada (CHARALAMBOUS, 2007). Desta maneira, % representa a relacdo entre b, 0

nimero de partes iguais em que o todo foi dividido (denominador) e a, o numero das partes
tomadas (numerador) (MAMEDE, 2015).

O subconstructo parte-todo normalmente é utilizado como base para o desenvolvimento
do sentido de nimero racional na maior parte dos curriculos e gera grande parte da linguagem
usada para descrever fraces (BEHR et al., 1983). Ademais, ele serve de base para o
desenvolvimento dos outros subconstructos e pesquisas destacam que uma compreensado
deficiente deste poderia afetar o entendimento de todos os outros (AMUAH; DAVIS;
FLETCHER, 2017; CHARALAMBOUS; PITTA-PANTAZI, 2007).

As pesquisas

O Quadro 21 apresenta um resumo das pesquisas deste subtema destacando 0s

elementos para a analise comparativa entre elas e o0 Apéndice G traz os respectivos resumos

expandidos.
Quadro 21 - Caracteristicas das pesquisas hlmeros racionais como parte-todo.

Pesquisa Objetivo Foco Participantes
apresentar e discutir uma proposta de ) )
ensino que mobilize as habilidades de ES (Licenciatura

Carpes e Carpes iacs 5 v ionai em Matematica)
(2020) criagao e resolucdo de prgb_lemas com | Numeros Racionais
licenciandos em Matemética, com o Total: 20

conceito de niimero racional




oportunizar uma discussdo sobre
conhecimentos relacionados ao

EF (5° a0 9° ano)

do grupo contribuiu para o processo de
ressignificacdo de tais concepgdes

Etcheverria e conteldo de fragbes e seu ensino. Subconstructo ES (Licenciatura
; . ~ Quociente e "
Amorim (2020) Averiguar as compreens@es sobre 0 Medida em Matematica)
ensino de fragGes de estagiarios do Total: 598
curso de Licenciatura em Matemaética
analisar o conhecimento que alunos do
ensino médio tém construido em torno
do conceito de fracdo, assim como das
. ~ ~ Subconstructos EM
Garcia e Cabafias- relacbes que estabelecem entre sua . :
. ~ . Medida, Quociente
Sénchez (2013) compreensdo conceitual e 0s Total: 30
. . e Parte-Todo
procedimentos desenvolvidos neste
processo, frente a situacdes de medida,
quociente e parte-todo
mvestlgarNreIa(;oes entre 0 desempe_nho Problemas X
. na solucéo de problemas e exercicios o X EM
Justulin (2016) ~ o . Exercicios, Ensino
sobre fracOes e varidveis como atitudes ~ Total: 95
. (o ; ~ de Fracdes
em relacdo & Matematica e as fragdes
identificar as concepcdes de fracdes de
s« Dan | 1 W00 OIS e | prgnes |5 Gotagogia
(2016) q P pac (Subconstructos) Total: 8

verificar a aprendizagem da resolucéo
de questdes envolvendo fragoes.

Registros de

EF (7°,8°e9°
anos)

iqué 3 EM (1° ao 3° anos
Paraol(;(l)?l%c)jngues Verificar os métodos de resolucéo e Zeepr;??)?inct:%io ( . . )
capacidade de mudar o registro de Fractes ES (Licenciatura
representacdo do mesmo objeto ¢ em Fisica)
Total: 23
desenvolver uma sequéncia de ensino
Salazar et al. com o Uso da tecnologia para Simplificacéo de ES (Engenharia)
(2016) estudantes de r~1|vel universitario, para a Fracdes Total: 14
compreensdo da simplificacdo de '
fracdes
Fonte: Elaborado pela autora.
Concepcgoes
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Da analise e resultados dessas pesquisas, destacamos que participantes concebem os

numeros racionais como sinbnimo de parte-todo. Um dos motivos identificados para tal

situacdo € que, normalmente, parte-todo € a Unica interpretacdo que eles tém acesso durante

toda a escolarizacdo, o que pode causar limitacGes na aprendizagem com a restricdo no uso e

no entendimento do conceito.

Um exemplo em que isso fica bem claro, estd presente na pesquisa de Etcheverria e

Amorim (2020). Uma das atividades® com a nogéo de partilha, a unidade a ser considerada

% “Cada quadro indica a quantidade de criancas e a quantidade de bolos a serem divididos entre elas. a) as 9
criangas comerdo a mesma quantidade de bolo? b) que fragdo representa a divisdo do bolo na figura 1? c) que
fragao representa a divisdo do bolo na figura 2?” (ETCHEVERRIA; AMORIM, 2020, p. 49).
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seria um bolo compartilhado com 3 criangas. Os autores pretendiam abordar o subconstructo
quociente por meio do problema, mas os licenciandos utilizaram o subconstructo parte-todo na

explicacdo da situacdo, como verificamos na Figura 22:

Figura 22 - Atividade 1 e resposta do licenciando na pesquisa de Etcheverria e Amorim (2020).

F,gwa[ F;gwa: Problema 4:
Imagine que o bolo € retangular. Dai desenhava a siuacgao do
™~ 5 e A, primeiro quadro.

‘ L atd

-- b - -—

. ~ P Divide o bolo de acordo com a quantidade de criangas, entdo
“m A como cada um comera uma das partes, ou seja, 1/3. De forma
similar desenhava dois bolos do mesmo tamanho. Dividiria

N %%
I A ! H »’i l A E i i I IH ’i cada um em 6 partes e de cada um tomava 1 parte, ou seja,
S SN 1/6 de um e 1/6 do outro, ou entdo 2/6 de um. (Transcrigdo)

Fonte: Adaptado de Etcheverria e Amorim (2020, p. 49).

Mesmo tendo uma ilustracdo do problema, os participantes recorreram ao procedimento
tradicional do ensino de fracdes, que € a representacdo por meio de retangulos, utilizada na

relacdo parte-todo.

as estratégias de ensino propostas por eles, deixam claro que no momento de pensar
em uma forma de explicar esse contetdo costumam recorrer ao significado de fracéo
como parte-todo, e indicam somente o uso de recursos materiais auxiliares como
estratégia de ensino para o aprendizado desse conhecimento, evidenciando limitaces
relacionadas ao conhecimento pedagdgico do conteudo de fragdes. (ETCHEVERRIA;
AMORIM, 2020, p. 52)

Destacamos que existe uma dificuldade dos alunos em diferenciar as situacdes parte-
todo e razdo, devido a falta de uma padronizacdo no uso dos termos: razao, fracdo, nimero
racional, etc. Muitas vezes o termo razéo é utilizado como sinénimo de fracdo, como no caso
do enunciado da questdo do ENEM na nota de rodapé . Outro dificultador é a interpretacéo
do texto e do contexto, com grande relevancia para a resolugdo de situacdes envolvendo as
fracoes.

Uma segunda concepcao identificada nesta etapa escolar € que em situacdes parte-todo
0s niimeros racionais sdo sempre menores que um inteiro®:. Conjecturamos que a origem desta
concepgdo € que situacbes com fragdes improprias raramente sdo abordadas com o
subconstructo parte-todo.

8 Em uma questdo do ENEM apresentada na pesquisa de Godoy € Barreto (2016) o que eles chamam de “razio”,
na verdade é uma comparacéo parte-todo com um conjunto discreto de objetos: “Em um certo teatro, as poltronas
sdo divididas em setores. A figura apresenta a vista do setor 3 desse teatro, no qual as cadeiras escuras estao
reservadas e as claras ndo foram vendidas. A razdo que representa a quantidade de cadeiras reservadas do setor 3
em relagdo ao total de cadeiras desse mesmo setor €”

Fonte: (GODOY; BARRETO, 2016, p. 112). Os autores pontuam que a questio exigia que o candidato “soubesse
que o numero fracionario poderia ser usado para estabelecer este tipo de comparacdo” (p. 112), que envolve o
subconstructo parte-todo.

61 Ou o numerador precisa ser sempre menor ou igual ao denominador.
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Por exemplo, na pesquisa de Menegazzi e Dalcin (2016), a representacao de uma fragéo
impropria era solicitada, conforme a Figura 23.

Figura 23 - Atividade 1 da pesquisa de Menegazzi e Dalcin (2016).

Represente a regido pintada em forma de fragéo.

Fonte: Adaptado de Menegazzi e Dalcin (2016, p. 498).
Cabe mencionar que o problema deveria ter esclarecido sobre qual fracdo esta se
referindo, pois fracao é sempre relativo a algo.
Nenhum futuro professor identificou a figura por meio da representacédo de uma fragéo
improépria e apenas 3 licenciandos fizeram o registro por meio de um niimero misto: “a ideia da

contagem das partes de um todo é mais evidente que a contagem das partes de dois todos, ou
seja, 1 inteiro e % se sobrepdem a ideia de g (MENEGAZZI; DALCIN, 2016, p. 499).

As demais pesquisas incluidas neste tema foram realizadas com alunos do ensino médio:
Justulin (2016), Paraol e Rodrigués (2018) e Garcia e Cabafias-Sanchéz (2013).

Além dos aspectos ja discutidos nas trés pesquisas anteriores, uma terceira concep¢ao
emergiu, embora ainda relacionada com o subconstructo central na anélise anterior, que é o

parte-todo: os alunos parecem conceber particionamentos desiguais na representacdo figural

das fracOes. As ideias que permeiam o subconstructo parte-todo resultam diretamente do
particionamento, garantindo a divisdo do todo em partes de tamanhos iguais (BEHR et al.,
1983; CHARALAMBOUS, 2007), tanto com quantidades continuas como com quantidades
discretas. Pothier e Sawada (1983 apud Martinie, 2007) distinguem 5 niveis de
particionamento: A) partilha; B) metade algoritmica; C) uniformidade; D) imparidade; E)

composicdo®. Pelos resultados das pesquisas analisadas, acreditamos que grande parte dos

62 No 1° nivel, os alunos podem dividir regiGes na metade ou em quartos, mas podem cometer erros deixando as
pecas desiguais, ou na quantidade de divisdes ou ndo usando a regido toda. No 2° nivel, as criangcas conseguem
particionar regides em um nimero que seja poténcia de 2, que pode ser realizada por meio de parti¢es sucessivas.
No 3° nivel, as criangas conseguem particionar regides em nlimeros pares que nao sdo poténcia de 2. No 4° nivel,
as criangas reconhecem que 0 processo anterior ndo é eficiente para fracbes com denominadores impares, e
comecgam a produzir as particdes uma a uma, precisando fazer ajustes nas linhas ao final. O 5° nivel é caracterizado
por um algoritmo multiplicativo, que sé seria utilizado por criangas mais velhas (POTHIER e SAWADA, 1983
apud MARTINIE, 2007).
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alunos dos ensinos médio e superior ainda encontram-se no primeiro nivel de particionamento,
que seria a partilha (POTHIER e SAWADA, 1983 apud MARTINIE, 2007).

Por exemplo, na atividade de Justulin (2016), em que os participantes deveriam indicar
a fracdo hachurada na Figura 24, apenas UM aluno do ensino médio apontou que nao seria
possivel indicar tal fragdo, pelo fato de as partes ndo serem iguais. Todos os outros 94

participantes responderam de maneira equivocada.

Figura 24 - Atividade 3 da pesquisa de Justulin (2017).

\\“

Fonte: Justulin (2016, p. 357).

Outro exemplo de Paraol e Rodrigués (2018), em que era solicitado a representacao

. 5 .
figural de ~um aluno representou como na Figura 25:

Figura 25 - Resposta de um aluno do ensino médio da pesquisa de Paraol e Rodrigués (2018).

b) 5/7

Fonte: Paraol, e Rodrigués (2018, p. 31).
E perceptivel que os alunos sabem que a figura deve ser repartida em 7 partes, mas a
concepcao de que as partes devem ser do mesmo tamanho, ainda nao esta bem estabelecida.
0 exemplo de Garcia e Cabafias-Sanchez (2013) consiste na determinacao® da area da

Figura 26 apenas por meio de formas geométricas:

Figura 26 - Atividade 3 da pesquisa de Garcia e Cabafias -Sanchez (2013).

A E A E o
[ [

c b -] [

B a
Fonte: Adaptado de Garcia e Cabafias-Sanchez (2013, p. 216).

83 “Determine a area da regido sombreada que estd inscrita no quadrado ABCD de 4rea unitaria. Os pontos E, F,
G e H sdo pontos médios. Justifique a resposta”.
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As soluces apresentadas pelos alunos envolveram: utilizar formulas da area das figuras
que formam o octdgono; ou atribuir medidas arbitrérias ao quadrado com a finalidade de
determinar as areas das figuras geometricas. Ambas as estratégias foram ineficazes, por erros
nos calculos e nas formulas. A percepcao visual de escolher formas geométricas convenientes
para dividir o todo em partes iguais era essencial, mas ndo foi levada em consideragdo. Apenas
um aluno obteve éxito, como na resolucdo da Figura 26 a direita.

Destacamos que a natureza e origem desta concepc¢do pode ser devido a dificuldades
com a percepcdo visual. Entretanto, a maneira procedimental com que 0s conceitos sdo

apresentados aos alunos tém os impedido de utiliza-la.

4.4.2 Subtema 4.2: NUmeros racionais como quociente

O subconstructo quociente pode ser interpretado como o resultado de uma diviséo entre
dois nimeros inteiros, partilha, divisdo indicada e contextos de compartilhamento justo (BEHR
et al., 1983).

Quando duas quantidades p e g sdo divididas, o resultado € um quociente (BEHR et al.,

1992), em que g representa a relacdo entre um numero p de itens compartilhados igualmente

entre um numero q de destinatarios ou s representa a quantidade recebida por cada destinatario

(MAMEDE, 2015).

Neste caso, 0s nimeros racionais podem ser considerados como divisdo ou quociente

indicado, ou seja, s é uma maneira de escrever p + g e € o nimero decimal que resulta desta

divisdo (BEHR et al., 1983; KIEREN, 1976). De maneira especifica, a compreensao da fungéo
do dividendo e do divisor na operacdo é fundamental. Por exemplo, se trés pizzas iguais sao
distribuidas igualmente para quatro pessoas, é necessario identificar que as pizzas sao divididas
em quartos e que cada pessoa ira receber trés dessas porcbes (CHARALAMBOUS; PITTA-
PANTAZI, 2007). Uma diferenca entre os subconstructo parte-todo e quociente é que o
primeiro refere-se a uma parte fracionaria de uma unica quantidade. Enquanto o segundo refere-
se a operacao de divisdo (BEHR et al., 1983).

As pesquisas
O Quadro 22 apresenta um resumo das pesquisas deste subtema, destacando 0s
elementos para a analise comparativa entre elas e 0 Apéndice G traz os respectivos resumos

expandidos.
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Quadro 22 - Caracteristicas das pesquisas do subtema ndmeros racionais como quociente.

desenvolvidos neste processo

Pesquisa Objetivo Foco Participantes
analisar quais significados de fracfes e decimais
Cabello e 0s participantes possuem; analisar como 0s Significados de EF
Mercado conceitos de fracdes e decimais negativos FracGes e ES (Pedagogia)
(2015) influenciam o trabalho escolar de outras Decimais Total: 43
disciplinas
Carpes e identificar e discutir os conhecimentos didatico- Conceito de ES (Licenciatura
Bisognin matematicos sobre nimeros racionais NUmero em Matematica)
(2019) mobilizados por alunos em formacédo inicial Racional Total: 26
intrpretgio das fragoes e suas difrentes | SUbcorstructos | ES (professors
Garcia (2019) pretag ¢ - de NUmero em formagéo)
formas e estabelecer diferencas e relacdes entre -
; - Racional Total: -
as diversas representacées
analisar o conhecimento que os alunos tém
. . . x . Subconstructos
Garcia e construido em torno do conceito de fragéo, assim Medida EM
Cabanias- como as relagBes que estabelecem entre a Quocienté e I
Sanchez (2013) compreensdo conceitual e 0s procedimentos Parte-Todo Total: 30

Konic (2019)

colocar em discusséo duas concepg¢des de
numero decimal, geralmente imperantes no
ambito escolar; avaliar os conhecimentos
didatico-matematicos de futuros professores
sobre os numeros decimais

Concepcdes do
Numero
Decimal

ES (Pedagogia)
Total: 118

verificar as concepcoes relativas aos nimeros

Concepcoes dos

i ES (Pedagogia
M(GSS%S)ZZ' fracionarios que os alunos do curso de NUmeros ( I'g gie)
Pedagogia trazem consigo Fracionarios Total: 7
Mercado, conhecer os significados que os docentes em Significados de )
Cabello e formac#o possuem para cada um dos conceitos: gFra Sos o ES (Pedagogia)
Martinez fracdes, decimais e sua conjugacdo com a Degimais Total: 8
(2016) negatividade
Muller et al. analisar o dOf‘?InIO do cofncelto dedfraEgao qu]Je SudbcoNn§tructos ES (Pedagogia)
(2020) apresentam os uturos_pro,essores a Espanhae e Nimero Total: 56
da Nicaragua Racional :

Fonte: Elaborado pela autora.

Konic (2019) avaliou o conhecimento didatico-mateméatico de nimero decimal dos

participantes e debateu os problemas que dele emergem®. Dentre os conflitos elencados pelo

autor, destacam-se concep(;()es como:

= aexpressdo decimal de um nimero é um nimero decimal;

= um ndmero decimal é parte da unidade (0,...);

= um ndmero decimal € um namero formado por dois inteiros separados por uma

virgula;

= um ndmero decimal € um nimero que nao é inteiro.

64 O autor identificou 6 tipos de concepces: fracionaria; expressdo decimal finita; fracionaria e expressdo decimal
finita; partes da unidade; préatica (baseada em elementos da vida cotidiana); sistémica (com base em um sistema

de numeracéo base 10).
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Vale observar que a representacdo decimal é confundida com o proprio nimero
(DUVAL, 2008). Assim, o sentido atribuido ao numero decimal por esses futuros professores
ndo contempla um significado mais abrangente, permanecendo restrito ao obtido nos anos
iniciais.

Concordamos que, para explorar esta riqueza conceitual envolvendo o nimero racional,
é importante explorar os significados parciais dos racionais (subconstructos), assim como as
aproximacdes progressivas entre eles ao longo de toda a escolarizacao.

Mercado, Cabello e Martinez (2016) concluem que o significado mais frequente de
namero racional foi a divisdo, principalmente na realizacdo das conversdes da forma fracionaria

3

para decimal; os decimais s3o utilizados como “uma escrita complementar aos naturais,
“agregando-lhes um ponto ¢ a parte decimal” (MERCADO; CABELLO; MARTINEZ, 20186,
p. 1044).

Em Cabello e Mercado (2015), o significado que apareceu com maior frequéncia foi o
de quociente, sobretudo na conversao de fragcdes para decimais “para validar a quantidade
numérica e atribuir algum sentido” (MERCADO; CABELLO; MARTINEZ, 2016, p. 1043).

Os subconstructos medida, quociente e parte-todo foram foco em Garcia e Cabarfias-
Sanchez (2013). Os autores concluem que os alunos transformam fracfes em expressao
decimal, contribuindo para “o seu sucesso na resoluc¢do das situagdes relativas a este tipo de
casos” (p. 228). Ademais, essas transformacdes apontam que os alunos associam a fracdo a uma
divisdo (GARCIA; CABANAS-SANCHEZ, 2013, p. 220).

Resultados dessas quatro pesquisas evidenciam uma concep¢do pro-decimal, nas
situacBes em que os alunos realizam a operacao de divisdo da fracdo para operar com nimeros
decimais, pois se sentem mais seguros e os consideram mais faceis de manipular. Sem negar a
importancia dos alunos perceberem os nimeros racionais como divisao, € necessario que eles
identifiquem criticamente as situacdes em que esta transformacéo é adequada, ou ndo.

As quatro pesquisas, com objetivos e grupos de participantes distintos, concluiram que
os alunos concebem a forma fracionaria para representar 0s nUmeros racionais como um
comando para uma divisao.

Retana e Mufioz (2018) propdem um problema sobre a realizagdo dessa conversao para
decimais, que j& citamos na secdo 4.2.3. Esses autores referenciam-se em Gairin (2004) e
concluem que a relacdo entre fracGes e decimais se estabelece com maior frequéncia por meio
de processos algoritmicos, do que de processos conceituais. Destacamos a importancia de
explorar o subconstructo quociente como divisdo indicada, tendo cautela para ndo gerar uma

concepgdo pro-decimal, acritica.
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Podemos inferir que a origem desta concepgédo pode estar fundamentada na confusao
entre a representacdo decimal e o préprio numero. Acreditamos que um trabalho com as
diferentes representacfes pode amenizar este tipo de conflito (DUVAL, 2008).

Nas pesquisas a seguir evidencia-se uma concepcdo de partilha impossivel em

problemas envolvendo o subconstructo quociente. Todas elas tinham como objetivo analisar o
conhecimento e as concepgoes de futuros professores acerca do conceito de nimero racional,
por meio de problemas envolvendo cada um dos subconstructos: Muller et al. (2020),
Menegazzi (2013) e Garcia (2019). Estdo inseridas neste subtema, pela relevancia dos
resultados referentes ao subconstructo quociente.

Os problemas envolviam: dividir trés barras de chocolate entre quatro criangas®
(MENEGAZZI, 2013); confeccionar cinco shorts com quatro metros de tecido®® (GARCIA,
2019, traducdo nossa); distribuir quatro pizzas entre cinco pessoas®’ (GARCIA, 2019, traducéo
nossa); dividir trés pastéis igualmente entre cinco pessoas® (MULLER et al., 2020). Em geral,
o indice de erros foi elevado nesses problemas.

Uma critica a esses problemas, € que eles ndo deixam claro se: Os shorts tém que ser
iguais ou ndo? Todas as pessoas irdo comer a mesma quantidade de pizza? As barras de
chocolate serdo divididas igualmente entre as criangas?

A origem desses erros esta sustentada no fato de a maior parte das situacdes haver mais
pessoas do que objetos ou alimentos para compartilhar, por isso denominamos por partilha
impossivel. As dificuldades residem nas situacbes em que o numerador € menor do que o
denominador, diferentemente dos subconstructos parte-todo e medida, nos quais uma das
dificuldades reside no fato de o numerador ser maior que o denominador.

Aqui as expressdes ‘igualmente’, ‘idénticas’ ¢ ‘mesma quantidade’ transmitem a ideia
de partilha equitativa, relacionada a nogdo de particionamento, que é a principal estrutura
cognitiva subjacente aos subconstructos (KIEREN, 1976; LAMON, 2008). Assim, 0
particionamento em situacdes de partilha pressupde a ideia de dividir algo igualmente entre
cada pessoa. Por exemplo, o que significa parcelas iguais para cada crianca ao dividir trés
pastéis entre cinco criangas? Outra no¢do importante relacionada a particéo, é perceber que, ao

8 “Quero dividir 3 barras de chocolate entre 4 criancas. De quantas maneiras diferentes posso fazer essa
distribui¢ao de maneira que todas as criangas ganhem quantidades iguais de chocolate?”” (MENEGAZZI, 2013).
86 «\/océ tem quatro metros de tecido e com eles pode fazer 5 shorts. Quantos metros de tecido sdo usados para
cada short? Represente a situagio graficamente e numericamente” (GARCIA, 2019).

67 «\/océ tem quatro pizzas e deseja distribui-las entre cinco pessoas. Represente graficamente e numericamente o
processo de distribuicdo e o que cada um comeu” (GARCIA, 2019).

8 «Dividir 3 pasteis igualmente entre 5 pessoas” (MULLER et al., 2020, p. 38,). Concepcao regular ou nenhuma:
57,9% espanhdis e 77,8% nicaraguenses.
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dividirmos um bolo, quanto maior o nimero de criangas para compartilharmos, menor seré o
pedaco recebido por cada uma delas. Esta no¢do também é importante na apropriacdo da ideia
de ordenacdo de fracGes.

Em Menegazzi (2013), fica clara a importancia do particionamento para o entendimento
do contexto do problema proposto, sendo que apenas um aluno respondeu corretamente, como

na Figura 27:

Figura 27 - Resposta do aluno a questdo 3 da pesquisa de Menegazzi (2013).

Fonte: Menegazzi (2013, p. 257).
E perceptivel o quanto a ideia de particionamento trouxe clareza para o futuro professor
ao elaborar a partilha de duas maneiras diferentes®®.

Em Garcia (2019), um participante representou a seguinte solucdo para o problema:

Figura 28 - Resolugéo do problema 4 da pesquisa de Garcia (2019).
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Fonte: Garcia (2019, p. 147).

% Primeiro, ele dividiu cada uma das 3 barras em 4 partes iguais e atribuiu , para cada crianca; segundo, ele dividiu

. . . - . . -1 1
2 barras em 2 partes iguais e 1 barra em 4 partes iguais, concluindo que cada crianga receberia >te de barra
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Outro participante argumentou que esta maneira de resolver a situacdo é inadequada,
pois ‘como uma costureira iria fazer os shorts com retalhos de tecido?’ e afirmou que ficaria
‘muito feio’, pois os retalhos teriam que ser costurados. Apresentou uma outra representacdo
da situacdo com o uso da reta numérica, explicando que cada metro de tecido se divide em cinco

partes, porque temos 20 partes no total, e faz-se a divisao entre os cinco shorts, correspondendo

4 .
a: metros de tecido.

Figura 29 - Resolucéo do problema 4 da pesquisa de Garcia (2019) por outro futuro professor.
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Fonte: Garcia (2019, p. 147).
Neste caso, as experiéncias prévias pessoais contribuiram para encontrar uma solucéo

com sentido no contexto em que o problema estava inserido.
Em Muller et al. (2020), a maior dificuldade foi dividir trés pastéis igualmente para
cinco pessoas, pois “havia muita gente e pouco pastel” para compartilhar. A estratégia foi

dividir cada pastel pela quantidade de pessoas (repartir 0s pastéis em cinco partes iguais) e
assim cada pessoa tomaria uma por¢do de % de cada pastel. Mas faria sentido dar % de cada

pastel para cada pessoa?

Desses resultados percebemos a relacdo entre particionamento e o subconstructo
quociente, cuja dificuldade e habilidades foram evidenciadas nos exemplos acima. Dai a
importancia de introduzir nmeros racionais com atividades simples, que incluam a noc¢éo geral
de particionamento (MENEGAZZI, 2013).

4.4.3 Subtema 4.3: NUmeros racionais como medidas

Um ndmero racional é concebido para responder o problema de medir com questdes que
ndo se esgotam no campo numérico dos inteiros.

Mas o que ¢ medir? Caraga (1951), descreve que medir “consiste em comparar duas
grandezas da mesma espécie” (p. 29). Nesse processo € estabelecido um termo de comparacao
Unico para todas as grandezas de mesma espécie, que se chama unidade de medida da grandeza
escolhida, como por exemplo o metro (CARACA, 1951). Ao tomarmos um segmento como
unidade, verificamos quantas vezes este segmento cabe em outro, reduzindo o problema de

medir ao problema de contar. Mas nem sempre uma grandeza “cabe” um numero inteir0 de
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vezes dentro da outra. E, neste caso, o “todo” deve ser dividido em partes e uma fragao expressa
0 quanto de uma existe na outra, quando possivel (CARACA, 1951). E assim que 0
subconstructo medida relaciona-se a comparacao entre duas grandezas (DAMICO, 2007).

Uma unidade de medida sempre pode ser dividida em subunidades menores, mais
refinadas, para que seja possivel ter uma precisdo cada vez maior (LAMON, 2008). Por
exemplo, se 0 metro ndo servir, por ndo caber dentro do objeto a ser comparado, podemos
particiona-lo em decimetros, ou centimetros ou milimetros e assim por diante. Por isso, o foco
estd no particionamento sucessivo da unidade e 0s nimeros racionais nos fornecem um meio
de medir quantidades (LAMON, 2008, p. 170).

As estruturas Matematicas associadas a este subconstructo sdo: nimeros racionais como
pontos da linha numérica (KIEREN, 1976), que sdo vistos como medidas de distancia de uma
posicdo a origem (BEHR et al.,, 1983; CHARALAMBOUS; PITTA-PANTAZI, 2007
LAMON, 2008).

Lamon (2008) sugere que “é improvavel que qualquer outra interpretagdo do nimero

racional possa chegar perto do poder da reta numérica para construir sentido numérico”’®

(LAMON, 2008, p. 173, traducdo nossa).

As pesquisas

Na revisao feita, um nimero maior de pesquisas teve por foco o subconstructo medida
e as respectivas dificuldades.

O Quadro 23 apresenta um resumo das pesquisas deste subtema destacando 0s
elementos para a analise comparativa entre elas e 0 Apéndice G traz 0s respectivos resumos

expandidos.

Quadro 23 - Caracteristicas das pesquisas do subtema ndmeros racionais como medidas.
Pesquisa Objetivo Foco Participantes

Representacdes e

propor atividades que ajudem a evitar que o Operacdes com ES (Pedagogia)

Abrahdo (2016) professor e a crianga confundam o objeto

. 5 Nimeros :
matemético e sua representacio o Total: 180
Decimais
estudar a compreensdo de estudantes da escola .
. . ; : Densidade e EF
. . bésica sobre o nimero racional, em particular,
Amaya, Bianchi e x . Ordem dos
a compreensao sobre a densidade e ordem dos . EM
Montoro (2018) ndmeros racionais e sua relacdo com distintas Numeros
¢ Racionais Total: 132

representacoes

0 Este sentido de nimero racional é caracterizado pela “fluidez, flexibilidade e conforto em navegar entre os
nameros racionais” (LAMON, 2008, p. 173, traducdo nossa).
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apresentar um relato de experiéncia por meio
de atividades que usam o conceito de fracéo,
raz&o e numero racional, assim como 0s

Ordenacéo dos

EM (11° grau)

Medina (2013) N x NUmeros
processos de classificacdo e ordenacdo dos L Total: -
> o Racionais
ndmeros racionais em contextos de
aproximacao
conhecer as concepcoes relativas aos nimeros ES (Pedagogia)
Menegazzi (2013) fracionarios evocadas pelos alunos de um FracGes I
curso de Pedagogia Total: 7
- refletir sobre dificuldades apresentadas pelos . EF (9° ano)
Oliveira e alunos relacionadas ao conjunto dos nimeros NUmeros EM (3° ano)
Araman (2017) 0 cony Racionais
racionars Total: 134

Retana e Mufioz
(2018)

analisar o conhecimento de conteido sobre
fracOes e decimais de futuros professores

Conhecimento de
Conteldo sobre
FracGes e

ES (Licenciatura
de Educac&o)

Total: 275

Decimais

Fonte: Elaborado pela autora.

O subconstructo medida relaciona-se com as nogdes de densidade’ e ordenagdo que
foram abordadas pelas pesquisas de Amaya et al. (2018), Oliveira e Araman (2017), Medina
(2013) e Retana e Mufioz (2018).

As concepcdes que emergiram relacionadas a nogdo de ordenacdo foram: concepgao de
mantissa’?, caracterizada ao admitir que quanto maior o niimero de casas decimais, maior é o
namero; concepcdo de arredondamento, caracterizada pela ordenacdo considerando apenas a
primeira casa decimal. Por exemplo, Medina (2013) conclui que os alunos ndo se sentiam
seguros na ordenacao das fracbes e s6 conseguiram realizar a comparacdo de que grandeza é
maior, % ou %, sobrepondo tiras de papel.

Relacionada & nogéo da densidade’®, emergem: concepcéo discretista, apoiada na ideia
de gue ha poucos ou nenhum ndmero entre 0s nimeros propostos. Como em outras situacdes,
os alunos transferem o modelo discreto do conjunto dos nimeros naturais para o contexto dos
nameros racionais; concepcao finitista, apoiada na ideia de que existe pelo menos um ndmero
entre outros dois numeros racionais. No entanto, ainda é uma nogao finita, no sentido de que ha

uma quantidade finita de nameros entre eles.

1 A nogdo de densidade exige uma compreenséo robusta do subconstructo medida, que, no ensino basico, implica
gue entre quaisquer dois ndmeros racionais, € sempre possivel encontrar outro (CHARALAMBOUS, 2007;
LAMON, 2008). O particionamento sucessivo auxilia a nomear outras fracdes entre duas fracfes fornecidas e o0s
alunos entendem o subconstructo medida de nimero racional quando sdo capazes de encontrar qualquer nimero
de fragBes entre duas fragdes fornecidas (LAMON, 2008).

2 Os termos mantissa, arredondamento, discretista e finitista foram utilizados baseados na pesquisa de Amaya et
al (2018).

3 Alguns pesquisadores consideram que o termo densidade ndo é adequado para expressar essa ideia, porque é um
termo ja consolidado na Matemaética Superior. Entretanto, utilizamos este termo porque as pesquisas analisadas o
utilizam.
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A origem das quatro concepc¢des acima relaciona-se ao conhecimento prévio dos
ndmeros naturais ja consolidado. Amaya et al. (2018) concluem que:

Entre as dificuldades mais evidentes, pode-se observar com frequéncia que transferem
as propriedades dos inteiros em termos de ordem (...). Por outro lado, os alunos jovens
apresentam uma visdo finitista, mediando em sua concepcéo dos nimeros (...) E nos
alunos de maior idade e escolaridade estdo presentes uma visao infinitista em relacao
a essas questdes. (AMAYA; BIANCHI; MONTORO, 2018, p. 23)

No Quadro 24, apresentamos alguns tdpicos envolvendo a densidade e ordem e as

respectivas porcentagens de acertos da pesquisa de Retana e Mufioz (2018):

Quadro 24 - Porcentagem de acertos em alguns tdpicos da pesquisa de Retana e Mufioz (2018).

Topicos % de resposta correta
Propriedade da densidade dos numeros fracionarios 68,8
Propriedade da densidade dos nimeros decimais 90,0
Propriedade de ordenar os nimeros fracionarios 85,5
Posicionar nimeros fracionarios na reta numérica 72,9
Posicionar nimeros decimais na reta numérica 92,2

Fonte: Elaborado pela autora.

Inferimos pelos indices de acertos que os participantes tém mais familiaridade com as
nog¢des densidade e ordem dos nimeros decimais do que das fragdes.

A seguir, apresentamos algumas concep¢fes que emergiram a partir da analise das
pesquisas que inseriram em seus resultados investigacGes a respeito dos numeros racionais
como pontos na reta numérica (ABRAHAO, 2016; MENEGAZZI, 2013; OLIVEIRA;
ARAMAN, 2017):

Uma fragdo é sempre um niimero menor que um’®: pensar em fragdes improprias, em

que o resultado € um nimero maior que um, com o numerador maior que o denominador,
representa dificuldade. Nesses casos, participantes duvidam da resposta, considerando errado
uma fracdo representar um nimero maior que 1, como na atividade de Menegazzi (2013) na
Figura 30: “Observe as réguas abaixo e responda: A) Quanto mede a régua 1 tomando-se a
régua 5 como unidade? B) Quanto mede a régua 4 tomando-se a régua 2 como unidade? C)
Quanto mede a régua 5 tomando-se a régua 3 como unidade? D) Quanto mede a régua 1

tomando-se a régua 4 como unidade?”

4 Ou o numerador sempre precisa ser menor que o denominador.
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Figura 30 - Atividade 8 da pesquisa de Menegazzi (2013).
Ragua 1

Régua 2
Régua 3
Roguas
Réguas —

Fonte: Menegazzi (2013, p. 258).

. .1 . .
No item a, uma resposta comum foi N em vez de cinco; no item d, uma resposta comum

.2 5 « a . . ~ o «
foi S em vez de > A autora percebeu “certa resisténcia na identifica¢ao do inteiro ¢ da fracdo

impropria e/ou o nimero misto correspondente” (p. 258). Fica claro que os participantes
concebem sistematicamente a comparagao sendo feita, tomando o menor nimero como unidade
de medida.

A origem de tal concepc¢éo pode estar relacionada a escassez de exemplos envolvendo
fracdes improprias e de variaces nas unidades de medida ao longo da escola basica.

FracOes como dois numeros independentes: ocasionando a localizagdo dos numeros
racionais na reta numérica de maneira equivocada (ABRAHAO, 2016; MENEGAZZI, 2013;
OLIVEIRA; ARAMAN, 2017). Participantes das pesquisas analisadas, inclusive futuros
professores, ndo identificam a fragdo com um (nico ndmero na reta numeérica, como
observamos na Figura 31:

Figura 31 - Atividade 1 da pesquisa de Abrahdo (2016).
Represente as seguintes fragdes na reta numérica: g % e g.

- 1 S e s v
—1—— T b itenks
6 & ?3-
e e S = s T i
—

Fonte: Abrah&o (2016, pp. 687, 688).
Por exemplo, alguns alunos marcaram: o valor do denominador, mais x tracinhos

5 . . . . , .
referentes ao numerador (E foi marcado com cinco tracinhos ap6s o nimero dois); o ponto na

, . 7 . -~
reta numérica correspondente ao valor do numerador (5 foi marcado sobre a posigdo
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correspondente ao numero sete); o valor do numerador mais X tracinhos referentes ao
. 3 . , - A
denominador correspondente (no caso de - duatro tracinhos apds o namero trés). Em grande

parte dos casos, a localizacao correta foi resultado da divisdo do numerador pelo denominador,
obtendo um numero decimal. Nossa hipétese, € a de que a origem desta concepgdo esté
relacionada a escassez de atividades envolvendo particionamentos ao longo da escola basica,
impedindo a familiarizacdo com a no¢do de ordem das fragdes na reta numérica.

O trago da fracgéo equivale a virgula do nimero decimal. Esta concepgdo decorre da
anterior e sugere uma incompreensao da notacdo Matematica (origem). Por exemplo, marcar o

namero 8,5 para representar a fracao g (ABRAHAO, 2016). Os participantes identificam a

fracdo como dois nimeros separados e ndo como uma relacdo entre eles. Um outro exemplo,
refere-se a atividade “a professora Clotilde pediu que seus alunos escrevessem um numero que
representasse meio ou metade. Quantos alunos acertaram o exercicio?”, representada na Figura

32:

Figura 32 - Atividade 7 da pesquisa de Oliveira e Araman (2017).

Gerialdo Cassio Carla Fernando

- 0,5 1,2 0,005

Fonte: Adaptado de Oliveira e Araman (2017, p. 194).
Surpreende nesta atividade que 26% dos alunos do ensino fundamental e 6,5% dos

. ;- . . 1
alunos do ensino médio responderam Geraldo e Carla, isto &, que > =12

4.4.4 Subtema 4.4: Numeros racionais como operadores

O subconstructo operador esta associado a ideia de transformacao, pois representa uma
acao sobre um numero, transformando seu valor ao longo desse processo. A nocdo bésica
envolvida é que o nimero natural do numerador causa uma extensao da quantidade, enquanto
0 denominador causa uma contragdo (BEHR et al., 1992).

Desta maneira, a quantidade sobre a qual o operador’® atua é trocada por uma quantidade

conceitualmente nova, de tal forma que a relagéo entre a grandeza na entrada e a da saida seja

5 Inicialmente, Behr et al. (1983) distinguiu e nomeou 2 tipos de operador: no caso de objetos continuos, temos o
tipo dilatador-redutor em que “qualquer segmento de linha de comprimento L operado por s é esticado para p

vezes 0 seu comprimento e, em seguida, encolhido por um fator de ¢” (BEHR et al., 1983); no caso de objetos
discretos, temos o tipo multiplicador-divisor em que “o ntmero racional Z transforma um conjunto com n

elementos em um conjunto com elementos np e, em seguida, esse numero é reduzido para 7;—”” (BEHR et al., 1983).
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igual & relacdo numerador para denominador do operador (CHARALAMBOUS; PITTA-
PANTAZI, 2007).

A contribuicdo deste subconstructo para a aprendizagem escolar inclui a estrutura
multiplicativa dos nimeros racionais (BEHR et al., 1983; KIEREN, 1976). Compreender 0s

nimeros racionais como operadores requer um raciocinio multiplicativo: “tomar a parte da parte
: 3,1 .
de um todo”, especialmente em casos como encontrar " de > (BEHR et al., 1983). Assim, 0

numero racional é concebido como uma sucessdo de multiplicacdes e divisGes. Embora seja
possivel inverter a ordem das operagdes, esta implicito que “primeiro atua a divisao e depois a
multiplicacdo” (LLINARES; SANCHEZ, 1998, p. 73).

Entretanto, Moreira e Ferreira (2008) apontam para “uma possivel artificialidade da
interpretacdo do racional como operador” (p. 125), no sentido dos nimeros racionais como
funcdes no processo de comparé-los, soma-los etc. A sugestdo dos autores é utilizar uma

abordagem fenomenoldgica, que

ndo se trata de ver o nimero racional como operador para ilustrar as propriedades
algébricas de Q, mas, antes, trata-se de identificar opera¢des que tenham sentido no
mundo empirico e associé-las significativamente & nocédo de fracéo e, eventualmente,
chegar aos significados do produto de nimeros racionais. (MOREIRA; FERREIRA,
2008, p. 124)

As pesquisas
O Quadro 25 apresenta um resumo das pesquisas deste subtema destacando 0s

elementos para a analise comparativa entre elas e o Apéndice G traz os respectivos resumos

expandidos.
Quadro 25 - Caracteristicas das pesquisas do subtema numeros racionais como operadores.
Pesquisa Objetivo Foco Participantes
identificar e discutir os conhecimentos . ; ;
. . s - , ES (Licenciatura em
Carpes e Bisognin didatico-matematicos sobre nimeros C(’)\lnffgé?ode (Matemética)
(2019) racionais mobilizados por alunos em .
formacéo inicial Racional Total: 26
identificar momentos em que a
discussdo dos subconstructos emerge. o
Godov e Barreto Investigar os véarios subconstructos de Curso preparatorio para o
(2016) ndmero racional presentes em questdes | Subconstructos ENEM
do ENEM, identificando quais objetos Total: -
do conhecimento estdo presentes em
cada uma das questBes
descrever a maneira em que 0s Parte-todo
Reyes e Prieto estudantes resolvem a tarefa de Overador é EM
(2015) representar um fenémeno em um Qﬁlociente Total: 2
software
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EM

ES (aspirantes a
explorar de que maneira os alunos Faculdade de Ciéncias
Vecino et al. (2015) resolvem um problema cuja solugédo Porcentagem Exatas)
envolve o conceito de porcentagem ES (Licenciatura em
Matematica)

Total: 273

Fonte: Elaborado pela autora.

O subconstructo porcentagem pode estar implicito no subconstructo operador, pois sé
faz sentido dizer x% referindo-se a uma quantidade especifica. Parker e Leinhardt (1995),
citado por Martinie (2007), consideram a porcentagem como um operador funcional e relatam
que os alunos apresentaram dificuldades com porcentagens maiores que cem, devido a instrugédo
inicial centrada na nogdo de porcentagem como parte-todo (PARKER; LEINHARDT, 2007
apud MARTINIE, 2007). Duas pesquisas consideraram a porcentagem como um operador:
Godoy e Barreto (2016) e Vecino et al. (2015).

Godoy e Barreto (2016) buscaram identificar os subconstructos nas questdes do ENEM

do ano de 2013, descritos no Quadro 26, com a distribuicdo dos objetos de conhecimento:

Quadro 26 - Frequéncia de cada subconstructo nas questdes do ENEM e os respectivos objetos do conhecimento.

Subconstructo’ Frequéncia Objetos do conhecimento
Operador 9 Porcentagem (7), Equacdes (1), Razdes e Proporgdes (1)
Coordenada Linear 8 Equacdes (4), Operacgdes em Conjuntos Numéricos (4)

Razdo 5 Razdes e Proporgdes (3), Escalas (2)
Medida 4 Proporgoes (3), Equacdes (1)

Quociente 4 Equacdes (3), Razdes (1)

Probabilidade 3 Nocdes de Probabilidade (3)
Parte/todo 2 Razdes (1), Relacdo de dependéncia entre grandezas (1)

Fonte: (GODOY; BARRETO, 2016, p. 108).

Verifica-se uma “preponderancia do subconstructo operador na prova, em razdo das
diversas questdes envolvendo o contetdo porcentagem, em que ele especialmente emergia” (p.
108).

As duas pesquisas destacam uma concepc¢do de porcentagem como quantidade e ndo

como operador, em grande parte das situac¢des. Inferimos que a origem desta concepgéo decorre

do hébito dos alunos efetuarem o calculo de porcentagem de maneira automatica, sem

compreender o que estdo realizando, seja por meio da regra de trés ou com a ideia de operador.

6 Os autores consideraram os subconstructos coordenada linear e probabilidade, ndo considerados em nossa
pesquisa.
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Por exemplo, na pesquisa de Vecino (2015) classificou as soluges’’ em trés grupos: os
que ndo registaram a solugé@o, os que ndo veem a % como operador (21 casos) e 0S que
traduziram incorretamente a situacgéo.

Outro exemplo é a resolucio da questdo 1468 do ENEM da pesquisa de Godoy e Barreto
(2016). Um aluno ponderou que: “para calcular porcentagem, ¢ preciso fazer assim, colocar
zero virgula o valor da porcentagem e depois multiplicar pelo preco, pois assim havia aprendido
no trabalho” (GODOY; BARRETO, 2016, p. 114). O professor pesquisador aproveitou para
discutir algumas maneiras de calcular a porcentagem por meio da nocdo de operador,
proporcionando entendimento do que significa 15%, transformado em 0,15; e por meio da
regra de trés, apontando que neste algoritmo, as operacdes realizadas sdo as mesmas da
estratégia anterior, apenas a ordem ¢ alterada.

A nogdo multiplicativa ficou perceptivel na estratégia mais utilizada em situagdes

envolvendo o subconstructo operador: a concepc¢do de dividir primeiro e depois multiplicar.

Embora o subconstructo operador tenha sido criado artificialmente, é possivel inverter a ordem
das operacfes, mas esta implicito realizar a divisdo primeiro, dada a identificacdo com o
subconstructo parte-todo (MOREIRA; FERREIRA, 2008). Assim, parece intuitivo realizar
primeiro a divisdo, como verificamos no exemplo a seguir.

No problema’® em Godoy e Barreto (2016), os autores analisam um excerto da fala de
um aluno: “se ali é 5, entdo preciso dividir o total de cadeiras, que é 70, por 5, 0 que d& 14. S&o
5 grupos de 14 cadeiras. Mas ele quer s6 2 grupos, entdo, 2x14 = 28” (GODOY; BARRETO,

2016, p. 113). Realizar primeiro a divisdo e depois a multiplicacdo parece ser mais natural,
encontrando uma unidade abstrata de % para em seguida tomar duas dessas unidades.

Moreira e Ferreira (2008) colocam a questéo:

isto de fato pode ser desmembrado em vérias etapas, uma vez que a prépria aplicagdo
de um Unico operador sjé envolve duas operagdes (divisdo por g e multiplicacao por

p) que precisam ser vistas como uma Unica para que se possa conceber como objeto.
(MOREIRA; FERREIRA, 2008, pp. 113-114)

Entretanto, ndo fica claro se os alunos compreendem o aspecto operador dos ndmeros
racionais como um objeto ou restrito a um processo de dividir e multiplicar (MOREIRA;
FERREIRA, 2008). Assim, apesar do subconstructo operador projetar a expectativa de que a

77 Indices de erros: aspirantes ao ingresso (79%); estudantes secundarios (34%); docentes em formagéo (50%).
8 O contribuinte que vende mais de R$20 mil de a¢Ges em Bolsa de Valores em um més devera pagar Imposto de
Renda. O pagamento para a Receita Federal consistira em 15% do lucro obtido com a venda de agGes. Um
contribuinte que vende por R$34 mil um lote de acdes que custou R$26 mil tera de pagar de Imposto de Renda a
Receita Federal o valor de” (GODOY; BARRETO, 2016, p. 114).

2 .
9 Calcule < de 70 cadeiras.
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diviséo de g conduza & nogdo de s como numero, pelos exemplos das pesquisas consideramos

que isto ndo é garantido.

A composicdo de funcbes (estrutura cognitiva para a no¢do de operador conforme
Kieren (1997)) esteve presente nas pesquisas analisadas. Reyes e Prieto (2015) apresentam uma
experiéncia de um fendémeno de simulacdo por meio do funcionamento de um guindaste
mecanico do tipo torre.

Esta atividade de simulacdo no geogebra envolveu os subconstructos de numero
racional, além de conhecimentos de geometria plana, sendo necessario resolver uma série de
tarefas de construcdo que ocorreram de forma progressiva. Em uma das etapas, na estimativa

para o valor do raio:

As meninas focaram sua atencdo na area onde o Vértice superior esquerdo estaria
localizado na imagem, concluindo que este ponto se localizava, mais ou menos, no
meio da lateral de uma unidade da grade no segmento a, especificamente no mais

o o ~ 1 - .
préximo ao vértice. Neste momento a fragao B poderia ser interpretada como parte-
todo ou operador, de acordo com a totalidade considerada. De modo que se o todo é
um lado de uma unidade de grade, entéo é significa uma das duas metades do todo

mais proximas de a, ou seja, aquela que cobria a borda esquerda do corredor
rodoviario na imagem — interpretacdo parte-todo. Por outro lado, se o todo for o

segmento a, a fracdo % representa um fator de mudanca que transforma uma porc¢éo de
a, que por sua vez é é desse segmento. (REYES; PRIETO, 2015, pp. 49-50)

Tais reflexGes emergem quando os alunos estabelecem a seguinte expressao algébrica

~ . ~ 1/1 11 1 ~ . ~
como conclusdo das discussoes: ;(g) a= (5.5) a=_a. A expresséo revela a utilizacdo da
no¢do de nimeros racionais como operador em uma perspectiva funcional, isto €, 0 nimero
racional como operador proporcionou sentido para expressar uma composicdo de funcdes

lineares, como uma simples transformacdo do segmento a, por uma fracao % Pela composigéo
~ . . , . . . P -1
de funcdes lineares foi possivel determinar o raio da circunferéncia (raio = a).

A conclusdo dos autores € que a familiaridade com o namero racional foi determinante
ao longo da experiéncia de simulacdo, sendo o conceito mais evocado. Em particular, uma
perspectiva funcional da interpretacdo de nimero racional como operador é observada dando
sentido a composicao de fungdes lineares como uma simples transformacéo de um segmento.

Nesta experiéncia, ficou perceptivel a conexédo entre as distintas interpretacdes de um
namero racional e outras no¢des matematicas. Além disto, ocorreu de uma forma dindmica e

contextualizada e ndo mecanica.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Uma Revisdo Sistematica de Literatura permite conhecer o que tem sido desenvolvido
na area e as principais tematicas abordadas. Assim, para responder nossa primeira questdo de
pesquisa ‘Quais tematicas sobre o ensino de nimeros racionais estdo presentes nas pesquisas
analisadas?’, resumimos no Quadro 27, os principais focos teméaticos com alunos dos ensinos
médio e superior:

Quadro 27 - Temas e Subtemas.

Foco tematico® Subtema
Pensamento proporcional e conhecimento especializado de futuros professores
Razéo e Pensamento de Matemética
Proporcional

Estratégia e uso do pensamento proporcional
(18%) g p prop
Pensamento proporcional e seu uso em situacdes da vida real

Jogos e apoios virtuais como alternativa para a revisdo das 4 opera¢es com
ndmeros racionais
Operacgdes com
Ndmeros Racionais

(26,5%)

Desempenho e dificuldades dos alunos do ensino médio e ensino superior nas 4
operagGes com numeros racionais

Operagdes com nimeros racionais e conhecimento especializado de futuros
professores de Matematica

Representacdes dos
NuUmeros Racionais Nao tivemos subtemas

(13%)
NUmeros racionais como parte-todo

O Conceito de nimero o )
racional e as suas NUmeros racionais como quociente

Interpretacdes
(46,5%)

Ndmeros racionais como medidas

NUmeros racionais como operadores
Fonte: Elaborado pela autora.

De maneira geral, pontuamos duas tendéncias predominantes nas linhas de investigacéo:
i) as centradas em estudar as dificuldades e as ideias dos alunos do ensino médio e do ensino
superior referentes a topicos do conhecimento do conceito de nimero racional; ii) as centradas
no desenvolvimento de metodologias de ensino e revisdo para o conceito de nimero racional.
Consideramos que os dois tipos de tendéncia sdo importantes e pesquisas do primeiro tipo sao
significativas para o desenvolvimento de pesquisas do segundo tipo.

Todavia, a maioria das pesquisas analisadas (38) concentra-se na primeira tendéncia,

isto €, pesquisas que analisam o desempenho, as dificuldades, as concepcdes e as estratégias de

80 Como ja pontuado no decorrer do texto, algumas pesquisas foram alocadas em mais de um subtema, por isso a
soma das porcentagens obtidas fornece um nimero maior que 100% porque algumas pesquisas estdo alocadas em
mais de um tema/subtema
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alunos do ensino médio e ensino superior (na maior parte professores em formacéo) acerca do
conceito de numero racional. Desse total de 38 pesquisas: i) 17 tiveram como publico-alvo
alunos do ensino médio e do ensino superior (cursos de Engenharia, Fisica, Contabilidade e
Logistica); ii) 21 pesquisas tiveram como publico-alvo os futuros professores (cursos superiores
de Pedagogia e Licenciatura em Matematica).

A sequir, apresentamos as consideracdes finais de cada um dos temas, bem como as

lacunas identificadas.

5.1 CONSIDERAC}C)ES FINAIS TEMA 1: RAZAO E PENSAMENTO
PROPORCIONAL

Os resultados das pesquisas no primeiro subtema (Pensamento Proporcional e
Conhecimento Especializado para o Ensino) indicam que, grande parte dos futuros professores,
possuem um conhecimento comum de conteudo a respeito do tema razdo e pensamento
proporcional, mas ndo possuem um conhecimento especializado de conteddo, nem um
conhecimento pedagogico de contetdo (ASTUDILLO; HUERTA; LEO, 2018; BUFORN;
FERNANDEZ, 2014; RIQUELME; VERGARA, 2019; SILVA; CANDIDO; SOUZA, 2018).
Deste modo, os futuros professores conseguem resolver problemas que envolvem razdo e
pensamento proporcional, no entanto, as resolugdes séo realizadas mecanicamente ou com uso
de algoritmos, restrita a um conhecimento puramente procedimental, sem saber justificar os
processos envolvidos, caracterizando uma concepcdo pré-proporcional. Por este motivo,
verifica-se a existéncia de problemas tanto no processo de ensino quanto no processo de
aprendizagem, pois s6 se estabelece um processo de ensino, se houve a aprendizagem
anteriormente.

Os resultados das pesquisas no segundo subtema (Estratégias e Uso do Pensamento
Proporcional) apontam que as estratégias utilizadas pelos participantes incluem o uso de: regra
de trés, célculo do valor unitario e pensamento aditivo. Destacamos a presenca de duas
concepcdes relacionadas a raz0es e proporcfes: uma concepgdo aditiva, ainda presente em
situagdes proporcionais mesmo ao final da escolarizagdo, e uma concepcéo pré-proporcional.

A concepcao aditiva, baseada em quantidades absolutas que séo independentes e ndo se
relacionam umas com outras, ainda se faz presente no raciocinio de grande parte dos alunos
pesquisados. Contudo, o pensamento proporcional envolve a compreensdo das relacoes
matematicas exibidas nas situa¢fes proporcionais, que sdo de natureza multiplicativa entre as

quantidades. Entendemos que a transicdo para o pensamento multiplicativo ndo é simples, mas
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extremamente necessaria para a compreensdo do conceito de numero racional (BEHR; POST,
1992; LAMON, 2008).

Com relagdo a concepcdo pré-proporcional, enfatizamos que um pensamento
proporcional significa muito mais do que saber aplicar a regra de trés. Resultados das pesquisas
destacam que estas estratégias sdo mal compreendidas pelos alunos, (POST; BEHR; LESH,
1988) e acreditamos que 0 uso de tais procedimentos mecanizados podem, em alguns casos, até
mesmo impedir o uso do pensamento proporcional. Um dos problemas € que tanto os livros
didaticos, quanto o processo de ensino aprendizagem nas salas de aula das séries iniciais, tém
enfatizado as habilidades processuais e ndo os entendimentos conceituais.

J& o terceiro subtema (Pensamento Proporcional e seu Uso em Situacdes da Vida Real),
inclui apenas uma pesquisa (GONZALEZ et al., 2019). O tema abre possibilidades para
pesquisas em outras areas do conhecimento, além da Medicina, e investigacfes sobre o
pensamento proporcional em situagGes reais da nossa vida cotidiana, inclusive dos alunos do
ensino fundamental e do ensino médio.

Portanto, concluimos neste tema, que a natureza do conhecimento de grande parte dos
futuros professores e dos alunos do ensino médio esta restrita a um pensamento pré-
proporcional (BUFORN; FERNANDEZ, 2014; RIQUELME; VERGARA, 2019); esta baseada
em estratégias e procedimentos limitados (SILVA; CANDIDO; SOUZA, 2018); est4 centrada
em processos de calculo, regras e algoritmos, o que fica evidente nas resolugdes com uso de
algoritmos, sem a devida justificativa e sem haver necessariamente um pensamento
proporcional (ASTUDILLO; HUERTA; LEO, 2018; RIQUELME; VERGARA, 2019); tem
limitacdes conceituais basicas, como a compreensao do que é uma razdo e do que € uma
proporcdo (ASTUDILLO; HUERTA; LEO, 2018; RIQUELME; VERGARA, 2019).

Conjecturamos que a origem para a concep¢do aditiva seja uma fixag¢do no raciocinio
aditivo. Por outro lado, a maneira procedimental que o processo de ensino aprendizagem tem
sido conduzido ao longo da escola béasica, pode ser uma justificativa para a concepgao pré-
proporcional. Por isto, reforcamos a necessidade de um processo de formagdo continuada
abordando tais contetidos (SILVA; CANDIDO; SOUZA, 2018), além da insercéo de disciplinas
nos cursos de Pedagogia voltadas para o tema “pensamento proporcional” (ASTUDILLO;
HUERTA; LEO, 2018).

Uma questdo levantada aqui foi: “Porque um nimero tdo grande de pesquisas com a
temética de pensamento proporcional?”. Julgamos que a importancia de razao e proporgao
como conceitos necessarios para lidar com problemas multiplicativos pode ser uma resposta.

Também sao considerados como “pedra angular da Algebra e outras areas de nivel superior da
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Matematica” e “pedra angular dos conceitos de aritmética elementar, numero e¢ medi¢ao”
(LESH; POST; BEHR, 1988)8!. Além disso, “a obtengdo do raciocinio proporcional ¢
considerada um marco no desenvolvimento cognitivo dos alunos” (CRAMER; POST, 1993) e
situacbes que utilizam o pensamento proporcional podem se mostrar como ““(...) um dos
melhores indicadores de que um estudante chegou a compreensdo dos nimeros racionais e dos
conceitos multiplicativos relacionados” (LAMON, 2008, p. 3). Entretanto, a compreenséo da
proporcionalidade pelos alunos se desenvolve lentamente ao longo de varios anos (CRAMER,;
POST, 1993) e, por este motivo, um namero consideravel de pesquisas com esta tematica com

alunos do ensino superior.

Expectativas da aprendizagem e intervenc¢des pedagogicas propostas

Né&o é esperado que as concepgdes aditiva e pré-proporcional perpetuem até o ensino
superior. Assim, apergunta que colocamos é: Como alinhar essas concepcdes (aditiva e pré-
proporcional) acerca do tema razdo e pensamento proporcional as expectativas da
aprendizagem?®? Levando em consideracdo que a expectativa da aprendizagem do tema razéo
e proporcdo, com base na BNCC, envolve as seguintes habilidades: EF05MA12%
EFO5MA13%4 EF06MA13%°, EF06MA15%, EF07MAO05’, EFO7TMA06%, EFO07TMAO07%,

81 Apenas para exemplificar, Lesh et al (1988) afirma que na psicologia da aprendizagem humana, “o raciocinio
proporcional € amplamente reconhecido como uma capacidade que inaugura uma mudanca conceitual significativa
dos niveis operacional concreto de pensamento para niveis operacional formal de pensamento” (Piaget e Beth,
1966 apud LESH; POST; BEHR, 1988).

82 Referéncia ao objetivo especifico i.

8 Resolver problemas que envolvam variacdo de proporcionalidade direta entre duas grandezas, para associar a
quantidade de um produto ao valor a pagar, alterar as quantidades de ingredientes de receitas, ampliar ou reduzir
escala em mapas, entre outros (BRASIL, 2017).

84 Resolver problemas envolvendo a partilha de uma quantidade em duas partes desiguais, tais como dividir uma
quantidade em duas partes, de modo que uma seja o dobro da outra, com compreensdo da ideia de razdo entre as
partes e delas com o todo (BRASIL, 2017).

8 Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, com base na ideia de proporcionalidade, sem fazer
uso da “regra de trés”, utilizando estratégias pessoais, calculo mental e calculadora, em contextos de educagao
financeira, entre outros (BRASIL, 2017).

8 Resolver e elaborar problemas que envolvam a partilha de uma quantidade em duas partes desiguais, envolvendo
relacGes aditivas e multiplicativas, bem como a razdo entre as partes e entre uma das partes e o todo (BRASIL,
2017).

87 Resolver um mesmo problema utilizando diferentes algoritmos (BRASIL, 2017).

8 Reconhecer que as resolucdes de um grupo de problemas que tém a mesma estrutura, podem ser obtidas
utilizando os mesmos procedimentos (BRASIL, 2017).

8 Representar por meio de um fluxograma os passos utilizados para resolver um grupo de problemas.
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EFO7TMAO08%, EFO7TMA09% e EFOOMAO07°? (BRASIL, 2017), as propostas dos pesquisadores

de possibilidades potenciais de intervencdes pedagdgicas a serem desenvolvidas sdo:

Vi.

Explorar as caracteristicas matematicas das situacGes proporcionais, como por
exemplo, a igualdade entre duas razfes e a estratégia compensatoria entre seus
termos como esquema de raciocinio proporcional (RIQUELME; VERGARA,
2019).

Explorar tipos de problemas proporcionais desde 0s anos iniciais, antes das
representacdes simbolicas e propriedades formais, favorecendo maior
compreensdo do conceito e evitando a mecanizacdo pelo uso de algoritmos. Por
exemplo, explorar situacbes de comparacdo de razdes (SILVA; CANDIDO;
SOUZA, 2018; TREVISAN; DOMINGUES, 2017).

Explorar exemplos de situacdes proporcionais € ndo proporcionais para que 0S
alunos consigam diferencié-las e avaliem quais situaces sdo apropriadas para
utilizar estratégias multiplicativas. Os problemas ndo proporcionais sdo relevantes
para a compreensdo do raciocinio proporcional (BUFORN; FERNANDEZ,
2014). A habilidade EFO6MA15 da BNCC aponta para o trabalho de relacbes
aditivas e multiplicativas concomitantemente.

Explorar niveis® de dificuldades nos problemas envolvendo razdo (RIQUELME;
VERGARA, 2019).

Propor atividades que tenham como foco o desenvolvimento do significado de
proporcdo, adiando os procedimentos algoritmicos até que tais entendimentos
sejam internalizados pelos alunos, como recomenda a habilidade EFO6MA13 da
BNCC, principalmente com experiéncias praticas com razdo e situagdes
proporcionais.

Explorar multiplas estratégias de resolucao dos problemas proporcionais e apontar
as relaces entre elas podem fornecer aos alunos um leque maior de possibilidades
frente a cada problema (RIQUELME; VERGARA, 2019; SILVA; CANDIDO;

% Comparar e ordenar fragGes associadas as ideias de partes de inteiros, resultado da divisdo, razdo e operador
(BRASIL, 2017).

91 Utilizar, na resolucéo de problemas, a associagdo entre razao e fragdo, como a fragdo % para expressar a razéo
de duas partes de uma grandeza para trés partes da mesma ou trés partes de outra grandeza (BRASIL, 2017).

%2 Resolver problemas que envolvam a razdo entre duas grandezas de espécies diferentes, como velocidade e
densidade demogréfica (BRASIL, 2017).

% Ler e escrever uma razdo; Simplificar; ldentificar os elementos da razéo e operar com eles; Calcular a constante
k; Multiplicar os elementos da razdo por seu valor unitario. (RIQUELME; VERGARA, 2019).
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SOUZA, 2018; SOTO, 2017). Alguns exemplos de estratégias sdo fator de
mudanca, taxa unitaria e fracfes equivalentes.

Expressar as raz6es mediante distintas representagcdes (SOTO, 2017).

Perspectivas Futuras

Diante das concepc¢es que os alunos adquirem ao longo da escolarizacéo a respeito do

pensamento proporcional e a falta de compreensdo de como este se desenvolve (BUFORN;

FERNANDEZ, 2014), pontuamos ser necessario o desenvolvimento de novas pesquisas com a

finalidade de compreender a origem dessas concepc¢oes, além de abordar outras questdes que

ndo foram encontradas nesta Revisdo Sistematica de Literatura. Estas possibilidades estdo

descritas a seguir, em forma de questdes®*:

Vi.

Vil.

viii.

Qual a origem das concepcdes aditiva e pré-proporcional?

Existem relagbes cognitivas entre as estruturas aditivas e as estruturas
multiplicativas? Quais sdo essas relacbes? Os alunos séo capazes de fazer essas
relacBes? Como podemos auxiliar 0s alunos a obter essas relagdes?

Pensando no curriculo, qual € o melhor momento para que a relacdo entre as
estruturas aditivas e multiplicativas sejam estabelecidas? Devem ser
concomitantes como prevé a BNCC no sexto ano?

A aquisicdo dessas relacOes favorece a transicdo para 0 campo das estruturas
multiplicativas, facilitando a aprendizagem de conceitos, operacdes e
relacionamentos neste campo tdo complexo?

O contexto dos problemas ou a natureza das relagdes numéricas influenciam a
dificuldade e/ou desempenho?

O tipo de problema envolvendo pensamento proporcional, com relacdo ao
contexto, pode influenciar na dificuldade e/ou desempenho dos alunos?

Até que ponto as habilidades com nimeros racionais influenciam ou relacionam-
se com o desempenho dos alunos com problemas de pensamento proporcional?
Quais fatores influenciam no sucesso ou ndo na resolucdo de problemas
proporcionais?

Quais as principais estratégias que os alunos utilizam ao lidar com situagdes que

demandam o pensamento proporcional?

% Algumas dessas questdes foram inspiradas em Behr et al. (1992).
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X.  Como ocorre a integracdo dos subconstructos de nimero racionais e as maneiras
de raciocinar em situagOes proporcionais (pensamento relacional, covariancia,
raciocinio up and down e unitizing)? (BUFORN; FERNANDEZ, 2014)

xi. Como a exploracdo de diferentes tipos de problemas proporcionais (como
proposto por Lesh, Post e Behr, 1988) poderia influenciar no desenvolvimento do
pensamento proporcional?

Por fim, levantamos a seguinte questdo: “O que os cursos de Licenciatura e Pedagogia

tém feito, em termos de formacdo dos seus professores, com relacdo ao tema pensamento

proporcional?

5.2 CONSIDERACOES FINAIS TEMA 2: OPERACOES COM NUMEROS
RACIONAIS

De maneira geral, as pesquisas incluidas nesse subtema concluem que os indices de
acertos em questdes envolvendo as operagdes com numeros racionais em todos 0s niveis de
ensino foram insatisfatérios (ETCHEVERRIA; AMORIM, 2020; PARAOL; RODRIGUES,
2018; RETANA; MUNOZ, 2018; SANCHEZ-LUJAN; MORENO, 2018). Dentre as pesquisas
analisadas, quatro tinham como publico-alvo o ensino superior, apontando que muitas
dificuldades com as operacBes ainda persistem até esta etapa de ensino. Como exemplo
podemos citar que o desempenho com adi¢cdo de fragdes com denominadores diferentes néo
chegou a 30% no ensino superior (ETCHEVERRIA et al., 2019). Todavia, nas pesquisas que
compararam 0s niveis de ensino, o desempenho foi crescente conforme o avancar da
escolaridade (ETCHEVERRIA et al., 2019; PARAOL ; RODRIGUES, 2018).

Apesar de a abordagem metodoldgica das pesquisas ndo ser quantitativa, os resultados
referem-se a percentuais de erros e acertos, com pouca discussao, explicacdes e justificativas a
respeito dos tipos de erros dos alunos. Apenas a pesquisa de Sanchez-Lujan e Moreno (2018) e
de Etcheverria et al. (2019), discutiram qualitativamente os tipos de erros identificados.
Consideramos ser relevante refletir sobre esses tipos de erros e dificuldades para pensar
possiveis metodologias de ensino.

Constatamos que os alunos do ensino médio e do ensino superior apresentaram
“dificuldades na compreensdao da rede de conceitos que abrange o estudo dos numeros
racionais” e na ‘“utilizacdo de algoritmos das operacdes fundamentais com fracdes”
(CARVALHO et al., 2021, p. 10), evidenciando uma fragmentagdo do conhecimento sobre o

tema.
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No subtema 1, composto por trés pesquisas, conclui-se que o uso do jogo ou de apoios
virtuais € uma alternativa potencial para revisitar alguns conhecimentos basicos de nimeros
racionais, essenciais para a aquisicao de novos conceitos. Porém, os resultados dessas pesquisas
foram bem gerais e ndo foram apresentados resultados especificos com relagdo as mudancas
ocorridas quanto ao uso das operagdes com nUmeros racionais, a exce¢do de Barbosa et al.
(2018), que analisou algumas operacdes, mesmo que de maneira superficial.

No subtema 3, as pesquisas compartilham um entendimento de que o conhecimento
comum de conteddo é familiar a grande maioria dos futuros professores, embora o
conhecimento especializado de conteldo e o conhecimento pedagdgico de contetdo estejam
em desenvolvimento, considerando que os futuros professores tiveram dificuldades em
justificar os calculos realizados e propor estratégias diferentes de resolucdo para determinados
problemas. Ademais, as pesquisas partilham a necessidade de fortalecer o conhecimento
especializado de contetido e o conhecimento pedagdgico de contelido nos cursos de formacao
inicial de professores, com a finalidade de proporcionar a compreenséo relacional dos conceitos
no processo de ensino aprendizagem e ndo apenas a transmissdo instrumental de contetdos,
como a memorizacdo de algoritmos.

Do subtema 2, as principais dificuldades e os principais erros cometidos pelos alunos
em cada uma das operacg0es identificam trés tipos de concepcdes: concepgédo procedimental das
operacdes; concepgao intuitiva das operacdes; concepcao nédo relacional das operagdes.

A concepcdo procedimental caracteriza-se pelo uso de algoritmos sem significado,
sendo por vezes facilmente distorcidos. Normalmente ocorre em decorréncia da memorizagédo
mecanica de procedimentos: “quando um algoritmo € visto como uma série de passos sem
sentido, os alunos podem esquecer alguns desses passos ou altera-los de forma que levem a
erros” (TIROSH, 2000, p. 7, traducdo nossa).

A concepcdo intuitiva das operacOGes caracteriza-se pelo uso de algoritmos
generalizados a partir de casos especiais ou inferidos por procedimentos validos em outros
contextos. S&o erros decorrentes da intuicdo, que € um componente importante no raciocinio
matematico, mas podem se configurar como obstaculos.

A concepc¢do ndo relacional das operacgdes é caracterizada pelo uso néo relacional do
conceito de numero racional e das operacfes, 0 que transparece no uso de suas propriedades.
Embora, muitas vezes enunciadas corretamente, a fragmentacdo do contetdo fica evidente
quando relagdes estabelecidas ndo séo coerentes ou relagdes pertinentes ndo sdo estabelecidas.

Deste modo, consideramos que conhecer as concepcdes dos alunos acerca das operagdes

com fragcOes e com decimais é uma agao importante para o professor de Matematica, porque se
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torna possivel pensar em atividades adequadas para auxiliar no redirecionamento dessas

concepcoes.

Expectativas da aprendizagem e intervencgdes pedagogicas propostas

Na BNCC, com relagdo as opera¢des com numeros racionais, é esperado que os alunos

resolvam problemas “envolvendo operagdes fundamentais, com seus diferentes significados, e

utilizando estratégias diversas, com compreensao dos processos neles envolvidos” (BNCC,

2017, p. 225). Nesse sentido, as pesquisas analisadas trazem propostas para que concepcdes das

operacOes baseadas em aspectos algoritmicos, intuitivos e ndo-relacionais possam ser

redirecionados:

Explorar diferentes estratégias de resolucdo dos problemas envolvendo as
operacdes. Por exemplo, algumas possibilidades de estratégias apresentadas na
soma de fragGes foram: encontrar o minimo multiplo comum, simplificagédo de
fracdes, encontrar fracdes equivalentes, uso de apoios virtuais, uso de jogos,
multiplicacdo cruzada, regra do peixinho.

Explorar as operacdes com fracdes sem o uso direto de algoritmos ou simbologia
especifica (PROENCA, 2015), como por exemplo figuras (MENEGAZZI,
2013).

Discutir os procedimentos de resolucdo dos problemas dos alunos, tanto os
corretos quantos os incorretos (JUSTULIN, 2016).

Proporcionar capacitacdo pedagdgica para os professores envolvendo a tematica,
com a finalidade de fortalecer o conhecimento especializado de contetdo e o
conhecimento pedag6gico de contetdo de tal modo a proporcionar uma
compreensdo do conceito de numero racional (ETCHEVERRIA et al., 2019;
OLIVEIRA et al., 2020). Retana e Mufioz (2018) reforcam que alguns erros
prevalecem e ndo sdo superados em niveis anteriores. Deste modo, 0s cursos
superiores “devem assumir o desafio de reforgar ou mesmo completar a
formacdo Matematica dos futuros professores” (RETANA; MUNOZ, 2018, p.
135). Uma alternativa interessante trazida na pesquisa de Silva, Carvalho e
Campos (2018) foi a discusséao de algoritmos com futuros professores por meio
de exemplos com geometria. Tais exemplos s&o relevantes como conhecimento
especializado de contedo, pois potencialmente promovem significado as

operag0es e estabelecem relagGes entre aritmética, a 4lgebra e a geometria.
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v.  Utilizar materiais didaticos como o cuisinare ou material dourado para realizar
as operagBes com numeros racionais (ABRAHAO, 2016), além de jogos ou
ambientes virtuais (BARBOSA et al., 2018; BRAGA; LIMA, 2020; OLIVEIRA
etal., 2020; PEREZ, 2012)..

5.3 CONSIDERAQC)ES FINAIS TEMA 3: REPRESENTA(;OES DOS NUMEROS
RACIONAIS

A partir da analise dos artigos do tema 3 (Representacdes dos NUmeros Racionais),
desenvolvemos um dos objetivos especificos desta pesquisa: “descrever 0S modos com que oS
alunos entendem as multiplas representacfes dos numeros racionais, identificando tipos de
registro de representacdo, caso existam, que o0s alunos evocam com maior ou menor
frequéncia”.

Os resultados evidenciam uma concepgao dos alunos acerca das representacoes de um
namero racional restritas a um monorregistro. Em particular, ha uma predominéncia do
registro numérico (fracionario ou decimal), em detrimento dos outros registros.

As dificuldades nas conversdes ficaram muito evidentes em todas as pesquisas, € se
mostraram mais desafiadoras nos casos do registro figural ou fracionério para o registro decimal
ou no caso das fragbes improprias.

Uma percepgdo a respeito deste tema é que, ao iniciar minha pesquisa acerca dos
nameros racionais, discussdes especialmente na disciplina de metodologia sugeriram a
impossibilidade de discutir o conceito de ndmero racional sem mencionar suas diversas
representacdes. De fato, 0 argumento de que conhecemos um conceito matematico por meio
dos objetos que o compdem ou representam, e tais objetos matematicos por meios de suas
maultiplas representacdes, é familiar em nosso campo de pesquisa sendo muito explorado, por
exemplo, em Duval (2008). No decorrer desta pesquisa sempre tive em mente que esse seria
um dos topicos importantes e que merecia atencao especial. Contudo, para minha surpresa, foi
pequeno o numero de pesquisas que restringiu seu foco a tematica das multiplas representagdes
dos nameros racionais. Em nimeros, temos que do total de pesquisas analisadas (45 pesquisas),
apenas sete abordaram a tematica de representacGes do numero racional, que corresponde a
15,5%.
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Expectativas da aprendizagem e intervencdes pedagogicas propostas

Se analisarmos a BNCC, a partir do quarto ano, a representacdo numeérica fracionaria é
sugerida com a habilidade EFO4MA09% e a representacio numérica decimal, com a habilidade
EF04MA10%. A partir deste ano, a sugestdo € que a representacio decimal seja associada as
fraces cujos denominadores sdo poténcias de dez e a partir do quinto ano, é indicado que 0s
dois tipos de representacdo numérica (decimal e fracionéria) sejam explorados conjuntamente,
iniciando pela associagdo a reta numérica (EFOSMAOQ2 e EFOSMAO03)%’.

Algumas propostas foram mencionadas nas pesquisas analisadas, com a finalidade

especifica de minimizar os problemas com as representaces:
i.  Diversificar os registros de representacdo, assim como 0s procedimentos de
conversdo e tratamento (ABRAHAO, 2016; SANTANA: OLIVEIRA;
BARRETO, 2015).

ii.  Utilizar diferentes materiais, como por exemplo o cuisinaire e 0 material dourado,
com a finalidade de explorar os diferentes registros de representacdo dos nimeros
racionais (ABRAHAO, 2016).

iii.  Explorar diferentes unidades racionais e suas respectivas representacoes
(ABRAHAO, 2016).

iv.  Explorar os diversos registros de representacdo dos ndmeros racionais com 0s
subconstructos®® (SANTANA; OLIVEIRA; BARRETO, 2015). Nas diversas
representacdes utilizadas pelos futuros professores, quase todos os subconstructos
foram enunciados: representacdo na reta numérica (medida), representacdo figural
(parte-todo), representacdo com mudangas da unidade racional (operador),
representacdo decimal (quociente). Acreditamos que explorar as diferentes formas
de representacdo também auxilie na exploracéo e integracdo dos subconstructos.

v.  Explorar os diferentes registros de representacdo em atividades praticas, como por

exemplo no caso da pesquisa de Parra-Zapata et al. (2021) com as notas racionais.

% Reconhecer as fragdes unitarias mais usuais % § % i % e % como unidades de medida menores do que uma
unidade, utilizando a reta numérica como recurso.

% Reconhecer que as regras do sistema de numeragao decimal podem ser estendidas para a representagdo decimal
de um numero racional e relacionar décimos e centésimos com a representagdo do sistema monetario brasileiro.
% EFO5MAOQ2: Ler, escrever e ordenar niimeros racionais na forma decimal com compreensdo das principais
caracteristicas do sistema de numeracao decimal, utilizando, como recursos, a composi¢do e decomposicdo e a
reta numérica. EFOSMAOQ3: Identificar e representar fragdes (menores e maiores que a unidade), associando-as ao
resultado de uma divisdo ou a ideia de parte de um todo, utilizando a reta numérica como recurso.

. N 2 . . e o . ~ ~
% Por exemplo, a associacdo de ! 2,3 pode indicar uma dificuldade originada na conceituagéo das fragdes como

quociente (SANTANA; OLIVEIRA; BARRETO, 2015). Dai a importancia em relacionar e refletir sobre as
representacdes de nimeros racionais com 0s subconstructos.
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Com relacdo as dificuldades com as fragcdes imprdprias, concepcles evocadas pelos
alunos ao final da escolarizacéo, em parte devido a énfase no subconstructo parte-todo, remetem
anumeros racionais como numeros sempre menores que um. Ou seja, em sua forma fracionaria,
0 numerador na representacao precisa ser sempre menor ou igual ao denominador. Acreditamos
na importancia de explorar as potencialidades do subconstructo parte-todo com as fragOes
impréprias desde o inicio da escolarizagdo, buscando evitar a conceituacao de que uma fragdo
sempre é uma parte menor que um, como a BNCC sugere na habilidade EFOSMAOQ3.

Tanto o subconstructo parte-todo quanto o subconstructo quociente séo citados como
possibilidades para trabalhar fragdes menores e maiores que uma unidade. Assim, acreditamos
ser possivel evitar a concepc¢do limitada de que o numerador precisa ser menor ou igual ao
denominador®®. Neste sentido, algumas sugestdes apontadas pelas pesquisas foram:

i.  Explorar a potencialidade do subconstructo parte-todo com fragcdes improprias.
ii.  Explorar diferentes tipos de materiais para representar a mesma fracao impropria
(ABRAHAO, 2016).
iii.  Explorar conversdes da representacdo simbdlica numérica para a representacao
pictorica de fracdes improprias (PARAOL; RODRIGUES, 2018).
iv. Explorar as nogdes de particionamento e unidade racional para o
estabelecimento de uma fragdo impropria.
Reforcamos a importancia de uma linguagem precisa com relacdo a qual ‘todo’ o

problema esta se referindo.

Perspectivas Futuras

As lacunas evidenciadas neste tema relacionam-se aos processos de traducéo (termo da
TRRS), principalmente com relacdo as fracGes equivalentes, aspecto ndo explorado pelas
pesquisas.

Além disso, alternativas de metodologias de ensino que oportunizem aos alunos o
contato com uma ampla variedade de tipos de representagdo, com a finalidade de que as
concepgdes ndo fiquem restritas a um mono registro, além de relaciona-las com os

subconstructos, parecem ser muito oportunas.

% A BNCC afirma que ndo é necessario atribuir nomes as fragdes (prépria, impropria ou aparente), mas o que
importa sdo as ideias de divisdo e parte-todo de um ndmero racional.
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5.4 CONSIDERAC}C)ES FINAIS TEMA 4: O CONCEITO DE NUMERO RACIONAL
As consideragdes a respeito do tema 4 estdo subdivididas em quatro se¢des, de acordo

com o0s subtemas.

54.1 Parte-todo

Grande parte das pesquisas envolvendo situagdes parte-todo destaca que os alunos nao
apresentam dificuldades. Isto decorre do fato que este subconstructo € o mais enfatizado em
toda a escolarizagdo e “o mais simples e usual de todos” (GARCIA, 2019, p. 146).

As concepcOes relativas ao subconstructo parte-todo que emergiram foram: a
identificacdo de nUmeros racionais como sinénimo de parte-todo; nimeros racionais sdo sempre
menores que um; parte-todo envolvendo particionamentos desiguais.

Tais concepcOes tém sua origem em um processo de ensino aprendizagem do conceito
restrito ao subconstructo parte-todo. O cerne da questdo ndo é a introducdo por meio deste
subconstructo, mas sim a énfase a ela atribuida, em detrimento da experiéncia com aspectos
dos outros subconstructos igualmente importantes na construcdo do conceito de numero
racional. Um ensino restrito a qualquer um dos subconstructos pode resultar em uma nogao
pouco abrangente do conceito geral de nimeros racionais, conduzindo a uma série de limitacoes
(KERSLAKE, 1986; VENTURA, 2013).

Podemos nos perguntar como o subconstructo parte-todo surge como objeto de ensino,
dado que a génese historica do numero racional relaciona-se ao subconstructo medida
(VIZCARRA; SALLAN, 2005).

Pensamos que a origem do sentido parte-todo deve estar localizada na pratica
educativa, deve estar localizada entre os recursos didaticos criados pelas necessidades
do processo de ensino e aprendizagem de Matematica. Com efeito, um trabalho
recente (Escolano, 2004) mostra como nos textos escolares espanhdis a presenga do
sentido parte-todo pode ser detectada desde o primeiro terco do século XX. Da mesma
forma, indica dois motivos que justificariam a introdu¢do e consolidacao deste recurso
didatico: * Evitar o processo de medi¢do com objetos tangiveis (dificuldade do préprio
processo de medicdo, gestdo da sala de aula devido ao uso de materiais, controle da
diversidade de resultados obtidos, prioridade de ensino do Sistema Decimal Métrico,
etc.); * Reduzir os periodos de instru¢do: o significado parte-todo permite uma
introducdo réapida da representagdo simbolica da fragdo e, adicionalmente, com altos
niveis de sucesso no curto prazo. (VIZCARRA; SALLAN, 2005, p. 23, tradugio
nossa)

De modo sucinto, os autores argumentam que iniciar pelo subconstructo parte-todo pode
abreviar o processo de ensino aprendizagem, que seria eficaz a curto prazo e, portanto, € uma

opcéo didatica.
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No entanto, um processo de ensino aprendizagem que reduza seu foco a apenas este
subconstructo pode resultar em concepg¢Bes ndo consistentes de ndmero racional, como as

destacadas ao longo deste texto.

Expectativas da aprendizagem e intervencdes pedagogicas propostas

A forma bésica de introducdo do conceito de fracdo, na maioria dos curriculos ao redor
do mundo, é feita por meio do subconstructo parte-todo (AMUAH; DAVIS; FLETCHER,
2017).

No caso do Brasil, a BNCC propde trabalhar a ideia parte-todo a partir do segundo ano
do ensino fundamental: EF02MAO08%. Nesta habilidade, as primeiras nogdes de fragdo como
partes de um todo estdo implicitas, com a elaboracéo de formas pessoais (desenhos, escrita com
palavras, esquemas) de resolucao e nao de procedimentos convencionais.

As pesquisas analisadas e a BNCC apontam algumas possibilidades para que tais
concepcdes ndo consistentes sejam redirecionadas.

No caso da concepc¢do de nimeros racionais como sinénimo de parte-todo, a proposi¢éo
de experiéncias matematicas que demandem o entendimento e uso de outros subconstructos,
buscando comparac6es, pode ampliar a compreensdo limitada do conceito. Por exemplo, o
subconstructo quociente é proposto a partir do terceiro ano, simultaneamente ao parte-todo
(EFO3MA09'%Y); a habilidade EFO5MA03%? refere-se a identificacio e representacdo de
fracdes associadas as interpretacdes divisdo e parte-todo, simultaneamente; no sexto ano séo
previstas situaces que envolvam os subconstructos razio e parte-todo (EFO6MA15%%).

De modo semelhante, para a concepgdo de que um namero racional € sempre menor que
um, as pesquisas sugerem: explorar a potencialidade do subconstructo parte-todo para trabalhar
fracdes improprias; explorar as conversbes da representacdo simbolica numérica para a
representacdo pictorica de fracdes improprias (PARAOL; RODRIGUES, 2018); explorar as

nocBes de particionamento e unidade racional para o estabelecimento de fragdes improprias.

100 Resolver e elaborar problemas envolvendo dobro, metade, triplo e terca parte, com o suporte de imagens ou
material manipulavel, utilizando estratégias pessoais.

101 Associar o quociente de uma divisdo com resto zero de um nimero natural por 2, 3, 4, 5 e 10 as ideias de
metade, terca, quarta, quinta e décima partes.

102 |dentificar e representar fragdes (menores e maiores que a unidade), associando-as ao resultado de uma diviséo
ou a ideia de parte de um todo, utilizando a reta numérica como recurso. (Isto implica em compreender, por

exemplo, que z pode significar 3: 5 ou um inteiro dividido em 5 partes, das quais tomou-se 3).

108 Resolver e elaborar problemas que envolvam a partilha de uma quantidade em duas partes desiguais,
envolvendo relagdes aditivas e multiplicativas, bem como a razéo entre as partes e entre uma das partes e o todo.



127

No caso da concepgéo de particionamentos desiguais, as pesquisas propdem explorar
atividades: envolvendo apenas a percepg¢do visual de particionamento de figuras geométricas,
sem o uso de formulas (GARCIA; CABANAS-SANCHEZ, 2013); envolvendo a conversao dos
registros de representacdo (PARAOL; RODRIGUES, 2018); envolvendo divisdo do todo em
partes iguais, com quantidades continuas e discretas, em que os proprios alunos tenham que
realizar o particionamento (ABRAHAO, 2016); utilizando a tecnologia com applets para
trabalhar a divisdo do todo (SALAZAR et al., 2016); envolvendo a relagdo compensatoria, ou
seja, quanto maior o nimero de divisdes do todo, menor sera a quantidade de pecas do todo
(SALAZAR et al., 2016).

Perspectivas Futuras

Dentre as possibilidades de pesquisas futuras nessa tematica, levando em consideracdo
as lacunas, destacamos:

1) Muitos dos equivocos e dificuldades dos alunos séo originados devido a énfase no
subconstructo parte-todo, assim: i) ‘Os livros didaticos utilizados no ensino fundamental tem
priorizado o modelo parte-todo?’; ii) ‘Como os outros subconstructos tém sido abordados nos
livros didaticos e no processo de ensino aprendizagem nas salas de aula?’.

2) A predominéncia, perceptivel, de questdes referentes a conjuntos continuos em
detrimento dos conjuntos discretos. E recorrente trabalhar com os mesmos exemplos, de
partilha equitativa de pizza, barras de chocolate etc., podendo resultar em limitacGes e
dificuldades com outros contextos. Acreditamos que a predominancia de casos continuos
também pode estar ocorrendo no processo de ensino-aprendizagem na sala de aula e pontuamos
a importancia de haver uma variagao nos tipos de conjuntos e exemplos. Por isto, a importancia
de desenvolver pesquisas com este enfoque: i) ‘Os livros didaticos priorizam problemas com
conjuntos continuos em detrimento de conjuntos discretos?’; ii) ‘Os problemas com conjuntos
continuos sdo priorizados ao longo do processo de ensino aprendizagem dos nimeros racionais?
Que dificuldades com os outros subconstructos relacionam-se a dificuldades com problemas
com conjuntos discretos?’; iii) ‘Quais as potencialidades em explorar contextos com conjuntos
discretos?’.

3) De uma maneira geral, a interpretacéo parte-todo esteve relacionada com as nog¢oes
de particionamento, unidade e equivaléncia. Todavia, estas pesquisas ndo analisaram
objetivamente essas relagdes: 1) ‘Quais as relagdes entre o subconstructo parte-todo e as ideias

fundamentais de particionamento, unidade e equivaléncia?’. ii) ‘Como a visualizagdo
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geométrica da nogdo de particionamento pode auxiliar na compreensdo do subconstructo parte-

todo?’.

54.2 Quociente
Dos resultados das pesquisas referentes ao subconstructo quociente verificamos que 0s

alunos evocam duas concepces principais: pré-decimal e de partilha impossivel. Contudo, os

processos envolvidos nas resolugdes dos problemas sdo, em geral, algoritmicos e néo
conceituais.

Destacamos que a origem para estas concepgdes pode estar centrada na confuséo entre
a representacdo decimal e o préprio nimero e porque a maior parte das situagdes ha mais
pessoas do que objetos ou alimentos para compartilhar.

Acreditamos ser necessario um redirecionamento de tais concepcbes, de modo a
entender os niUmeros racionais como divisdo indicada e a partilha justa como quociente (mesmo
em casos em que temos um namero menor de objetos para compartilhar). Neste sentido,
algumas habilidades da BNCC séo relevantes.

Uma outra origem para estas dificuldades, é que os problemas apresentados nas
pesquisas ndo sao completos e utilizam objetos complexos para efetuar a divisdo, podendo
causar equivocos para os alunos. Por exemplo, a escolha da divisdo de pastéis em partes iguais,
poderia ser substituida por pizzas ou outro alimento que facilitaria a divisdo em partes iguais.
Outro ponto, é que os problemas ndo deixam claro que a pizza (ou outro alimento-objeto) devera

ser dividida em partes iguais pelas criancas.

Expectativas da Aprendizagem e IntervencGes Pedagdgicas Propostas

A partir do terceiro ano a BNCC propée uma abordagem simultdnea dos dois
subconstructos, parte-todo e quociente. O quociente de uma divisao indicada com resto zero €
relacionado as fraces indicadas, propondo a exploracdo desse subconstructo por meio de
problemas de partilha (EFO3MA091%), em contextos com grandezas continuas e discretas. As
pesquisas sugerem a utilizacdo de situagdes reais e significativas para os alunos ou que eles ja
tenham conhecimentos prévios para minimizar as dificuldades em situacfes de partilha
equitativa (GARCIA, 2019).

104 Associar o quociente de uma divisdo com resto zero de um nimero natural por 2, 3, 4, 5 e 10 as ideias de
metade, terca, quarta, quinta e décima partes.
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No quinto ano a habilidade EFOSMAO03% envolve a identificagio e representacdo de
fracOes associadas as duas interpretacdes simultaneamente (quociente e parte-todo), além de

explorar essas nogdes com as fragdes improprias. Isto implica compreender, por exemplo, que
3 . . .y . . a
< pode significar 3: 5 ou um todo dividido em cinco partes, das quais tomou-se trés.

No sexto ano a habilidade relacionada ao quociente é a EFO6MAO08, que implica a
associacdo de uma fracdo a sua representacdo decimal. Pontuamos que as pesquisas revelam
uma concepcdo pré-decimal dos alunos, que preferem operar com o0s nimeros decimais.
Contudo, é necesséario que o aluno saiba identificar em quais contextos & mais conveniente

utilizar a representacdo fracionaria ou a representacdo decimal.

Perspectivas Futuras

Sobre as lacunas evidenciadas, hd uma caréncia de pesquisas que tenham como foco o
subconstructo quociente, especialmente: 1) abordando as relacdes entre o subconstructo
guociente e a no¢do de equivaléncia por meio de situaces reais; 2) abordando os dois tipos de
divisdo quotitiva e partitival®” e as respectivas diferencas; 3) explorando as representacoes
graficas de particionamento das situacdes de quociente; 4) explorando comparacBes de
situacBes com 0s subconstructos parte-todo e quociente.

Assim, algumas potencialidades com o foco no subconstructo quociente como divisdo
indicada s&o:

i.  apontar aspectos conceituais da relacdo entre decimais e fragdes;
ii.  relacionar as diferentes representacdes de um numero racional;

iii.  identificar contextos convenientes ao uso de uma ou outra representacao.

105 |dentificar e representar fragdes (menores e maiores que a unidade), associando-as ao resultado de uma diviso
ou a ideia de parte de um todo, utilizando a reta numérica.

106 Reconhecer que os nimeros racionais positivos podem ser expressos nas formas fracionaria e decimal,
estabelecer relagdes entre essas representacdes, passando de uma representacao para outra, e relacioné-los a pontos
na reta numérica.

107 Neste subconstructo os alunos precisam ter uma compreenséo sdlida dos tipos principais de divisdo: partitiva e
quotitiva (CHARALAMBOUS; PITTA-PANTAZI, 2007), denominados por divisdo e extracdo por Ohlsson
(1988). A partitiva, implica em equiparticionar uma quantidade e separa-la em partes de tamanhos iguais
(DAMICO, 2007). O que esta em destaque é a quantidade que cada um ir& receber, ou seja, 8 doces compartilhados
para 4 pessoas, significa que cada pessoa recebeu 2 doces: 8 +4 — 2 4+ 2 4+ 2 4+ 2. Aqui o numerador indica o
valor distribuido, enquanto o denominador indica em quantos grupos a divisao ocorreu e o quociente é o resultado
desta distribuicdo (GODOY; BARRETO, 2016); Na quotitiva, a ideia é extrair repetidamente uma quantidade de
outra. Neste caso, 0 que esta em énfase é o0 nimero de partes iguais que podem ser produzidas no particionamento
de uma quantidade em partes iguais. Pode ser considerada uma subtragdo repetida. Assim, 8 doces divididos em
grupos de 4 doces, teremos 2 pessoas recebendo (CHARALAMBOUS; PITTA-PANTAZI, 2007). Aqui o
numerador e denominador indicam as quantidades de dois conjuntos da mesma natureza, apontando para quantas
vezes um conjunto cabe em outro e o quociente serd o resultado (GODOY; BARRETO, 2016).
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Medida

O maior numero de concepgOes acerca do conceito de nimero racional emergiu do

subconstructo medida. Sao elas:

Vi.

Vii.

concepcao de mantissa: relacionada a nocao de ordenacgdo ao admitir que quanto
maior o nimero de casas decimais, maior o nimero;

concepcao de arredondamento: relacionada a nocao de ordenacao considerando
apenas a primeira casa decimal,

concepcao discretista: relacionada a nocdo de densidade e a ideia de que ha
poucos ou nenhum ndmero entre 0S NUMeros propostos;

concepgao finitista: relacionada a nocao de densidade e pela ideia de que existe
pelo menos um ndmero entre outros dois nUmeros racionais, mas ainda é uma
nocao finita, no sentido de que ha uma quantidade finita de nimeros entre eles;
concepgdo de que uma fracdo é sempre um ndmero menor que um: os alunos
apresentam dificuldades em pensar em fracBes improprias, com o resultado
sendo um ndmero maior que um, isto €, com 0 numerador maior que 0
denominador;

concepcdo de fragdes como dois numeros independentes: participantes das
pesquisas analisadas, até mesmo os futuros professores, ndo identificam a fracdo
com um Unico nimero na reta numérica;

concepcéao de que o traco da fracdo equivale a virgula do nimero decimal: esta
concepcao sugere a incompreensao da notacdo matematica e da identificacdo da
fracdo como dois numeros separados e ndo como uma relagdo entre dois

ndmeros.

De maneira geral, as origens destas concepcdes sdo relativas: ao conhecimento prévio

dos nimeros naturais (viés de nimero natural), a escassez de exemplos com fracdes impréprias

e variagBes da unidade, e a escassez de atividades envolvendo o particionamento.

Expectativas da Aprendizagem e IntervencGes Pedagdgicas Propostas

A reta numérica com o subconstructo medida € um recurso valioso, pois auxilia a

visualizagdo da ordenagdo dos numeros racionais. A BNCC reconhece a importancia da reta
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numérica e incentiva sua exploragdo em diversas habilidades: EFO4MA09%; EFOSMA021%,
EFO5MAO03'°, EFO5MAO05!! e EFO6MA012, Além do mais, é um contexto ideal para
trabalhar as nocbes de ordem, equivaléncia, densidade, soma de fracbes e a introducdo de
numeros decimais (KIEREN, 1980)..

Potencialidades referentes a este subconstructo, para redirecionar tais concepcdes sao:
uso de recursos didaticos para comparar frages por superposicdo (MEDINA, 2013); uso de
objeto de aprendizagem com comparacdo de retangulos, sem o uso de algoritmos
(MENEGAZZI, 2013); atividades com a reta numérica como recurso para a interpretacao
geométrica dos nimeros racionais e a sua ordenacdo; situacdes de comparacdo de grandezas
que resultam em fracdo impropria, utilizando o maior nimero como unidade de medida
(MENEGAZZI, 2013).

Perspectivas Futuras
Algumas possibilidades de pesquisa com foco neste subconstructo séo:

i. A densidade dos numeros racionais € compreendida no ensino médio? Amaya e
Montoro (2018) buscaram esta resposta, e uma pesquisa no Brasil com esse foco
seria de grande relevancia;

ii. ~ Como introduzir as notacfes do nimero racional? Como relacionar as diferentes
representacdes do nimero racional?

iii.  Os resultados apontam uma maior seguranca dos participantes em compreender
as propriedades de densidade e ordem dos numeros decimais do que das fracdes.
No entanto, nenhuma pesquisa teve esta questdo como foco de investigacdo. Ha
diferengas na compreensdo da densidade dos nimeros representados na forma
decimal ou na forma fracionaria?

iv. O uso coordenado das relaces de ordem e de equivaléncia possibilita éxito na

comparagdo de fragdes com mesmo numerador, com 0 mesmo denominador,

11111 1

108 Reconhecer as fragGes unitarias mais usuais (E’E'Z'E'To' 100) como unidades de medida menores do que uma

unidade, utilizando a reta numérica como recurso. Esta habilidade prevé que as fragbes unitarias sejam
identificadas como partes de um todo e verificadas quantas vezes cabe em um inteiro, associando a reta numérica.
109 |_er, escrever e ordenar nimeros racionais na forma decimal com compreenséo das principais caracteristicas do
sistema de numeragdo decimal, utilizando, como recursos, a composicéo e decomposicao e a reta numeérica.

110 |dentificar e representar fragdes (menores e maiores que a unidade), associando-as ao resultado de uma diviso
ou a ideia de parte de um todo, utilizando a reta numérica como recurso.

11 Comparar e ordenar nimeros racionais positivos (representactes fracionaria e decimal), relacionando-os a
pontos na reta numérica. Calculo de porcentagens e representagdo fracionaria.

112 Comparar, ordenar, ler e escrever niimeros naturais e nimeros racionais cuja representagdo decimal é finita,
fazendo uso da reta numérica.
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assim como aquelas de diferente numerador e denominador (POST et al., 1986
apud GARCIA; CABANAS-SANCHEZ, 2013, p. 213). Como desenvolver o uso
coordenado das nocGes de equivaléncia e ordem?

v.  Pesquisadores apontam a potencialidade da reta numérica para trabalhar a nocao
de equivaléncia®'3, porém nenhuma pesquisa abordou esta tematica.

vi.  Pelos resultados das pesquisas, este € o subconstructo menos familiar aos alunos.
Por que? Sera que é o subconstructo menos enfatizado nos livros didaticos e no

processo de ensino aprendizagem nas salas de aula?

544 Operador

Nas pesquisas analisadas, o subconstructo operador foi 0 menos investigado.

Duas pesquisas destacaram uma concep¢ao de porcentagem como quantidade e néo
como operador, que pode ocorrer porque os alunos realizam o célculo de porcentagem de
maneira automatica, sem compreender o que estdo fazendo, seja por meio da regra de trés ou
usando a nocdo de operador. Uma outra pesquisa destacou a concepcao de dividir primeiro e
depois multiplicar, como estratégia nas situacdes com operador.

As dificuldades com os problemas que envolviam o subconstructo operador foram
praticamente inexistentes. Nas pesquisas com todos 0s subconstructos, isto ficou bem claro no

alto indice de acertos com o subconstructo operador.

Expectativas da aprendizagem e Intervencdes Pedagogicas Propostas

Nos documentos oficiais, 0 subconstructo operador como transformacéo é abordado
apenas no sexto ano: EFO6MA09'!4, Entretanto, a BNCC enfatiza apenas a fracdo de uma
guantidade (conjunto discreto), sem relacionar a no¢cao com conjuntos continuos (segmento de

reta e figuras geométricas).

113 Duas subunidades usadas para medir uma mesma distancia resultam em nomes diferentes para a mesma fragéo.
Assim, existe apenas um nimero racional associado a uma distancia especifica do zero, e as duas fracbes sao
nomes equivalentes para esta distancia (LAMON, 2008). A linha numérica fornece possibilidade de reconhecer
contextos equivalentes que procedem de novas divisdes da unidade (VENTURA, 2013, p. 46).

114 Resolver e elaborar problemas que envolvam o célculo da fragdo de uma quantidade e cujo resultado seja um
namero natural, com e sem uso de calculadora.
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A porcentagem como um operador é proposta nas orientacbes da BNCC nos quinta e
sexto anos como meio para desenvolvimento das habilidades EFOSMAQ06'!° e EFO6MA13!1°,
sendo possivel relacionar a ideia de porcentagem a nogao de operadort?’.

As pesquisas analisadas nesta tese evidenciam dificuldades dos alunos do ensino médio
e do ensino superior com a estrutura multiplicativa dos nimeros racionais.

Ja a concepcdo de dividir primeiro e depois multiplicar, uma possibilidade para a
compreenséo de S como um namero pode ser por meio da nocéo geral de reversibilidade, como

no problema proposto por Carpes e Bisognin (2019).
Outra potencialidade a ser destacada € a composicao de fungdes proporcionando sentido

para 0 numero racional como operador (REYES; PRIETO, 2015).

Perspectivas Futuras

Como sugestdo de pesquisas futuras, pontuamos possibilidades que tenham como foco
as estruturas cognitivas de composicdo de funcdes, reversibilidade e proporcionalidade
atreladas ao subconstructo operador.

Além disso, pesquisas futuras podem promover os multiplos significados de
porcentagem, como quantidades e também como operador, buscando modos de relacionar essas
nogoes.

Nas pesquisas analisadas, predominam os problemas envolvendo conjuntos discretos,
aumentando ou diminuindo o namero de itens em um conjunto de objetos discretos, em
detrimento de questdes envolvendo conjuntos continuos. A perspectiva geométrica, com
segmentos de reta, figuras geométricas e desenhos, sdo pouco explorados. Reconhecendo essas
lacunas, questionamos: em situa¢fes que demandam o entendimento de ndmeros racionais
como operador, ha distin¢cdes no desempenho dos alunos ao trabalhar com conjuntos discretos
ou continuos? As experiéncias envolvendo conjuntos discretos e nimeros racionais, entendidos
como operador, contribuem para uma aprendizagem mais significativa? Em consequéncia, é
possivel que a predominéncia de experiéncias e situacdes discretas se reflita no processo de

ensino-aprendizagem da sala de aula?

115 Calculo de porcentagens e representacéo fracionaria.

116 Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, com base na ideia de proporcionalidade, sem fazer
uso da “regra de trés”, utilizando estratégias pessoais, calculo mental e calculadora, em contextos de educagdo
financeira, entre outros.

117 . o/ & 10 | -
Por exemplo, associar que 10% é o mesmo que 700’ levar os alunos a compreender, por exemplo, o que significa

1 - £ ~ - o .

= de uma quantidade; reconhecer que a porcentagem é uma representacdo fracionaria com denominador 100;

associar a representagdo de uma porcentagem com mais duas representacOes diferentes: decimal e fracionaria.
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Considerac0es sobre o tema 4

Com relacdo a conclusdes mais gerais a respeito dos subconstructos dos numeros

racionais, temos que:

Tanto quantidades continuas como discretas sdo relevantes no processo de ensino
aprendizagem do conceito de nimero racional, pois ambas permitem descobrir
propriedades diferentes do conceito (GARCIA, 2019). Assim, consideramos
importante que todos os subconstructos sejam abordados com ambos os tipos de
quantidades, para que ndo sejam estabelecidas noc¢des equivocadas ao longo da
escolarizagéo.

Os diferentes niveis de aprendizagem do conceito de nimero racional sdo devido
as diferentes interpretacGes que os alunos tém sobre cada uma delas (MULLER et
al., 2020). Em particular, os alunos apresentam um maior dominio sobre 0s
subconstructos parte-todo e operador, e limitagdes com os subconstructos medida
e quociente (MENEGAZZI; DALCIN, 2016; MULLER et al., 2020)*8,

Os futuros professores aprenderam o conceito de nimero racional tendo como
foco o subconstructo parte-todo ao longo da escolarizacéo, levando-os a manter o
mesmo foco no desenvolvimento do conceito com seus alunos. Os novos
licenciandos também estdo aprendendo assim e, consequentemente, irdo ensinar
assim, “evidenciando limitacdes relacionadas ao conhecimento pedagogico de
conteddo” (ETCHEVERRIA; AMORIM, 2020, p. 52). De maneira geral, 0s
alunos e professores pensam em fragcdes como parte-todo, sendo um dos motivos
das dificuldades com os outros subconstructos.

As concepcdes a respeito do conceito de nimero racional sdo, muitas vezes,

parciais e limitadas, ndo sendo redirecionadas ao longo da escolarizagéo.

5.5 FINALIZANDO

Para finalizar e responder nossa questéo de pesquisa central Quais concepgdes os alunos

do ensino médio e ensino superior evocam em situa¢fes com ndmeros racionais (interpretadas

como parte-todo, medida, quociente, operador e razd@o)?, acreditamos que 0s conceitos

matematicos e as concepgdes matematicas sdo elementos-chave para articular os objetivos da

aprendizagem, de tal forma a caracterizar o conhecimento dos alunos acerca do conceito de

118 Este item responde nosso objetivo especifico: Quais subconstructos os alunos tem mais facilidade-dificuldade?
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namero racional ao longo da escola basica, organizar e dar sentido aos dados obtidos dos artigos
analisados e fornecer componentes essenciais nas trajetdrias de aprendizagem.

Assim, as concepcdes capturadas nos artigos que compdem esta Revisdo Sistematica de
Literatura promovem um panorama da estrutura cognitiva dos alunos do ensino médio e ensino
superior, apontando para uma diversidade de ideias naturalizadas por eles, muitas vezes
limitadas, de um conceito que é abordado durante toda a escolaridade: nimero racional.

Concordamos que este € um conceito complexo, tanto cognitivamente quanto
epistemologicamente (AMAYA; BIANCHI; MONTORO, 2018). Entretanto, conhecer as
concepgdes dos alunos acerca do conceito de numero racional, com coeréncia ou ndo, é uma
acdo importante para o professor de Matematica, porque torna-se possivel pensar em propostas
e estratégias de ensino aprendizagem com a finalidade de redirecionar tais concepcdes.

No Quadro 28 apresentamos todas as concepcdes capturadas por meio desta Revisdo

Sistematica de Literatura:

Quadro 28 - Concepgoes dos alunos do ensino médio e ensino superior acerca do conceito de nimero racional.

Tema 1: Razéo e
Pensamento
Proporcional

Tema 2: Operacdes = Concepgdo procedimental;

Concepgéo aditiva;
= Concepgao pré-proporcional;

com ndmeros = Concepgdo intuitiva das operacoes;
racionais =  Concepcao nao relacional das operagdes;
Tema 3:

= Concepgdes restritas a um monoregistro;

Representac6es dos x X 2 p S
= Concepcdo de que uma fragdo é sempre um nlmero menor que um inteiro;

Ndmeros Racionais
Subtema 1: NUmeros racionais como parte-todo
= Concepgdo de nimeros racionais como sinénimo de parte-todo;
=  Concepgdo de que 0s nimeros racionais sdo sempre menores que um inteiro;
=  Concepgdo de particionamentos desiguais;
Subtema 2: NUmeros racionais como quociente
=  Concepgdo pro-decimal;
=  Concepgdo de partilha impossivel;
Subtema 3: NUmeros racionais como medidas
=  Concepgao de que uma fragdo é sempre um ndmero menor que um inteiro;
=  Concepgao de que fragbes sdo dois nimeros independentes;

= Concepgdo baseada no entendimento do simbolo: que o traco da fracdo
equivale a virgula do decimal;

= Concepgdo discretista;
= Concepgdo finitista;
= Concepgdo de mantissa;
= Concepgdo de arredondamento;
Subtema 4: NUmeros racionais como operadores
= Concepgdo de porcentagem como quantidade e ndo como operador;
= Concepgdo de dividir primeiro e depois multiplicar.
Fonte: Elaborado pela autora.

Tema 4: O conceito
de niimero racional



136

De maneira geral, as concepc¢des tém origem no viés de nimero natural. De certa forma,
isto é esperado, pois os alunos iniciam o estudo dos nimeros pelos naturais e certas concepgdes
ndo consistentes no inicio do estudo dos nimeros racionais, parece ser algo natural. No entanto,
compreendemos que essas concepgOes persistirem até a vida adulta ndo é algo esperado.
Conjecturamos que o0 processo de ensino aprendizagem como esta sendo desenvolvido ndo tem
permitido a transi¢do do conjunto dos nimeros naturais para o conjunto dos numeros racionais.

Outra observacdo € o volume de concepcdes ndo consistentes, concentradas no subtema
do subconstructo medida. Este também foi apontado pelas pesquisas como sendo 0 que 0sS
alunos possuem mais dificuldades.

Quanto as origens das concepcoes identificadas, temos que:

= O foco no subconstructo parte-todo pode produzir algumas concepces nédo

consistentes elencadas no decorrer desta tese: nimeros racionais como sinénimo de
parte-todo; nimeros racionais sao sempre menores que um (parte-todo e medida).
= O viés de numero natural pode originar algumas concepcbes ndo consistentes
elencadas ao longo desta tese: aditiva (pensamento proporcional), fracbes como dois
numeros independentes (medida); discretista (medida); finitista (medida); mantissa
(medida).

= O foco nos procedimentos, algoritmos e regras, pode levar a concepgfes como a
procedimental (pensamento proporcional e operagdes), intuitiva (operacgdes) e ndo
relacional (operacdes).

= A dificuldade com atividades de particionamento pode proporcionar duas

concepcdes ndo consistentes: particionamentos desiguais (parte-todo) e partilha
impossivel (quociente).

Entendemos que a relacdo parte-todo esta na origem do conceito de nimero racional e
€ uma precursora para todos 0s outros subconstructos. Todavia, acreditamos na importancia de
intervencdes para que essas concepcdes sejam redirecionadas ao longo da escolarizacdo. A
principal sugestdo abordada pelas pesquisas e pela BNCC é a exploracdo de TODOS os
subconstructos ao longo da escolarizacdo e a interrelagcdo entre eles: “a crianca deve ser exposta
a uma diversidade de interpretagdes do que seja uma razdo de inteiros” (MOREIRA,
FERREIRA, 2008, p. 105). Concordamos com Santana, Oliveira e Barreto (2015) que, a medida
que o individuo faz uma gradual diferenciagéo e progressiva integragdo dos subconstructos, ele
avanca na compreensdo do numero racional. Para que haja esta compreensdo ampla e
integrativa é necessario que o individuo tenha acesso as diversas representacdes e situacdes de

nameros racionais (BEHR et al., 1983):
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o professor da escola basica tem que trabalhar com os significados concretos das
fracOes e outros subconstructos para que o aluno alcance, eventualmente, a idéia
abstrata de nimero racional, mas esse processo de construcdo da abstragdo ndo tem
como resultado apenas a demonstracéo da possibilidade de se exibir formalmente um
conjunto com as caracteristicas essenciais (e ja concebidas) dos racionais. Ao
contrario, este conjunto numérico ampliado, visto em sua totalidade, como um objeto,
assim como as relagdes entre seus elementos (0s novos ndmeros), as novas formas de
representacdo, a nova ordem, as novas operacdes e suas novas propriedades, tudo isso
é conhecimento novo a ser processado e, eventualmente, assimilado. (MOREIRA,
2004, p. 96)

Portanto, é necessario entender que a compreensdo do conceito de nimero racional e
todas as relaces presentes entres suas principais ideias compreende um longo processo de
ensino aprendizagem. Isto porque os diferentes subconstructos, essenciais ao nucleo conceitual
dos nimeros racionais, requerem estruturas cognitivas especificas. Além disso, nem todos os
subconstructos associados aos numeros racionais representam as mesmas dificuldades de
compreenséo pelos alunos.

Um dos resultados desta pesquisa é que um problema das dificuldades dos alunos na
compreensdo do conceito de numero racional é que os futuros professores (e talvez pudéssemos
concluir que muitos professores) ainda ndo tem uma compreensdo completa do conceito.

Acreditamos que tal compreensdo!® inclui experiéncias com nogdes envolvidas em
rede, ou seja, envolve uma compreensdo: das multiplas interpretacdes (subconstructos), das
maultiplas ideias associadas (Apéndice A), das multiplas representacdes, dos simbolos e da
linguagem formal dos numeros racionais, das propriedades envolvidas e das operacdes
utilizando diferentes modelos de representagéo.

Desdobramentos da Pesquisa

Com relagdo as lacunas identificadas neste estudo, descrevemos ao longo de cada um
dos capitulos topicos para cada tema. Nesta conclusdo enfatizamos algumas lacunas que
englobam o conceito de nimero racional como um todo:

i.  Como o conceito de nimero racional se desenvolve com o avancar da escolarizacdo?
Pesquisas deste tipo - longitudinais - tém sido realizadas nos Estados Unidos, mas
ndo encontramos aqui no Brasil.

ii.  Como os subconstructos se relacionam ao longo da escolarizagdo? Existe uma
correlagédo entre os subconstructos? Por qual deles deve-se iniciar o processo de
ensino aprendizagem e por qué?

iii. O que anocgéo de fragdo, de fato, facilita no trabalho com decimais?

119 por este motivo utilizamos o termo compreenséo conceitual em nosso titulo.
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iv.  Que diferencas existem em iniciar o ensino de nimeros racionais na forma decimal
ou na forma fracionaria?

Por fim, no Instituto em que eu trabalho, iremos dar inicio a um curso de especializacéo
em ensino de Matematica para professores da regido da Baixada Fluminense. Assim, uma
aplicabilidade desta tese podera ser a utilizacdo das lacunas identificadas neste Estado da Arte
como possibilidades de novas pesquisas para 0s pés-graduandos. Além disso, pretendemos
utilizar as concepcdes levantadas aqui, que persistem com os alunos do ensino medio e superior,

e propor cursos de formacdo continuada com esses topicos.
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APENDICES

APENDICE A - ESQUEMA COM OS SUBCONSTRUCTOS E AS IDEIAS
FUNDAMENTAIS

Figura 33 - Relacdes entre as ideias fundamentais e os subconstructos.
____________________________________________________ =

Adicdo e
Subtragao

l

Medida

l VVl V“’l“’ Yy

Resolucao de Problemas

Fonte: Elaborada pela autora adaptado de Ventura (2013, p. 41).
A particdo é a base para todos os subconstructos (BEHR et al., 1983) - (linhas pretas)

e fundamental para que as ideias de unitizing e equivaléncia/ordem sejam desenvolvidas (linhas
pretas tracejadas). A nocdo de unitizing é primordial para a compreensdao de todos 0s
subconstructos (linhas vermelhas) e para a ideia de equivaléncia (linhas vermelhas
tracejadas). A nocdo de quantidade e equivaléncia e ordem sdo fundamentais para a
compreensdo de quatro subconstructos (parte-todo, quociente, operador e razdo) — (linhas
azuis), além de ser fundamental para adicionar e subtrair fragdes (linha azul tracejada). Por
outro lado, o subconstructo medida tem sua importancia para as no¢Ges de quantidade e
equivaléncia e ordem (linha azul) e tem potencialidades para a adi¢do e subtracdo de fracOes
(linha laranja). J& a nocdo multiplicativa tem grande influéncia para os subconstructos de
operador e razdo (linhas verdes).

Finalmente, o modelo apresentado na Figura 33, revela que a compreensdo de todos 0s
subconstructos é a base para que o aluno consiga resolver problemas que envolvam nimeros

racionais (setas cor de rosa) — (BEHR et al., 1983).
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APENDICE B - CARACTERISTICAS DOS ARTIGOS SELECIONADOS

Quadro 29 - Caracteristicas dos artigos selecionados.

Titulo, Autor e Ano Revista Conteldo N|ve_l de
ensino
Fracdes e Decimais: compreender para Perspectivas da represerltagoes €
. ; S ~ ~ operagdes com ES
ensinar nimeros racionais (ABRAHAO, Educacdo nGmeros decimais e (Pedagogia)
2016) Matematica ~ 909
fracOes
Estudiantes de escuela secundaria pensando Revista de densidade e ordem dos EE
los nimeros racionales (AMAYA; Educacion NGMeros racionais
BIANCHI; MONTORO, 2018) Matemética EM
Caracterizacién del conocimiento
especializado del profesor de Matematica em . .
. . ) Revista Chilena
el desarrollo del pensamiento proporcional: pensamento ES

um estudio de casos de la subdimension
conocimiento de los temas (ASTUDILLO;
HUERTA,; LEO, 2018)

de Educacion
Matematica

proporcional

(Pedagogia)

Jogo bombardeio matematico: revisando

Redin (Revista

operagdes basicas com

operagdes basicas com ndmeros decimais Educacional decimais EM
(BARBOSA et al., 2018) Interdisciplinar)

O bingo das fracdes sob a 6tica da resolucéo Fé?é:]s‘ttl,?izeéfg:%a fragbes (representacdes EM

de problemas (BRAGA; LIMA, 2020) S e operagdes)
Interdisciplinar
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- o Bolema (Boletim
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médio na compreensdo de ndmeros racionais ForScience nUmeros racionais EM
(CARVALHO et al., 2021)
Jornal EF
Conhecimentos de Licenciandos em Internacional de subconstructo ES (Lic. em
Matematica para o Ensino de Fragdes Estudos em . .
(ETCHEVERRIA; AMORIM, 2020) Educagdo quociente e medida | Matematica)
Matematica

Reflexdes acerca do desempenho e das
dificuldades de estudantes da educacédo
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de Matematica e

operacBes com fragdes

EF
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bésica e superior nas operagdes com fracoes Educacdo EM
(ETCHEVERRIA et al., 2019) Matematica ES (Lic. em
Matematica)
Processos do pensamento matematico . . .
~ Ensino da representacdo decimal .
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x Educacéo subconstructos ENEM
exploragdo dos subconstructos na escola Matematica para o
(GODOY; BARRETO, 2016)
Ciclos de entendimiento de estudiantes CPU-e. Revista de ES
universitarios al resolver una actividad de Investigacion proporcionalidade (Medicina)
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ARAMAN, 2017) Matematica
Conhecimentos de Matematica bésica de Boletim online de
graduandos nos anos iniciais de Engenharia: fracdes (parte-todo e ES

operacdes)

(Engenharia)

Os registros de representacdo semidtica de

fracdes em atividades envolvendo tratamento

e conversdo (PARAOL; RODRIGUES,
2018)

Remat: Revista
Eletronica da
Matematica

registros de
representacdo
semidtica de fragbes

EF
EM

ES (Lic. em
Fisica)

Movilizacion de Practicas Matematicas de
estudiantes de educacion media, a partir de
un ambiente de aprendizaje con nimeros
racionales (PARRA-ZAPATA et al., 2021)

Revista Ciencias
y Humanidades

ndmeros racionais

EM

ES (Lic. em
Matematica
Fisica)

Uso de un Web Quest en la nivelacién de
conocimientos sobre conocimientos
matematicos basicos de fracciones en
prepara-toria (PEREZ, 2012)

Revista Digital
Sociedad de la
Informacion

operacBes com fracdes

EM

O ensino de fragdes via resolugdo de
problemas na formacéo de futuras

Bolema: Boletim
de Educacéo

fracOes e seu ensino

ES

(RIQUELME; VERGARA, 2019)

de Matematica
Educativa

professoras de pedagogia (PROENCA, 2015) Matematica (Pedagogia)
Conocimiento comun del contenido del . conhecimento comum
. . Educacién , ES
estudiante para profesor sobre fracciones y Matematica de conteldo sobre (Pedagogia)
decimales (RETANA; MUNOZ, 2018) fragdes e decimais 909
Interpretaciones de la fraccién en una Revista arte-todo. operador e
experiencia de simulacién con GeoGebra Educaciony P uoéieFr)lte EM
(REYES; PRIETO, 2015) Humanismo g
- ~ Acta
Propuesta metodologica para ensefiar el . . x L
. Latinoamericana razdo e raciocinio ES
concepto de razén de manera gradual

proporcional

(Pedagogia)

Secuencia didactica para el autoaprendizaje

de la simplificacién de fracciones con uso de

tecnologia en estudiantes universitarios
(SALAZAR et al., 2016)

UNION. Revista
Iberoamericana de
Educacion
Matematica

simplificacdo de
fracOes, equivaléncia

ES
(Engenharia)

Competencias Matematicas en fracciones en

alumnos de nuevo ingreso a nivel

universitario (SANCHEZ-LUJAN;
MORENO, 2018)

In Crescendo

operacBes com fragdes

ES
(Contabilidad

€)

Reflexdes sobre o0 uso de registros de

representacdo semidtica no ensino de fragles

(SANTANA; OLIVEIRA; BARRETO,
2015)

Revista Eletrénica
Formacéo

representacdo
semidtica de fragGes

ES
(Pedagogia)

Raciocinio Proporcional: um estudo sobre as

Acta Scientiae

estratégias de estudantes de pedagogia ao

raciocinio proporcional

ES

(Pedagogia)
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resolverem diferentes situagdes (SILVA;
CANDIDO; SOUZA, 2018)

Divisao entre fracdes: resolucédo e discussdo
de tarefas e de caso de ensino em um curso
de Licenciatura em Matematica (SILVA,

Revista Eletronica
de Educacéo

divisdo de fracGes

ES (Lic. em
Matematica)

CARVALHO; CAMPOS, 2018) Matematica
Relacdes pessoais de estudantes de Sdo Acta EF
Paulo dos ensinos fundamental, médio e Latinoamericana representacdo dos EM
superior sobre as representacfes dos de Matematica ndmeros racionais ES
numeros racionais (SILVA, DIAS, 2015) Educativa (Logistica)
Desarrollo de la competencia Matematica de . Acta . . .
Latinoamericana proporcionalidade e ES

futuros docentes de educacion primaria
(SOTO, 2017)

de Matematica
Educativa

razao

(Pedagogia)

Dificuldades no raciocinio proporcional

Revista Primus

evidenciadas por meio de uma prova em Vitam raciocinio proporcional EM
fases (TREVISAN; DOMINGUES, 2017)
Acta EM
Problemas con porcentajes...;, 0 porcentajes Latinoamericana .
de Matematica porcentagem ES (Lic. em

con problemas? (VECINO et al., 2015)

Educativa

Matematica)

Fonte: Elaborado pela autora.



154

APENDICE C - CARACTERISTICAS DAS REVISTAS DE PUBLICACAO DOS

ARTIGOS
Tabela 11 - Distribuicdo de frequéncias conforme revistas de publicacdo dos artigos.
. Pais da . Frequéncia Frequéncia
Revista revista Qualis absoluta relativa (%)
Acta Latlnoamerlcan_a de Matemética México B2 9 20
Educativa

Revista Eletronlcg _de Educacéo Brasil/SC A2 3 7
Matematica

Bolema: BoletlmIQe Educacéo Brasil / SP Al 2 4
Matematica

Perspectivas da Educacdo Matematica Brasil/MS B1 2 4

Remat: Revista [EI_etromca da Brasil/RS B3 2 4
Matematica

Acta Scientiae Brasil / RS A2 1 2

Boletim online de Educacdo Matematica  Brasil / SC Bl 1 2

Contextos de Educacién Argentina N 1 2

CPU-e. Revista de_ Investigacion Meéxico N 1 2

Educativa

Educacdo Matematica Sem Fronteiras Brasil/SC 1 2

Educacion Matematica México 1 2

Educere Brasil/PR Bl 1 2

Ensino da Matematica em Debate Brasil/SP B4 1 2

ForScience, v. 9, n. 1 BrasiiMG ~ °* (Interdisci- 1 2

plinar)
In Crescendo Peru N 1 2
Jornal Internaglonal de l:ts_tudos em Brasil A2 1 2
Educagdo Matematica
Perspectiva Brasil/SC B1 1 2
Redln-Rews_ta _Ed_ucacmnal Brasil/RS B2 1 2
Interdisciplinar

Revista Chilena Fi(_e Educacion Chile N 1 2
Matematica

Revista Ciencias y Humanidades Colémbia N 1 2

Revista Cientifica Coldémbia N 1 2

Revista de Educacion Matematica México B1 (Educacéo) 1 2

Revista Digital So_qedad de la México N 1 2
Informacion

Revista Educacion y Humanismo Coldmbia C (Educacéo) 1 2

Revista Electrénica de Conocimientos, Nicaragua N 1 2

Saberes y Préacticas
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Revista Eletronica Cientifica Ensino

o Brasil / RN Bl
Interdisciplinar
Revista eletronica formacéo Brasil / PE N
Revista Paranaen§e_de Educacéo Brasil / PR B1
Matematica
Revista Primus Vitam Brasil B5 (In_terdlsm-
plinar)
Revista Serg|p~ana de Mgtgmatlca e Brasil / SE B2
Educacdo Matematica
UNION. Revista Iberoamericana de Ardentina B1
Educacion Matemética g
Yupana. Revista de Educacién Argentina N

Matematica de la UNL

Fonte: Elaborada pela autora.



APENDICE D - PALAVRAS-CHAVE

Quadro 30 - Frequéncia das palavras-chave.

Palavra

Freq.

156

sequéncias didaticas

fracédo

21

sentido estrutural

ndmeros racionais

semiotica

educacdo Matematica

representacdo decimal

ndmero racional

relacfes pessoais

formacéo de professores

relacdo parte

resolucéo de problemas

recurso

raciocinio proporcional

praticas profissionais

proporcionalidade

préticas Mateméticas

Matematica

provas em fases

ensino de Matematica

professores dos anos iniciais

decimal

professor

representacdo semiotica

processos de aproximagao

razao

primario

porcentagem

preparatéria aberta

nivel universitario

pensamento proporcional

negativo

pensamento matematico avancado

jogo

pedagogia

interpretacéo

oportunidades formativas

formacédo docente

operagdes com nimeros decimais

formacéo de docentes

operacBes com fracdes

estratégia

operacionalidade

RlRrRrRPRP[PIP|IRr|IRPR|IP|P[P[P[RP|RP|RLR|RP|RP|RP|RP|[RP|F~

ensino médio

conhecimento profissional docente

nlmeros racionais na representacédo
fracionaria

[EY

conhecimento especializado do
professor de Matematica

ndmeros decimais

ndmero

concepgao

nivel superior

campos conceituais multiplicativos

notagdo

analise de erros

métodos de aprendizagem

atividade provocadora de modelos

medicao

webquest

Matematicas escolares

trigonometria

interpretacdes da fracdo

transposicao didatica

interacdo

teorema em agédo

instrumentos e procedimentos

tecnologias digitais

igualdades notaveis

tecnologia

habilidades do professor

subconstrutos do nimero racional

habilidade

solucdo de problemas

geogebra

situagdes didaticas

formagdo Matematica do professor

simulador

formagcdo inicial do professor

simplificacdo

formacao inicial de professores

simbélico fracionario

formagcdo inicial

RPlRrRPrRPIRPr|IR|IRP|P|P|P[RP[RP[RP|R|RLR|R|F,|F

significado

PP (PIRPIRPIPIRPIP[PIFPIFPIFPIFPININININI DN INDIDNINININDNINDINDINDINDINDINDNINWOWWWWwWj|w|wjoh|o1| N |0
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formacao dos profissionais da 1 dificuldade 1
educacdo i
P didatico 1
formagao de professores dos anos 1 —
iniciais desempenho e dificuldades 1
geométrico bidimensional 1 desempenho académico 1
expressOes decimais de um nimero 1 desempenho 1
expressoes algébricas 1 criacdo e resolugdo de problemas 1
experimentos de desenho 1 criacdo de problemas por variagdo e 1
- - - por elaboracéo
exame nacional do ensino médio 1 »
— conversao 1
estudantes para professor de priméria 1 - —
conhecimento matemético para o 1
estudantes de pedagogia 1 ensino
estudante de secundaria 1 conhecimento dos temas 1
estudante 1 conhecimento do professor 1
estruturas numéricas 1 conhecimento de Matematicas para o 1
estruturas multiplicativas 1 ensino
.p — conhecimento de Matematicas 1
estrutura multiplicativa 1 especializado
estrutura algébrica corpo 1 conflitos semioticos 1
estratégias de resolugdo 1 compreensdo em Matematica 1
estratégias de ensino 1 competéncias Matematicas 1
escolas primarias e secundarias 1 competéncia Matematica 1
erros matematicos 1 Chile 1
erro 1 autoaprendizagem 1
ensino e aprendizagem 1 atividade Matematica 1
engenharia 1 atividade de ensino 1
enfoque ontosemiotico 1 atitude afetiva 1
enfoque de grupo 1 atitude 1
educacdo superior 1 aprendizagem virtual 1
educagdo priméria 1 aprendizagem online 1
educacdo basica e superior 1 aprendizagem de Matematica 1
divisdo entre fragdes 1 aprendizagem 1
diviséo 1 andlise multivariada 1
dimensdo epistémica 1 analise didatica 1
dificuldades de aprendizagem 1
Fonte: Elaborado pela autora.
Tabela 12 - Palavras-chave separadas por grupos.
Palavras- Palavras-
Grupo Palavras-chave chave chave
(n° absoluto) (%)
NUmeros namero racional(4), nameros(1), nimeros racionais(4),
racionais, nameros racionales(3), nimeros decimales(1), fracdo(3),
fracdes e fraccion(5), fracciones(4), fragdes(6), decimais(3), 36 22
ndmeros expresiones decimales de um nimero(1), representacdo
decimais decimal(1)
o estudiantes(1), ensino médio(2), estudiante de secundaria(l),
Puablico-alvo  educagéo basica e superior(1), ensino superior(1), educacion 28 17

primaria(2), primaria(1), educacion superior(1), estudantes
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de pedagogia(1), pedagogia(1), nivel superior(1), nivel
universitario(2), engenharia(1), estudiantes para maestro de
primaria(1), formag&o de profesores(3), formagéo de
profesores dos anos iniciais(1), formac&o dos profissionais
da educacdo(1), formacdo inicial(1), formac&o inicial do
professor(1), formacién de docentes(2), professores dos anos
iniciais(1), maestros(1)

analisis multivariado(1), actividad provocadora de
modelos(2), campos conceptuales multiplicativos(2), kot(1),

Diversos didactica(1), dimensdo epistémica(1), estructuras 1
numéricas(1), estruturas multiplicativas(1), enem(1)
aprendizagem(1), aprendizagem de Matematica(1), ensino e
Ensino- aprendizagem(1), autoaprendizaje(1), comprension em 10

aprendizagem

Matematica(1), concepciones(2), competencia
matematica(2), métodos de aprendizagem(1)

Conhecimento
do professor

conhecimento matematico para o ensino(1), conhecimento
profissional docente(2), conocimiento de Matemaéticas
especializado(1), conocimiento de Matematicas para la 9
ensefianza(1), conocimientos del profesor(1), mtsk(1),
habilidades do professor(1), estratégias de ensino(1)

relacion parte-todo(1), razén(2), medicidn(1), significado(1),

Subconstructos subconstruto do nimero racional(1), interpretacdo(1), 9
interpretaciones(1), interpretaciones de la fraccion(l)
Matematlfz ae educacdo Matematica(5), ensino de Matematica(3),
Educacdo s 9
J Matematicas escolares(1)
Matematica
criacdo de problemas por variacdo e por elaboracdo(1),
Resolugdo de criacdo e resolucéo de problemas(1), resolucdo de 6
problemas problemas(2), solucdo de problemas(1), estratégias de
resolucéo(1)

Raciocinio pensamiento proporcional(1), proporcionalidad(3), 6
proporcional raciocinio proporcional(1), razonamiento, proporcional(1)
Desempenho, desempenho(1), desempenho e dificuldades(1),

erros e dificuldades(1), dificuldades de aprendizagem(1), errores(1), 7
dificuldades analise de erros(2)

geogebra(1), tecnologia(l), tecnologias digitais(1), web
Tecnologia quest(1), aprendizaje en linea(1), aprendizaje virtual(1), 7
simuladores(1)
jogo(2), recursos(1), secuencias didacticas(1), situaciones

Recursos didacticas(1), aactividad Matematica(1), instrumentos y 7

procedimentos(1)
-~ conflictos semiéticos(1), enfoque ontosemidtico(1),

Semiotica x L . 5

representacdo semiotica(2), notacion(1)

Operagdes d|V|sa(3 entre fragoes~(l), d|V|S|9n(1), operagdes com 4

fraces(1), operagdes com nimeros decimais(1)
Outros topicos trigonometria(1), negativo(2), igualdades notables(1) 4
Atitudes actitud afectivo(1), atltudes(_l), interacion(l), relacGes 4
pessoais(1)
Porcentagem porcentagem(1), porcentaje(1) 2
Metodologia enfoque de grupo(1), provas em fases(1) 2

Fonte: Elaborada pela autora.
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APENDICE E - EXEMPLOS DE CONCEPCOES PROCEDIMENTAIS
REFERENTES AO SUBTEMA OPERACOES COM NUMEROS RACIONAIS

Uma andlise com operacdes de adicao e subtracdo de fracdes é apresentada no Quadro

31 e traz alguns exemplos de concepgdes procedimentais evocadas pelos alunos nas pesquisas:

Quadro 31 - Exemplos de concepgdes procedimentais na soma e subtracdo de fracoes.

Exemplo Descricéo Discussao
Na soma de fragdes com denominadores iguais, 0
Os autores nio colocaram a ¢ ab+ch prodcedlment% utilizado fpdl multlplllcar 0S
exemplosi? A + i numeradores por b e em seguida soma-los, em vez
de somar os numeradores diretamente (SANCHEZ-
LUJAN; MORENO, 2018).
3 1 4 e,.c__« O procedimento foi multiplicar os numeradores e
10 + 1-70 b d b+d somar os denominadores (SANCHEZ-LUJAN;
a ¢ a+tc MORENO, 2018). Ou o inverso (JUSTULIN,
(JUSTULIN, 2016) b + 1= bd 2016).
O procedimento foi multiplicar cruzado para obter
0s numeradores, mas realizaram a soma dos
a ¢ ad+ bc denominadores em vez de multiplica-los. No
x —+—=——"—- | segundo caso, o procedimento modificou apenas na
Os autoreejelmolgglocaram b d Z -|_' ‘; subtracio dos numeradores (SANCHEZ-LUJAN;
P a + c_ad~=be MORENO, 2018). Parece que o aluno queria
b d b+d utilizar o procedimento de multiplicagéo cruzada,
mas se equivocou na operacéo a ser realizada no
denominador.
O procedimento foi conservar o denominador da
3_1_2 b a—b segunda fracdo e subtrair os numeradores
4 4 a——= (ETCHEVERRIA et al., 2019). O aluno utilizou o
(ETCHEVERRIA etal., 2019) ¢ ¢ mesmo procedimento da subtracéo de fragdes com
mesmo denominador.
3 1
otai™ % a + c_a+tc O procedimento foi somar os numeradores e
(JUSTULIN, 2016) b d b-d subtrair os denominadores (JUSTULIN, 2016).
3,14 a4 ¢ a+c O procedimento foi somar os numeradores e
10 4 10 A + - b conservar o maior denominador (JUSTULIN,
(JUSTULIN, 2016) 2016).

Fonte: Elaborado pela autora.

No caso da multiplicacdo de fracdes, algumas estratégias distorcidas estdo descritas no

Quadro 32, mas ocorreram em menor nimero:

Quadro 32 - Exemplos de concepgdes procedimentais na multiplicacdo de fragdes.

(ETCHEVERRIA et al., 2019)

Exemplo Descricéo Discusséo

4 2 8 ; ; ol

X =— a ¢ axc O procedimento foi multiplicar os

3 3 3 5%5= "B numeradores e manter o denominador,

fazendo analogia ao processo aditivo de

120 Nesta pesquisa, 0s autores apenas apresentaram varios procedimentos erréneos da aplicacdo do algoritmo, mas

n&do apresentaram exemplos.
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fragdes com mesmo denominador
(ETCHEVERRIA et al., 2019).

3 5_3><5><5><2_150
T 10
(PARAOL; RODRIGUES, 2018)

527 5x2

axc
b d

axXxbxcxd

O procedimento foi multiplicar todos os
nameros e colocar no numerador e em
seguida multiplicar os denominadores

(PARAOL; RODRIGUES, 2018).

bxd

Fonte: Elaborado pela autora.

As principais estratégias equivocadas estdo organizadas no Quadro 33:

Quadro 33 - Exemplos de concepgdes procedimentais na divisado de fracdes.

Exemplo Descricéo Discusséo
3.1_3 Procedimento de dividir numerador por numerador e
4 4 1 a ¢ _a~c denominador por denominador (ETCHEVERRIA et al.,
(ETCHEVERRIA et al., b d b-+d 2019). Podemos supor que o aluno fez analogia a
2019) operacdo de multiplicacdo de fracGes.
Procedimento de dividir os numeradores e multiplicar
o0s denominadores (ETCHEVERRIA et al., 2019).
2. 1_2 Nesse caso, como nio era possivel fazer igual ao item
35 15 a ¢ _a=c anterior, o aluno dividiu os numeradores e multiplicou
(ETCHEVERRIA et al., b d bd os denominadores. Outro procedimento anélogo a este,
2019) foi encontrar o MMC dos denominadores
(ETCHEVERRIA et al., 2019), provavelmente fazendo
analogia a operagdo de adicdo de fragdes.
3.1_3 Procedimento de dividir numerador por numerador e
4 4 4 a c¢c_a~c copiar o denominador (ETCHEVERRIA et al., 2019).
(ETCHEVERRIA et al., b b b Acredita-se que o aluno fez analogia a regra de adicéo
2019) de fragdes com mesmo denominador.
2 1 2 - .
37573 a ¢ a-=c Dividir numerador por numerador e copiar um dos
| A + i b denominadores. Cerca de 21% dos alunos cometeram
(ETCHE\Z/EE)?IA etal., este erro na pesquisa de (ETCHEVERRIA et al., 2019).
2 1 3x1
375 2x5 a ¢ bxc Procedimento de posicionar errado o resultado da
(ETCHEVERRIA et al., b d axd multiplicacdo cruzada (ETCHEVERRIA et al., 2019).
2019)
2 1 2 ) o
37515 a c_are numeracor & denominador com denominador
(ETCHEVERRIA etal., b d bxd (ETCHEVERRIA et al., 2019).
2019)
2 1 2 10 5 a ¢ a d . . x x
3 -+ 10° s -+ T°% —t—=— Procedimento de fazer a inversao da segunda fracao,
] R b a‘i d b« mas ndo mudar a operacdo (PARAOL; RODRIGUES,
2018) b-+c

Fonte: Elaborado pela autora.
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APENDICE F - BREVE RESUMO SOBRE O REFERENCIAL TEORICO DO TEMA
REPRESENTACOES

As representagdes semioticas, usadas para identificar os objetos matematicos, “sdo
producdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representacoes
que tem inconvenientes proprios de significagdo ¢ de funcionamento” (DUVAL, 2012, p. 269).
Assim, tais representacGes sé@o consideradas como maneiras de expressar 0 pensamento
matematico, pois 0s objetos matematicos nao sao diretamente acessiveis sem a utilizacdo de um
registro: “De fato, 0s objetos matematicos ndo estdo diretamente acessiveis a percepcao ou a
experiéncia intuitiva imediata, como sdo os objetos comumente ditos “reais” ou “fisicos”. E
preciso, portanto, dar representantes.” (DUVAL, 2012, p. 268). Desta maneira, 0 acesso aos
objetos matematicos passa necessariamente por uma representacdo, sendo que “os objetos
matematicos ndo devem ser jamais confundidos com a representacdo que dele se faz” (DUVAL,
2012, p. 268).

Esta distincdo entre objeto matematico e sua representacdo (simbolo, codigo, grafico,
figura, algoritmo etc.) permite a comunicacdo entre o sujeito e a atividade cognitiva do
pensamento (DUVAL, 2008, 2012). Por este motivo, as representacBes tém um papel
fundamental no processo de ensino aprendizagem da Matemaética e, mais especificamente, do
conceito de nimero racional.

Dentre 0s tipos de representacdo dos numeros racionais, podemaos citar o registro figural,
0 registro simbolico e o registro na lingua natural (MARANHAO; IGLIORI, 2008, p. 59), como

descrito na Figura 34:

Figura 34 - Sistema de Representacdo dos nimeros racionais.

Registros de Representagio

dos Numeros Racionais

1
|
Lingua
natural
1

=m LDecimal

S [racionario |:

= Percentual

Reta numérica

geomeétricas

Fonte: Elaborada pela autora.
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No registro simboélico numérico temos o decimal, o fracionério e o percentual (BRASIL,
1998). Ainda que representem o mesmo nimero, 0 que normalmente acontece, as fracdes e 0s
numeros decimais ocupam grande parte do curriculo de Matematica, mas essas representacoes
simbolicas sdo tratadas como topicos separados e pouco tempo é dedicado a explorar suas
relagdes, por isso as dificuldades ao estabelecer conexdes entre elas (VENTURA, 2013, p. 61).

Com relagéo ao registro figural, trés modelos tém sido adotados: o modelo discreto, as
figuras geométricas e a representacéo na reta numérica (Bertoni, 2004).

Esta multiplicidade dos registros de representacdo de um ndmero racional, pode
implicar um obstaculo na aprendizagem do conceito. E fato que os alunos tém dificuldades na
identificacdo de um mesmo objeto em suas diferentes representacdes (SANTANA;
OLIVEIRA; BARRETO, 2015). Na Figura 19, por exemplo, temos 0s seguintes tipos de

representacdo para 0 mesmo ndmero racional:

Quadro 34 - Exemplos de registros de representacdo do mesmo ndmero racional.

Nome Fracionaria Decimal Lingua natural Pictérica
Representacédo é e % 0,5 Metade

Fonte: Elaborado pela autora.

Além da variedade, na representacdo fracionaria ainda temos um dificultador, que € a

nocdo de fracbes equivalentes: de acordo com o conceito, infinitas fracdes representam o
, . 1 5
mesmo ndmero racional, como LT

Portanto, o dominio sobre a diversidade de representacBes torna-se essencial para a
compreensdo do conceito de nimero racional. Mais do que isso, relaces entre as diferentes
representacdes tais como o tratamento e a conversdo entre elas (DUVAL, 2008), tém papéis

fundamentais:

O tratamento de uma representacdo é a transformacéao desta representacdo no mesmo
registro onde ela foi formada. O tratamento é uma transformagdo interna a um registro.
(...) A conversdo de uma representacdo é a transformagdo desta fungdo em uma
interpretacdo em outro registro, conservando a totalidade ou uma parte somente do
conteddo da representacao inicial. (DUVAL, 2012, p. 272)

Em sintese, na perspectiva de Duval, a capacidade de compreender um conceito
matematico esta diretamente relacionada ao desenvolvimento do tratamento e das conversdes
entre os registros de representacdo, o que possibilita a construcdo do conhecimento matematico
(DUVAL, 2008).

Por fim, o PCN destaca que “a familiaridade do aluno com as diferentes representagdes
dos numeros racionais (representacdo fracionaria, decimal, percentual) pode leva-lo a perceber

qual delas é mais utilizada ou adequada para expressar um resultado” (BRASIL, 1998, p. 103).
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O documento aponta que no dia a dia, 0s niUmeros racionais aparecem muito mais em sua forma
decimal, do que na fracionaria. Apesar disto, as orientacbes dos PCN destacam como relevante
a forma fracionéaria, por ser fundamental para outros conteddos matematicos, como por
exemplo: proporgdes, equacdes e calculo algébrico:

Neste ciclo, os alunos tém boas condic¢des para perceber que os nimeros tém multiplas
representacdes e compreender melhor as relagdes entre representagdes fracionarias e
decimais, fragdes equivalentes, escritas percentuais e até a notagdo cientifica.
(BRASIL, 1997, p. 66-67)
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APENDICE G - RESUMO EXPANDIDO DAS PESQUISAS DO CORPUS
SELECIONADO

Nesta secdo apresentamos um resumo expandido de todas as pesquisas incluidas no
corpus selecionado para esta Revisdo Sistematica de Literatura.

Abrahao (2016) analisou equivocos recorrentes cometidos por alunos de um curso de
Pedagogia. Procedimentos metodoldgicos incluem uma sequéncia de sete atividades?
relacionadas as representacdes do numero racional e planejam discussé@o posterior nas aulas do
curso.

Um destaque desta pesquisa foi a utilizagdo de materiais para trabalhar as
representacdes. Por exemplo: o material dourado na representacdo de 34 unidades e de 3,4

unidades, sendo possivel discutir a respeito da unidade racional; o material cuisenaire foi

utilizado para representar com variagdes do inteiro a ser considerado. Os autores
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concluem que “o fato de alguns estudantes demorarem para enxergar qualquer régua como um
inteiro indica a dificuldade enraizada na concepgao do nimero racional” (p. 693).

O autor conclui que foi possivel ampliar o escopo de representacdes dos nimeros
racionais dos alunos do curso de Pedagogia mencionado e argumenta que reflexdes e reviséo
de representacdes inadequadas podem resultar de um trabalho comparativo entre elas, tanto
envolvendo a formacéo de futuros professores, quanto promovendo experiéncias com os alunos
do ensino basico.

Amaya, Bianchi e Montoro (2018) analisaram as concepcOes de alunos dos ensinos
fundamental e meédio acerca do conceito de nimero racional. Os autores aplicaram quatro
atividades (a primeira relacionada a ideia do que é um ndmero racional e as demais abordando
0s conceitos de densidade e ordem). As respostas a todas as tarefas foram categorizadas usando
andlise fatorial de correspondéncias multiplas e seis categorias de concepcbes foram
identificadas:

i.  Me sinto inseguro, ndo sei, nem ideia (17%);
ii. A densidade é dificil (10%);
iii.  Uso das propriedades que ja conhego dos niimeros inteiros — discretista (25%)%2;

121 A sequéncia de atividades ndo estd apresentada explicitamente no artigo em analise. O autor restringe-se a
algumas discussdes iniciais e no desenvolvimento do artigo apresenta alguns topicos sobre elas. Por este motivo,
trazemos apenas alguns exemplos das discussfes apresentadas.

122 Os alunos desta classe geralmente respondem discretamente, transferindo propriedades dos inteiros para os
nUmeros racionais. Costumam responder que o nimero maior é aquele que tem maior comprimento de mantissa.
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iv.  Identifico os racionais com os decimais - finitista (15%)*23;
v.  Aproximo-me da compreensdo de densidade e da ordem, penso potencialmente
em infinitos decimais (23%);
vi.  Entendo densidade e ordem, mas os racionais so séo relevantes até os décimos
(pensando em magnitudes) (10%);
Os autores concluem que existe “um gradiente de profundidade nas concepgdes dos
alunos a respeito dos numeros racionais, mostrando a diversidade de ideias que pode operar em

um grupo de alunos” (p.22) e

entre as dificuldades mais evidentes, pode-se observar com frequéncia que transferem
as propriedades dos inteiros em termos de ordem (...). Por outro lado, os alunos jovens
apresentam uma visdo finitista, mediando em sua concepgdo dos nimeros (...) E nos
alunos de maior idade e escolaridade estfo presentes uma visdo infinitista em relagdo
a essas questdes. (AMAYA; BIANCHI; MONTORO, 2018, p. 23)

Com relacdo as propriedades de densidade e ordem dos nameros racionais, Amaya et

al. (2018) concluem que tais conceitos

sdo complexos, cognitiva e epistemologicamente. Consideramos que esses aspectos
deveriam ser considerados pelo ensino, de tal forma que preveja entre seus objetivos
que nos ultimos anos do ensino médio, seja realizado um trabalho especifico sobre
essas complexas nogdes, e assim facilite a passagem da matematica escolar para uma
matematica mais avancada. (AMAYA; BIANCHI; MONTORO, 2018, p. 24, traducédo
nossa)

Astudilo, Huerta e Leo (2018) tém como objetivo reconhecer as concepgdes de 6
futuros professores acerca dos conhecimentos dos temas (Kot), relacionado as variacdes
proporcionais. Para os autores, o conhecimento envolvido no desenvolvimento do pensamento
proporcional se estrutura em dois dominios: i) conhecimento do conteddo matematico; ii)
conhecimento pedagdgico de contetido. A pesquisa envolveu futuros professores, divididos em
dois grupos: que cursavam uma disciplina sobre variacGes proporcionais; outro cuja formacéo
ndo incluia a referida disciplina. Um questionario com duas etapas sobre o conhecimento
matematico foi utilizado na pesquisa, com perguntas abertas e resolucdo de problemas,
respectivamente.

Embora as questbes colocadas tenham sido originais e de interesse, os resultados
apresentados foram superficiais e concentraram-se, em especial, na pergunta aberta: “Como
vocé definiria uma proporgé@o?”. As respostas revelaram erros conceituais, embora os autores
ndo tenham discutido satisfatoriamente as respostas dos participantes.

Os autores sugerem a insercdo de uma disciplina nos cursos de Pedagogia, dedicada ao

tema “Pensamento Proporcional”, pois o grupo que estava cursando tal disciplina demonstrou

123 Caracterizados por levar em conta apenas a primeira casa decimal dos nlimeros para compara-los e usam
métodos de truncamento e arredondamento para comparar 0s nUmeros.
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maior dominio conceitual acerca da tematica, em oposi¢do ao outro grupo que se observou
procedimentos predominantemente algoritmicos sem necessariamente expressar um
pensamento proporcional.

A pesquisa de Barbosa et al. (2018) teve como objetivo revisar de forma ludica as
quatro operagdes bésicas com numeros decimais em uma turma do terceiro ano do ensino
médio, por meio de um jogo denominado “Bombardeio Matematico™?*. Os participantes (13)
resolveram uma atividade diagndstica com sentencas Matematicas com as quatro operagdes
com numeros decimais e, em seguida, foram divididos em grupos para o inicio do jogo.

A utilizagdo do jogo como revisdo das quatro operagdes com numero decimais foi
considerada positiva, resultando em um desenvolvimento significativo, além de um maior
interesse e motivacado por parte dos alunos, proporcionado pela ludicidade e trabalho em grupo.

Braga e Lima (2020)*? investigaram o uso do jogo “bingo das fracdes” para rever as
operacOes com fracdes e as diversas representacdes dos nimeros racionais, com alunos do
segundo ano do ensino médio. Ao abordar a progressao geométrica e a soma de finitos e/ou
infinitos termos de sequéncias, o professor verificou dificuldades com o topico de fragdes,
propondo o jogo como revisdo do conteldo, com base nas fases da resolucdo de problemas

propostas por Polya (1995).

Figura 35 - Exemplo de uma cartela do jogo bingo das fracoes.
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Fonte: Braga e Lima (2020, p. 251).
Apbs a aplicacdo do jogo, os pesquisadores constataram que as dificuldades se

concentraram nas representaces em forma de dizimas e figuras. J& as representacdes decimais

124 Este jogo foi elaborado com base na “Batalha Naval”, e é constituido por colunas representadas por letras e
fileiras representadas por ntimeros, em que cada “casa” corresponde a uma sentenca Matematica com as 4
operacdes basicas com decimais.

125 A metodologia utilizada foi a pesquisa-acdo, na qual é imprescindivel a mediacdo docente e a participacdo
discente. O professor iniciou com uma revisdo do que é uma fragdo e concluiram apds as discussdes, que uma
fracdo é a divisdo de dois nimeros inteiros. Em seguida, o professor deu inicio a atividade do bingo das fracbes
com a divisdo da turma em grupos de 3 alunos.
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(dinheiro), reta numérica e porcentagem foram consideradas bem compreendidas pelos alunos.
Os autores concluem que o objetivo proposto de sanar as dificuldades foi alcangado com o uso
do jogo.

A pesquisa de Buforn e Fernandez (2014) analisa o conhecimento especializado de
contetdo de um grupo de futuros professores acerca do pensamento proporcional. Para 0s
autores a integracdo dos subconstructos de numero racional e as maneiras de raciocinar em
situagbes proporcionais, envolvem diversos componentes: pensamento relacional?®,

127 128 ¢ unitizing'?®. Os futuros professores responderam

covariancia*“', raciocinio up and down
um questionario com 13 tarefas, com situacGes envolvendo o uso desses componentes do
pensamento proporcional. A hipdtese dos pesquisadores é que as formas de raciocinar com as
multiplas interpretacdes de nimero racional geram diferentes niveis de desenvolvimento do
pensamento proporcional.

Os autores concluem que uma porcentagem alta dos futuros professores esta em um
nivel pré-proporcional, “centrado nas relagdes qualitativas ou unicamente centrado nos
significados dos numeros racionais ou em regras algoritmicas como a regra de trés, sem ter
adquiridos as formas de raciocinar com estes significados” (BUFORN; FERNANDEZ, 2014,
p. 39).

Na andlise estatistica, os autores identificaram cinco grupos'®® de professores em
formagéo e, em seguida, classificaram quatro perfis dos futuros professores. Os grupos 4 e 5
sdo 0s Unicos que demonstram um indicio do desenvolvimento do pensamento proporcional,
gue envolve a integracdo gradual das componentes que o constituem (razdo, medida-densidade,

raciocinio up and down, unitizing e covariancia). Assim, os resultados mostram que

os licenciandos tém conhecimento especializado limitado sobre o raciocinio
proporcional, evidenciado pela dificuldade em identificar situacbes néo
proporcionais, proporcionais, em desenvolver algumas maneiras de raciocinar em
relagdo a construgdo de uma unidade (raciocinio unitizing e up and down) e no manejo

126 Relacionar o numero de partes em que o todo foi dividido e o tamanho de cada parte com relagdo ao total
(CHARALAMBOUS; PITTA-PANTAZI, 2007, p. 296);

127 Implica entender que numerador e denominador da fragdo mudam juntos e da mesma forma (covariancia) e que
a relacdo entre elas permanece invaridvel (invariancia) (CHARALAMBOUS; PITTA-PANTAZI, 2007).

128 Maneira de raciocinar para resolver problemas quando a unidade esta implicita (BUFORN; FERNANDEZ,
2014).

129 Implica em construir uma unidade de referéncia a partir de uma relagdo multiplicativa entre as quantidades e
usar esta nova unidade para contar (LAMON, 2008).

130 Grupo 1: caracterizado pelas componentes de pensamento relacional e covariancia, cujas tarefas requerem um
raciocinio qualitativo e ndo requerem a realizacdo de nenhum tipo de operacdes ou identificacdo de relagdes
numéricas. Grupo 2: caracterizado pelas componentes medida-reta numérica e a resolucéo do problema de valor
omisso proporcional. Grupo 3: caracterizado pela ideia de razdo, quociente e pensamento relacional. Grupo 4:
caracterizado pelos futuros professores que resolveram corretamente as tarefas de quociente, medida-densidade,
covariancia e problema de valor omisso proporcional. Grupo 5: caracterizado pelos futuros professores que
resolveram corretamente 12 das treze tarefas propostas, exceto aquelas que ndo discriminam (operador, raciocinio
up and down e o problema de valor omisso ndo proporcional).
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do significado multiplicativo da ideia de operador e da ideia de razdo. (BUFORN;
FERNANDEZ, 2014, p. 37, tradugéo nossa)

Os autores declaram que a ndo compreensdo das componentes de pensamento
proporcional limita o desenvolvimento da competéncia docente, no sentido de estar atento a
aprendizagem Matemética dos alunos (BUFORN; FERNANDEZ, 2014, p. 38).

Cabello e Mercado (2015) utilizaram um questionario exploratério (contendo 15 itens
a respeito dos numeros decimais e fracdes), respondido por oito licenciandos e entrevista
individual com dois deles. Os autores buscam conhecer como estes conceitos influenciam o
trabalho escolar de outras disciplinas.

Como em Mercado, Cabello e Martinez (2016), o significado que apareceu com maior
frequéncia foi o de quociente, principalmente na conversao de fragdes para decimais “para
validar a quantidade numérica e atribuir algum sentido” (MERCADO; CABELLO;
MARTINEZ, 2016, p. 1043). Por exemplo, quando um nimero fracionario é solucio de uma
equacdo do segundo grau, os participantes tendem a transformar sua expressdo para a
representacio decimal. Outro exemplo, é que na resolugdo do quadrado magico'®, os
participantes so foram capazes de ordenar os nimeros depois que realizaram a conversdo para
decimal. Os participantes utilizaram os nUmeros decimais como uma escrita complementar aos
naturais.

Camacho e Guerrero (2017) tém como objetivo identificar o conhecimento
pedagogico do professor em formacao inicial, referente ao ensino de razdo como um significado
de nimeros racionais. Os dados foram produzidos por meio de entrevistas semiestruturadas,
com base em um planejamento realizado para abordar o significado de razdo em uma sala de
aula do quinto ano, com temas e perguntas em funcdo dos dominios e subdominios do MTSK.

Como resultado da analise do material produzido, os autores elaboraram uma tabela com
cinco indicadores de conhecimento do dominio do conhecimento pedagdgico do contetdo que
sdo: i) conhecimento sobre a funcdo do meio: caracterizado pelo uso de materiais, textos, etc
relacionados ao uso do significado da razdo, que Brousseau (2007) destaca que sdo utilizados
para ensinar um determinado conhecimento, considerando a teoria das situacdes didaticas; ii)
conhecimento da situacdo de acdo: caracterizado pelas acGes e decisdes dos alunos na resolugéo
de um problema, sem a intervencdo de um professor; iii) conhecimento da situacdo de
formulagao: correspondeu “a uma capacidade do sujeito de retomé-lo (reconhecé-lo, identifica-

los, decompd-lo e reconstrui-lo em um sistema linguistico)” (BROUSSEAU, 2007, p. 25 apud

131 Consiste na resolucéo de um quadrado magico com os seguintes nimeros: —1,6; —1; %; 0,8; —é; 32;2;1,4¢€

3 - .
2 - Cujasomae 2,4.
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CAMACHO; GUERRERO, 2017); iv) conhecimento da situacdo de validagéo: caracterizado
pela comparacdo dos resultados e procedimentos utilizados pelos alunos para resolver uma
tarefa; v) conhecimento da funcdo da institucionalizacdo de uma situacio didatica®?:
caracterizado pela descri¢cdo do que ocorreu e 0 que estava vinculado ao conhecimento em
questéo.

Os autores apontam que os indicadores de conhecimento “da fun¢do do meio” (na

selecdo de materiais) e “da fungdo de institucionaliza¢ao” (na representacdo de razdo (1:4) e
~ 1 . ~ ;. ~ . .
fragéo parte -todo (Z)) foram estabelecidos na relacéo explicita de razdo como um significado

de namero racional. Ja os demais indicadores de conhecimento foram manifestos por meio de
conhecimentos associados ao significado razéo.

Carpes e Carpes (2020) tiveram como objetivo apresentar e discutir uma proposta de
ensino que mobilize habilidades de criacdo e resolugcdo de problemas de licenciandos em
Matematica. O instrumento metodoldgico consistiu na proposta de um problema de partilha!®
para 0s participantes e, em seguida, solicitaram a criacao e resolucdo de novos problemas em
um encontro de formagéo.

Uma observacao é que em situagdes de partilha (subconstructo quociente) os alunos tém
a tendéncia de interpretar e resolver por meio do subconstructo parte-todo. E interessante
observar que no item a, houve predominancia de procedimentos de resolucdo por meio da
representacdo pictérica da barra de chocolate, indicando as partes que cada um receberia por
meio do subconstructo parte-todo.

Os resultados apontam que os participantes criaram problemas por variagdo com
modificacdes superficiais dos enunciados dos problemas iniciais. Além disso, o fator clareza
esteve presente, considerando que os problemas estavam bem construidos e com perguntas
objetivas; o fator flexibilidade mostra que n&o foram feitas modificagdes amplas do problema
inicial; o fator originalidade ficou prejudicado, no sentido de que as modificagcdes ao problema
inicial ficaram centradas em considerar o total de pessoas e dividir igualmente algo.

Ressalta-se que as dificuldades foram originadas pela “falta de conhecimento e/ou nido

interpretagdo correta da situa¢ao” (p. 14). Os autores apontam para a potencialidade da criacéo

132 Esses conhecimentos foram classificados segundo a TSD de Brousseau.

133 Problema inicial: “Para o lanche da escola, Luana, Débora e Lucas levaram uma barra de chocolate da mesma
marca e tamanho. Durante o recreio Luana dividiu igualmente sua barra com uma amiga. Débora compartilhou
igualmente entre ela e suas trés amigas. Lucas percebeu que havia 7 colegas sem chocolate, dividiu igualmente
entre eles. Sabendo disso responda: a) Com quem vocé preferiria dividir a barra de chocolate? Por qué? b) Se
juntassemos as barras da Luana e Débora para dividir igualmente entre elas e suas amigas, seria possivel que cada
uma comesse 30% da barra?” (CARPES; CARPES, 2020, p. 6)
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de problemas como estratégia para estimular a criatividade, de tal forma a fortalecer o dominio
de conceitos matematicos e didaticos.

Carvalho et al. (2021) ttm o objetivo de investigar se os alunos inter-relacionam
aspectos algoritmico-intuitivos relacionados as operacdes com fragcbes com aspectos formais
referentes a identificacdo do todo como uma unidade que, por sua vez, pode ser expressa na
forma de fragdo. Como fundamentacdo tedrica, os autores referem-se a aspectos intuitivos,

algoritmicos e formais'**

, propostos por Fischbein (1994), cuja interacdo entre eles é
fundamental para a realizacdo de qualquer tarefa Matematica.

A andlise apresentada no artigo refere-se a questdo, retirada da Prova Brasil 2011,
avaliada com alto indice de dificuldade'®.

Os autores concluem que o desempenho dos alunos esta abaixo do esperado para
ingressantes do ensino médio. As respostas revelaram dificuldades com aspectos formais
(relacionadas ao conceito de fragdo) e com aspectos algoritmico-intuitivos (relacionadas ao uso
de algoritmos de subtracdo de fracOes e a interpretacéo das informacdes do problema). Portanto,
evidenciam-se “dificuldades na compreensao da rede de conceitos que abrange o estudo dos
nimeros racionais” e na “utilizacdo de algoritmos das operagdes fundamentais com fragdes”
(CARVALHO et al., 2021, p. 10).

Etcheverria e Amorim (2020) utilizaram um questionario com cinco questdes para
identificar dificuldades dos alunos do ensino fundamental e investigar as estratégias que
licenciandos em Matematica utilizariam em sua futura pratica docente a partir das respostas dos
alunos do ensino fundamental.

Os licenciandos apresentaram dificuldades ao explicitar suas estratégias, “evidenciando
limitagdes relacionadas ao conhecimento pedagdgico do contetido fragdes” (ETCHEVERRIA;
AMORIM, 2020, p. 52). Os resultados apontam a importancia de promover discussdes acerca
das dificuldades vivenciadas por alunos da educacdo basica sobre os racionais, nos cursos de

formacéo de professores.

134 Aspectos intuitivos: “Estdo associados & uma compreensdo na qual o individuo considera um conhecimento

como auto evidente, ou seja, que ele é capaz de compreender sem questionar a necessidade de argumentos
convincentes para justificar sua validade”. Aspectos algoritmicos: “concernem as habilidades relacionadas as
técnicas e procedimentos padronizados de resolugdo...constituem parte essencial do entendimento e da criacdo da
Matematica”. Aspectos formais: “dizem respeito aos conhecimentos sobre as defini¢des, axiomas, teoremas e
provas que devem ser aprendidos, organizados e aplicados pelos estudantes. Sdo eles que compdem o nicleo da
Matematica como uma ciéncia formal” (CARVALHO et al., 2021, p. 4).

135 «A estrada que liga Recife a Caruaru sera recuperada em trés etapas. Na primeira etapa, serd recuperado z da

estrada e na segunda etapa i da estrada. Pergunta-se: que fragdo corresponde a terceira etapa?” (CARVALHO et
al., 2021, p. 5,6)
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Etcheverria et al. (2019) investigaram o desempenho e as dificuldades dos alunos dos
ensinos fundamental, médio e superior na resolucdo de problemas com as operacGes com
fracdes. Para isto, 0s autores elaboraram um questionario com cinco atividades envolvendo tais
operacdes. A analise e a discussdo apresentada no artigo refere-se a primeira questdo,
apresentada na Figura 36.

Figura 36 - Questdo 1 da pesquisa de Etcheverria et al. (2019).
1) Em cada item abaixo, resolva a operagcao com fracoes:

Adigio: A) 2 +3 B)z+2

Subtragéo: A) % - % B)3 — %

Multiplicagao: A)gxg Bl— X

(28 1S

Divisao: A) % =+ % B) % = =

Fonte: Etcheverria et al. (2019, p. 77).
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As autoras concluem que o indice de desempenho dos alunos em cada uma das
operacOes foi insatisfatorio, mas crescente com o nivel de escolaridade. Em geral, os erros
cometidos sdo originados pela ndo compreensdo dos processos operatorios, ou seja, 0s alunos
“aplicam regras memorizadas em qualquer contexto, sem refletirem sobre a validade ou nao
daquele conhecimento para a operagdo que iré realizar, o que sinaliza uma deficiéncia nos
processos de ensino e de aprendizagem desse conteudo” (ETCHEVERRIA et al., 2019, p. 87).

Como em pesquisas anteriores, 0s autores propdem uma formacg&o continuada para 0s
professores do ensino fundamental, de tal forma a oportunizar a construcdo de conhecimentos
bem fundamentados sobre nimeros racionais e suas operacoes.

A pesquisa de Florés, Fonseca e Bisognin (2020) tem o objetivo de analisar que
processos do PMA s&o mobilizados por trés alunos'®® de um curso de formagcéo inicial de
professores de Matematica, na disciplina de Analise Matematica de um Instituto Federal. Como
abordagem metodoldgica da pesquisa, tarefas exploratdrias envolvendo aspectos da
representacdo de nimeros racionais foram propostas com a expectativa de que os participantes
mobilizassem processos do PMA descritos como mudanga de representacado, traducéo entre
representacgoes, generalizacgéo, sintetiza¢éo e abstracao.

Com relagdo aos processos do PMA, os autores concluem que:

136 Denominados pelos autores de A, B e C.
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1) representacdo: “todos os alunos evidenciaram, com clareza, os processos de
representagio, mudanga de representagdo e tradugdo entre elas” (FLORES;
FONSECA; BISOGNIN, 2020, p. 232);

i) processos de generalizacao e sintese: os resultados dos alunos foram distintos,

sendo que os alunos A e B

apresentaram aspectos insuficientes relacionados ao processo; e apenas o aluno C
demonstrou bom entendimento em relacdo ao reconhecimento de padrdes, visando
inferir resultados partindo de casos particulares para o geral. Todavia, ele apresentou
dificuldades quanto a formalizacdo, ndo alcancando o processo de abstracao.
(FLORES; FONSECA; BISOGNIN, 2020, p. 233)

iii) dificuldades relacionadas a identificacdo de padrdes, dificultaram o processo de
generalizacdo e sintetizacdo e, consequentemente, limitou o processo de
abstracao.

O objetivo em Garcia (2019) ¢ identificar contextos propicios para interpretar 0s
nameros racionais e buscar as diferencas e as relacfes entre os subconstructos. A metodologia
proposta foi refletir acerca das solugdes de sete problemas envolvendo os subconstructos. Os
autores enfatizam a importancia em diversificar problemas com quantidades continuas e
discretas, pois cada uma revela propriedades diferentes da nocao de nimero racional; destacam
gue a quantidade continua permite trabalhar melhor as nocdes de parte-todo, quociente e
medida, enquanto que a quantidade discreta, as nog¢oes de razédo e operador.

Os subconstructos medida, quociente e parte-todo foram foco em Garcia e Cabafias-
Sanchez (2013). Cinco problemas envolvendo o conceito, com quantidades continuas e
discretas, foram elaborados e propostos para alunos do ensino médio e, em uma entrevista
aberta, os participantes explicaram suas resolucgdes.

Os autores concluem que os alunos transformam fracdes em expressdo decimal,
contribuindo para “o seu sucesso na resolucdo das situagdes relativas a este tipo de casos” (p.
228). Além disso, essas transformacBes apontam gue os alunos associam a fracdo a uma divisao
(GARCIA; CABANAS-SANCHEZ, 2013, p. 220).

Godoy e Barreto (2016) buscaram identificar os subconstructos nas questdes do ENEM
do ano de 2013. Em seguida discutiram algumas dessas questdes em um cursinho preparatério

para 0 ENEM com estudantes de escola pablica'®’, com a finalidade de identificar momentos

187 A vivéncia analisada ocorreu nem uma instituicio educacional filantrépica: “O bairro é composto por populagio
de baixa renda e possui diversos problemas de infraestrutura e também problemas sociais. Na instituicdo
mencionada, foram realizadas, entre agosto e novembro de 2014, aulas gratuitas preparatdrias para 0 ENEM,
destinadas a estudantes interessados em participar do ENEM-2014. O grupo foi constituido, predominantemente,
por estudantes do Colégio Estadual Madre Germana I1, colégio que atende a regido, com IDEB 1,4, para 0 9° ano
em 2011.” (p. 109).
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em que os subconstructos emergem. Na primeira fase da pesquisa, 0s autores identificaram os
objetos do conhecimento presentes nas etapas de resolucdo das questdes do ENEM e
sinalizaram que subconstructos do nimero racional estavam presentes.

Verifica-se uma “preponderancia do subconstructo operador na prova, em razao das
diversas questdes envolvendo o contetido porcentagem, em que ele especialmente emergia” (p.
108). Além disso, conclui-se que “¢é alta e diversificada a exigéncia da compreensdao dos
conceitos do numero racional na prova do ENEM (ao longo das 45 questBes, subconstructos
variados emergiram por 35 vezes)” (p. 108).

Em seguida, os autores realizaram discussoes em sala de aula, acerca da emergéncia dos
subconstructos e concluem que o dominio dos subconstructos de nimero racional é relevante
para a resolucdo da prova do ENEM, considerando que mais da metade das questdes aborda
algum subconstructo. Dai a importancia de explorar ao maximo os subconstructos, permitindo
que o aluno esteja diante de diversas situacdes que os envolva. Ja as dificuldades estiveram
relacionadas a interpretacdo dos problemas que exigiam determinados subconstructos.

Gonzalez et al. (2019) tém como objetivo identificar e desenvolver o conhecimento e
habilidades Matematicas associadas com a proporcionalidade e conceitos como numero
racional, proporcado e funcéo linear, ao resolver problemas relacionados com situagdes da vida
real.

A pesquisa esté referenciada na perspectiva da TCC%, de Gerard Vergnaud: “o campo
conceitual de estruturas multiplicativas é, de uma vez s, o conjunto das situa¢bes cujo
tratamento implica uma ou varias multiplicacdes ou divisdes, e 0 conjunto de conceitos e
teoremas que permitem analisar estas situagdes” (GONZALEZ et al., 2019, p. 62, traducéo
nossa).

A pergunta central da pesquisa é: “Que conhecimento e habilidades Matematicas,
relacionadas com a proporcionalidade, exibem os estudantes universitarios dos primeiros
semestres de Medicina, ao resolver situacgdes da vida real?”. A implementacdo das atividades
envolveu uma situagdo de dieta branda de um hospital e foi realizada em quatro fases: 1)
atividade de aquecimento®®; 2) situacio problematica realizada em grupo*’; 3) discussio em

grupo; 4) trabalho individual.

138 Envolve “os processos de conceituagio progressiva de estruturas aditivas, multiplicativas, relacdes niimero-
espago e da algebra” (VERGNAUD, 1990 apud GONZALEZ et al., 2019).

139 Tinha o objetivo de apresentar um informativo contendo dados de dietas hospitalares, para introduzir o contexto
no qual se desenvolve a situacdo problematica, além de discutir os termos utilizados como custo, logistica, dieta,
entre outros.

140 Denominada de “Dieta branda do hospital” com uma possivel prescri¢io médica de uma dieta branda, incluindo
dados relevantes para a resolucdo do problema.



174

Na segunda fase, uma Atividade Provocadora de Modelos (APM) foi proposta com a
finalidade de identificar ciclos de entendimento, que compreendem os tipos de representacdes
e conceitos utilizados, assim como os procedimentos em que a Analise Vertical (AV) e a
Andlise Horizontal (AH)**! foram fundamentais, por sua relagdo com o uso de razdes e relagdes
funcionais. Seria necessario fazer estimativas de pacientes no hospital, solicitando aos
participantes que, a partir de uma solugdo particular, eles construissem uma solucdo geral.
Assim, transitariam do ciclo de entendimento quantitativo ao algébrico.

A andlise dos dados retoma os ciclos de entendimento inferidos para os alunos
universitarios, assim como as representagdes Matematicas (tabelas, graficos e equacdes) e 0s
procedimentos utilizados.

Foram considerados dois fatores de complexidade cognitiva no ciclo quantitativo: a)
conceitos matematicos associados ao conceito de proporcionalidade (valores numeéricos, razéo,
taxa, nimero inteiro, decimal, fracdo, porcentagem, variacdo, propor¢do, funcdo linear e
constante de proporcionalidade); b) dominio dos alunos para resolver problemas: estratégias,
algoritmos e procedimentos utilizados (multiplicacdo, divisao, regra de trés, analise de unidade
dimensional, busca do valor unitario, razes, operadores).

Os resultados apontam que: i) na atividade de aquecimento, foi perceptivel um ciclo de
entendimento qualitativo, caracterizado pelas expressfes verbais enunciadas; ii) na segunda
fase os alunos passaram de um ciclo de entendimento qualitativo para um ciclo de entendimento
guantitativo e os procedimentos utilizados foram representacdo aritmética sem organizacao
tabular; representacao tabular; e representacao algébrica; 43% dos alunos mostraram em seu
procedimento uma transicdo para a representacao algébrica (ciclo de entendimento algébrico);
iii) na terceira fase os alunos ainda se encontram em um ciclo de entendimento quantitativo.

Nesta etapa surgiram duvidas com relacdo as formas de representa¢do de um numero racional
(g, 0,8 e 80% representam a mesma quantidade?), assim como dificuldades sobre em
representar a forma algébrica da funcéo linear e a estratégia do valor unitario para encontrar a
constante de proporcionalidade; iv) na quarta fase, apesar de identificar padrfes que permitiu-

Ihes generalizar, os participantes continuaram em um ciclo de entendimento quantitativo e néo

usaram a linguagem algebrica adequadamente.

141 vergnaud (1995) destaca dois procedimentos de resolugdo, que ele denomina de Analise Vertical, que se
estabelece em uma relagéo entre magnitudes da mesma unidade dimensional, no qual o aluno usa pelo menos um
operador razdo; e Andlise Horizontal, que se apresenta em uma relagdo entre magnitudes de diferentes unidades
dimensionais e assim, o aluno deve fazer analise da unidade dimensional ou uma regra de trés. Para exemplificar,
0 autor utiliza como exemplo o problema do Chef verificar (GONZALEZ et al., 2019, p. 62).
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As representagdes utilizadas na discussdo foram verbais, aritméticas sem organizagdo
tabular e com organizacdo tabular e os conceitos como fracao, razdo, proporcao e regra de trés
estiveram presentes na resolugédo dos problemas.

Justulin (2016) contou com a participacdo de alunos do ensino médio e seu objetivo foi
investigar relagdes entre o desempenho na resolucdo de problemas com fracOes e exercicios
com fragdes, envolvendo trés tipos de provas: algoritmo, conceitual e problemas. Um dos
exercicios da “prova conceitual” solicitava que os alunos resolvessem as operacdes, mas sem o

uso do MMC:

Figura 37 - Exercicio da Prova Conceitual da pesquisa de Justulin (2017).

3,1 4 2 3 2
AT Te B 30513

Fonte: Justulin (2016, p. 355-356).

As estratégias utilizadas pelos alunos foram: regra do peixinho, fracbes equivalentes,
uso da representacdo gréfica e transformacdo para decimais. Ja os erros foram variados. Apenas
12,63% acertaram os itens a e b e 9,5% acertaram o item c.

O pesquisador enfatiza a importancia de incluir discussdes sobre os procedimentos
empregados, possibilitando o “pensar sobre o pensado” e o desenvolvimento de uma reflexdo
produtiva.

Konic (2019) avaliou, a partir de um teste diagndstico'#?, o conhecimento didatico-
matematico de numero decimal dos participantes e debateu os problemas que dele emergem. A
analise, segundo o enfoque ontossemiotico (EOS) do conhecimento e do ensino de Matematica,
centrou na complexidade dos objetos e significados dos problemas envolvendo os decimais e
suas multiplas representacgdes, tais como a distin¢do entre a representacdo decimal em nimeros
decimais finitos e nimeros decimais infinitos (periddicos e ndo periddicos). Para o autor, “essas
primeiras questdes ddo indicios da complexidade existente no estudo dos numeros e a
necessidade de tomar precaugfes no ensino para ndo gerar problemas conceituais derivados da
distingdo entre representacao e nimero” (p. 88).

Em uma questdo sobre o que os participantes entendem por um numero decimal, o autor
identificou seis tipos de concepcOes: fracionaria; expressdo decimal finita; fracionaria e
expressao decimal finita; partes da unidade; pratica (baseada em elementos da vida cotidiana);

sistémica (com base em um sistema de numeracéo base 10). A concepg¢do mais comum evocada

142 A pesquisa foi realizada por meio de duas situagdes problema: “i) Explique com suas proprias palavras o que
entende por um namero decimal; ii) a) A expressdo 1,3456789 representa um numero decimal? Justifique sua
resposta; b) A expressao 0,454545... (45 repetido indefinidamente) representa um nimero decimal? Justifique sua
resposta; ¢) O nimero cuja expressao é 4,10999... (9 repetido indefinidamente) é um nimero decimal? Justifique
sua resposta; d) O namero 3 é um decimal? Justifique sua resposta.” (KONIC, 2019, p. 88,91).
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pelos futuros professores foi do tipo “polindmica” (expressdo decimal finita), interpretada como
uma concepgdo restrita de que os numeros decimais sdo “nimeros com virgula”. Outras
concepcdes traduzem uma diversidade de significados, também parciais, associados a nocao.

Dentre os conflitos elencados pelo autor destacam-se concepg¢bes como:

= aexpressdo decimal de um nimero é um nimero decimal;

= um ndmero decimal é parte da unidade (0,...);

= um ndmero decimal é um namero que esta formado por dois inteiros separados por

uma virgula;

= um numero decimal é um nimero que ndo € inteiro.

Vale observar que a representacdo decimal é confundida com o proprio ndmero
(DUVAL, 2008). Assim, o sentido atribuido ao numero decimal por esses futuros professores
ndo contempla um significado mais abrangente, permanecendo restrito ao obtido nos anos

iniciais. Konic (2019) conclui que:

O fato de aparecer uma diversidade de concepcdes de nimero decimal, pode nos fazer
pensar na riqueza conceitual que isso implica, ou seja, na diversidade de significados
parciais associados a no¢do de namero decimal. Com o qual, se forem estabelecidas
as necessérias relacdes entre os referidos significados, aproximacdes progressivas ao
significado global da nocéo seriam alcangadas. (KONIC, 2019, p. 89)

Assim, para explorar esta riqueza conceitual envolvendo o numero racional, é
importante integrar os significados parciais dos racionais (subconstructos) ao longo de toda a
escolarizagao.

Medina (2013) relata uma experiéncia com alunos do ensino médio com atividades
relacionadas ao conceito de ordenacdo dos nimeros racionais. As dificuldades evidenciadas
com 0s racionais sao persistentes ao longo da vida escolar e alternativas para o ensino deste
conceito sdo necessarias. O artigo traz poucas informacdes a respeito da metodologia adotada
e conclusdes. A atividade envolveu a comparacdo de fracdes usando tiras de papel como recurso
didatico. O aluno constréi seu proprio kit de tiras, com diferentes cores e os resultados sdo

socializados ao final da atividade. O autor conclui que os alunos ndo se sentiam seguros na

~ ~ 7 - . ~ , . 3
ordenagéo das fragBes e sO conseguiram realizar a comparagao de que grandeza é maior, ; ou

%, sobrepondo as tiras de papel.

Menegazzi (2013) relata uma experiéncia envolvendo alunos de um curso de
Pedagogia, na disciplina “Fundamentos Teoricos e Metodologicos da Matemdatica”, realizada
em duas etapas: uma avaliacdo diagnodstica e uma sequéncia de atividades com objetos digitais

de aprendizagem em um laboratério, abordando os subconstructos.
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A autora conclui que os participantes tém “grande familiaridade com a concepgao parte-
todo, com um apelo visual significativo” (p. 264). Em destaque, “as dificuldades na
representacdo das operacdes de adicdo e subtragdo com fragdes foram evidenciadas” (p. 264),
além da dificuldade na localizagdo das fracdes na reta numérica demonstrando “que o
significado de numero fracionario ndo estd devidamente desenvolvido” (p. 264). Quanto a
utilizagdo de objetos digitais, destaque para “o desconhecimento dos mesmos como recurso
didatico nos anos iniciais” e para a utiliza¢ao apenas dos “materiais concretos tradicionalmente
perpetuados ao longo do tempo” (p. 264).

O objetivo de Menegazzi e Dalcin (2016) foi identificar as concepg¢bes de nimeros
racionais de um grupo colaborativo de alunos de um curso de Pedagogia. A coleta dos dados
foi realizada por meio de um curso de extensdo, denominado “Conversas sobre Fragdes em um
Grupo Colaborativo”, com a finalidade de viabilizar um exercicio reflexivo e um processo de
ressignificacdo do conceito de ndmero racional, estimulando a producdo de estratégias e
recursos para o seu ensino. Foram utilizados diversos recursos como videos, artigos, capitulos
de livros, livros didaticos e paradidaticos e o Frac-soma 235.

Os resultados apontam que a maior facilidade esteve centrada no subconstructo parte-
todo, quociente e operador, que corroboram com outras pesquisas. Um resultado interessante é
que, por meio do grupo colaborativo, ficou perceptivel a existéncia de alguns discursos
“prontos”, como: “a crianca precisa do material concreto para aprender”; “aquilo deve ter
significado para a crianga”; “muitos professores ainda sdo muito tradicionais”; “precisamos
inserir as fragdes no contexto de vida da crianga” (MENEGAZZI; DALCIN, 2016, p. 503), mas
vazios de significado.

Mercado, Cabello e Martinez (2016) utilizaram um questionério exploratorio
(contendo 15 itens a respeito dos niumeros decimais e frag6es), respondido por oito licenciandos
e entrevista individual com dois deles. A pouca informacdo no artigo sobre as questées do
questionario e das entrevistas leva a apresentacdo superficial dos resultados, afirmando que os
futuros professores lancam mdo da conversdo para comparar quantidades, sugerindo uma
associacao entre a fracdo e decimal ao mesmo numero racional, vinculando um nimero a sua
representacdo fracionéria ou decimal. O significado mais frequente de numero racional foi a
divisdo, principalmente na realizacdo dessas conversdes da forma fracionaria para decimal; ja
os decimais, sdo utilizados como “uma escrita complementar aos naturais “agregando-lhes um
ponto ¢ a parte decimal” (MERCADO; CABELLO; MARTINEZ, 20186, p. 1044).

Moura e Mattos (2014) buscaram verificar o conhecimento dos alunos do ensino

fundamental (oitavo e nono anos) e médio (primeiro ao terceiro ano) a respeito dos numeros
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racionais, com um total de 358 alunos. A escolha desta faixa etaria ocorreu “para que fosse
possivel visualizar melhor a situagdo atual relacionada aos conhecimentos dos estudantes, pois
nesta fase escolar o dominio destes conteidos ja deve estar consolidado na estrutura cognitiva
dos alunos” (p. 176). A coleta de dados ocorreu por meio de um questionario-teste com dez
questdes envolvendo fracdes, decimais e porcentagem. Os resultados sdo apresentados no artigo
de maneira bem sucinta, com um quadro contendo as porcentagens de acertos separados por
niveis de ensino e, em seguida, um paragrafo superficial de discusséo.

Os resultados gerais apontam que no EF apenas 2,11% dos alunos responderam todas
as questdes corretamente e no EM, 2,5% dos alunos erraram todas as questdes e 4,13%
acertaram todas as questdes. Esses resultados revelam “uma grande defasagem de
conhecimento de pessoas que estdo finalizando a terceira etapa da educacgéo basica e necessitam
desses conteudos para a continuidade dos estudos e para a manutengdo de sua vida social” (P.
195). Eles também aferem que este baixo desempenho “pode estar relacionado primeiramente
a um ensino com pouco sentido € sem correspondéncia com a vida real destes alunos™ (p. 198).

Muller et al. (2020) utilizaram um questionario com seis tarefas (parte-todo, quociente,
operador, medida, decimal e razdo), seguidas de trés questbes abertas, buscando informacdes a
respeito das dificuldades encontradas e das explicacbes que participantes dariam a futuros
alunos sobre cada tarefa. Os resultados decorrem de andlises quantitativa e qualitativa. Um
aspecto negativo é que as tarefas, ndo incluidas no artigo, dificultam a discussdo e a insercao
dos resultados em nossa pesquisa.

Um resultado particular é que os futuros professores espanhois apresentaram melhor
dominio do contetdo do que os nicaraguenses. Em geral, os espanhois apresentaram melhor
dominio em parte-todo, operador e decimal, e limitacGes nos conceitos de medida e quociente.
Ja os futuros professores nicaraguenses tém mais dificuldades, a exce¢do do subconstructo
parte-todo. Os autores entendem que o dominio do subconstructo parte-todo e as limitacdes
com 0s outros subconstructos apontam para a énfase que eles podem reproduzir quando se
tornarem professores.

Nardoni et al. (2015) tiveram como objetivo avaliar a compreensdo que o0s alunos
alcangam a respeito dos nimeros racionais, ao finalizar o ensino médio. O referencial tedrico
utilizado foi o enfoque ontossemiédtico do conhecimento e ensino de Matematica. Para isto, 0s
autores planejaram um instrumento contendo uma série de atividades que os alunos ingressantes
do curso de Ciéncias Econdmicas deveriam apresentar por escrito e, em seguida, foi realizada
uma entrevista clinica semiestruturada. Os autores analisaram o sistema de praticas

matematicas realizadas pelos alunos frente as situagdes-problemas, com a finalidade de
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estabelecer a relacdo entre as préaticas que sdo capazes de realizar com este conceito e 0
significado que construiram do mesmao. Eles buscaram os argumentos que os alunos colocassem
em voga, a linguagem matematica, conceitos, propriedades e procedimentos que
desencadearam da situacao-problema.

Os resultados apontam que: os conceitos mais utilizados envolvem fracdes, operacoes
com fragdes, expressdes decimais e operacdes, 0 que evidencia uma aprendizagem centrada em
rotinas e algoritmos proprios deste conjunto numérico; os procedimentos mais utilizados
envolvem representar graficamente as fracbes em quantidades continuas e algoritmos basicos
das operagOes com racionais; apresentam dificuldades para interpretar problemas verbais,
traducdo da linguagem simbdlica para natural ou vice-versa e aplicacdo de procedimentos
adequados para encontrar a solucdo; utilizam processos de argumentacdo mediante praticas
discursivas apenas quando se sentem pressionados a fazer e normalmente ndo argumentam de
maneira escrita.

Oliveira e Araman (2017) tiveram como foco identificar dificuldades de alunos dos
ensinos fundamental e médio com o conceito de nimero racional, por meio da aplicacdo de
uma sequéncia de 11 atividades, das quais cinco foram discutidas no artigo. A conclusao é que,
que apesar do indice de respostas corretas ser maior no ensino médio, as dificuldades ainda sdo
as mesmas e persistem ao longo dos anos.

Oliveira et al. (2020) analisaram 0 modo como 38 alunos de um curso de Engenharia
respondem a problemas envolvendo nimeros racionais. Os participantes estavam cursando uma
disciplina obrigatoria de Fisica do segundo periodo do curso, na qual foi aplicado um
questionario com quatro questdes abertas.

As andlises das respostas das questdes 1 e 3 indicam que, embora o célculo da questdo
1 seja relativamente simples, [640 + 1350]x3, apenas 29% dos alunos realizaram
corretamente. O erro mais comum foi utilizar a operacao de divisdo no lugar da multiplicacéo,
0 que aponta para uma dificuldade de interpretacdo da questdo, pois ndo faz sentido a poténcia
instalada de todo o estado ser menor que a poténcia instalada em Angra 2. O desempenho na
questao 3 foi melhor do que nas outras, entretanto, “¢ preocupante o fato”” de que ainda temos
13% de alunos que ndo conseguiram resolver uma soma de fragGes (item a). No item ¢ o indice
de erros aumentou para 32%, 0 que evidencia uma dificuldade com Algebra bésica.

Levando em consideragdo que sdo alunos de um curso de Engenharia e, cerca de 95%
tinham sido aprovados na disciplina de Calculo |1 e 76% na disciplina de Calculo II, €
interessante observar que o desempenho dos alunos aponta para uma dissonancia. Assim, “estes

erros mostram a falta de compreensdo nos processos operatérios, de maneira que 0s estudantes
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aplicam regras memorizadas sem refletirem sobre sua validade” (OLIVEIRA et al., 2020, p.
144).

Os autores recomendam superar os desafios com conceitos basicos utilizando ambientes
virtuais, capacitacdo pedagogica para os professores e reducdo do nimero de vagas nos cursos
de Engenharia.

Os trés niveis de ensino sdo contexto da pesquisa de Paraol e Rodrigués (2018), com
0 objetivo de averiguar dificuldades dos alunos com relacdo ao tema fracbes, por meio da
elaboracdo e aplicacdo de uma avaliacéo diagndstica. Distingue-se das demais ao adotar como
referencial tedrico a TRSS.

Os resultados destacam inimeras dificuldades dos alunos do ensino fundamental e do
ensino médio (menos expressiva) com conversdes para o registro decimal, em situacdes em que
o registro inicial era o figural ou fracionario. Ja a conversdo do registro figural para o fracionario
ndo parece ser um obstaculo. Inferimos que tal resultado decorre da énfase no subconstructo
parte-todo ao longo da escolarizagéo.

Os autores argumentam em favor da importancia da TRRS no processo de ensino
aprendizagem dos nimeros racionais, uma vez que sdo exploradas superficialmente nos ensinos
fundamental ¢ médio. Uma das conclusdes dos autores ¢ que estas dificuldades “na
compreensdo (e na coordenacdo) entre os registros pode estar atrelada a confusdo que o
estudante faz entre o objeto representado e a sua representagdo” (PARAOL; RODRIGUES,
2018, p. 32).

Parra-Zapata et al. (2021) tém como objetivo planejar e desenvolver um ambiente de
aprendizagem?*® com maneiras culturalmente codificadas de pensar matematicamente acerca
dos nimeros racionais. A experiéncia foi realizada com alunos do ensino médio e consistiu na
criacio de uma microssociedade!**, que promoveu a mobilizagdo de praticas matematicas, por
meio da construcdo de um papel moeda pelos investigadores, com diferentes denominacdes,

estabelecidas a partir das representacdes dos nUmeros racionais, como na Figura 38.

143 O ambiente de aprendizagem é entendido como um espaco na sala de aula em que se promove a participagao,
a interacdo e a reflexdo para a construcdo do conhecimento matematico.

144 Os autores denominam de microssociedade “o espago simbolico gerado na aula que tentou reproduzir, a
pequenas propor¢des, algumas relagfes (econdmicas, sociais, politicas, entre outras) e maneiras de atuar na
sociedade, com o fim de trazer elementos do cotidiano para a aula de matematica” (PARRA-ZAPATA et al., 2021,
p. 210, traducdo nossa).
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Figura 38 - Notas racionais da pesquisa de Parra Z pata et al. (2021).
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Fonte: Parra-Zapata et al. (2021, p. 210).
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A area de cada nota racional é proporcional a sua denominacdo. Por exemplo, a area da
nota de um MatePesos € igual a cinco vezes a area da nota 0,2 MatePesos.

Os autores concluem que a tarefa das notas racionais foi significativa, “pois os
elementos se converteram em instrumentos mediadores que permitiram a compreensdo e a
apropriacdo de saberes culturais institucionais acerca dos numeros racionais através da
mobilizagdo de suas praticas matematicas” (p. 222). Tais instrumentos fortaleceram e
modificaram outros aspectos da pratica matematica dos alunos, como 0s conceitos e
representacdes dos nimeros racionais.

Pérez (2012) utilizou apoios virtuais para rever as operaces com fragdes, por meio de
problemas envolvendo situages do mundo real, o uso da transversalidade de diferentes areas
da Matematica e seu uso em contexto para soluciona-los. O objetivo central foi descrever as
mudancas que ocorrem ao implementar um Web Quest como elemento nivelador de
conhecimentos basicos de nUmeros racionais para alunos do ensino medio tecnolégico.

Os resultados apontam que, ap6s a aplicacdo do Web Quest, houve um aumento de 35%

na transformacao, simplificacdo, ordenacéo e operacdes com fracGes. Assim,

Constatou-se que é educacionalmente proveitoso incluir véarias formas que os alunos
percebam o que querem transmitir, considerando a informética e seus elementos como
um conjunto de ferramentas que visam melhorar e sinergizar a tarefa de aprendizagem
envolvendo varios tipos de apoio virtual. (PEREZ, 2012, p. 7, tradug&o nossa)

No entanto, “o uso de qualquer tipo de recurso educacional ndo garante, por si sO, a
geragio de conhecimento” (PEREZ, 2012, p. 7, tradug&o nossa) e, por isso, a atividade deve ser
bem planejada para alcancar os objetivos propostos.

Envolvendo 28 graduandas de um curso de Pedagogia'®®, a pesquisa de Proenca (2015)

explora as operacdes com fragdes sem o uso direto de algoritmos ou simbologia especifica. O

145 Disciplina Metodologia de Ensino de Matematica — 12 a 42 séries do Ensino Fundamental 1.
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autor mostra sua preocupagdo com o tema, afirmando que, “além das lacunas no conhecimento
de fracOes e da falta de conhecimento do trabalho baseado na resolucdo de problemas de
professores dos anos iniciais, percebe-se que isso ja vem ocorrendo na formagdo inicial”
(PROENCA, 2015, p. 731).

O autor propde a resolucdo de problemas como forma de ampliar a compreensdo dos
conceitos e procedimentos matematicos, por meio da articulacéo de diferentes estratégias, sem
0 uso direto do algoritmo e simbologia especifica, isto €, sem o0 uso do nimero fracionario ou
0 uso do MDC (Méaximo Divisor Comum) ou a aplicacdo direta de algoritmos, de tal forma a

evitar o calculo direto do MMC (Minimo Multiplo Comum) nas operagdes.
A discusséo no artigo retoma a adicdo % + 1—70 presente em um problema contextualizado

sobre o percurso percorrido por dois amigos'#®. As estratégias apresentadas consistiram em:
64% via desenhos (retdngulos), 24% via calculo do MMC, 4% via calculo do MDC e 8%
deixaram em branco. Considerando os acertos, 28% resolveram via desenhos e 24% usando o
MMC, totalizando 52% de acertos. A homogeneidade nas estratégias dos futuros professores
ao resolver as questbes propostas é interpretada como conhecimento restrito sobre esta
abordagem de ensino, como um conhecimento pedagdgico do contetdo.

Ja com relacdo aos erros cometidos ao usar outros métodos, como o do desenho (36%),
o principal foi ndo representar as fragdes por meio de um mesmo todo. O autor denomina este
tipo de erro como ‘dificuldades no conhecimento semdntico do conceito de todo’, que evidencia
uma inconsisténcia no entendimento das diferentes interpretacdes de nimero racional, levando
a estratégias limitadas e pouco flexiveis de ensino.

O pesquisador concluiu que, por meio da resolucédo do problema envolvendo a nogéo de
equivaléncia de fragcbes, o reconhecimento do todo como um conhecimento especializado de
contetdo ainda ndo estava devidamente constituido pelos participantes (PROENCA, 2015, p.
751).

Retana e Mufioz (2018) analisam o conhecimento de contetdo sobre nimeros racionais
(fracdes e numeros decimais) compartilhado por futuros professores. Os autores consideram
que um professor do ensino fundamental “deve ter conhecimentos sobre o uso e gerenciamento
de fracOes e decimais, que permitem resolver problemas ou exercicios do curriculo do ensino
fundamental” (RETANA; MUNOZ, 2018, p. 115, tradugfo nossa). A pesquisa é quantitativa e

o instrumento para coleta de dados foi uma prova de conhecimentos acerca de topicos do ensino

148 O autor ndo inseriu o problema no artigo.
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fundamental, respondida por 275 futuros professores. O questionario é composto por 30 tdpicos
(denominados pelos autores de reativos).

Os autores concluem que:

os futuros professores que participaram do nosso estudo conseguem resolver
problemas com fracdes e decimais projetados para estudantes do ensino fundamental,
ou seja, eles sabem operar com esse conjunto de ndmeros, por exemplo, resolver
problemas envolvendo algumas das operagGes basicas. Embora, como observa-se na
analise das informacdes, existam alguns alunos que ndo o fazem, bem como certos
conteidos que, apesar de ser muito elementares, ndo foram resolvidos corretamente
por uma porcentagem consideravel de participantes. (RETANA; MUNOZ, 2018, p.
134, traducdo nossa)

No entanto, os autores compreendem que isto ndo é o suficiente para o ensino de
Matematica, pois sdo necessarios outros tipos de conhecimento. Dentre outros resultados, 0s
autores concluem que os futuros professores resolvem melhor os tdpicos que envolvem
numeros decimais do que os que envolvem as fracdes.

Riquelme e Vergara (2019) enunciam como objetivo elaborar uma proposta didatica
para facilitar o processo de ensino-aprendizagem do conceito de razdo na educacdo basica e
propbem uma investigacdo de elementos matematicos que promovam a compreensdo e
aquisicdo do conceito de razao.

A pesquisa foi realizada com futuros professores da Universidade Metropolitana de
Ciéncias da Educacdo do Chile, cujo curso de Pedagogia tem a disciplina “Pensamento
Variacional e Proporcional” no quarto semestre. De acordo com o programa curricular, os
alunos “devem possuir todo os contetidos matematicos € seu ensino, necessarios para
desenvolver nos alunos 0 pensamento variacional e proporcional” (p. 337). Entretanto, os
futuros professores chegam ao quarto semestre “fortalecidos em seu conhecimento da matéria,
gue envolve o sistema de numeros naturais, inteiros e racionais, mas com deficiéncias em seu
conhecimento pedagodgico” (p. 337). Assim, uma grande parcela desses professores em
formacdo encontra-se em um nivel de pensamento pré-proporcional, que seriam concepcdes
centradas em relagdes qualitativas.

A pesquisa se desenvolveu com cinco sessdes correspondentes aos temas da disciplina,
sendo que na primeira sessao 0s pesquisadores identificaram quais conhecimentos os futuros
professores possuiam sobre o tema'#’. E interessante observar que os futuros professores nio
tiveram dificuldades de resolver os problemas de razdo e proporcdo (conhecimento de
conteudo), mas tiveram dificuldades em responder as questdes conceituais como “o que ¢ uma

razao?” e “para que serve?”.

147 Os autores utilizaram questdes como: “O que é uma razio?”, “Para que serve”, “Identifique os elementos de

uma razdo”, “Escreva a razéo 3:5 com palavras”, entre outros problemas envolvendo razio e propor¢ao.
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Considerando que os alunos da escola bésica ndo alcangam as expectativas sobre a
aprendizagem desta tematica no ciclo escolar, a experiéncia apresentou uma proposta
metodologica em cinco niveis, envolvendo conhecimentos a serem adquiridos em ordem
crescente de dificuldade, e que permite ao professor identificar aspectos matematicos da
compreensdo do conceito de razdo: Ler e escrever uma razdo; Simplificar; Identificar os
elementos da razéo e operar com eles; Calcular a constante k; Multiplicar os elementos da razao
por seu valor unitario.

Reyes e Prieto (2015) apresentam uma experiéncia de um fendémeno de simulagéo por
meio do funcionamento de um guindaste mecanico do tipo torre!*® (Figura 39), com alunos do

ensino médio.

Figura 39 - Vista lateral de um guindaste torre.
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Fonte: Reyes e Prieto (2015, p. 47).
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Esta atividade de simulacdo no geogebra envolveu os subconstructos de ndmero
racional, além de conhecimentos de geometria plana, sendo necessario resolver uma série de
tarefas de construgéo, de forma progressiva. No artigo, 0s autores apresentaram a parte da
experiéncia que corresponde a construcao de um corredor rodoviario. Os subconstructos parte-
todo, quociente e operador foram abordados na experiéncia de simulacdo, sendo este Gltimo
determinante na solucdo da questdo proposta.

Os autores concluem que a familiaridade com o nimero racional foi determinante ao
longo da experiéncia de simulacdo, sendo o conceito mais evocado. Em particular, uma
perspectiva funcional da interpretacdo de nimero racional como operador € observada dando

sentido a composicao de fungdes lineares como uma simples transformacéo de um segmento.

148 £ yma estrutura metélica desmontavel e usada comumente para transportar carga pesada dos portos maritimos
ou na construcdo de grandes edificacfes. O guindaste em questdo corresponde ao modelo K-10000 de origem
dinamarquesa (p. 47).
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Nesta experiéncia, ficou perceptivel a conexdo entre as distintas interpretacdes de um
namero racional e outras nogBes matematicas, que ocorreu de uma forma dindmica e
contextualizada, e ndo mecanica.

Salazar et al. (2016) teve como objetivo “desenvolver uma sequéncia de ensino com o
uso da tecnologia para estudantes de nivel universitario, de forma independente, aprender com
compreensdo simplificar fragdes” (p. 162).

Os 14 alunos matriculados na disciplina de “Fundamentos de Matematica” de cursos de
engenharia participaram da pesquisa. Diversos instrumentos metodologicos foram utilizados na
coleta do material para anélise: dois exames escritos, diagnostico e final, a sequéncia didatica
utilizando tecnologias e uma enquete de avaliagéo das atividades. Os exames constam de 12
topicos, envolvendo perguntas abertas e exercicios que requerem um procedimento para obter
0 maximo divisor comum ou a simplificacdo de fracfes. Para a sequéncia didatica utilizou-se o
geogebra, que continha dois deslizantes, um correspondendo ao numerador e outro ao
denominador, cujos valores formavam um retangulo, dividido em partes iguais. A sequéncia
consiste de seis paginas da web*® vinculadas e a enquete teve a finalidade de saber a opini&o
dos alunos com relacao a sequéncia didatica.

Os autores concluem que a sequéncia didatica proposta teve um impacto favoravel, pois
aumentou significativamente o rendimento académico dos alunos, observado por meio dos
exames escritos. Em destaque, os aspectos dindmicos do software geogebra permitiram obter a
representacdo geométrica de diferentes fracGes e suas equivalentes. Também foi possivel
relacionar o valor da fracdo, sua representacao geométrica e sua representacao numérica.

Sanchez-Lujan e Moreno (2018) prop6em uma investigacdo para identificar o nivel de
competéncia Matematical® em fragdes conforme os niveis estabelecidos pela OCDE
(Organizacdo para a Cooperacao e Desenvolvimento Econémico) e 0s erros mais comuns que
surgem na resolucdo de problemas de 42 alunos ingressantes de um curso superior em
contabilidade.

Para atingir os objetivos propostos, os pesquisadores fizeram uma breve revisdo dos
algoritmos das operaces com fraces e aplicaram uma sequéncia didatica apoiada na TSD

(Teoria das Situacdes Didaticas) de Brousseau. Em seguida, eles propuseram 19 exercicios

149 Inicio, fracOes, fraces equivalentes, simplificagdo, maximo divisor comum e aplicagio.

150 «A capacidade de um individuo identificar e compreender o papel que desempenha a Matematica no mundo,
fazer julgamentos bem fundados e utilizar e se envolver na Matemética de uma maneira que atenda suas
necessidades vitais como um cidaddo construtivo, comprometido e reflexivo” (OCDE, 2006, p. 74 apud
SANCHEZ-LUJAN; MORENO, 2018, p. 527, tradugio nossa).
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envolvendo operagdes de fragdes, com a finalidade de verificar se as dificuldades eram devido
a interpretacdo dos problemas ou as dificuldades com as operagdes.

Os resultados apontam que os alunos ndo se posicionaram em um nivel de competéncia
maior ou igual a trés. A interpretacao dos pesquisadores € que o grupo analisado “carece de
habilidades de comunicagdo”, ou seja, os alunos ndo souberam justificar seus procedimentos e
raciocinios. No geral, 29,7% dos alunos encontram-se no nivel 2 e 70,3% nos niveis 0 e 1 de
competéncia Matematica.

Ao comparar a sequéncia didatica e a lista de exercicios, 0s pesquisadores apontam que
0 desempenho foi melhor na primeira (83,25 de média) do que na segunda (62,21 de média).
Em geral, as dificuldades dos alunos ndo sdo relativas a interpretacdo dos problemas, quando
estes lhe sdo familiares ou quando a resposta necessita de um procedimento direto.

Santana, Oliveira e Barreto (2015) refletem sobre a formacéo e préatica docente e 0
uso de diferentes representacdes no ensino de fraces, por meio de dois estudos. Aqui
analisamos apenas o primeiro estudo®®!, cujo objetivo foi investigar a compreenséo de alunos
de um curso de Pedagogia com relacao a diversificacdo de registros de fracdo a partir de um
roteiro de entrevista com 11 situagdes.

Respostas a situa¢do problematizadora “Represente 0 numero racional dois tercos de
quatro maneiras diferentes” foram analisadas, levando em conta a diversificagdo de registros.
Os resultados apontam que os participantes utilizaram: o registro numérico fracionario (9); o
registro figural continuo (9); o registro numérico decimal (5); o registro numérico da diviséo
(3); o registro figural discreto (1); o registro em lingua natural (1); o registro numérico
percentual (1).

Alguns alunos ndo apresentaram os quatro tipos de representacdes diferentes, sugerindo
“uma dificuldade de perceber a fracdo em registros diversificados” e “limitagdo quanto a
percepcao dos participantes em relacdo aos diferentes registros de representacdo semiotica de
fracado” (SANTANA; OLIVEIRA; BARRETO, 2015, p. 13). Apesar da diversidade de
representacdes, observa-se uma predominancia dos registros numericos.

Refletindo sobre a pratica do futuro professor, emerge como extremamente relevante o
conhecimento acerca dos diferentes tipos de registros “que possibilitem a escolha de uma ou de
varias representacdes que o ajudem a expressar a ideia que deseja comunicar” (SANTANA,;
OLIVEIRA; BARRETO, 2015, p. 14).

151 O segundo artigo traz uma pesquisa cujos participantes sdo professores ja formados, distanciando-se do foco
de nossa pesquisa.
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Silva, Candido e Souza (2018) tiveram como objetivo investigar as estratégias
utilizadas por futuros professores para resolver situagdes multiplicativas, levando em
consideracdo o0 conhecimento comum de conteddo e o conhecimento especializado de
conteudo. Para isto, propuseram as alunas do curso de Pedagogia a resolucao de situagdes com
estruturas multiplicativas de dois tipos: valor omisso e comparagéao.

Em referéncia ao conhecimento do futuro professor, os autores concluem que as alunas
nao dominam o “conhecimento comum de conteudo” e antecipam que, possivelmente, elas

terdo dificuldades nas outras categorias de conhecimento:

as participantes deste estudo tiveram dificuldades na compreensdo do problema e,
mesmo com 0s questionamentos, ndo refletiram sobre suas afirmacGes. Elas
provavelmente terdo dificuldades em sua atividade profissional ao ensinar sobre esse
assunto, pois é essencial 0 conhecimento comum do conteddo. (SILVA; CANDIDO;
SOUZA, 2018, p. 32)

Por fim, os pesquisadores destacam a necessidade de um processo de formacéo
continuada abordando tais conteidos de maneira a proporcionar um conhecimento comum e
especializado.

Silva, Carvalho e Campos (2018) identificaram e descreveram o conhecimento comum
e especializado de conteudo dos futuros professores acerca dos significados da divisdo entre
fracdes. Para isto, eles propuseram trés situacdes, sendo duas tarefas e um caso de ensino®?,
para 11 alunos de um curso de Licenciatura em Matematica.

A primeira tarefa consistiu na representagéo das fracdes por meio de figuras.

Figura 40 - Atividades da pesquisa de Silva et al. (2018).
1) Represente metades, quartos, sextos e duodécimos da figura a seguir:

2) Considerando a unidade da figura anterior, se cada duodécimo for formado por um
triangulo equilatero e cada quarto for formado por um trapézio, quantos trapézios
caberiam em 11 tridngulos. Represente os calculos aritmeticamente.

3) Analise a situac&o ficticia e reflita sobre a situacao: “Um dos alunos resolveu o

problema anterior e encontrou como resultado 3%. Discuta essa resposta”
Fonte: Silva, Carvalho e Campos (2018).
Sobre a segunda tarefa os autores pontuam que foi possivel encontrar indicios de que:

induziu a maioria dos futuros professores a resolvé-la por meio da observacdo
empirica das divisdes marcadas na figura e, quando solicitados a representar
aritmeticamente, se valeram da seguinte relacdo entre quantidades:

152 Instrumento de natureza descritiva, com uma situagdo real ou ficticia como ferramenta para potencializar o
processo reflexivo na formacéo docente.
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quantidade de tridangulos destacadoos na unidade

, sem tentar estabelecer relacdo entre as

quantidade de triangulos de cada trappézio

fracBes representativas de cada figura %—% (SILVA; CARVALHO; CAMPOS,
2018, p. 212)

Deste modo, foi possivel a discussdo do seguinte algoritmo: % = 2 = % = z—; = %.

Os autores concluem que os futuros professores estavam dotados de conhecimento
acerca dos calculos necessarios para realizar a operacdo de divisdo entre fracGes. Além de
concluir ser possivel, por meio das atividades e discussdes, ampliar o conhecimento
especializado de contetdo e conhecimento pedagdgico de contetdo.

Dentre as pesquisas que analisaram os trés niveis de ensino, Silva e Dias (2015) tiveram
como objetivo identificar as marcas das relacdes institucionais nas relaces pessoais dos alunos
da educacdo basica e ensino superior, referentes a evolugdo dos conhecimentos acerca da
representacdo decimal de nimeros racionais. As perguntas que nortearam a pesquisa foram:
“Como a nogdo de fracdo em sua representacdo decimal é trabalhada na Educagdo Basica?” e
“Ocorre evolugao dos conhecimentos dos estudantes da Educacdo Basica, quando da resolucao
de tarefas associadas a representagao decimal das fragdes?”.

Os autores analisaram a abordagem apresentada em alguns livros didaticos (quarto,
quinto e sexto anos) a respeito das fracOes e as tarefas mais comuns encontradas nos textos
analisados foram: i) passar de um objeto ostensivo®? de representacéo pictérico ou figural para
outro, em particular, para a representacdo decimal; ii) passar da linguagem natural para a
representacdo decimal; iii) Comparar nimeros decimais; iv) Somar e subtrair nimeros
decimais. A partir desta analise, construiram um teste diagndéstico, fundamentado na TAD.

Para os autores, “nenhum estudante expressou a resposta na representagdo decimal” (p.
125) e assim, “a relagdo pessoal com o objeto ostensivo ‘representacdo decimal’ parece ndo ter
sido apropriada pelos estudantes, mesmo quando esse contetido tenha sido revisitado nos anos
subsequentes a sua introdugdo (4° ano)” (p. 125). Eles concluem que, apesar da representacao
decimal ser utilizada socialmente, sua utilizacdo em situacbes escolares ndo é eficiente,
apontando para a necessidade de um trabalho especifico em relacdo as diferentes representacdes

e processos de conversoes.

158 Qs autores denominam de objeto ostensivo aqueles “percebidos aos sentidos humanos, podendo ser
manipulados, como, por exemplo, as formulas, as figuras, os graficos, a escrita, 0s gestos etc.). J& 0s ndo ostensivos
sdo “aqueles que, por si s, ndo podem ser vistos sem a manipulacdo dos ostensivos, mas apenas evocados como,
por exemplo, o conceito de funcdo, a nogdo de proporcionalidade etc” (p. 121). Assim, eles propdem considerar
como objetos ostensivos as representacBes (fracionaria, pictérica, decimal e lingua natural) e como objetos ndo
ostensivos os diferentes significados de numeros racionais (parte-todo, quociente, probabilidade, operador
multiplicativo, nimero, medida e razdo), baseado em Cavalcanti e Guimaraes (2008).
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Vale a ressalva de que ¢ dificil afirmar que a ‘representagdo decimal’ ndo foi apropriada
pelos alunos, porque o enunciado da questdo ndo solicitava uma resposta usando esta
representacdo. Os proprios autores mencionam este ponto. Além disso, acreditamos nédo ser
possivel concluir, a partir da resposta de uma Unica questdo, que um aluno néo se apropriou
desta forma de representacdo. Como discutido no capitulo 4.2, diversas pesquisas,
principalmente as que envolvem as operacGes com fracOes, destacam que muitos alunos
convertem 0s numeros racionais na forma de fracbes para sua representacdo decimal para
depois opera-los.

Soto (2017) tem como objetivo “estudar o processo de elaboracdo, implementacgdo e
analise de uma ‘sequéncia de trabalho em sala de aula’ que aborda a revisdo e (ou) reconstrugao
do conhecimento associado a razdo e a proporcionalidade” (p. 1204) e investigar como esta
sequéncia contribui para o processo de desenvolvimento de competéncia matematica dos
futuros professores. Para isto, foi realizada uma experiéncia de ensino dividida em quatro
sessdes com alunos do curso de Pedagogia, na disciplina “Didatica da Matematica”, com tipos
de tarefas matematicas especificas.

No primeiro encontro, foram levantadas as seguintes expectativas de aprendizagem com
relagdo ao subconstructo razdo e a ideia de proporcionalidade (p. 1205): 1) Reconhecer o valor
social das comparagdes entre quantidades; 2) Elaborar e aplicar diferentes estratégias que
permitam interpretar e resolver problemas de situacGes cotidianas, no que se requer da aplicacéo
do conceito de razdo; 3) Aplicar e justificar a relacdo de equivaléncia entre razdes; 4) Expressar
uma razdo mediante distintas representacdes.

Embora interessante, os resultados apresentados ndo foram discutidos em profundidade.

Trevisan e Domingues (2017) tém como objetivo explorar as distintas ideias e
contextos nos quais 0 pensamento proporcional se aplica e se consolida. A pesquisa foi
desenvolvida usando uma prova em fases como instrumento, com uma turma do terceiro ano
do ensino médio. A ideia foi elaborar questbes em uma perspectiva de avaliacdo enquanto
pratica de investiga¢do e oportunidade de aprendizagem” (p. 1).

Os autores abordam um Unico problema de comparacdo da prova em fases. As
estratégias utilizadas pelos alunos na resolugdo do problema, que exigia apenas comparagdes,
foram: subtracdo (9), divisdo (6) e regra de trés simples (1), sendo este ultimo, o Unico grupo
que resolveu de maneira correta e evidenciou uma compreensdo da situacéo.

Os autores concluem que: a dificuldade em estabelecer conversbes entre as
representacdes (fracionaria e decimal) ficou evidente, sendo que os alunos “evitam o maximo

usar esse conceito, mostrando ndo associd-lo como forma de representagdo do raciocinio
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proporcional” (TREVISAN; DOMINGUES, 2017, p. 6); que os problemas de comparagéo se
mostram mais dificeis de resolver do que os de valor omisso.

Vecino (2015) cujo objetivo foi explorar os modos de resolucdo de um problema
envolvendo porcentagem, foi a Unica pesquisa com este foco. Para isto, o pesquisador propés
um problema®®* sobre uma situagdo habitual. Os recursos utilizados pelos participantes na
resolugdo foram: equacéo, sistemas de equagdes e regra de trés. Com relagdo aos erros®®, os
autores classificaram em trés grupos: 0s que ndo registaram a solucéo, os que nao veem a %
como operador (21 casos) e 0s que traduziram incorretamente a situagéo.

Os autores concluem que a porcentagem é predominantemente considerada como uma
guantidade e ndo como um operador, e por isso, 0s participantes da pesquisa apresentaram
solugdes absurdas. De uma perspectiva cognitiva, a percepgéo do problema e os erros cometidos
tém sua “origem nas representagdes rigidas dos contetdos escolares, desconectadas das redes
de significados que deveriam ter sido construidas pelos alunos” (p. 384). Ja de uma perspectiva
pessoal, 0s erros estdo relacionados a crengas comuns sobre a matematica escolar, com pouca

relagdo com o mundo real.

154 “Cinco amigos viajaram para Barcelona e, depois de uma semana, decidiram ir todos juntos para Madri em um
dos trens de alta velocidade. Procurando o preco da passagem pela internet, eles descobrem que se reservarem no
trem da AVE com uma semana de antecedéncia, cada dois passageiros que viajam juntos, o segundo paga 60%
do valor da passagem. Eles resolvem aproveitar essa oportunidade que acaba custando 462 euros. Qual é o custo
da passagem no trem AVE para uma pessoa que viaja sozinha?” (VECINO et al., 2015, p. 379).

155 [ndices de erros: aspirantes ao ingresso (79%); estudantes secundarios (34%); docentes em formacéo (50%).
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