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Questdo 1. Considere a fungdo p: R — R, p(z) = 23 — 3u.
A figura ao lado mostra um trecho do gréafico de uma
funcdo p; : R — R na forma p;(z) = plaxz + b) + ¢, Y
em que a, b e ¢ sdo constantes reais. Dentre os itens
abaixo, escolha aquele que indica os valores possiveis
para as constantes a, b e c. Justifique sua resposta.

(a) a=2 (b) a=2 (c) a= }
b=1 b=-1 b=-1 -

=—-1 c=1 c=-—1
_9 ]
(d) a=13 (e) a=3 (f) a=3
b=1 b=-1 b=1
c=-—1 c=1 c=1

Questao 2. A figura ao lado representa o grafico da
. 1

fungdo ¢ : R\ {0} — R definida por ¢(z) = 2>+ ,
x

tracado em um programa de computador para = €

[—100,100] e y € [0,5000]. Justifique suas respos-
tas.

a) O grafico de ¢ é uma parabola?
b

(a)
(b) O ponto de x = 0 é um ponto de minimo de ¢?

(c) A fungdo g possui extremos locais ou absolutos? Em caso afirmativo, indique quantos.
(d)

()

d

e

A funcao ¢ possui assintotas verticais ou horizontais?

Discuta o aspecto do grafico que aparece na figura, comentando as respostas dos itens ante-
riores.

Questdo 3. Em cada um dos itens abaixo, esboce e identifique o lugar geométrico no R?.

(a) Dos pontos que eqiiidistam do plano z = 0 e do ponto (0,0, 1).
(b) Dos pontos que eqiidistam do eixo = e do ponto (0,0, 1).

(c) Dos pontos que eqiiidistam do plano z = 1 e do eixo z.

Questao 4. Considere o seguinte problema: Inscrever um quadrado PQQ RS em um triangulo ABC' dado,
de tal forma que o lado P() esteja contido em AB. Resolva este problema usando coordenadas
cartesianas.

Questdo 5. Considere a fungdo h : R — R definida por h(z) = 2® — 32+ k, em que k é uma constante
real. Em cada um dos itens abaixo, determine: o(s) valor(es) de k para o(s) qual(is) h satisfaz a
condi¢do dada (caso tais valores existam); o ndmero total de raizes complexas de h; a multiplicidade
de cada uma destas raizes.



a) h ndo possui nenhuma raiz real.

b
C
d

h possui uma unica raiz real.

(a)
(b)
(c) h possui exatamente duas raizes reais.
(d)

h possui trés raizes reais.

Questao 6. Dé um exemplo de uma funcdo f : R — R satisfazendo todas as condi¢cGes abaixo.

1. f é continua;
2. f(zx)>0VzxeR,
3. lim f(z)=1,

T——+00

4. f tem um minimo absoluto em x = 0;

5. f nao tem maximos locais ou absolutos.
Questao 7. Considere a fungdo g : R\ {0} — R definida por

g(x) = wel)

Faca um esboc¢o do gréfico de g indicando (caso existam):

os limites lim g(z) e lim g(z);

z—0— z—0t

os limites lim g(z) e lim g(z);

T——00 T——400

as assintotas horizontais e verticais de ¢;

) 0os maximos e minimos locais e absolutos de ¢;
) os intervalos em que g € crescente e os intervalos em que g é decrescente;
) os pontos de inflexdo de g;

os intervalos em que a concavidade de g € voltada para cima e os intervalos em que a con-
cavidade de g ¢é voltada para baixo.

~ . /7 . . 2 . .

Questdo 8. Sejam S; a drea limitada entre a curva y = 22 e(*"), os dois eixos coordenados e a reta z = 2
e So a drea limitada entre a curva y = /z ¢”, os dois eixos coordenados e a reta x = 4. Mostre
que Sy = 2.5;.

Questao 9.

(a) Mostre que toda seqiiéncia mondtona e limitada é convergente.

(b) Mostre, com contra-exemplos, que as duas hipSteses do teorema acima s3o indispensaveis (isto
é, que o teorema n3o é valido sem as mesmas).

(c) Enuncie a reciproca do teorema enunciado no item (a) e verifique se esta reciproca é verdadeira.
Justifique rigorosamente a sua resposta.
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Questdo 1. A derivada de p ¢ dada por p'(z) = 32? — 3. Ana- D
lisando o sinal de p’, concluimos que p é crescente em :
| — 00,—1] e em |1,+00[ e decrescente em | — 1,1]. DN
Portanto, p admite um ponto de maximo em (—1,2) e um
ponto de minimo em (1, —2). Assim, o grafico de p tem o : i

aspecto mostrado ao lado. -1 -1 1 2

Para encontrar os valores das constantes a, b e ¢, deve- -1+
mos comparar este grafico com o de p; e determinar as

transformacoes geométricas que p sofreu para gerar p;. =2 '

Em primeiro lugar, observamos que a distancia entre as abscissas dos extremos locais é de 2 unidades
em p e de 4 unidades em p;. Logo, p sofreu uma expansao na direcdo horizontal de razao 2, entdo,

a =

%. Vemos também que o grafico sofreu uma translagdo horizontal no sentido positivo, logo a

constante b deve ser negativa. Considerando as alternativas dadas, devemos ter b = —1. Finalmente,
p sofreu uma translacdo vertical no sentido positivo, logo a constante ¢ deve ser positiva. Portanto,
considerando as alternativas, ¢ = 1.

Logo, a alternativa correta € a (e).

Questao 2.

(a)
(b)

()

N3o, pois ¢ ndao é uma funcao do segundo grau.

O ponto x = 0 n3o pertence ao dominio de ¢q. Em particular, ndo pode ser um ponto de
minimo.

A derivada de ¢ € dada por ¢'(z) =22 — % cujas raizes sao os pontos x = +1. A derivada
segunda de ¢ é dada por ¢"(z) =2+ %. Logo ¢"(—1) > 0 e ¢"(1) > 0. Segue que ¢ admite
pontos de minimo, (—1,2) e (1,2), e ndo admite pontos de maximo.

Como xl_l)IilQQ q(z) = +o0, entdo ¢ ndo admite assintotas horizontais.

Como ¢ é continua em todos os pontos de seu dominio o (nico candidato a assintota vertical
é r = 0. De fato, como hH(l) q(x) = +o00, temos que = = 0 é assintota vertical de q.
xr—

Para os valores de x em que o grafico € exibido, podemos considerar que — € desprezivel em
x

comparacio a 2. Logo, o grafico de ¢ adquire um aspecto muito semelhante ao de y = z2.
Por esta razdo, a figura pode causar a impressao erronea de que o grafico de ¢ é uma pardbola
e de que o ponto (0,0) (que nem mesmo pertence ao gréfico) é um ponto de minimo.

Além disso, os dois pontos de minimo de ¢, bem como os ramos do grafico que ficam acima
destes pontos e tendem a infinito, ocorrem no intervalo = € [—1,1]. Como este intervalo é
muito pequeno em relacdo as dimensdes da janela grafica, a assintota e os pontos de minimo
nao aparecem na figura.



Questao 3.
(a) A distancia de um ponto (z,y,z) € R* ao plano z = 0
é dada por |z|. Assim, o lugar geométrico considerado é

dado pela equagdo: |z| = /22 + 92 + (2 — 1)2. B

Desenvolvendo esta equagdo, obtemos: z = = (z?+y°+1). : -0
Ja s s 2 ) 5 \_y/{zza :

Logo, o lugar geométrico é um paraboldide circular voltado S

para o sentido positivo do eixo z € com vértice em (O, 0, %) .

(b) A distancia de um ponto (z,y, z) € R? ao eixo z é dada
por \/y? + z2. Assim, o lugar geométrico considerado é
dado pela equacdo: \/y% + 22 = Va2 +y?+ (2 —1)2.

Desenvolvendo esta equagdo, obtemos: z = 5 (22 +1). 7o

s

DN ARDT A

Logo, o lugar geométrico é um cilindro parabdlico paralelo L
ao eixo ¥y e voltado para o sentido positivo do eixo z.

(c) A distancia de um ponto (z,y,z) € R3 ao plano z = 1 é
dada por |z — 1| e a distancia de (z,y, 2) € R?® ao eixo x é
dada por \/y? + 22. Assim, o lugar geométrico considerado

é dado pela equagdo: |z — 1| = \/y? + 22. & %
1 =12 - s
Desenvolvendo esta equacao, obtemos: z = 3 (1—197). - T ?

Logo, o lugar geométrico é um cilindro parabdlico paralelo
ao eixo x e voltado para o sentido negativo do eixo z.

Questao 4. Consideremos um sistema de eixos ortogonais com
origem no vértice A do tridngulo de tal forma que o lado Yy
AB esteja contido no eixo das abscissas, como mostra a C
figura ao lado. Sejam (a,0) e (b,c) as coordenadas dos
vértices B e (', respectivamente. Assim, na formulacio
em coordenadas, a, b e ¢ sao os dados do problema.
Devemos descobrir onde devem estar localizados os vértices

P e @) de tal forma que o quadrado PQRS satisfaca as S‘ 77777777 :R
condi¢cdes do problema. Sejam (zp,0) e (xg,0) as coorde- | |

nadas dos pontos P e (), respectivamente. Seja ¢ o lado | |

do quadrado. Ent3o, as coordenadas dos pontos R e S sdo | } .
dadas por (zg,?) e (zp, (), respectivamente. Além disso: A P O B

xg—xp =1

. . c c
A equacdo das retas AC e BC, respectivamente, sdo dadas por y = -z ey = (x —a).

b b—a
Como o vértice S pertence a reta AC' e R pertence a reta BC, as coordenadas destes pontos
satisfazem as equagdes acima. Isto nos da as seguintes equagdes:

C C

Ezaxp Ezb_a(xQ—a)

Assim, temos trés equagdes e trés incognitas (zp, xg e ¢). Fazendo xg = xp + ¢ na equagdo acima
a direita e isolando zp nas duas equacdes, temos:

b b— 1
.TP:—E xp:ﬂ—l—a—@:—(bﬁ—aﬁ—i-ac—cé)
c c c

Logo, bl =bl —al + ac— cl, portanto:



ac
a+c

Isto nos permite determinar zp e xg:

ab Ly a(b+c)
€T =T = —
a-+c @ P a-+c

I'p =

Questdo 5. A derivada de h é dada por A'(x) = 32% + 3. Logo, h é
crescente em | — oo, —1[ e em |1,4+o00[, decrescente em | — 1,1],
admite um ponto de maximo em (—1,2 + k) e um ponto de minimo
em (1,—2 + k). Assim, o grifico de h tem o aspecto mostrado ao
lado, sendo que valor de k& determina a posicao vertical.

(a)
(b)

Como h é um polinémio de grau impar, admite pelo menos uma raiz real. Logo, ndo existem
valores de k satisfazendo esta condicdo.

Considerando a andlise do grafico de h, para que a fungdo possua uma Unica raiz real, o ponto
de maximo e o ponto de minimo devem estar ambos de um mesmo lado do eixo x. Para
que isto ocorra, as ordenadas destes pontos devem ter o mesmo sinal. Assim, devemos ter
(k+2) (k—2) > 0. A solugdo desta equagdo em k é |k| > 2, isto é, k < —2 ou k > 2. Logo,
estes s3o os valores de k para os quais h tem uma Unica raiz real.

Se esta Unica raiz real de h fosse mudltipla, teria que ser também uma raiz de h’. Como
certamente este ndo é o caso, esta raiz tem multiplicidade 1. Como a soma das multiplicidades
das raizes deve ser igual ao grau do polinomio, entdao h certamente tém raizes complexas nao
reais. Como as raizes n3do reais de um polinémio com coeficientes reais sdo conjugadas, entdo
h tem outras duas raizes complexas.

Assim, h tem trés raizes complexas, todas simples, das quais uma ¢é real e duas sao nao reais.

Para que h tenha exatamente duas raizes reais, um dos extremos locais da funcdo deve ser
também uma raiz. Assim, devemos ter k = —2 ou k = 2.

Neste caso, uma das raizes reais de h é também raiz de A/, logo a multiplicidade desta raiz
é pelo menos 2. Como h tem exatamente duas raizes reais e a soma de suas multiplicidades
deve ser igual a 3, entdo a Unica possibilidade é que uma das raizes tenha multiplicidade 1 e
a outra 2.

Assim, h tem duas raizes complexas, todas reais, sendo uma simples e outra dupla.

Para que h tenha trés raizes reais, o ponto de maximo e o ponto de minimo devem estar
em lados opostos do eixo x. Entdo, as ordenadas destes pontos devem ter sinais opostos.
Assim, devemos ter (k + 2) (k — 2) < 0. A solugdo desta equagdo é dada por |k| < 2, isto €,
—2 < k < 2. Logo, estes sao os valores de k para os quais h tem trés raizes reais.

Como a soma das multiplicidades das raizes deve ser igual a 3, concluimos que h tem trés
raizes complexas, todas reais e simples.

Questdo 6. Podemos exibir uma fun¢o racional (isto é, quociente de dois polindmios) satisfazendo a
todas as condicbes dadas.

Para que esta fungdo satisfaca a condicdo (1), o denominador n3o deve ter raizes reais. Para que
satisfaca a condi¢do (2), podemos tomar para denominador e numerador polindmios ndo negativos.
Para que satisfaga a condi¢do (3), os polinémios do numerador e do denominador devem ter mesmo
grau e ter mesmo coeficiente nos termos de maior grau.



Se tomarmos % como numerador, o grafico de f passard necessariamente pelo ponto (0,0). Para
que este seja um minimo absoluto, devemos escolher um denominador estritamente maior que 2.
Se tomarmos, por exemplo, x? + 1, teremos:

x
flo) = 2 +1
. 2x , . ) . .
Entdo, f'(x) = m A (nica raiz de [’ é portanto x = 0. Como f é diferencidvel em todo

o seu dominio, segue que f ndo tem pontos de maximo locais ou absolutos.
Logo, f satisfaz todas as condigdes pedidas.

Questdo 7. Em primeiro lugar, observamos que, como e *) > (0 Vz € R, entdo g(x) >0 paraz >0
e g(x) <0 para x < 0.

Quando = — 0™, temos que e *) — 0, logo lim zel = 0.

r—0~

-3 . -3
Quando 2 — 07, temos que ™) — 400, logo, para calcular lim ze® "), esbarramos em uma

z—0t
indeterminacdo. Pela regra de L'Hospital, temos:
, @3 e@™) =3zt . 3el™)

lim xe = lim = lim ——— = lim = 400

z—0+ z—0t x~1 0+ —x2 z—0t  x?
Segue que g tem uma assintota vertical em x = 0.
Quando 2 — =00, temos que ¢ ?) — 1, logo:

lim ze® ) = -0  lim ze® Y = +o0

T——00 r—-+00

Segue que ¢ n3o tem assintotas horizontais.

A derivada de g é dada por:

g(@) =" 4 g (—3 zt e(x73)> =(1-327% @)

3
- : . . . _ x> —3
Como ¢@*) > 0, para analisar o sinal de ¢', basta considerar o sinal de 1 —3 2% = 5— - lemos
x

que: 2° —3>0paraz > V3ex®—3<Oparaxz < v/3;2°>0paraz>0ez®<0parazx<0.

Logo: g(x) > 0 para z < 0 e para z > v/3; g(z) < 0 para 0 < 2 < /3.
Entdo, g é crescente em | — 00,0 e em | v/3, +oo ] e decrescente em |0, V/3[ e

A derivada segunda de g é dada por:
g"(x) =9z 4 4 (1-327%) (=327 ™) = (62~ +9277) @™

. . . ) 3
Para analisar o sinal de ¢”, basta considerar o sinal de 624 +92 7 = — (23:3 + 3) . Temos que:
z

2x3—|—3>0parax>—{’/éex3—3<0parax<—{*/g;x7>0parax>0ex7<0parax<0.

Segue que g(x) > 0 para = < —{’/ge para z > 0 e que g(z) < 0 para —\?’/§< x < 0.



3/3

Entdo, g tem concavidade voltada para cima em ] —00, — /= [ eem |0, +oo| e para baixo em

R

Da analise acima, concluimos que o grafico de g tem o seguinte aspecto:

2

Y

3L Da anélise das derivadas e do gréfico, observa-
mos ainda que:

e g tem um ponto de minimo local em

14 <€’/§ 5’/§e%>;

; ; ; ® g ndo tem pontos de minimo absolutos;

e g n3o tem pontos de maximo locais ou
absolutos;

° tem um ponto de inflexdo em

(22 )

Questao 8. A irea S; é dada por:

2
2
81:/ z2e* dx
0

Fazendo a mudanca de varidveis u = 22, temos que: du = 2xdr = 2\/udr, v =0=u=0¢e
x =2 = u=4. Logo, na variavel u, a integral acima assume a forma:

S—/4 et L d —1/4\/ﬂe“du—15
A N TR BPRG

Logo, So =265].

Questao 9.

()

Seja (x,)nen uma seqiiéncia mondtota, digamos ndo decrescente, e limitada. Seja X =
{z,, |n € N}. Como X é limitado, existe s = sup X.

Seja e > 0. Como s = sup X, existe pelo menos um elemento de X no intervalo |s —¢,s].
Isto é, Iny € N tal que s — e < x,, < 5. Como z,, é mondtona nao decrescente, temos que
Tpy < Tp YN > ng. Como s = sup X, temos que z, < s Vn € N. Logo, s —¢ < zp,, <
Tn < s Vn >ng. Em particular, segue que:

|z, —s| <e Vn > ng
Logo, s = lim x,,.
Seja a,, = n. Entdo a, é mondtota, ndo limitada e n3o é convergente.
Seja b, = (—1)". Ent3o b, ndo é mondtota, é limitada e ndo é convergente.

O enunciado da reciproca do teorema seria: Toda seqiiéncia convergente € mondtona e limitada.

. . n 1
Esta reciproca n3o é verdadeira, pois a seqiiéncia ¢, = (—1)" —, por exemplo, é convergente
n

mas nao € mondtona.



