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Questao 1. Determine se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras ou falsas, justificando rigorosamente as
suas respostas.

(a) Seja f :]0,4+o00[— R. Afirmar que f n3o tende a 0 quando = tende a +oo é equivalente a
afirmar que lim f(x) # 0.
T——+00
(b) Se f :]a,b|C R — R ¢ diferencidvel e estritamente crescente, entdo sua derivada ¢ estrita-
mente positiva.
(c) Se f: D C R — R é diferenciavel e sua derivada é estritamente positiva, entdo f é crescente.

(d) Existe um reta r C R?, passando pela origem, tal que todos os pontos pertencentes a r tém
ambas as coordenadas racionais.

(e) Existe um reta r C R?, passando pela origem, tal que nenhum ponto pertencente a r tém
ambas as coordenadas racionais.

Questdo 2. Considere os pontos A(1,0,—1), B(0,1,—1), C(2,0,—1) e E(2,1,—2). Sejam r a reta
que contém A e B e Il o plano que contém A, B e C.

(a) Determine o ponto H, de interse¢do de II com a reta s, que é perpendicular a II e passa por
E.
(b) Determine a equagdo do plano O, que contém o ponto H e é perpendicular a r.

(c) Qual é a relagdo entre os planos IT e ©? E entre o plano O e a reta s?
Questao 3. Sejam A, B,C, D € R? tais que o quadrildtero ABC'D é um paralelogramo.

(a) Que condi¢do devem satisfazer as coordenadas de A, B, C' e D?

(b) Que condi¢cdes devem satisfazer as coordenadas de um ponto P € R? para que P esteja no
interior do paralelogramo ABC'D.

(c) Que condicdes devem satisfazer as coordenadas de um ponto P € R? para que P esteja no
interior do triangulo ABC.

Questdo 4. Seja Q o quadrado de vértices nos pontos A;(1,1), Ay(—1,1), As(—1,—1) e Ay(1,—-1).
Considere Cy, Cy, Cq, C3 e C4 cinco circulos distintos e de mesmo raio r, contidos no interior de Q,
de forma que:

1. cada circulo Cy, Cy, C3 e C4 é simultaneamente tangente a dois lados consecutivos de Q;

2. o circulo Cy tem centro na origem e é tangente a todos os outros circulos Cy, Cy, C3 € Cy.
Faca um esboco representando a situacdo e determine r.
Questdo 5. Considere a fungdo s : R — R dada por s(z) = |z| sen (z).

(a) Mostre que o gréfico de s fica limitado entre duas retas, que tocam o gréafico em infinitos
pontos. Determine esses pontos.
(b) Determine os valores de x em que s é diferencidvel e encontre a fun¢go s'.

(c) Os maximos locais da fungdo s ocorrem para os mesmos valores de = que os maximos locais
da funcdo seno? Justifique a sua resposta.



Questao 6. As figuras abaixo representam os graficos de duas fun¢bes f e g. A reta a é tangente ao
gréfico de f no ponto (2,0). As retas b e ¢ sdo tangentes ao gréfico de g nos pontos (—1,0) e
(1, —2), respectivamente. Os trechos do gréfico de f correspondentes a x < —2ea -2 <z < 1
sao segmentos de reta. Determine, se possivel, os valores da derivada da funcao f o g nos pontos
r1 = —1 e xo = 1. Justifique sua resposta.

y = f(z)

I3z

Questao 7. Considere a fungdo h : R\ {0} — R definida por: h(x)

gréfico de h indicando (caso existam):

3 Faca um esboco do
x

(a) os limites lim h(z)e lim h(z);

z—0~ z—0t

os limites lim h(z) e lirf h(zx);

T——00
as assintotas horizontais e verticais de A ;

0s maximos e minimos locais e absolutos de A ;

os intervalos em que h é crescente e os intervalos em que h é decrescente;
os pontos de inflexao de h;

os intervalos em que a concavidade de h é voltada para cima e os intervalos em que a
concavidade de h ¢é voltada para baixo.

Questdo 8. Considere a fungdo ¢ : R — R definida por p(z) = / sen (tz) dt. Faca um esboco do
0
gréfico de ¢ no intervalo |—2 /7,2 /7].

Questao 9.

(a) Enuncie a definicdo de convergéncia de seqiiéncias de niimeros reais e interprete esta defini¢do
geometricamente.

(b) Considere (z,),en uma seqiiéncia de nimeros reais. Suponha que exista o € R com a
seguinte propriedade: Ve > 0 existem infinitos indices n tais que |z, — 29| < . Podemos
afirmar que x( € o limite de (x,)?

n n
~ : . A , . 1 1
Questao 10. Considere as seguintes sequéncias de niimeros reais: a, = g z eb, = g To em que
k=1 k=1

« é um numero real maior que 1.

(a) Sabemos que (a,,) é divergente. Mostre que (a,,) é mondtona. A seqiiéncia (a,,) é limitada?
Justifique sua resposta.
(b) A seqiiéncia (b,) é monétona? E limitada? Justifique sua resposta.

(c) O que podemos concluir sobre a seqiiéncia (b,,) com base no item anterior?
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Questao 1.

(a) Falso.
Contra-exemplo: f :]0,+00[— R, f(z) = senz.

Temos que f n3o tende a 0 quando = tende +00, mas n3o é correto afirmar que lim f(x) # 0,
r—+00

uma vez que este limite ndo existe.

(b) Falso.
Contra-exemplo: f:] —1,1[— R, f(z) = 2°.
Temos que f ¢ diferencidvel e estritamente crescente, mas f’(0) = 0.

(c) Falso.
Contra-exemplo: f:]—1,0[{U]0,1[—= R, f(x) = { I;—l :: —(1) z z i(l) |

Temos que f/'(x) =1 Vx, mas f ndo é crescente.

(d) Falso.
Suponhamos que existisse tal reta r. Tomemos um ponto (z1,y;) € r. Entdo x1,y; € Q.
Como 7 passa pela origem, entdo (7 z1,my;) € r. Mas isso implicaria mx; € Q, o que é uma
contradicao.

(e) Verdadeiro.
Tomemos, por exemplo, 7 a reta de equacdo y = v/2z. Dado (x,y) €r, temos que z € Q =

y ¢ Q.
Questao 2.
(a) Os trés pontos A, B, C' verificam a propriedade = = —1. Portanto, a equa¢do do plano II
é z = —1. Como a reta s é perpendicular ao plano II e este é paralelo ao plano zy, entdo,

a reta s é paralela ao eixo z. Como esta reta passa pelo ponto F(2,1,—2), o ponto H de
interse¢do do plano IT com a reta s tem por coordenadas H (2,1, —1).

(b) O plano © contem o ponto H e tem por vetor normal AB = (0,1, —1)—(1,0, —1) = (—1,1,0).
Logo, um ponto P pertence a © se e somente se (x — 2,y — 1,z+1)-(—1,1,0) = 0. Dai,
segue que a equacao de © é dada por HP - AB =0, ou seja, x — y = 1.

(c) Como© L rer Il entdo © L II. Temos que s e © sdo ambos perpendiculares a IT. Como
além disso H € s e H € O, entdo s C O.

Questao 3.

(a) Sejam A = (z4,y4), B = (zp,yp), C = (xc,yg): D = (xp,yp). ey
Ent3o, se ABC'D é um paralelogramo, os vetores BA e C'D s3o iguais, Y
ou seja: (4 — 2,y —¥YB) = (¥*p — Tc,Yp — Yo). Logo:

Ta+Tc=Tp+2Ip ya+vyc =1y + Yo gt

Por outro lado, se a condicdo acima é verdadeira para as coordenadas de A, B, C e D, entdo
os vetores AB e DC', bem como os vetores AD e BC sao iguais, e portanto ABC'D é um
paralelogramo.



(b)

()

O ponto P estara no interior do paralelogramo quando BP o
for uma combinagao linear de BA e BC, com os coefi- ;oo
cientes positivos e ndo maiores do que 1. Caso contrario, gy T
estara na fronteira desse paralelogramo, ou fora dele. Por-
tanto:

B
B=(zxp+a(rs—xp)+b(zc—12p),ys+a(ys—ys)+b(yc —ys))
em que 0 < a,b < 1.

Examinando a expressdo e figura acima, vemos que: P estara sobre a diagonal AC' se a+b =1,
. e estard no interior do tridngulo ABC quando 0 < a+b < 1.

Questao 4. Observando a figura, consideremos T', o ponto em que o circulo C; tangencia o lado A;As,.
Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo T'O1 A;, vemos que:

Como 001 = 002 = 2r e 03A3 = OlAl =
r+/2, entdo a diagonal do quadrado Q ¢é dada

por:

01A12:2’/‘2 Yy

A1A3:201A1+2001:2 <2+\/§> r

x
Como o lado de Q é igual a A1 Ay = 2, segue que:
2 (24v2) r=2v2
Logo:
2
r= V2 _ V2 -1
2+2
Questao 5.
(a) Como —1 < senz < 1, entdo —|z| < senx < |z|. Como a unido dos graficos de y = —|z| e
y = |z| coincide com as retas y = —z e y = x, temos que o grafico de s fica limitado entre

essa duas retas. O grafico toca a reta y = = nos valores de x em que senx = 1, isto é, nos
pontos ¥ = 7 + 2k, com k € Z. Analogamente, o grafico toca a reta y = x nos valores de
T em que senz = —1, isto €, nos pontos ¥ = —F + 2k, com k € Z.

Temos que s é dada por:

o(z) = rsenxsex >0
| —zsenxzsex <0

Assim, s é diferencidvel para x # 0 e s'(z) = senz+x cosxsex > 0 s'(x) = —senz—x cosx
se x < 0. Para determinar se s é diferenciavel em 0, devemos verificar se existe o limite com
h — 0 da expressao:

s(h) —s(0) _ |h| sen(h) _ { senz se x> 0

h N h —senz se x <0



Assim, ambos os limites laterais da expressao acima existem e sdo iguais a 0. Segue que s é
diferencidvel em 0 e s'(z) = 0. Entdo s é diferencidvel Vz € R:

, senx +x coszrsex >0
s'(x) =
—genx —x cosz se x <0

(c) Se z é um ponto de maximo da fung3o seno, temos que cosxz = 0 e senz = 1. Segue que,
nestes pontos, temos s'(x) = £1. Portanto, estes ndo podem ser pontos de maximo de s.

Questao 6. Como g possui reta tangente em z; = —1, podemos afirmar que g é diferenciavel neste
ponto. Como g(x1) = 0 e o trecho correspondente ao gréfico de f neste ponto é um segmento de
reta, podemos afirmar também que f é diferencidvel em g(z;). Pela Regra da Cadeia, segue que
f o g é diferencidgvel em x1 = —1 e (f o g)(x1) = f'(g9(x1)) ¢ (x1) = f'(0)g'(—1). Além disso,
g'(—1) é ainclinagdo de b e f’(0) é a inclinagdo da reta que liga os pontos (—2,0) e (1,1). Assim:

—3-0 , 1-0 1
:0_—(_1)2—3 f(0)

g'(=1) “1-(22) "3

Logo, (f o g)'(x1) = —1.
De forma andloga, temos que g é diferencidvel em x5, = 1. No entanto, f n3o é diferencidvel em

g(x2) = —2, pois no gréfico de g encontram-se neste ponto dois segmentos de reta com inclinagdes
diferentes. Assim, ndo podemos determinar se fog é diferencidvel em x5 com os dados do problema.

In| -3z  Inj3z

(cof
impar, portanto seu grafico é simétrico em relacdo a origem. Assim, basta analisa-lo para = > 0.

Questao 7. Em primeiro lugar, observamos que h(—x) = —h(x). Isto é, h é

(a) Quando z — 0T, temos que In(3z) — —oc e 2* — 0 (positivamente). Segue que:

90111%1+ h(z) = —o0
Como h é impar, entdo:
lim h(z) = +o0

rz—0~

(b) Quando z — +oo, temos que In(3 ) e 2 tendem ambos a +o00. Logo, podemos usar a Regra

de L'Hospital:
In(3z ! 1
lim h(z) = 1l = lim — = lim — =0
x—lgloo (z) z—lgloo 3 wirfm 32 xirllm 3a3
Como h é impar, entdo:
lim h(z)=0
(c) Como lim h(x)= lir+n h(z) =0, entdo h tem uma Unica assintota horizontal em y = 0.
Como lim h(z) = 400 elim, o+ h(x) = —o0, entdo h tem uma assintota vertical em x = 0.
z—0~

Como n3o ha outros valores de = para os quais h tenda a +00, ent3o estd é a Unica assintota
vertical de h.

(d) Para x > 0, a derivada de h é dada por:

e '2® —In(3x)32z*> 1-3In(3x)
o 4

h'(z) =

26 x



(g)

Logo, para = > 0, a unica raiz de b’ é o ponto 1 = Les. Além disso, h'(x) > 0 para

W=

0<x<leseh(r)<0paraz>Les. Segueque (z1,h(z1)) = (% e%,9e‘1> é um ponto

de maximo local de h. Como lim h(z) = +o0, este maximo ndo pode ser absoluto.

z—0~
;s o 1 1 -1 / I~
Como h é impar, segue que (z2, h(xs)) = <—§ es, —9e ) € um ponto de minimo local de
h, que n3o é minimo absoluto.
A fung¢do ndo admite outros pontos de mdximo ou minimo locais ou absolutos.

. . , 1 1
Do item anterior, temos que h é crescente em }O es ] e decrescente em [%es , +00 [ Como

[

1 1
es,0| e decrescente em |—oo, —5e€3|.

1

3
. - . 1
h é impar, temos ainda que h é crescente em 3

Para x > 0, a derivada segunda de h é dada por:

W () = —3axtat — (18— In(3x))4® _ 4 ln(Sf) -7

x x
Logo, para x > 0, a Unica raiz de h” é o ponto z, = %e% Além disso, h"(z) < 0 para
O<x<§e%eh”(x)>0parax>§ 2 Segue que x3 = 3

h.

Como h é impar, segue que T, = —

ets é um ponto de inflexdo de

T , ~

%elz é outro ponto de inflexdo de h.

Do item anterior, temos que h tem concavidade voltada para baixo em ]0, % ez ] e para cima
7 7 e . . .

em [%eﬁ,—f—oo[. Como h é impar, temos ainda que h tem concavidade voltada para cima

7 . T
em [—%6_2 0[ € para baixo em ]—OO,—%QH} .

Dos itens anteriores, podemos conchiir ane o erifico de h tem o seeninte aspecto.

1 2 3

T T T T T T T 1T T1Yr

RNy 25

Questao 8. Temos que ¢(0) = 0 e que, como sen (t?) é uma fungdo par, ent3o:

/ sen (t%) dt = _/Ow sen ((—t)?) dt = /Ox sen ((—t)?) dt

Logo, ¢ é impar, portanto seu gréafico é simétrico em relagdo a origem. Assim, basta analisd-lo para
x> 0.

Segue do Teorema Fundamental do Célculo que a derivada de ¢ é dada por:

¢'(z) = sen (27)



Ent3o, ¢/(x) = 0 se e somente se 2?2 =km, com k € Z, ou seja, = =V k7, com k € N. Assim,
para 0 < z < /4, as raizes de ¢’ sdo: 9 =0, x1 = /7, T2 = V27 e, 13 =3T.

A derivada segunda de ¢ é dada por:

¢"(z) = 2z cos (2°)

Logo, ¢”"(x0) = 0, ¢"(x1) = —2/7, ¢"(13) =227 e, ¢"(x3) = —2+/37. Segue que z; e 73
sao pontos de maximo local e que x5 é um ponto de minimo local. Logo, —xz; e —x3 sao pontos de
minimo local e que —z5 é um ponto de maximo local. Como ¢'(x) > 0 para 0 < z < /7 e para
—/7m <z < 0, temos que ¢ é crescente em |/, \/7[. Logo, xy = 0 é um ponto de inflexdo de .
Temos ainda que, ©”(x) = 0 se e somente se 7 = 5tkm comkeZ, istoé v==x./5+km,
com k € N. Logo, os pontos de inflexdo de ¢, para —Vir <z < V4w sio (além de zq = 0):

xy = /38, w5 = /%, x5 = |/ e os simétricos destes pontos.

O grafico de ¢ tem portanto o seguinte aspecto.

©
Bl 1B 1Py

Llgo L 11 1m0

Questao 9.

(a) Uma seqiiéncia de nimero reais (2, ),y converge para 2 € R se:
Ve>0 dngeN | n>ng=|z—xo|<c¢

Geometricamente, esta definicdo significa que, dado uma raio € positivo tdo pequeno quanto
se queira, é possivel encontrar um indice ng suficientemente grande a partir do qual todos os
termos da sequiéncia distarao de xy menos que o raio € dado.

(b) Neste caso, ndo podemos afirmar que x € o limite de z,,. Consideremos, como contra-exemplo,
a sequéncia:

[0

{ 1/n se n é par
Ty = .
1 sen éimpar

: . , . 1 - .
Seja o = 0. Dado € > 0, seja ng 0 menor niimero par maior que —. Entdo, para todo nimero
€

par n > ng, temos:
1
no

< <

1
|Tn — wo| = -
g

S



Questao 10.

(a)

Dados m,n € N tais que m < n, temos:

m
1 1 1 0
Ay, — Ay = E - — E - = - >
" " k k k
k=1 k=1 k=m+1
Portanto a,, < a,. Segue que (a,) é mondtona crescente.
A seqiiencia (a,) ndo pode ser limitada, pois, caso o fosse, como é mondtona, seria conver-

gente.

Analogamente ao item anterior, dados m,n € N tais que m < n, temos:

Portanto b, < b,. Segue que (b,) é monétona crescente.

Para verificar que (b,) é limitada, dado n € N, tomemos p € N tal que 2P seja a menor
poténcia de 2 maior que n. Entdo:

n 2P
1 1
b = S — <SS —
Zka— ka
k=1 k=1
S (L Y L L L Y U B
- 2a Jo 4o 5o 6o 7a (2p71)a (2p_1)a
S T L Y I [ (L —
2a Qo fo fo 4o 4o (2p—1)a (Qp—l)a
1 1 1
< 14+2—+4—+.. 42—
Frg At 2 e
1 1 1
= 1+F+F+...+W

p—1 1 p—1 ( 1 )k
- k)a—1 - a—1
= (2Y) o \2

A sequéncia obtida acima é uma progressao geométrica, cujo primeiro termo € 1 e a razao é
1
- 9a-1"

; 1 2a—l
ra =
Para 1 - et 20711

p—1 k a—1
1 2
b, < ( ) <2a_1_1 VneN

2 a—1
k=0

Como o — 1 > 0, entdo r < 1. Logo, esta a soma desta progressao é convergente

r

. Logo:

Entdo (b,,) é limitada superiormente.

a—1

20-1 _1

a—1

ga-1_1°

Como (b,,) é mondtona crescente e limitada superiormente por , podemos concluir

que (b,) é convergente e que seu limite é menor ou igual a



