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Questao 1. Considere R a regido pintada na figura abaixo. De qual dos sistemas R é solugdo?

y < |z —2 y > |z — 2| y < |z —2|
(A)S y<0 (B)s y=>0 Qg y=>0
x>0 x>0 <0
i y > |o+ 2 y < |z +2|
: (D) § =0 (E)§ ¥=0
<0 <0

Questao 2. ldentifique e esboce a curva plana de equacdo cartesiana: 4> — 2 — 2y — 3 = 0.

Questdo 3. Sejam dadas trés retas, distintas duas a duas, no R%2. Considere o problema de construir
circulos tangentes simultaneamente a estas trés retas. Discuta o nimero de solu¢cdes do problema,
em funcdo da posicao relativa das retas.

Questao 4. Verifique se as afirmagdes a seguir sdo verdadeiras ou falsas, sendo r, s e t trés retas distintas
duas a duas e «, 3 e ~y trés planos distintos dois a dois no R3. Justifique as respostas, somente
para as afirmacdes falsas.

a
b

(a) Se r e s ndo s3o paralelas, entdo elas se interceptam.
(b)
(c) Se r intercepta s e s é paralela a ¢, entdo r intercepta t.
(d)
(¢)

Se r é perpendicular a t e s também é perpendicular a ¢, entdo r e s sdo paralelas.

d

e

Se a e (3 ndo se interceptam, entdo « e [ sdo paralelos.

Se « é perpendicular a v e § também é perpendicular a 7y, entdo « e (3 sdo paralelos.
24+ 1

2+1

Questao 5. Considere a fungdo f : R — R definida por: f(z) =

(a) Mostre que a fungdo possui uma assintota inclinada r(x).

(b) E possivel encontrar, uma fun¢do f; : R — R cujo gréfico fique contido estritamente entre
o grafico de f e sua assintota inclinada, isto é, uma fungdo tal que r(z) < fi(z) < f(x)
Vo € R? Caso seja possivel determine esta fungdo f;. Justifique sua resposta.



Questdo 6. A figura abaixo representa o grafico de uma fun¢do h :] — 3,5[— R. Os trechos do gréfico
correspondentes a x €] — 3,—1], z € [—1,0], z € [2,3] e x € [3,5] correspondem, cada um, a
um segmento de reta; e o trecho correspondente a x € [0,2] é um arco de pardbola. Em cada um
dos itens a seguir, determine o que é pedido, caso seja possivel. Justifique suas respostas.

(a) os valores de x €| —3,5[ em que h é desconti-
nua e os valores de x €| — 3,5] em que h ndo
¢é diferenciavel;

(b) os subconjuntos do dominio em que h’(x) = 0,
em que h/(x) > 0 e em que h/(z) < 0;

(c) o maximo e o minimo absolutos de h; —2

5
(d) o valor de / h(z) dx; 9
0

(e) o grafico de hy(x) =2h(z+1)—1.

Questdo 7. Considere a funcdo g : R\ {1} — R definida por: g (z) = In|xz® — 1|. Faca um esboco do
gréfico de g indicando (caso existam):

a) os limites lim g(x) e lim g(x);

z—1— z—1t

(

(b
(c
(

)
) os limites lim g¢(z) e lim g(z);
)
d) os méaximos e minimos locais e absolutos de ¢;
)
)
)

T——00 r—-+00

as assintotas horizontais e verticais de ¢ ;

e) os intervalos em que g é crescente e os intervalos em que g é decrescente;

(f
(g) os intervalos em que a concavidade de g é voltada para cima e os intervalos em que a con-
cavidade de g é voltada para baixo.

os pontos de inflexdo de g;

Questao 8. Considere a seqiiéncia de nimeros reais definida recursivamente da seguinte forma:

CL1:2
Uny1 =3 (a2 +1)Vn>1

(a) Mostre que (a,) € estritamente crescente. Sugestdo: use indug3o.

(b) Considere o seguinte argumento para determinar o limite de (a,):

Temos que x = lima,,., = lima,,. Entdo, podemos tomar x = lima,, .1 = lima,,. Logo:

1 1
e 5 (a2 +1) = lima, 1 = 3 ((liman)2 4 1) .

1
xzi(a:2+1):>x2—2x+1:0:>x:1

Logo, lima, = 1.
Este argumento estd correto? Justifique sua resposta.

(c) E verdade que lima,, = 1? Justifique sua resposta.



Questao 9. O problema fundamental do Calculo Infinitesimal na época de Newton era o seguinte: dada
a relacdo entre duas quantidades variaveis, encontrar a relacdo entre suas taxas de variacio e vice-
versa. Sendo x e y duas quantidades varidveis, Newton calculava a razdo entre suas taxas de
variacao % que determina a inclinacdo da tangente a curva descrita nas varidveis x e .

Se temos uma curva dada por y = z", consideramos o um intervalo de tempo infinitamente pequeno
e £ 0 e 70 sdo os incrementos infinitamente pequenos de x e y respectivamente. Para encontrar a
razao entre as taxas de variacao, Newton substitui x + x 0 e y + 1 0 na equagao da curva, obtendo
y+yo = (z+z0)". Utilizando a férmula que conhecemos hoje como “binémio de Newton"e que ji
era realmente conhecida por ele, escreve y+10 = 2" +nox x”*1+@ 0?32 2" 24. ... Eliminado
y— 2™ = 0 e dividindo tudo por o, obtém-se: § = +nx " ! + @ oz?x" 2+ .... Considerando
que o € infinitamente pequeno, é possivel negligenciar os termos contendo esta quantidade, o que

nos permite obter a férmula § = na""'i, ou seja £ = na" .

Reconhecemos imediatamente neste resultado a férmula correta para a derivada da funcao y = z".
No entanto, o procedimento pelo qual esta férmula foi obtida n3o é rigoroso do ponto de vista da
matemdtica contemporanea. ldentifique o que esta errado, diga quais as principais no¢des utilizadas
hoje que permitem corrigir este erro e explique como estas o fazem.

Questdo 10. Considere C um cone (ndo necessariamente reto) de base eliptica £. Mostre que o volume
de C é dado por V = %SO h, onde Sy é a drea de £ e h é a altura de C.
Dado: a area de um elipse de semi-eixos a e b € igual a mab.
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Questdo 1. (E)

Questao 2. Completando quadrados na equagdo dada,

obtemos > — 2y +1—1—3 -2 = 0. Logo:

r=(y—1)%*-4

Assim, a equacdo representa a pardbola esbocada ao —4 -3 —1 1 2 3 4

lado. ~ \

Questao 3. Trés retas distintas no R? podem ter as seguintes posicdes relativas: ou sio todas paralelas

(r || s || t); ou duas delas sdo paralelas e a terceira é concorrente a ambas (rNs = {A}, rNt = {B},
s || t); ou sdo concorrentes duas a duas (rNs = {A}, rNt ={B}, sNt={C}). Se as retas sdo
concorrentes duas a duas, podemos ter ainda que os pontos de intersec¢ao sao distintos dois a dois
(A# B, A# C, B # (), ou que pelo menos dois deles sdo iguais (digamos, A = B). Mas, se
A = B, devemos ter também A = B = (), pois, caso contrario, as retas s e t teriam dois pontos
distintos (A = B e C') em comum, logo seriam coincidentes. Assim, temos quatro possibilidades:

caso I:r || s | t caso 2: rNs={A}, rnt={B}, s |t
N3o hd circulos simultaneamente tangentes as Ha dois circulos distintos simultaneamente tan-
trés retas. gentes as trés retas.

t

T s |t
S
r
caso 3: rNs = {A}, rnt = {B}, snt = {C}, caso4: rNs ={A}, rnt ={B}, snt ={C},
comA# B, A#C, B#C comA=B=C
Ha quatro circulos simultaneamente tangentes Nao hd circulos simultaneamente tangentes as
as trés retas. trés retas.
T s |t




Questao 4.

(a)

(d)
()

Falso.

As retas podem ser reversas. Considere como contra-exemplo a reta r determinada pelos
pontos (0,0,0) e (1,0,0) (isto é, o eixo x) e a reta s determinada pelos pontos (0,1,0) e
(0,0,1). Ent3o, r e s ndo sdo paralelas, mas ndo se interceptam.

Falso.
Considere como contra-exemplo os trés eixos coordenados. Os eixos x e y sdo ambos perpen-
diculares ao eixo z, mas nao sao paralelos.

Falso.

Considere como contra-exemplo a reta r determinada pelos pontos (0,0,0) e (1,0,0) (isto é,
0 eixo z), a reta s determinada pelos pontos (0,0,0) e (0,1,0) (isto é, o eixo y) e a reta ¢
determinada pelos pontos (0,0,1) e (0,1,1). Entdo, r intercepta s (na origem), s é paralela
a t, mas r nao intercepta t.

Verdadeiro.

Falso.
Considere como contra-exemplo os trés planos coordenados. Os eixos zz e yz sdo ambos
perpendiculares ao eixo xy, mas ndo sao paralelos.

Questao 5.

(a)

(b)

Efetuando a divisdo de z° + 1 por 2% + 1, obtemos que 2 +1 = z (z* + 1) + (—x + 1), logo:

3 +1 -
f@) = S =+
' . 11—
Portanto: IEIiHOO[f@) —a] = im 21

Segue que a reta r(z) = x é uma assintota inclinada de f.
Como f(1) =r(1) =1, ndo pode haver f; tal que r(x) < fi(x) < f(x) Vx € R.

Questao 6.

()

A funcdo ndo admite pontos de descontinuidade, uma vez que em cada um dos pontos em que
os segmentos de reta e o arco de parabola se encontram os limites laterais de h sdo iguais.

No interior dos segmentos em que h é definida por um mesmo segmento de reta ou arco de
parabola, a funcdo é certamente diferencidvel. Para verificar a diferenciabilidade nos pontos
r1=—1,29=0, x3 =2 e x4 = 3, de encontro desses intervalos, devemos calcular os limites
laterais de A’ em cada um. Nos pontos 21 = —1 e x4 = 3, os limites laterais de i’ sdo dados
pelas inclinagOes das retas que definem h nos intervalos vizinhos:

) D
lim A'(z)=0 lim A'(z) = -2 lim A (z) = = lim A (z) = —=

z——1" ( ) r——171 ( ) z—3~ ( ) 2 z—3+ ( ) 2
Nos pontos x5 = 0 e x3 = 2, os limites laterais de i’ sdo dados pelas inclinacdes das retas e pela
derivada da parabola que definem h nos intervalos vizinhos. Como essa pardbola tem raizes
0 e 2 e vértices em (1, —1), podemos concluir que esta pardbola tem equagio y = % — 2.

Logo, h/(z) = 2x — 2 para x €]0,2[. Ent3o:

lim A'(z) = —2 lim A'(z) = -2 lim A'(z) =2 lim A'(z) =

z—0~ z—0t T—2— z—2+

DO | Ot

Portanto, os tinicos pontos em que h n3o é diferencidvel sdo x1 = —1, 23 =2e x4, =3



(b) Temos que:
e 1/(x) = 0 nos pontos em que a reta tangente ao grafico de h existe e tem inclinagdo nula,
isto €, no conjunto | — 3, —1[U{1};
e 1/(x) > 0 nos pontos em que a reta tangente ao grafico de h existe e tem inclinagdo
positiva, isto é, no conjunto |1,2[U]2,3] e
e 1/(x) > 0 nos pontos em que a reta tangente ao gréfico de h existe e tem inclinagdo
negativa, isto é, no conjunto | —1,1[U]3,5].

(c) Analisando o gréfico, percebemos que a imagem de h é o intervalo | — g, % ]. Assim, o maior
5

valor atingido por h € 3, que ocorre ponto x = 3, mas a funcdao n3o admite um minimo
absoluto.

(d) Temos que:

/05h(x)dx:/OQh(x)dx+/:h(x)dx+/34h(;p)dx+/45h(x)dx

As trés ultimas integrais acima podem ser calculadas através da drea de um tridangulo de base

3 4 5
1 e altura g Assim: /2 h(x) dX:/3 h(z)dx = —/4 h(z)dx = —Z_

2 2 x3 8
Além disso: / h(z)dx = / (22 —22)dx = [— - xQ] =—-—4=-
0 1 3 3

Portanto:

> 4 5 1
hz)ds = —= + 2 = ——
/0 (r)dx=—3+71="1

(e) Podemos entender a construgdo de hy em trés passos, ilustrados na figura a seguir:

1. Soma-se 1 ao argumento da fun¢do, obtendo h(z+1). O efeito geométrico desta operagdo
€ uma translacdo horizontal de 1 unidade para a esquerda.

2. Multiplica-se h(x 4 1) por 2, obtendo 2h(z + 1). O efeito geométrico é uma dilatagdo
vertical de razao 2.

3. Subtrai-se 1 de 2 h(z + 1), obtendo hi(x) = 2h(z + 1) — 1. O efeito geométrico desta
operacao é uma translacao horizontal de 1 unidade para baixo.

5+ Yy
4 4
Y 3+ 3

A
N

P — _‘3 _‘2 _ é : — -3 -2
1+
-2+ -2




Questao 7.

Para estudar o sinal de g, devemos determinar para que valores de z, temos |23 — 1| € igual, maior ou
menor que 1. Temos que |x3 —1]=1seesbse 23 —1=+1,isto é, z =0 ou x = v/2. Portanto,
2% — 1| < 1 parax €]0,V/2[ e |2® — 1| > 1 para z €] — 00, 0[U]+/2, +-00[. Entdo, g(z) = 0 para
r=0o0ux=+?2; g(x) <0paraxcl0,v2] e g(x) >0 para x €] — o0,0[U]+/2, +o0].

Quanto  — 1 (tanto pela direita quanto pela esquerda), |z® — 1| — 0 (positivamente). Logo:

lim In|2® — 1| = lim+ Injz® — 1| = —c0
r—1

r—1—

Quanto z — 400 ou x — —o0, temos |z® — 1| — +oo. Portanto:

lim In|z® — 1| = lim In|2® — 1] = 400

r——00

Para calcular a derivada de g, observamos:

L
In(z? - 1),z > 1 517
— 3 _ — ’ / — 3 _ — X
o) =tnle? <1 ={ P73 7] = o) =l -1y =] ]
-t
32
/

Entdo, ¢'(z) =0sex =0; ¢'(x) <Oparax <1,z #0e ¢ (z) >0 para z > 1.
A derivada segunda de g é dada por:

~6x(2®—1)—32?-32 -3a2'—6x —3x(2®+2)

N T e o

Entdo, ¢"(v) =0sex =0ouz=—v/2; ¢(z) <Oparaz < —v2ouz>0,2#0eg(z) >0
para —v/2 < z < 0.
Essas informagdes nos permitem concluir que o grafico de g tem o aspecto abaixo.

(a) lim In|2® — 1| = lim In|z® — 1| = —c0
Y : z—1- z—1t

(b) lim Inj2z® —1|= lim In]z® — 1| = +o0

Tr——00

(c) g ndo tem assintotas horizontais e tem uma
assintota vertical em z =1

(d) g n3o possui maximos ou minimos locais ou
absolutos

(e) g é crescente em |1,+oo[ e decrescente em
] — 00, 1[

(f) g possui pontos de inflexdo em (0,0) e em

(—+/2,1n3)

(g) g possui concavidade voltada para cima em
/2,0 [ e concavidade voltada para baixo em
00, —v/2[, em ]0,1[eem |1, 400

]_
]_



Questao 8.

(a) Devemos mostrar que a, 1 > a, Vn € N.
Temos que ay = % > 2 = ay, logo a afirmacao é vélida para n = 1.
Suponhamos agora que que a afirmacdo seja valida para algum k£ € N fixo. Temos que:
Qpro = % (az+1 + 1). Pela hipdtese de indu¢do, temos que a1 > ax. Como todos os termos
da sequiéncia sdo positivos (pela sua prépria defini¢do), segue que aiﬂ > a2, portanto:

1 1
Utz = 5 (@hsr +1) > 5 (ak +1) = ara
Portanto, a afirmacdo é valida também para k+ 1, como queriamos demonstrar. Isto completa
o argumento de induc3o.

(b) O argumento n3o estad correto. Para definir o nimero = = lima,,; = lima,, e operar com
este nimero, devemos saber de antemao se o mesmo de fato existe, isto é, se a sequéncia a,,
converge. Mas isto nao foi demonstrado na argumentacdo apresentada.

(c) N3o é verdade que lima, = 1. Podemos observar que o que de fato foi demonstrado na
argumentacado do item anterior é que, se lim a,, existe, entdo lima,, = 1. Como a seqiiéncia é
estritamente crescente e a; = 2, entao seu limite nao pode ser 1. Portanto, lim a,, ndo pode
existir. Isto é, a sequéncia é divergente.

Questao 9. O erro deste procedimento estda no fato da quantidade o ser considerada “infinitamente
pequena’ para justificar a eliminacao dos termos que sdo por ela multiplicados, uma vez que, em
uma etapa anterior, todos os termos foram divididos por esta quantidade, logo ela ndo pode ser
considerada nula. Ora, o que pode ser uma quantidade “infinitamente pequena” que nado seja igual
a zero? Seu estatuto matematico n3o esta bem definido.

Este problema é resolvido, na matematica atual, com a nocdo de limite. A derivada é definida como
fla+h) — f()
I -1
fi(w) = lim h

aproximam indefinidamente e a diferenca entre eles é dividida por A. Quanto mais préximo h estiver
de zero, mais préxima a diferenga entre f(x+h) e f(z), dividida por h, estard da derivada, mas ndo
dizemos que o limite é atingido quando A se torna “infinitamente pequeno”e sim quando é extraido
fl+h) - f(z)

. :

A nocdo de limite permite, deste modo, eliminar o carater de “aproximac3do infinita” contido no
raciocinio utilizado por Newton.

. Ou seja, quando h tende para zero, os valores f(z + h) e f(x) se

o limite desta divisdo. Isto que dizer que Ve > 0 36 > 0 tal que |h| < § =

Questao 10. Sejam a e by os semi-eixos da base do cone. Entao Sy = 7 agby. Consideremos &£, o corte
transversal do cone por um plano paralelo ao plano da base distando z (0 < z < h) deste. Ent3o
E. € uma elipse, cujos semi-eixos a(z) e b(z) dependem de z. Seja S(z) = ma(z)b(z) a area de
&,. Portanto:

V:/OhS(z)dz

Para determinar a(z) e b(z), observemos a figura ao lado, que representa um corte transversal do
cone por uma plano perpendicular ao plano da base e que contem o vértice do cone.



Os triangulos ABD e AB;D; sdo semelhantes (pelo caso AA). As

bases destes tridngulos sdo ag e a(z) e suas alturas sdo h e h — z, re-
a(z)  ap h—z

= isto é, a(z) = ag . Analoga-

h —Z Bl Cl
. Portanto: a(z)

S(2) = 7 ag b (h;'z)Q:so (hng

spectivamente, Logo,

mente, b(z) = by




