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Questao 1. Considere a funcdo p cujo grafico é dado ao lado.
Dentre os gréficos abaixo, indique o tnico que pode repre-
sentar uma funcdo ¢ cuja derivada seja p.

Observagdo: nesta questdo, ndo é necessario justificar sua
resposta.

Questao 2. Considere a dizima periddica: @ = 0,9 = 0,999 .. .. Determine quais das afirmativas abaixo
é a correta. Justifique rigorosamente a sua resposta.
(a) a>1 (b) a =1 (c)a<1

Questdo 3. Identifique e esboce a curva plana de equacdo cartesiana 22 + 29> + 42— 8y +8=0.

Questdo 4. Determine e identifique o lugar geométrico dos pontos do R?® que s3o equidistantes dos
pontos (1,0,0) e (0,2, —1).



Questao 5. A figura ao lado representa um trecho do grafico de 1

uma funcao u : R — R. As retas r; e 5 sdo tangentes ao
grafico em x1 = 1 e x5 = 2, respectivamente. Considere
ainda a fungio v : R — R, v(z) = |2? — 32 + 2.

(a) A fungdo v o u é diferencidvel em z; = 1?7 Em caso

2

\ 1
afirmativo, determine (v o u)’(1). )<
-1

(b) A fungdo v o u é diferencidvel em x5 = 2?7 Em caso
afirmativo, determine (v o u)'(2).

—2
Justifique suas respostas. /

Questao 6. Considere h : R — R a funcdo definida por:

f(z+1)(3—x)sex >0
h(m)—{ |20 4+3| sex<0

Faca um esboc¢o do gréfico de h, indicando (caso existam):

a) todas as solugdes reais da equagdo h(x) = 0;
b

(a)
(b) os maximos e minimos locais de h ;

(c) os pontos = € R em que h é descontinua;
(d)

()

d

(S

os pontos x € R em que h nao é derivavel;

o valor da drea da regido acima do eixo das abscissas, abaixo do grafico de h e entre as retas
r=—-2ex=1.

Questdo 7. Considere a fungdo g : |0, +00[ — R definida por:
g(z)=2>nz
Faca um esbog¢o do gréfico de g indicando (caso existam):
a) os limites lim g(z) e lim g(z);

z—0t T—+00

(a)

(b)

(c)

(d) os intervalos em que g é crescente e os intervalos em que g é decrescente;
)
)

(
(

as assintotas horizontais e verticais de ¢ ;

0s maximos e minimos locais e absolutos de ¢;

e) os pontos de inflexdo de g;

f) os intervalos em que a concavidade de g € voltada para cima e os intervalos em que a con-

cavidade de g é voltada para baixo.

2

Questao 8. Para calcular o limite lim 1 uma pessoa argumentou da seguinte forma:

xr——+00 332 —
2
1
Como lim (% +1)= lim (2* —1) = +oc, entdo lim x2 R
T—+00 r—-+00 z—+o0 ¢ — 1

A argumentagdo acima estd correta? E a conclusao (isto é, o valor do limite), esta correta? Justifique
suas respostas.



Questao 9.

(a) Seja f : R — R uma fungdo polinomial de segundo grau. Mostre que a reta y = ax + b é
tangente ao grafico de f se, e somente se, intercepta o grafico em um dnico ponto.

(b) O enunciado do item anterior é vélido para uma funcdo derivével f : R — R qualquer (n3o
sendo necessariamente polinomial de segundo grau)?

Questao 10. Enuncie a definicio de derivada de uma funcdo f : R — R e explique seu significado
geometricamente.
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Questdo 1. Alternativa correta: (a)

Questdo 2. Alternativa correta: (b)

—+o00
O ndmero « é o limite de uma série geométrica de razdo — : o = — . Logo:
& 10 D g Los
n=1
10
a=9- =1 A
1— L
10
~ ~ -+ 4
Questao 3. Desenvolvendo a equacdo dada, obtemos:

2> +2y* +4r — 8y +8=0

2 +4r+4+2(yr—4y+4)—4-8+8=0

(z+2)*+2(y—2)* =4

(z+2)7°  (y—2)?
4 * 2

=1

A curva é portanto uma elipse de centro no ponto :
(—2,2), semi-eixo horizontal a = 2 e semi-eixo ver- ' ' ' '
tical b = /2, como mostra a figura ao lado.

Questdo 4. O lugar geométrico pedido é formado pelos pontos (z,y, z) € R3 tais que:
d((z,y,2),(1,0,0)) = d((z,y,2),(0,2,-1))
Desenvolvendo esta equacao obtemos:

VE 1P+ +2 =2+ (y -2 + (2 + 1)

P -2r+ 14y + 22 =+ —dy+4+22+22+1
—2r = —4y+4+ 2z

20 —4y+22+4=0

O lugar geométrico é portanto um plano no R?.

Questao 5. Se u é diferenciavel em x e v é diferencidvel em u(z), entdo segue pela regra da cadeia que
v o u é diferencidvel em z e (vou)'(z) = v'(u(x))u'(x).

Do grafico dado para u, temos que u é diferencidvel em 1 = 1l ez =2, v/(1) =2 e W/(2) =

1
. - 2.
Além disso, temos que:

o(z) = 2?2 —3x+2 sex<louz>2
Tl —2?+3r—-2sel<z<?2

Portanto v é diferencidvel Vo € R\ {1,2} e:

v (z) = 2r—3 sex<loux<2
S| 2z4+3sel<z <2



(a) Como v é diferencidvel em u(1) = 0, temos pela regra da cadeia que v o u é diferencidvel em
ry=1e (vou)(l)=2(0)u'(1)=6.

(b) Como v n3o é diferencidvel em u(2) = 1, ndo podemos aplicar a regra da cadeia neste ponto.
Porém, podemos usar a regra da cadeia para calcular as derivadas laterais de v o u. Assim,
sendo vy (z) = 22 — 3z + 2 e vy(x) = —2* + 3z — 2, temos:

FL2) = (vr o w)(2) = Vi (u(2)) u'(2) = vi (1) -

1 1
FL(2) = (02 0 0) (2) = (u(2)) w(2) = v4(1) - 5 =
Portanto, v o u ndo pode ser diferencidavel em x5 = 2.

Questao 6. Analisando a equacdo de h, vemos facilmente que o grafico de h tem o seguinte aspecto:

(a) As solugdes reais de h(z) = 0 sdo os © = —
er=23.

[\eJ[9V]

(b) O dnico ponto de minimo local de h é (—3,0).
O dnico méaximo local de h é o vértice da
pardbola y = (x + 1) (3 — z), isto é o pon-

-4 -3 -2 —11 1 2 3 4 to <1’4)'
L (c) A fungdo é certamente continua para = # 0.
Além disso, lir% h(z) = h(0) = 3. Logo, h é
=T continua Vr € R.
_4 4+
(d) A fungdo ndo derivavel em x = —2, pois é definida pela expressdo |2z + 3|. O dnico outro

ponto onde h pode nao ser derivavel é x = 0, onde ocorre a mudanca das sentencas por meio
das quais h é definida. Neste ponto, temos que:

_ _p2 _
pohl@) —h(O) (et 2043) -3
z—0+ z—0 z—0t T
L@ —h(O) . (2043)-3
x—0~ x—0 r—0~ T

Ent3o, h é diferencidvel em 0 e 2'(0) = 2. O Unico ponto em que h n3o é derivével é portanto
r=—

] [o]

(e) A drea é dada por:
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Questao 7. O sinal de g é determinado pelo logaritmo, logo g é positiva para x > 1 e negativa para

O0<zxz <l
(a) Temos que 1121 g(x) = +o0, pois lirf = hril Inz = +o00. Como lim, 2 =0e
Z——+00 T—+00 T——+00 z—0
lim+ Inx = —o0, para calcular lim+ g(x), podemos aplicar a regra de L'Hospital:
z—0 z—0

Inx r! 1

lim 2’Inz = lim — = lim ~lim (—=2?) =0
z—0+t a—0+ 172 z—0+t —2173 2—0+

(b) Como 111:{1 g(x) = 400 (e lim g(x) ndo estd definido), entdo g ndo admite assintotas

horizontais. Como n3o existem pontos a € R em que os limites laterais de g sejam infinitos,
entdo g também nao admite assintotas verticais.

1
A derivada de ¢ é dada por: ¢'(z) = 2r Inz +2° -~ =z (2Inz + 1).
T

Para analisar o sinal de g, basta considerar o fator (2Inz + 1). Assim, ¢'(z) = 0 & x = e 2,
J@)>0sr>czeg(z) <0 0<z<e s,

N

2
A derivada segunda de g é dada por: ¢"(z) =2-=+1-(2lnz+1) =2Inz + 3.
T

3
2

Logo, ¢'(z) =0 &z =c2, ¢'(z) >0 z>ec2eg'(2) <0 0<z<e 2.

Considerando os fatores acima, podemos concluir que o grafico de g tem o seguinte aspecto:

Observando o gréfico ao lado, podemos responder as
A questdes a seguir.

(c) O dnico minimo absoluto de g ocorre no ponto

4 1 -1 ~ ~ . , -
0.2 (e7z,—3e7'). A fungdo ndo possui maximos
locais ou absolutos.

01 4 (d) A funcdo é decrescente em ]0, e~ 2] e crescente
em Je™2, 400 .

0o , () O dnico ponto de inflexdo de g é (e 2, —3e73).
0.5 1.0 ) )

(f) A fungdo possui concavidade voltada para
baixo em ]0,¢ %[ e concavidade voltada para
cima em Je™2, 4+o00].

Questao 8. A argumentacio n3o esta correta, pois, se lirf f(x) = hl}_l g(x) = 400 ndo podemos
T—1+00 T—+00
. . f(o) . ) . . 2P
afirmar que lim ——= = 1. De fato, temos que lim z“ = lim x = 400, mas lim — = 4oc.
Tr—+00 g({)j) T—+00 r—-+400 rz—+o0 I
Por outro lado, o valor do limite esta correto pois:
2 1
x° 41 1+ =%
lim = lim 22— 1



Questao 9.

(a) Seja f(z) = Az*+ Bz +C, com A,B,C € Re A # (. Como sabemos, a equacdo da reta ¢
tangente ao grafico de f em (xq, f(x¢)) é dada por

y = f(xo)(x — m0) + f(x) = (24w + B)(x — 20) + Az? + By + C
= (2Az¢ + B)z + (C — Azd)

Se (x,y) estad na intersecdo de ¢t com o gréfico de f, entdo ¢ solugdo do sistema

y = Ax? + Bx + C,
y = (2Axg + B)x + (C — Ax}d)

Subtraindo a segunda equagdo da primeira, obtemos que = € solugdo de

Ax? —2Argr +Azi =0 = Alw—120)*=0 = z=u1
Substituindo na primeira equagdo obtemos y = f(xy). Ou seja, o Unico ponto na intersecdo

de t com o grafico de f é o ponto de tangéncia.

Suponhamos agora, que a reta y = ax + b intercepte o grafico de f apenas em (xq, f(x0)),
ou seja, (x,y) = (o, f(zo)) é a Unica solug¢do do sistema

y = Ax? + Bx + C,
y=axr+b

Neste caso, subtraindo as equacgdes, obtemos que x( € a Unica solu¢ao da equacdo do segundo
grau
Az* + (B—a)z+ (C —b) =0

Segue que A = 0 e, portanto,

a—Bi\/Z_a—b
24 24

Ty = = a=2Axc+ B

Ou seja, a reta y = ax;, tem a mesma inclinagdo de t e ambas passam por (xg, f(z9)), logo,
elas coincidem.

(b) N3o. As retas de equagdes y = 0 e y = x se interceptam apenas em (0,0) mas ndo sdo
tangentes neste ponto. Por outro lado, a reta y = 2 é tangente ao grafico de f(z) = 23 — 3z
no ponto (—1,2) e, além deste ponto, o intercepta em (2,2).

Questao 10. A derivada de uma fungdo f : R — R € o limite (caso este exista):

flx+h) - fx)
h

f'(z) = lim

h—0

Se pensarmos em h como uma variagdo da variavel x, o numerador f(x+h)— f(x) serd a variagdo

flz+h) - fz)

h
grafico de f nos pontos (x, f(x)) e (x+h, f(z+h)). Quando h — 0, esta razdo tente a inclinagdo
da reta tangente ao gréfico de f no ponto (z, f(z)), isto €, a reta que melhor aproxima o gréfico
de f préximo a este ponto.

correspondente da varidvel y. Assim, a razao ¢ a inclinacao da reta que corta o



