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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo investigar as concepcdes de ingressantes no curso de
Licenciatura em Matematica sobre argumentacdo, prova e demonstracdo. Ao todo, 78
licenciandos ingressantes, de trés intuicdes publicas de Ensino Superior, participaram da
coleta de dados, que consistiu na aplicacdo de um questionario. Tanto a elaboracdo quanto a
analise desse instrumento foram norteadas, principalmente, pela tipologia de provas de
Balacheff (1988) e pelos esquemas de provas de Harel e Sowder (1998). Os dados coletados
foram submetidos a uma abordagem quanti-qualitativa, gerando, para cada uma das questdes
propostas no questionario, a descri¢do das respectivas Analises Didaticas (analises a priori € a
posteriori), a luz do referencial teérico e da revisdo de literatura. Os resultados obtidos
evidenciaram um conhecimento limitado por parte dos licenciandos a respeito das
potencialidades da prova e que a simples aparéncia do argumento associada a linguagem
algébrica, muitas vezes, é suficiente para convencé-los, ainda que seja logicamente
contraditéria. Ademais, emergiu das concepcdes dos ingressantes uma contradicdo entre a
preferéncia e a nogdo de prova matematica admitida pela maioria deles com o modo utilizado
para validar conjecturas. Em vista disso, constatou-se que, em geral, os estudantes associam
tanto “demonstragdo” quanto “prova” ao significado de validar algo, apesar de que, muitos
deles, assinalam a necessidade de verificar uma afirmacdo por meio de exemplos, mesmo
depois de prové-la. Isto sugere que uma demonstracdo nem sempre € suficiente para persuadir
o licenciando sobre a veracidade de um enunciado. Constatou-se ainda que, em geral, 0s
participantes deste estudo preferem as justificativas mais “formais”, aquelas que se
enquadram na prova conceitual (BALACHEFF, 1988) e no esquema de prova analitica
(HAREL; SOWDER, 1998), ainda que, na pratica, a maioria deles ndo saiba como
desencadear uma argumentacdo logica e ndo domine as técnicas de prova, como, por
exemplo, o Principio da Inducéo Finita. Isto pode ser um indicativo de que o ensino de
Matematica, especialmente na Educacdo Baésica, privilegia mais os procedimentos em
detrimento da compreensdo dos conceitos. Por esta razdo, defendemos que os cursos de
formagé&o inicial, devem proporcionar aos futuros professores, a oportunidade de conceber a
temética da argumentacdo e provas como um recurso metodoldgico a ser utilizado em sala de
aula, a fim de criar um ambiente favoravel ao uso de atividades exploratorio-investigativas.

Palavras-chave: concepgdes; licenciatura em Matematica; argumentagdo; prova;
demonstracéo.



ABSTRACT

This research has the objective to investigate the conceptions of freshmen students in the
course of formation of Mathematics teachers on argumentation, proof and demonstration. A
total of 78 novice students, from three public Superior Education intuitions, had participated
in the collection of data, which consisted in the application of a questionnaire. Both the
elaboration and the analysis of this instrument had been guided, mainly, by the Balacheff
typology of proofs (1988) and by Harel and Sowder proof schemes (1998). The collected data
had been submitted to a quantitative-qualitative approach, generating, for each one of the
questions proposed in the questionnaire, the description of the respective Didactic Analyses (a
priori and a posterior analyses), under the light of the theoretical framework and the revision
of literature. The results gave evidence that a group of these students had a limited knowledge
regarding the potentialities of proof and that the simple appearance of the argument associated
with the algebraic language, many times, is enough to convince them, despite they may be
logically contradictory. Moreover, a contradiction emerged from the conceptions of the
freshmen students, between the preference and the notion of mathematical proof admitted by
the majority of them with their way to validate conjectures. In sight of this, it could be
concluded that, in general, the students associate both “demonstration” and “proof” to the
meaning of validating something, although many of them designate the need to verify an
affirmative by means of examples, even after proving it. This suggests that a demonstration
nor always is enough to persuade the future teacher about the veracity of a statement. It is also
evidenced that, in general, the participants of this study prefer the “formal” justifications to
that fitting in the conceptual proof (BALACHEFF, 1988) and in the analytical proof schemes
(HAREL; SOWDER, 1998), despite that, in the practice, the majority of them does not know
how to develop a logical argumentation and does not dominate the proof techniques, as, for
example, the Principle of Mathematical Induction. This can be an indicative that the teaching
of Mathematics, especially in the Basic Education, privileges more the procedures in
detriment of the understanding of the concepts. For this reason, we defend that the courses of
initial formation must provide to future teachers the chance to conceive the thematic
of argumentation and proofs as a methodological resource to be used in classroom, in order to
create an environment favorable to the use of exploratory-investigative activities.

Key-words: conceptions; formation of Mathematics teachers; argumentation; proof;
demonstration.
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INTRODUCAO

Durante a minha trajetoria como aluno na Educacéo Basica, ndo tive oportunidades de
desenvolver e conhecer os porqués da Matematica. O meu contato inicial com questdes
relacionadas a argumentacdo e provas ocorreu somente em 2011, ja na universidade, logo no
inicio da graduacdo, no curso de Licenciatura em Matematica. Recordo-me que na disciplina
de Geometria Analitica, a professora demonstrou todas as formulas relacionadas a distancia
no plano e no espago. Recordo-me também que, no 1° bimestre de 2010, no 3° ano do Ensino
Médio, minha professora abordou os mesmos tépicos relacionados a disténcia no plano e a
equacdo da circunferéncia, no entanto, ela se limitou em apresentar somente as formulas, sem
nenhuma justificativa. E neste intervalo de tempo de exatamente um ano, quando a professora
da universidade justificou essas expressoes, indaguei-me quais seriam as razdes pelas quais a
professora do Ensino Médio ndo fez o mesmo. A partir desse momento, comecei a me
questionar sobre as justificativas para tantas outras formulas, que até entdo assumia como

verdadeiros dogmas, sem contesta-los.

Acredito que esta postura acritica esta presente na maioria dos alunos da Educacdo
Basica, no que se refere ao ensino de Matematica, pois ao longo dos meus 12 anos como
aluno de escola publica, nunca fui incentivado a argumentar e demonstrar qualquer resultado,
e consequentemente, ndo me questionava sobre 0s porqués agregados a essa ciéncia. Ao longo
de minha trajetdria escolar também observei inimeros alunos que possuiam forte resisténcia a
Matematica, 0s quais, muitas vezes, alegavam a falta de sentido e de utilidade das suas

expressdes e formulas.

A minha motivacdo em investigar sobre argumentacdo e provas sucedeu em 2015
enquanto procurava programas de pos-graduacdo em Educacdo Matematica. Ao estudar temas
para desenvolver o trabalho de conclusdo na disciplina de Metodologia de Pesquisa, o qual
consistia na elaboracdo de um anteprojeto de mestrado, interessei-me pelo Programa de Pos-
Graduagdo em Ensino de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro
(PEMAT/UFRJ) e ao pesquisar possiveis questdes que gostaria de investigar na Pos-
Graduacgdo, observei que a tematica sobre argumentacdo e provas era abordada nas

dissertacdes e teses do programa. O titulo do trabalho desenvolvido na época foi “As
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concepcOes de professores e alunos sobre argumentacdo, prova e demonstracdo em

Matematica”, o qual foi revisado e publicado em 2017,

Atrelado a esse fato, em 2015 também tive a oportunidade de realizar um intercambio
de 6 meses na Universidade do Porto em Portugal e vivenciar um pouco da realidade
educacional portuguesa. Durante o estagio, atentei-me para 0 Exame Final Nacional do
Ensino Secundéario, uma prova escrita aplicada aos alunos do 12° ano de escolaridade pelo
governo portugués e que compde parte da nota deles para o ingresso nas universidades. Ao
estuda-la, constatei que esse exame ndo se limitava apenas a questdes que privilegiavam a
reproducdo de técnicas ou a memorizacdo de formulas, pois 0 mesmo as fornecia no inicio da
prova, mas enfatizava o pensamento matematico dos alunos. Ressalto ainda a presenca

marcante das expressdes “justifique”, “explique”, “prove que” e “mostre que” nos enunciados

das questdes?.

Desta forma, as minhas experiéncias no ambito escolar e académico instigaram a
minha curiosidade e reflexdo sobre a tematica de argumentacdo e provas com vista ao ensino
de Matematica. Ora como aluno da Educacdo Basica, onde ndo houve estimulo ao ensino-
aprendizagem de argumentacdo e provas. Ora como aluno na universidade, onde se
privilegiou uma abordagem dedutiva e axiomatica por meio das demonstracdes formais. E ora
como estagiario do ensino portugués, onde se observou uma énfase maior do que o sistema
brasileiro, em questdes que envolvem a habilidade de argumentacdo e de raciocinio légico
dedutivo dos alunos.

De acordo com Nasser e Tinoco (2003), apdés o Movimento da Matematica Moderna
houve o abandono do raciocinio dedutivo e das demonstracdes nas aulas da Educacao Basica.
Segundo as autoras, a maioria das escolas adota um modelo de ensino em que o aluno é
levado a resolver extensivas listas de exercicios repetitivos, que para ele ndo tém significado
algum, os quais consistem em aplicacOes diretas de formulas ou na repeticdo de técnicas
apresentadas pelo professor. Elas destacam que o aluno ndo é questionado ou levado a pensar
sobre a resposta do problema, ou seja, se de fato ela é plausivel e coerente com a pergunta, e

constatam que “os jovens ndo estdo habituados a pensar e comunicar suas ideias” (p. 1).

Ainda de acordo com Nasser e Tinoco (2003), esse fato ndo foi observado apenas no

Brasil, mas sim internacionalmente, e a investigacdo sobre argumentacdo e provas vem

! para maiores informagdes, consulte Caldato, Utsumi e Nasser (2017).
2 para maiores informagdes, consulte Portugal (2015a) e Portugal (2015b).
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recebendo atengdo cada vez maior de educadores matematicos em pesquisas apresentadas em
congressos e publicagdes em periodicos. Percebendo a multiplicidade de abordagens sobre o
tema, Reid e Knipping (2010) apresentam um levantamento dos autores e discutem as
principais linhas de pesquisa adotadas nos trabalhos envolvendo esta tematica em Educacéo

Matematica.

Diante deste acervo de publicacfes, empreendi um levantamento bibliografico das
pesquisas recentes nos programas de pds-graduacao, enfocando a questdo da argumentacdo e
provas no e para o ensino de Matemaética. Além de permitir a familiarizacdo com a temética
investigada, viabilizou as escolhas tedricas (HAREL; SOWDER, 1998; BALACHEFF, 1988)

e metodolodgicas para a interpretacdo dos resultados.

Ordem (2015), que inspirou os procedimentos metodoldgicos adotados nesta
pesquisa, verificou que os licenciandos concluintes em Matematica da Universidade
Pedagogica de Mocambique ndo utilizavam critérios consistentes para avaliar as
demonstracdes e que as suas concepcdes sobre argumentacdo e provas sdo simples rituais
dissociados de uma de suas principais funcdes, a de validar ou refutar conjecturas e

propriedades.

Tais resultados sdo importantes, pois alguns estudos mostram que os alunos
explicitam melhor seus argumentos matematicos quando sdo colocados em contato com
atividades, curriculo e docentes preparados para a construcdo dessa habilidade. Entretanto,
como observado por Aguilar Junior (2012), de modo geral, os professores ndo estdo
inclinados ao desenvolvimento de atividades que possibilitem a construcéo de tal habilidade

em sala de aula.

Isto sugere que a demonstragdo na formacéo inicial se limita a uma mera ferramenta

para os licenciandos. Para Garnica (2002) a demonstracao seria

[...] fundamental nos cursos de formacgdo de professores, ndo como mero
recurso técnico, mas numa abordagem critica, que possibilitasse uma visada
panoramica nos modos de producdo e manutencdo da “ideologia da certeza”
para que, a partir disso, pudessem ser produzidas formas alternativas de
tratamento as argumentagdes sobre 0s objetos matematicos em salas de aula
reais. (p. 94).

Pietropaolo (2005) também defende o uso de demonstracdo nos cursos de formacéo

inicial sob uma perspectiva mais ampla. Para ele, as provas ndo devem ser utilizadas somente
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para a compreensdo da Matemadtica, mas também para refletir sobre a “evolucdo” do

pensamento matematico, por meio de uma perspectiva didatica, curricular e histérica.

Acreditamos que, nesta perspectiva, o futuro professor teria condigdes de inserir a
préatica argumentativa na Escola Basica, em qualquer contexto matematico, seja Aritmética,
Algebra ou Geometria, por meio de procedimentos empiricos e/ou dedutivos (NUNES;
ALMOULOUD, 2013).

Além disso, acreditamos também que para atingir um dos principais objetivos do
ensino da Matematica, que consiste no desenvolvimento do raciocinio I6gico e do pensamento
critico dos alunos, segundo os documentos oficiais, o raciocinio argumentativo e
demonstrativo precisa estar presente nas salas de aula e a Unica forma de garantir

efetivamente que isso ocorra é por meio da formac&o e da préatica docente.

E ¢ por esta razdo que o0 nosso trabalho teve inicialmente a preocupacdo de investigar
as concepgdes de professores sobre argumentacdo, prova e demonstragdo. No entanto, a
literatura revelou a existéncia de estudos similares que utilizaram como sujeitos de pesquisa
professores em exercicio (AGUILAR JUNIOR, 2012; KNUTH, 2002a, 2002b) ou
licenciandos em fase de conclusdo de curso (ORDEM, 2015; MATEUS, 2015). Logo, em
busca do ineditismo e a fim de possibilitar futuras investigagdes com 0s mesmos sujeitos, a
nossa pesquisa se direcionou aos cursos de formacdo inicial de trés instituicbes publicas,
restringindo a amostra a licenciandos ingressantes em Matematica. Por ingressantes

consideramos os discentes que ingressaram em 2017, ano em que foi feita a coleta de dados.

A partir do estudo preliminar e da curiosidade do autor, formulou-se a seguinte

questdo de pesquisa:

Quais as concepcgdes de ingressantes no curso de Licenciatura em Matematica

sobre argumentacéo, prova e demonstragao?

O objetivo geral é investigar as concepcdes de licenciandos ingressantes sobre
argumentacdo, prova e demonstracdo matematica e para que isso seja possivel, esta pesquisa

busca atingir os seguintes objetivos especificos:

e Compreender como os licenciandos ingressantes interpretam e avaliam as
argumentacdes de alunos sobre contetdos presentes no curriculo da Educacao

Basica;
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e Identificar como os licenciandos ingressantes validam alguns resultados

matematicos da Educacédo Basica.

Entendemos que as concepcBes de um sujeito estdo intrinsecamente associadas ao seu
conhecimento e por isso possibilitam uma analise desse saber. Em virtude disso, nesta
pesquisa adotamos a nocdo proposta por Artigue (1990), que define “concepg¢do” como um
ponto de vista local sobre um dado objeto. Em particular, quando dizemos concepg¢des dos
licenciandos ingressantes, nos referimos aos significados que esses futuros professores
atribuem as nocGes de argumentacdo, prova e demonstracdo; as estratégias que utilizam para
interpretar e avaliar as justificativas de alunos; as funcGes que associam a uma demonstracdo

e a0 modo como validam conjecturas matematicas.

De acordo com a literatura e com base em nossas experiéncias, a expectativa é que 0s
dados coletados com os ingressantes evidenciem que suas concepgdes sobre argumentacéo,
prova e demonstragdo séo limitadas. Acredita-se que a maior parte dos estudantes ndo saiba
como validar matematicamente uma conjectura, e que muitos deles se autoconvencem por

meio de experimentos empiricos.

Nesta introducdo destacamos algumas consideracfes inicias em relacdo a tematica
investigada, frutos do levantamento bibliografico, o qual possibilitou a definicdo dos marcos
tedrico e metodoldgico que sustentam este estudo. Apresentamos ainda as questdes e 0s
objetivos de pesquisa que nortearam os procedimentos de analise, bem como as justificativas
e as motivacdes que fundamentaram a escolha deste tema. E visando responder a questdo de

pesquisa, esta dissertagdo se estruturou em cinco capitulos:

O capitulo 1 é dedicado a revisdo de literatura sobre argumentagdo, prova e
demonstracdo. Inicialmente problematizamos essas nocbes e apresentamos as definicdes
adotadas neste estudo. Em seguida, descrevemos as fungdes da prova principalmente a luz de
De Villiers (1990, 1999) e algumas pesquisas (KNUTH, 2002a, 2002b; GARNICA, 1996;
ORDEM, 2015; FERREIRA, 2016; MATEUS, 2015; PIETROPAOLO, 2005; AGUILAR
JUNIOR, 2012) sobre demonstracdo na formacédo inicial e continuada de professores de
Matematica. Além disso, discutimos a potencialidade de softwares de Geometria Dindmica

com vista a uma praxis argumentativa na Educacdo Bésica.

No capitulo 2 abordamos os referencias tedricos adotados, que consistem na Tipologia

de Provas de Balacheff (1988) e nos Esquemas de Provas de Harel e Sowder (1998), sobre 0s
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quais se apoia a anélise dos dados. Além disso, expomos uma discussdo teorica sobre a nocéo
de concepcao e o sentido adotado neste estudo com base em Artigue (1990).

No capitulo 3 apresentamos o delineamento da pesquisa, retomando a questdo, 0s
objetivos e as justificativas que a norteiam e descrevemos 0s procedimentos de coleta e de
analise dos dados, bem como a caracterizagdo das instituicdes e dos sujeitos participantes

deste estudo.

Ja o proposito do capitulo 4 € apresentar o questionario respondido pelos licenciandos
ingressantes e descrever as respectivas Analises Didaticas (a priori e a posteriori) das sete

questdes propostas a luz do referencial teorico.

No capitulo 5, das consideracdes finais, destacamos o papel da revisdo da literatura
nesta pesquisa e a importancia do referencial teérico e dos procedimentos metodoldgicos
adotados. Além disso, fazemos uma sintese dos resultados que emergiram na analise dos
dados, apresentamos algumas implicagdes deste estudo e perspectivas para futuras
investigacBes. Incluimos ainda as referéncias utilizadas e os apéndices, com destaque para 0

questionario respondido pelos sujeitos pesquisados.

A importancia de se investigar as concepcbes de futuros professores é porque elas
influenciam diretamente as escolhas e as préaticas de ensino (bem-sucedidas ou ndo) em sala
de aula (KNUTH, 2002b; THOMPSON, 1992; PONTE, 1992). Particularmente, com relacdo

as concepcgdes sobre argumentacdo, prova e demonstracdo, como elas

[...] influenciam inevitavelmente tanto o papel como a natureza da instrugéo
da prova matemética dentro de uma sala de aula de matematica, o
conhecimento limitado neste aspecto pode suscitar sentimentos de incerteza
e falta de confianga quando se trata de ensinar um conceito. (VARGHESE,
2009, p. 49, traducdo nossa).

Em linhas gerais, este estudo constitui uma pesquisa exploratéria, de campo, que
aplicou um questionario a uma amostra por conveniéncia de 78 licenciandos ingressantes de

trés instituicdes publicas, cujos dados foram analisados numa abordagem quanti-qualitativa.
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CAPITULO 1
LITERATURA DE PESQUISA SOBRE ARGUMENTACAO, PROVA E
DEMONSTRACAO

Este capitulo é dedicado a revisdo de literatura sobre argumentacdo, prova e
demonstracdo. Comecamos problematizando essas nog¢des no ambito da Matemética e da
Educacdo Matematica. Em seguida, apresentamos as func@es da prova principalmente a luz de
De Villiers (1990, 1999) e algumas teses e dissertacdes sobre demonstracdo na formacéo
inicial de professores. Por fim, discutimos a potencialidade de ambientes dindmicos com vista

a uma préaxis argumentativa na Educacéo Baésica.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) evidenciam que o ensino de Matematica
na Educacdo Bésica deve garantir o desenvolvimento de certas capacidades aos alunos, tais
como: observacdo, estabelecimento de relagdes, comunicacdo (diferentes linguagens),
argumentacdo, validacdo de processos e o estimulo as formas de raciocinio como intuicéo,
inducdo, deducdo, analogia, estimativa, visando o eixo norteador dos PCN: a construcao da
cidadania (BRASIL, 19983, p. 56-57).

As terminologias como argumentar, conjecturar, justificar, formular, construir,
demonstrar, estdo disseminadas neste documento, constituindo objetivos gerais no ensino

desta ciéncia. Contudo, os PCN evidenciam que

uma argumentacdo ndo €, contudo, uma demonstracdo. A argumentacao é
mais caracterizada por sua pertinéncia e visa ao plausivel, enquanto a
demonstragdo tem por objetivo a prova dentro de um referencial assumido.
Assim, a argumentacdo estd mais proxima das praticas discursivas
espontaneas e € regida mais pelas leis de coeréncia da lingua materna do que
pelas leis da l6gica formal que, por sua vez, sustenta a demonstrag&o.
(BRASIL, 19983, p. 70).

Deste modo, com base no titulo da nossa pesquisa, queremos investigar quais sao as
concepgdes de ingressantes no curso de Licenciatura em Matematica sobre algumas dessas
terminologias. Logo, para melhor sustentarmos nossas analises e conclusées devemos ter
claros os significados adotados neste estudo para as nocdes de argumentacdo, prova e

demonstracdo e faremos isso a partir de uma discusséo tedrica descrita na secéo a seguir.



24

1.1 DISCUSSAO TEORICA SOBRE AS NOCOES® DE ARGUMENTACAO, PROVA
E DEMONSTRACAO

Para problematizar as no¢bes de argumentacdo, prova e demonstracdo e apresentar as
definicbes adotadas nesta pesquisa, comegamos descrevendo uma problematica que
percebemos na literatura: a traducdo do inglés para o portugués. Em seguida, discutimos 0s
significados da nocdo de prova no cotidiano, no ambito da Matematica e da Educacgéo
Matematica e no final desta se¢do apresentamos uma distingcdo entre provas que provam e

provas que explicam e nos posicionamos quanto a aceitacdo de demonstracfes visuais.

1.1.1 Uma problematica presente na literatura: a questao da traducao

A literatura deste trabalho é predominantemente em inglés. Logo, a questdo da
traducdo para o portugués se torna uma problemaética, principalmente quando o vocabulario é
especifico do idioma. Por isso, neste trabalho tivemos o cuidado de inserir como nota de
rodapé a expressdo original utilizada pelo pesquisador. Em virtude disso, nesta secédo
abordamos dois termos utilizados frequentemente pela literatura: proof e proving. Esses
termos séo traduzidos para o portugués como prova e provando, respectivamente. Todavia,

COMo veremos a seguir, a compreensdo dessas nog¢des vai além da mera traducao.

Para problematizar isso, utilizamos como referéncia o capitulo 2 do livro escrito por
Reid e Knniping (2010), em que os autores discutem o uso das palavras proof e proving e
tentam estabelecer o uso “correto” destas palavras na pesquisa em Educagdo Matematica. No
entanto, eles ficam apenas na tentativa, pois no decorrer do capitulo chegam a conclusdo de
que ndo é possivel criar categorias para 0 uso desses termos na pesquisa cientifica, ja que o

real significado esta atrelado ao contexto em que estdo inseridas.

® E importante destacar que 0s termos argumentacdo, prova e demonstracdo ndo sdo objetos (ou nogdes)
matematicos, mas sim paramatematicas, segundo Yves Chevallard (1991). Os objetos paramatematicos,
diferentemente dos primeiros, geralmente ndo sdo ensinados de forma explicita, tampouco sdo avaliados
diretamente. Eles se caracterizam por serem ferramentas auxiliares no processo de construcdo de conceitos
matematicos e sdo concebidos como “ideias possiveis de serem ‘aprendidas’ no fluxo da prépria aprendizagem.
[...] Sempre se pede para resolver uma equacdo ou demonstrar um teorema, mas quase nunca se pergunta o que é
uma equacdo, uma demonstragdo ou definicdo matematica.” (PAIS, 2008, p. 36-37). Neste sentido, equacéo,
demonstragdo, definicdo sdo alguns exemplos de objetos paramatematicos. Por esta razdo, neste estudo,
referimos a argumentacdo, a prova e a demonstragdo como nogoes (paramatematicas, implicitamente). Além
disso, apenas para fins teodricos a respeito da Transposicdo Didatica proposta por Chevallard, o pesquisador
também se refere a objetos protomatematicos, que resumidamente consistem em habilidades que antecedem o
préprio conhecimento matematico como, por exemplo, a capacidade de raciocinio logico.
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E possivel observar que muitos educadores matematicos utilizam os termos proof e
proving de diferentes formas, inclusive o uso dessas palavras (e de seus cognatos) pode ter
significados diferentes num mesmo artigo. Para ilustrar isso, utilizaremos um fragmento
extraido de Hoyles e Kiichemann (2002, p. 194* apud REID; KNNIPING, 2010, p. 27):

Even when students seem to understand the function of proof in the
mathematics classroom [...] and to recognise that proofs must be general,
they still frequently fail to employ an accepted method of proving to
convince themselves of the truth of a new conjecture, preferring instead to
rely on pragmatic methods and more data®. (Grifo nosso).

Com base na descricdo de Reid e Knniping (2010, p. 28), observe que na primeira
linha, a palavra proof € utilizada no singular e remete a ideia de prova como um conceito. Ja
proofs € escrita no plural e nesse contexto se refere a nocdo de prova como objeto. E proving
é utilizada para designar um processo, no caso, um método valido de prova, mas poderia
também ser utilizada para designar uma agdo, como sugere a frase “John is proving the

theorem” (“Jodo esta provando o teorema”) e que remete a ideia de elaborar uma prova.

Para uma melhor compreensdo dessas categorias, sugerimos a leitura deste livro, ja
que ndo iremos detalha-las neste trabalho, pois ndo sdo utilizadas no contexto da formacéo
inicial do professor de Matematica aqui no Brasil. O nosso intuito era apenas problematizar
que existem diferentes significados para o uso destes termos e isso foi importante para melhor

compreendermos a problematica de pesquisa.

Quando se trata de trabalhos publicados na lingua inglesa, Reid e Knipping (2010, p.
32) afirmam que dificilmente a palavra demonstration é utilizada como sinénimo de prova
matematica na literatura atual®. Entretanto, em idiomas de origem neolatina como, por
exemplo, o frances, o italiano, o espanhol e o portugués, o uso de palavras cognatas
(démonstration, dimostrazione, demostracion, demonstracdo) continua sendo empregado. E
possivel observar isso no trabalho do pesquisador francés Nicholas Balacheff (1987), onde

distingue os termos démonstration’ e preuve, como veremos na préxima subsecao.

* HOYLES, C; KUCHEMANN, D. Students' understandings of logical implication. Educational Studies in
Mathematics, v. 51, n. 3, p. 193-223, 2002.

®> Mesmo quando os alunos parecem entender a funcéo da prova na aula de matemética [...] e reconhecer que as
provas devem ser gerais, eles ainda ndo conseguem empregar um método aceitavel de prova para convencer a si
préprios da validade de uma nova conjectura, preferindo, em vez disso, utilizar métodos pragmaticos e mais
dados (traducéo nossa).

® Segundo os autores, 0 uso atual deste termo, em geral, refere-se a um protesto politico ou a uma apresentagdo
com o intuito de mostrar como algo funciona.

" Quando o pesquisador escreve em lingua inglesa, ele tem a preocupagao de utilizar como tradugdo a expressio
mathematical proof (prova matematica), como é possivel observar em Balacheff (1988).
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1.1.2 Possiveis significados no cotidiano, na Matematica e na Educagdo Matematica

A palavra prova esta presente no cotidiano, na Matematica e na Educacdo Matematica.
Entretanto, devido aos diferentes contextos em que € utilizada, nem sempre refletimos sobre

0s possiveis significados deste termo.

Na linguagem coloquial brasileira, por exemplo, a palavra prova e seus cognatos

podem assumir diferentes conotacdes. Para exemplificar isso, observe as frases descritas no

quadro 1:
Quadro 1 - Os significados da palavra prova e seus cognatos na linguagem coloquial.
Frases de uso cotidiano Significado de prova e seus cognados
“Amanha havera prova de Matematica.” Teste
“Hoje tenho a prova de salto em distancia.” Competicdo esportiva
“Nao encontrei nenhuma prova contra ele.” Evidéncia
“Submeti-0 a inlmeras provas.” Experimento
“Acho que vou tirar a prova real.” Comprovacao
“Vocé tem que provar esse vinho.” Degustagéo
“Irei provar que estou dizendo a verdade.” Legitimidade
“Entao me prove!” Convencimento

Fonte: Autoria propria

Entretanto, quando nos referimos a palavra prova e seus cognatos no ambito cientifico,
em geral, significa convencer algo ou alguém. Portanto, € importante para esta pesquisa
problematizar o significado dessa palavra no campo da Matematica e da Educacgéo

Matematica.

Uma das pioneiras a discutir os significados da prova foi Hanna (1990), apresentando
uma distingdo entre prova formal e prova aceitavel®. Para a autora, a prova formal é
constituida por uma sequéncia finita de sentencas, cuja primeira € um axioma, as seguintes
sdo outros axiomas ou consequéncias ldgicas dedutivas e a Ultima é a que deve ser provada (p.
6). Essa abordagem foi desenvolvida para eliminar a necessidade do recurso a evidéncia
intuitiva e ao julgamento humano, ambos vistos como fontes potenciais de erro. O produto da
prova formal, uma vez aceito como verdade, tem validade universal e atemporal. E do ponto

de vista tedrico, o objetivo € sistematizar e estruturar o conhecimento matematico em um

® Tradugéo nossa do original formal proof e acceptable proof, respectivamente.
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sistema dedutivo de axiomas, defini¢Ges, proposic¢des e teoremas (GODINO; RECIO, 1997, p.
315-316).

Entretanto, especialmente nas décadas de 70 e 80, matematicos e educadores
matematicos comecaram a reavaliar o papel das estruturas axiomaéticas e da prova formal, e
concluiram que a prova poderia ter diferentes niveis de rigor e ainda ter o mesmo nivel de
aceitacdo (HANNA, 1990, p. 7-8). A pesquisadora se refere a essa nova percep¢do como
prova aceitavel. E nesse sentido, a aceitacdo de um resultado na comunidade matemaética se
torna um processo social, que é mais em funcao da compreenséo e do significado da prova do

que da linguagem formal e do rigor matematico.

Douek (1999) também apresenta uma distincdo similar entre prova formal e prova

matematica’. Para definir prova formal, a autora se reporta ao trabalho de Duval™

que oferece
uma perspectiva cognitiva para isso. Ela define “[...] ‘prova formal’ como uma prova reduzida
a um calculo 16gico” (p. 128, tradugdo nossa). J4 a defini¢do de prova matematica abrange “as
provas de Euclides, bem como as provas publicadas nos livros didaticos de matemaética no
Ensino Médio e as provas dos matematicos modernos, divulgadas em workshops ou
publicadas em revistas cientificas” (p. 128-129, traducdo nossa). Em outras palavras e em
consonancia com a perspectiva de prova aceitavel proposta por Hanna (1990), prova
matematica se refere ao que é legitimado atualmente pelas pessoas que trabalham no campo

da Matematica.

Outra distingdo semelhante € feita por Godino e Recio (1997), em que diferenciam o
significado da prova no ambito da fundamentacdo matematica e no contexto denominado
matematica profissional. Os autores também abordam o seu significado no cotidiano, nas
ciéncias empiricas e no ensino da matematica elementar. Apesar disso, a maioria desses
contextos evidencia algo em comum: validar as afirmagdes por meio de argumentos, ainda
que possam ser articulados por procedimentos distintos (PIETROPAOLO, 2005, p. 48-49).

J& alguns educadores matematicos remetem “prova” a um processo de raciocinio e ndo
necessariamente a uma deducdo logica. Para Harel e Sowder (1998), por exemplo, “a énfase é
sobre 0 pensamento do aluno em vez de ser sobre o que ¢ele ou ela escreve” (p. 276, tradugdo
nossa). Deste modo, essa conceituacdo difere de todas que apresentamos até agora, ja que

esses autores concebem a prova numa perspectiva subjetiva. Segundo Harel e Sowder (2007),

® Tradug#o nossa do original formal proof e mathematical proof, respectivamente.
Y DUVAL, R. Structure du raisonnement déductif et apprentissage de la démonstration. Educational Studies in
Mathematics, v. 22, n. 3, p. 233-261, 1991.
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[...] uma prova é o que estabelece a verdade para uma pessoa ou
comunidade. Com esta interpretagdo, “prova” indica uma atividade que pode
permear todo o curriculo de matematica, desde o jardim de infancia, bem
como todo o desenvolvimento historico da matematica. (p. 3, traducdo
nossa).

Essa nocdo subjetiva de prova é a principal caracteristica do que estes autores
denominam por esquema de prova, conforme veremos no capitulo 2. Quando o0s
pesquisadores querem se referir & no¢do matematicamente institucionalizada de prova,
utilizaram a expressao “prova matematica”. Além disso, todas as nomenclaturas conceituadas
pelos pesquisadores — prova, proving e esquema de prova — sdo direcionadas ao ato de uma
pessoa ou comunidade verificar a validade de uma afirmacgdo (REID; KNIPPING, 2010, p.
31).

Para Healy e Hoyles (1998), “a prova é o coragdo do pensamento matematico e do
raciocinio dedutivo, que sustenta o processo de prova, e o0 que distingue a Matematica das
ciéncias empiricas” (p. 1, tradugdo nossa). Porém, segundo Martin e Harel (1989 apud
HEALY; HOYLES, 2000, p. 396), os estudantes de Matematica ndo possuem clareza sobre a

distincdo entre o raciocinio dedutivo e a argumentacdo empirica ou informal.

J& para os matematicos'®, os termos prova e demonstracdo sdo considerados
sindnimos, conforme evidencia Balacheff (1987). Na visdo do pesquisador, isso provoca um
obstéaculo a pesquisa cientifica relacionada a essa temética. Deste modo, o autor propde uma
distingéo entre tais nogoes:

Chamamos de explicacéo o discurso que visa tornar compreensivel o carater
de verdade, apresentado pelo locutor, de uma proposic¢do ou de um resultado.
As razdes podem ser discutidas, recusadas ou aceitas.

Chamamos prova uma explicacdo aceita por certa comunidade num
determinado momento. Esta decisdo pode ser objeto de um debate em que o
significado é a exigéncia de determinar um sistema de validagdo comum aos
interlocutores.

No contexto da comunidade matemaética, apenas as explicagdes que adotam
uma forma particular podem ser aceitas como provas. Elas sdo uma
sequéncia de enunciados seguindo regras determinadas: um enunciado é
conhecido como verdadeiro, ou é deduzido daqueles que o precedem por
meio de uma regra de deducdo tomada num conjunto bem definido de regras.
Chamamos essas provas de demonstracdo. (BALACHEFF, 1987, p. 147-
148, tradugo nossa™).

' MARTIN, W. G.; HAREL, G. Proof frames of preservice elementary teachers. Journal for Research in
Mathematics Education, v. 20, n. 1, p. 41-51, 1989.

12 por matematicos apenas, nos referimos aos especialistas da area que atuam no &mbito académico.

3 Tradug#o nossa dos vocabulos originais em frances explication, preuve e démonstration, respectivamente.
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Conforme é possivel observar, Balacheff concebe a prova como um discurso e fornece
uma visdo ampliada para essa nocdo, na qual estdo incluidas provas matematicas (ou
demonstracdes), que se distinguem das outras provas pela sua forma e carater hipotético

dedutivo.

Deste modo, no ambito exclusivo da Matemética, Balacheff adota prova e
demonstracdo com significados equivalentes. “Se uma prova foi plenamente aceita pela
comunidade matematica, entdo ela teria adquirido o status de rigorosa, embora a no¢do de
rigor tenha sofrido algumas adapta¢des no decorrer do tempo” (PIETROPAOLO, 2005, p.
49). Entretanto, ao mencionar comunidade matematica, Balacheff ndo deixa explicito se isso
se restringe apenas aos matematicos ou engloba também a comunidade de professores; apesar

de acreditarmos que ele se restringe ao primeiro grupo.

Assim como Balacheff (1987), Garnica (1996) considera 0s termos prova e
demonstracdo como sindnimos no contexto matematico. E possivel observar também que sua
conceituacao é semelhante a do pesquisador francés, pois para Garnica uma demonstragdo “¢é
0 que atesta a veracidade ou autenticidade, a garantia, o testemunho, o processo de verificacao
da exatiddo de calculos e raciocinios, a deducdo que mantém a verdade de sua conclusao

apoiando-se em premissas admitidas como verdadeiras” (p. 9).

A seguir, apresentamos com mais detalhes a correlacdo existente entre os estudos de
Garnica e de Balacheff, especialmente com base numa publicacdo do primeiro pesquisador
em 2002, na qual emerge a nocéo de etnoargumentacao no ambito da Educacdo Matematica.

Garnica (2002) problematiza a nog¢do de demonstracdo no ambito da Educacdo
Matematica, em especial, com vista a pratica dos agentes que efetivamente atuam em salas de
aula. Com base na revisdo bibliografica do seu doutorado em 1995, o autor afirma que na
época faltavam referéncias sobre prova rigorosa no contexto da formacao de professores e que
isso lhe possibilitou olhar para a prova como uma atividade social e negociada em

comunidade, a partir do que Michel Foucault chama de “regime de verdade”.

Segundo Foucault, cada comunidade tem seu regime de verdade, sua
‘politica geral’ de verdade. A manifestacdo desse regime esta presente nos
tipos de discurso que uma comunidade acolhe e faz funcionar como validos.
S840 0s mecanismos e as instancias que permitem distinguir os enunciados
verdadeiros dos falsos, a maneira como se sanciona uns e outros; as técnicas
e procedimentos que sdo validos para a obtencdo da verdade; o estatuto
daqueles que tém o encargo de dizer o que funciona como verdadeiro.
(GARNICA, 2002, p. 93).
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Durante a leitura foi impossivel ndo associar o texto de Garnica com a definicdo
proposta por Balacheff (1987), o qual também faz menc¢&o a prova como um discurso que visa
validar uma proposicdo no seio de uma determinada comunidade. Isso reforca a nogdo de
prova numa perspectiva mais ampla, em que os critérios de validade estdo sujeitos a uma

comunidade especifica e, por isso, ndo podem ser definidos a priori como parametros globais.

Por meio de estudos sobre as formas de linguagem (natural e artificial), Garnica
(2002) sugere que a prova rigorosa passasse a ser considerada por educadores matematicos
como um dentre os possiveis modos de argumentacdo acerca do objeto matematico. Até

3

porque a Matematica escolar ou a académica consiste em apenas “uma dentre as varias
Matematicas existentes, uma dentre as varias formas de apreensdo do mundo, uma dentre as
Etnomatematicas” (p. 96). Neste sentido, o pesquisador afirma que ndo existiria uma visao tdo

dicotbmica em relacdo as argumentagdes formais e informais.

Em virtude disso, a principal ponderacdo feita por Garnica (2002), é que por abranger
varias Etnomatematicas, a Educacdo Matematica ndo pode simplesmente tomar para si as
conceituacdes especificas da Matematica académica ou formal, aquela que é desenvolvida na
pratica cientifica. Deste modo, o pesquisador estabelece a possibilidade de relativizar posicdes
classicamente hegemoénicas acerca das demonstracGes, as quais no ambito da Educacdo
Matematica o autor denomina por ethoargumentaces.

Etnoargumentagdes — “demonstra¢des” em sentido amplo — tém, sempre, a
funcdo de convencer, tomado “convencimento”, aqui, cOmo a negociacio
que se estabelece para a atribui¢do de significados. A essa ampliacdo de

escopo vincula-se uma ampliacdo das proprias concepcdes sobre
Matemética. (GARNICA, 2002, p. 98).

1.1.3 As defini¢Oes adotadas nesta pesquisa

Conforme observado na subsecdo 1.1.2 e salientado por Almouloud (2007b, p. 5), “as
discussdes a respeito de provas e demonstracfes sdo inimeras e extensas uma vez que o tema
pode ser abordado sob diversas 6ticas”. Portanto, para melhor sustentarmos nossas analises e
conclusdes, devemos ter claros os significados adotados nesta pesquisa para 0s termos
argumentacao, prova e demonstracdo e faremos isso a luz das definicbes apresentadas por
Balacheff (1987).

Parafraseando o pesquisador francés, conceituamos esses termos da seguinte forma:
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e Argumentacdo: consiste num discurso destinado a convencer alguém sobre a
veracidade de uma afirmacéo. O interlocutor, por sua vez, pode aceitar, recusar
ou discutir as razdes apresentadas;

e Prova: consiste numa argumentacdo legitimada por certa comunidade. E uma
vez que adquire uma dimensédo social, € denominada prova no ambito dessa
comunidade;

e Demonstracgdo: refere-se a prova quando situada no &mbito da comunidade
matematica devido & particularidade da sua estrutura neste grupo social. E
composta por uma sequéncia de afirmacdes articuladas segundo uma logica

dedutiva preestabelecida.

Chamamos a atencdo para a alteracdo que fizemos na conceituacdo proposta em
Balacheff (1987). Os PCN consideram que “a argumentacdo esta fortemente vinculada a
capacidade de justificar uma afirmacdo e, para tanto, é importante produzir alguma
explicagdo, bem como justificad-la” (BRASIL, 1998a, p. 70). Em virtude disso e com base em
nossas concepcdes, acreditamos que uma explicacdo ndo visa necessariamente convencer

outrem.

Além disso, em consonancia com Almouloud (2007b, p. 3), note que a conceituacao
de Balacheff permite inferir que uma prova pode ser aceita por um grupo social num
determinado momento, mas rejeitada por outros grupos sociais, ou até mesmo pelo mesmo
grupo em outros contextos. Para ilustrar isso, recorremos a pesquisa de Godino e Recio (1997,
p. 317), que afirmam que algumas técnicas de prova inadequadas no dominio matematico
podem ser validas em outros. Por exemplo, nas Ciéncias Sociais as praticas argumentativas
sdo baseadas principalmente no método empirico indutivo e neste contexto um contraexemplo
ndo é capaz de invalidar completamente a afirmacg&o, ao contrario do ambito matematico. E
segundo os pesquisadores Healy e Hoyles (1998) e Almouloud (2007b), a nocédo de
demonstracdo como um procedimento dedutivo de validacdo é algo que caracteriza a

Matematica e a distingue das ciéncias experimentais.

Deste modo, assim como Garnica (1996), Pietropaolo (2005) e Aguilar Janior (2012),
ao longo desta pesquisa utilizamos, salvo indica¢Ges contrarias, os verbos demonstrar e provar
no ambito matematico, ou seja, como sinénimos, fazendo mencdo a definicdo de
demonstracdo (ou prova matematica) proposta por Balacheff (1987). Em virtude disso,

quando utilizarmos a palavra prova neste estudo, fica implicito que a mesma se encontra no
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dominio matematico. No caso das tentativas de demonstracdo dos participantes utilizamos

também as nomenclaturas provas informais ou provas pragmaticas.

E importante destacar que nesta pesquisa valorizamos as tentativas de prova dos
alunos, pois por defendemos que as demonstracbes devem ser trabalhadas na Educacdo
Bésica, se faz necessario que o professor de Mateméatica desenvolva atividades
argumentativas,

[...] incentivando a elaboracdo e verificacdo de conjecturas por meio de
exemplos e contraexemplos e analise de situacBes que levem os alunos a
perceber a necessidade de uma validacdo precisa de sua conjectura e de uma

justificativa calcada em afirmagcfes matematicas ja demonstradas (teoremas
e axiomas). (DIAS, 2009, p. 38).

Todavia, para que isso ocorra efetivamente em sala de aula, além do professor
compreender e dominar as técnicas de prova, ele deve vivenciar atividades exploratorio-

investigativas ao longo de sua formacao na Licenciatura.

Nesta subsecdo tivemos o cuidado de problematizar os termos argumentacao, prova e
demonstracdo em diferentes contextos e adotar as definicdes propostas por Balacheff para
efeitos académicos. Contudo, a nossa maior preocupacdo € identificar quais sdo 0s
significados que emergem nos licenciandos ingressantes com relacdo a esses termos, do que

propriamente a distingéo entre eles.

1.1.4 Provas que provam versus provas que explicam

Com o advento da nova percepcéo sobre os diferentes niveis de formalidade de prova,
o0s educadores matematicos reexaminaram o seu lugar no curriculo com o intuito de valorizar
o papel da prova como meio de comunicacdo e como “argumento convincente”. E diante
desse contexto, Hanna (1990, p. 8-9) relata que houve uma tendéncia de buscar formas
alternativas de demonstrar e validar os resultados matematicos em sala de aula, em detrimento
da prova formal e isso motivou uma série de estudos (LERON, 1983"; VOLMINK, 1988";
MOVSHOVITZ-HADAR, 1988 ALIBERT 1988"") sobre a tematica de argumentagio e

¥ LERON, U. Structuring mathematical proofs. American Mathematical Monthly, v. 90, n. 3, p. 174-185,
1983.

5 VOLMINK, J. The role of proof in students' understanding of geometry. Unpublished paper presented at
the AERA Annual Meeting, New Orleans, 1988.

* MOVSHOVITS-HADAR, N. Stimulating presentation of theorems followed by responsive proofs. For the
learning of mathematics, v. 8, n. 2, p. 12-19, 1988.



33

provas. Além desses, a pesquisa de Balacheff (1988) tambem foi mencionada. Relembremos
que o autor investigou como os alunos solucionavam o problema de determinar o nimero de

diagonais em um poligono qualquer.

Apesar da substancial contribuicdo de todos esses autores, Hanna (1990, p. 9) afirma
que eles conceberam a prova principalmente como um argumento valido, o que contraria a
sua percepcdo, visto que no seu entendimento uma argumentacdo deve ser valida e
explicativa. E diante desse contexto, a autora apresenta uma distincdo entre provas que
provam (apenas mostram que o resultado é verdadeiro) e provas que explicam (ndo apenas
mostram, mas também fornecem uma légica baseada nas ideias/propriedades matematicas que

justificam as razdes de ser verdadeiro).

A fim de exemplificar essa diferenca, demonstraremos a seguinte afirmacéo de duas

maneiras distintas: a soma dos n primeiros niimeros naturais impares é dada por S,, = n?.

Demonstracao 1:

Paran = 1, o resultado é verdadeiro, pois S(n) = 1 = 12

Assim, assumindo que a propriedade é valida para k arbitrario, ou seja, S(k) =1+3+5+
.+ 4+ 2k — 1 = k?, é possivel mostrar que continua valendo para n = k + 1. De fato, pois
Sk+1)=(0143+5++2k—1D+QRk+1)=k?+2k+1=(k+1)>

Portanto, a afirmacdo é verdadeira para k + 1 se € verdade para k. Por inducdo finita, a
propriedade é valida para todo o n € N.

Demonstracao 2:

s = 1 + 3 + . + (2n—-3) + (2n—1)
+ 5§ = (2n—-1) + (2n-—-3) + ... + 3 + 1
25 = 2Zn + 2n + .. + 2n + 2n

E possivel observar que em S(n) ha n parcelas de 2n, o que implica que 25 = n(2n). Logo, a
soma dos n primeiros impares é dada por S,, = n?, paratodo on € N.

Note que na primeira demonstragdo a formula foi provada por indugdo. No entanto,
esse argumento ndo evidencia quais sdo os reais motivos que levam a formula S,, = n? ser
verdadeira e por isso a referéncia a provas que apenas provam. Ja na segunda, ao recorrer a
nogdo de simetria, que é fundamental para a demonstracdo, se torna compreensivel o porqué

da férmula ser dada por n? e por isso a referéncia a provas que explicam. Para Hanna (1990,

Y ALIBERT, D. Towards new customs in the classroom. For the learning of mathematics, v. 8, n. 2, p. 31-35,
1988.
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p. 9) ambas sdo legitimas do ponto de vista matematico, pois cumprem com o propdsito de

garantir a validade da afirmacéo.

E importante destacar que ndo existe um padréo para elaborar uma prova explicativa.
Segundo Hanna (1995, p. 47), esse tipo de prova pode envolver diferentes estratégias como,
por exemplo, um padrdo observavel ou ainda uma representacdo visual, como sugere Nelsen
(1993) em seu livro intitulado “Proofs Without Words” (Provas sem palavras), no qual
justifica o resultado anterior por meio de uma prova visual (discutiremos sobre isso na

subsecéo 1.1.5), conforme ilustra a figura 1:

Figura 1 - Prova explicativa e visual para a soma dos n primeiros impares.

0000000
000000
00000

143+5++2n—-1)=n?
Fonte: Nelsen (1993, p. 71).

E importante destacar também que uma prova convincente ndo é sinénima de prova
explicativa, pois como ressalta Hanna (1990, p. 12), é possivel estar convencido de que a
afirmacéo seja verdadeira e desconhecer as raz0es que garantem isso como, por exemplo, as
demonstracdes por inducéo finita. Portanto, ndo € a questdo do convencimento que distingue
as provas que provam das que explicam, ja que o foco da prova explicativa estd na
compreensdo do raciocinio matematico que justifica a veracidade do resultado. Contudo, em
seu artigo publicado uma década depois, Hanna (2000, p. 8, traducdo nossa) evidenciou que

“[...] essa prova também ¢ mais convincente e mais provavel que leve a novas descobertas”.

Com relagdo a essa discusséo, acreditamos que em geral as provas explicativas tendem
a ser mais convincentes do que aquelas que simplesmente provam, ja que a compreensdo do
argumento favorece a convicgdo. Contudo, ndo podemos afirmar categoricamente que a
questdo do convencimento € um fator determinante para distingui-las. Para exemplificar,
considere uma demonstracdo por reducdo ao absurdo, ela pode ser persuasiva e a0 mesmo

tempo ndo ser explicativa.
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Além disso, em consonancia com Hanna (1995, 2000) consideramos que 0s
professores, especialmente da Educagdo Bésica, devem optar sempre que possivel pelas
provas explicativas e considerar a Geometria um campo fértil para apresentar esse tipo de
prova aos alunos, pois, em geral, as demonstracdes geométricas explicam as propriedades.
Entretanto, para que a aprendizagem seja significativa aos estudantes ndo basta o docente
optar apenas pelos argumentos validos e explicativos, ele deve também levar em
considerac@es outros fatores, tais como, a linguagem utilizada, os conhecimentos prévios dos

discentes e o nivel de escolaridade.

1.1.5 A problematica sobre provas visuais

Hanna (2000) questiona o uso intensificado da visualizacdo, isto €, se, ou até que
ponto
[...] as representacdes visuais podem ser usadas, ndo apenas como evidéncia
de uma declaracdo matematica, mas também em sua justificativa. Diagramas
e outros auxilios visuais tém sido usados ha muito tempo para facilitar a
compreensao. Eles foram bem-vindos como acompanhamentos heuristicos a
prova, onde podem inspirar 0 teorema a ser provado e abordar a prépria
prova. Neste sentido, € bem aceito que um diagrama é um componente
legitimo de um argumento matematico. [...]. Eles ndo foram considerados
substitutos da prova tradicional, no entanto, pelo menos até recentemente.

Hoje, hd muita controvérsia sobre esse tema, e a questdo agora estd sendo
explorada por vérios pesquisadores. (HANNA, 2000, p. 15, traducdo nossa).

Neste momento é importante para o desenvolvimento da pesquisa nos posicionar
quanto a problematica sobre provas visuais. Na pesquisa de Borwein e Jorgenson (2001) eles
levantam a seguinte questdo: “Uma representagdo visual pode ser considerada uma prova?”.
Para os autores, enquanto a prova matematica tradicionalmente segue uma sequéncia dedutiva
de sentencas, uma prova visual seria apresentada como uma imagem estatica. Eles apontam
que tal imagem pode conter a mesma informacéo que a primeira, mas ndo exibe um caminho
explicito para obté-la, “[...] deixando o espectador estabelecer o que ¢ importante (e 0 que ndo
¢) e em que ordem as relacdes devem ser analisadas” (p. 899, tradugdo nossa). Por esta razao,
estes pesquisadores acreditam que, em geral, as provas visuais tendem a ser limitadas quanto
a generalizacdo. Todavia, no decorrer do artigo, eles descrevem algumas provas visuais
convincentes como, por exemplo, o diagrama ilustrado na figura 2 retirado do livro de Nelsen

(1993), o qual prova a convergéncia de uma série geométrica.
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Figura 2 - Argumento V|sual para provar a convergenua de uma série geomeétrica.

YURIETRRES
4 "1 16Tt T3

Fonte: Borwein e Jorgenson (2001, p. 899).

Apesar dos proprios pesquisadores ndo terem respondido definitivamente a questao
introdut6ria, ao problematizar o lugar das representacdes visuais na Matematica, eles
acreditam que algumas podem ser denominadas como provas (HANNA, 2000, p. 16-17).

Por sua vez, Reid e Knipping (2010, p. 135-137) enquadram a prova visual como uma
subcategoria de provas genéricas, as quais utilizam argumentos baseados em exemplos
representativos de uma classe de objetos. Esta conceituacdo ndo somente lembra o que
Balacheff define como exemplo genérico, como os préprios pesquisadores fazem mencao a
isso. Com relacdo a Harel e Sowder (1998), eles associam provas genéricas ao esquema de

prova transformacional (p. 149).

Com o intuito de exibir uma prova visual, os pesquisadores canadenses recorrem ao
trabalho de Tall (1995), em particular, a prova indiana para o Teorema de Pitagoras que
utiliza a comparagdo de dois quadrados de lado a+ b para justificar a igualdade

a? + b? = ¢?, como mostra a figura 3, a qual também é possivel encontrar em Nelsen (1993).

Figura 3 - Prova visual do Teorema de Pitagoras.
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Fonte: Tall (1995, p. 5).
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Sobre essa prova, David Tall afirma que para compreendé-la é essencial imaginar o0s
triangulos como objetos dindmicos. Além disso, ele evidencia que

[...] qualquer desenho real tera valores especificos para a e b, mas esse

diagrama pode ser visto como um protétipo, tipico de qualquer triangulo

retdngulo. Isso fornece um tipo de prova que muitas vezes é denominada

‘genérica’; ela permite ‘ver 0 [caso] geral no especifico’. (TALL, 1995, p. 6,
traducdo nossa).

Contudo, o pesquisador ressalta que um dos pontos fracos da prova visual se deve a
limitacdo dos diagramas, visto que sua aplicacdo se estende apenas a classe de objetos em
questdo. Para exemplificar isso observe a figura 4, na qual Tall utiliza argumentos visuais
para justificar a identidade algébrica a? — b% = (a + b)(a — b), que expressa a diferenga de dois

quadrados.

Figura 4 - Prova visual para a diferenga entre de quadrados.

Fonte: Tall (1995, p. 6).

Note que essa prova possui certas limitacGes, pois se aplica apenas aos nameros reais
positivos, com a > b e, como sabemos, a identidade algébrica para a diferenca de dois
quadrados é valida para quaisquer nameros reais. Além disso, Tall (1995, p. 9, traducdo
nossa) afirma que “o que ¢ satisfatorio para um individuo em fase de desenvolvimento pode
se tornar insatisfatorio mais tarde”, ou seja, a prova visual ilustrada na figura 4 poderia ser
convincente para os alunos do Ensino Fundamental, mas devido a suas restricdes poderia

também ser questionada por estudantes do Ensino Médio ou do Superior.

Com base nas discussdes anteriores e em consonancia com Reid e Knipping (2010),
nesta pesquisa consideramos que as provas visuais constituem um estagio de transicdo entre o
raciocinio empirico e o dedutivo, apesar de julgarmos que estejam mais proximas da nocao de
prova conceitual (BALACHEFF, 1988), conforme detalharemos no capitulo 2. E ainda que
ndo se enquadrem na conceituacdo de prova matemaética de Balacheff, j& que o pesquisador a
define como sendo um discurso, acreditamos que se uma representacdo visual satisfizer as

caracteristicas essenciais do esquema de prova transformacional de Harel e Sowder (1998), ou
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seja, generalidade, pensamento operacional e deducdo ldgica (veja a pagina 64), é possivel

aceita-la para validar uma conjectura.

Na proxima secdo discutimos detalhadamente cada uma das funcfes da prova segundo
De Villiers (1990, 1999) e finalizamos apresentando outros pesquisadores que também
contribuiram para o desenvolvimento desta tematica, tais como Renz (1981), Van Asch
(1993) e Hanna e Jahnke (1996).

1.2 FUNCOES DA PROVA

A literatura mostra que, em geral, os alunos da Educacdo Basica ndo percebem a
necessidade de provar uma afirmacdo matematica, especialmente quando se trata de
resultados que sdo visualmente Obvios e que podem ser facilmente comprovados
empiricamente (DE VILLIERS, 1999). Podemos citar véarios fatores que podem contribuir
para disseminar esse pensamento entre 0s estudantes, tais como, a auséncia de demonstragcfes
em vestibulares e concursos e a preferéncia por aprender métodos procedimentais e
simplistas, em detrimento do raciocinio l6gico dedutivo. Além disso, as tentativas de
demonstrar algo que os alunos ja estdo convencidos de que é verdadeiro fazem com que eles

ndo atribuam nenhuma funcao (utilidade/significado) a prova.

A charge de Wilhelm Busch, ilustrada na figura 5, retrata o ponto de vista de professor
e aluno sobre a necessidade de demonstrar um resultado, a qual tende a ser comum na

Educacao Basica. Note que a fala do discente remete ao esquema de prova autoritario.

Figura 5 - Prova matematica: a visdo do professor e do aluno™®.
T JI

Professor: "... e agora eu irei provar este teorema."
Aluno: "Por que se preocupa em provar isso, professor?
Fu acredito em sua palavra."

Fonte: Renz (1981, p. 86).

'8 Do original The Mischief Book por Wilhelm Busch (tradugdo nossa).
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Em virtude disso, De Villiers (1990, 1999) descreve algumas funcbes da prova e
discute brevemente suas implicacBes para o ensino com base no trabalho de Bell*. Para o

pesquisador uma demonstracdo pode assumir o papel de:

e Verificacdo / Conviccao (validar uma afirmacéo);

e Explicacdo (esclarecer as razbes de uma afirmacéo ser verdadeira);

e Sistematizacdo (organizar os varios resultados em um sistema dedutivo de
axiomas, defini¢cdes, proposicdes e teoremas);

e Descoberta (descobrir/inventar novos resultados);

e Comunicacdo (transmitir o conhecimento matematico);

e Desafio intelectual (satisfacdo pessoal).

Tradicionalmente, a funcdo da prova tem sido vista quase que exclusivamente como a
de verificar a veracidade de uma afirmacdo. De Villiers (1999, p. 2) cita alguns autores
(KLINE, 1973%; ALIBERT, 1988%!; HANNA, 1989%: VOLMINK, 1990%) que parecem
definir a prova apenas em termos de sua funcdo de verificagdo/convic¢do. Em virtude disso,
0 autor ndo ignora a importancia dessa funcao, especialmente nos casos em que o0s resultados
ndo sao intuitivos, mas evidencia uma perspectiva mais ampla, em oposicdo a uma

unilateralidade da prova como Unico e absoluto meio de verificacao.

Para De Villiers (1999, p. 3-4), os professores de Matematica tendem a acreditar que a
prova € o Unico meio que fornece a convic¢do ao matematico da validade de uma conjetura.
Entretanto, ele sugere que a prova nao é necessariamente um pré-requisito para a conviccao,
até porque a convicgdo é provavelmente mais utilizada como um pré-requisito para a
construcdo de uma prova. Para exemplificar isso, podemos citar a conjectura dos primos
gémeos e a hipdtese de Riemann®, os quais mesmo n3o possuindo até hoje uma
demonstracdo, possuem uma “evidéncia heuristica” tdo forte que transporta a convic¢ao de
que tais resultados sejam verdadeiros (DAVIS; HERSH, 1983, p. 369%° apud DE VILLIERS,
1999, p. 4). Além disso, para verificar a validade de uma sentenga, 0s matematicos também

buscam construir contraexemplos.

¥ BELL, A. W. A study of pupils’ proof-explanations in Mathematical situations. Educational Studies in
Mathematics, v. 7, n. 1-2, p. 23-40, 1976.

P KLINE, M. Why Johnny can't add: the failure of the new math. New York: St. Martin's Press, 1973.

L ALIBERT, D. Towards New Customs in the Classroom. For the Learning of Mathematics, v. 8, n. 2, p. 31-
35;43, 1988.

22 HANNA, G. More than formal proof. For the Learning of Mathematics, v. 9, n. 1, p. 20-23, 1989.

2 VOLMINK, J. D. The Nature and Role of Proof in Mathematics Education. Pythagoras, v. 23, p. 7-10, 1990.
24 para maiores informacdes sobre ambos, consulte Oliveira (2013).

% DAVIS, P. J.; HERSH, R. The Mathematical Experience. Great Britain: Pelican Books, 1983.
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Reid e Knipping (2010, p. 81) afirmam que a verificagdo é a funcdo mais assumida no
ensino, assim como na visdo dos alunos na pesquisa de Healy e Hoyles (2000, p. 417).
Entretanto, a prova como meio de verificacdo pode até validar uma conjectura, mas nem
sempre permite uma explicacdo satisfatdria das razdes que implicam em sua veracidade. Na
maioria dos casos, quando os resultados em questdo sdo intuitivos e/ou sdo apoiados por
evidéncias empiricas convincentes, a fungdo da prova ndo é da verificagdo, mas sim da
explicacdo. Para exemplificar isso, podemos pensar nas provas por inducdo ou por reducao ao
absurdo, as quais validam uma sentenca, porém ndo descrevem os motivos que fazem com

que ela seja verdadeira, como vimos na subsecéao 1.1.4.

A prova também é uma ferramenta indispensavel para a sistematizacdo de varios
resultados em um sistema dedutivo de axiomas, definicdes, proposicdes e teoremas. Neste
contexto, as provas contribuem para identificar inconsisténcias l6gicas e/ou argumentos
circulares, a fim de unificar e simplificar a teoria matematica por meio da integracdo de
resultados e conceitos de campos distintos. Portanto, o principal objetivo desta funcdo nédo é
verificar se certas declaragcdes sdo realmente verdadeiras, mas sim “organizar logicamente
afirmacdes que sdo conhecidas como verdades em um todo coerente e unificado” (DE

VILLIERS, 1999, p. 10, traducdo nossa).

Apesar de parecer contraditério, em geral, os resultados matematicos sdo descobertos
por métodos intuitivos e/ou quase empiricos, antes da producdo de uma prova. Contudo, a
Historia da Matematica descreve alguns fatos que foram descobertos ou inventados de modo
dedutivo como, por exemplo, as geometrias ndo Euclidianas. Portanto, a funcdo da prova nem
sempre consiste em verificar um resultado ou explicar as razbes dele ser verdadeiro, mas
muitas vezes consiste num meio de descoberta para novos resultados (DE VILLIERS, 1999,
p. 7-8).

Para De Villiers (1999, p. 10-11) a prova também é um meio de comunicacao entre as
pessoas que fazem matematica, ou seja, ela consiste numa forma Unica de comunicar
resultados da Matematica entre matematicos, entre professores e alunos e entre 0s proprios
estudantes. Neste sentido, a prova recai num processo social de disseminacdo do
conhecimento matematico na sociedade e isso contribui para o seu aperfeigoamento e
identificacdo de erros, bem como a sua rejeicdo por meio da construcdo de contraexemplos.
Além disso, Hanna e Jahnke (1996) afirmam que o papel mais significativo da prova é

promover a compreensdo matemética em sala de aula, e para isso a énfase precisa ser
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colocada na comunicacdo do significado de uma demonstracdo e ndo apenas em meros

procedimentos formais.

Ja para os matematicos, a prova constitui também um desafio intelectual, assim como
um jogo de quebra-cabecas ou de palavras cruzadas e que ao elabora-la desperta uma
satisfacdo pessoal. Vocé poderia até se perguntar: “Por que os matematicos gostam de provar
os resultados?”. O educador matematico De Villiers (1999, p. 11, traducdo nossa) responde
essa pergunta parafraseando o famoso comentario de Mallory sobre o seu motivo em escalar o
Monte Everest: “Provamos nossos resultados porque eles estdo 14. [...] Muitas vezes, a divida
ndo é a existéncia da montanha (a validade do resultado), mas se (e como) poderemos

conquista-la (prova-lo)”.

Contudo, nem todas as funcdes da prova sdo essenciais para o aprendizado da
Matematica na Educacdo Bésica e por isso ndo devem receber a mesma importancia na
pratica docente (DE VILLIERS, 1990). Hanna defende que na Educacdo Matematica a
principal funcdo da prova é de explicacdo enquanto que na Matematica académica seria de
verificacdo. “Por esta razdo, a prova nao deve ser realizada em sala de aula como um ritual,
visando vagamente refletir a pratica matematica, mas sim como uma atividade instrutiva e
significativa” (HANNA, 1995, p. 47, tradugdo nossa).

Para atingir este proposito, De Villiers (1999) sugere que os professores se orientem
pela sequéncia ilustrada na figura 6, ndo de forma puramente linear, mas numa espécie de

abordagem em espiral, em que as funcGes anteriores possam ser revisitadas e expandidas.

Figura 6 - Sequéncia para introduzir a no¢éo de prova matematica a luz de suas funcoes.

Desafio

Explicacdo | mp Descoberta]»[Ve“fica‘?éO ® | intelectual

] » [ Sistematizac&o

Fonte: De Villiers (1999, p. 12).

De Villiers ressalta que quando os estudantes investigam uma conjectura, mas que a
priori j& se sentem convictos da sua veracidade, a prova como meio de verificacdo ndo se
torna significativa e motivadora. Por isso a necessidade de planejar atividades que despertem
a curiosidade e o interesse dos alunos, optando sempre que possivel por investigacdes que
privilegiem a explicacdo do resultado. Conforme veremos na secdo 1.4, os softwares de
ambientes dinamicos de Geometria constituem ambientes favoraveis para promover esse
propdsito. Além disso, na visdo desse pesquisador, com a qual concordamos, a funcdo de

verificacdo deve ser utilizada nos casos em que as afirmagdes geram duvidas nos discentes. E
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em longo prazo, o estudante deve compreender que uma das fun¢Bes da prova é sistematizar

varios resultados em um sistema dedutivo de axiomas, defini¢des, proposicdes e teoremas.

Contudo, ao dissertar sobre as fungdes da prova, De Villiers (1999, p. 11) ressalta que
esta lista ndo estd completa e menciona outros dois autores (RENZ, 1981; VAN ASCH, 1993)

que escreveram a respeito dessa tematica.

Em seu artigo, Van Asch (1993) apresenta argumentos favoraveis e contrarios ao uso
da prova. Dentre as suas consideracdes positivas, ele descreve que a prova pode ajudar a
memorizar um teorema, por fim a um processo de busca e produzir um algoritmo;

acreditamos que tais afirmacdes constituem novas fung¢bes para uma demonstracao.

No entanto, julgamos que “memorizar um teorema’ nao seria a nomenclatura correta,
visto que a memorizacdo ndo estd atrelada necessariamente a aprendizagem e defendemos
uma abordagem argumentativa justamente por acreditar que a mesma pode contribuir para
melhorar a compreenséo do estudante. Sendo assim, adotamos esse papel da prova no sentido
de ajudar a lembrar de resultados importantes. Essa funcdo também é citada em Renz
(1981, p. 87).

Para ilustrar essa fungdo da prova, podemos pensar no calculo de matrizes inversas de

a b
c d

a matriz inversa A~! resolvendo um sistema linear. Porém, outra resolucéo seria simplesmente

ordem 2. Dada a matriz A = ( ) , com det(A) # 0, sabemos que é possivel determinar
2x2

utilizar a seguinte formula

1 d -b
ATl = . ,
det(A) (—c a )2x2
que pode ser recordada rapidamente por meio de argumentos dedutivos utilizando um sistema

linear e que é valida para determinar a inversa de qualquer matriz inversivel.

Sobre o papel de ajudar a pér fim a um processo de busca, podemos exemplificar

com o seguinte exercicio: Considere a funcdo real f, de lei de formagdo f(x) = —

determine, se possivel, o(s) valor(es) de x tal que f(x) = 2. Note que se um estudante
utilizasse verificacdes numéricas para encontrar a solugdo do problema, todas elas seriam em
vao, Vvisto que o exercicio ndo admite solu¢do no conjunto dos nimeros reais. Para justificar

isso, basta igualar a funcéo f a dois, obtendo a equagdo 2x2 + 1 = 0, a qual é possivel provar
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que ndo possui solugBes no conjunto dos nimeros reais; e isso resultaria em por fim as

tentativas do estudante para encontrar resposta do problema.

E quando Van Asch (1993, p. 305) afirma que o método da prova pode produzir um
algoritmo, ele exemplifica utilizando a demonstracdo do teorema que é conhecido como

“Algoritmo de Euclides”, utilizado na diviséo entre dois niUmeros pelo método da chave.

Outros pesquisadores que também contribuiram para o desenvolvimento desta
temética foram Hanna e Jahnke (1996), que ao citar as funcBes da prova descritas por De
Villiers, adicionaram trés novas finalidades. A primeira é a construcdo de uma teoria
empirica. Para ilustra-la, os autores citam as leis de Kepler sobre o0 movimento planetario, as
quais eram apoiadas em observacdes astronémicas e geravam incertezas naquela época.
Contudo, a contribuicdo de Issac Newton foi fundamental, pois o fisico foi capaz de deduzir
as leis de Kepler utilizando leis empiricamente bem estabelecidas, as quais sdo conhecidas
hoje como leis de Newton e lei da gravitacdo universal. Nesse sentido, Reid e Knipping
(2010, p. 78) afirmam que a prova de Newton desempenhou um papel importante na

construcdo da gravidade como uma teoria empirica.

Os pesquisadores também sugerem a exploracédo do significado de uma definicéo ou
das consequéncias de uma hip6tese como uma possivel funcdo da demonstracdo. Para
exemplificar podemos pensar nas provas de limite por definicdo, do Célculo I, as quais
ajudam a compreender melhor o significado da nocéo de limite em ternos de épsilons e deltas.
Ressaltamos que Van Asch (1993) ja havia mencionado em seu trabalho essa perspectiva da

prova.

E por fim, Hanna e Jahnke (1996, p. 903, tradugdo nossa) acrescentam a
“incorporagéo de um fato bem conhecido numa nova estrutura, permitindo uma nova
percepcdo” como uma fungdo da prova, mas ndo fornecem exemplos. Contudo, Reid e
Knipping (2010) exemplificam com o Teorema Fundamental do Célculo, pois “ao mostrar
que as integrais sdao antiderivadas, a prova reposiciona numerosos fatos sobre as derivadas de
varias fungdes como, por exemplo, as fungdes cujas integrais sdo conhecidas” (p. 78, traducao

nossa).

1.3 PESQUISAS SOBRE DEMONSTRACAO NA FORMACAO DE PROFESSORES
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Nesta secdo apresentamos inicialmente a pesquisa de Knuth (2002a, 2002b) que
investigou as concepcdes de professores da Educacdo Bésica sobre a natureza e o papel da
prova. Em seguida, descrevemos o estudo de Garnica (1996), o qual discute sobre o
significado da prova rigorosa nos cursos de Licenciatura em Matematica, com base em duas
perspectivas: o fascinio da técnica e o declinio da critica. Finalizamos esta se¢do com outras
teses e dissertagcbes (ORDEM, 2015; FERREIRA, 2016; MATEUS, 2015; PIETROPAOLO,
2005; AGUILAR JUNIOR, 2012) sobre demonstracdo na formacdo inicial ou continuada de

professores de Matematica.

Knuth (2002a, 2002b) investigou as concepc¢des de professores de Matematica da
Educagdo Basica em dois estagios, respectivamente®®. No primeiro o foco era as concepcdes
dos docentes sobre a natureza e o papel da prova na Matematica, enquanto o segundo
focalizava o contexto da Matematica do ensino secundério®’. Para a coleta dos dados foram

realizadas duas entrevistas semiestruturadas com os participantes, uma para cada foco.

Os resultados apresentados em Knuth (2002a) sugerem que as concepgdes dos
professores sobre a natureza da prova matematica sdo limitadas e apontam também uma
compreensdo inadequada sobre o que constitui uma demonstracdo. Por exemplo, as
caracteristicas dos argumentos que os docentes consideravam mais convincentes, em geral,
relacionavam-se mais a forma (por exemplo, a aparéncia de ser uma prova por indu¢do) do
que ao raciocinio apresentado. Além disso, varios deles afirmaram que se sentiam mais
convencidos por uma verificacdo empirica, mesmo cientes de que o argumento ndo consistia

em uma prova matematica.

Para o autor, tais limitagcdes se tornam uma preocupacao central para a formacao de
professores, dado que a literatura (BORKO; PUTNAM, 1996%; BROPHY, 1991%°) evidencia
que as concepcOes dos docentes sobre um assunto influenciam diretamente a sua prética e,
consequentemente, o aprendizado dos seus alunos. Por outro lado, os resultados da pesquisa
indicaram que os professores reconhecem a variedade de fungdes que a prova desempenha em

Matematica, tais como: verificacdo, explicacdo, comunicacdo, descoberta e sistematizacao.

% Em Knuth (2002a) participaram 16 professores do ensino secundério, dos quais a maioria tinha mestrado e o
tempo de atuacdo variava de 3 a 20 anos. J& em Knuth (2002b) houve a participacdo de um docente a mais.

%" No Brasil seria equivante ao ciclo com inicio no 9° do Ensino Fundamental até o 3° ano do Ensino Médio.

% BORKO, H.; PUTNAM, R. Learning to teach. In: CALFEE, R.; BERLINER, D. (Eds.), Handbook of
educational psychology. New York/NY: Macmillan, 1996. p. 673-725.

2 BROPHY, J. Conclusion to advances in research on teaching. In: BROPHY, J. (Ed.), Advances in research
on teaching: Teachers' subject matter knowledge and classroom instruction, v. 2. Greenwich/CT: JAI Press,
1991. p. 347-362.
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Contudo, o pesquisador chama a atencdo para a auséncia de uma visdo da prova como uma

ferramenta para promover a compreensdo da Matematica.

Esta constatacdo também foi evidenciada em Knuth (2002b), no qual o pesquisador
descreve que os professores tendem a conceber a prova de uma forma pedagogicamente
limitada, ou seja, como um tdpico de estudo (objeto matematico) e ndo como um meio para
compreender a Matematica (objeto paramatematico). Em virtude disso, o autor ndo foi
negligente e fez questdo de ressaltar a importancia que os cursos de formacdo exercem nas
concepgdes desenvolvidas pelos os docentes. Além disso, o pesquisador constatou que a
maioria dos professores (82,4% da amostra) ndo considera a demonstracdo como papel central
da Matematica no ensino secundario, questionando inclusive a sua adequacdo a todos 0s
alunos. Por outro lado, todos os docentes consideraram a prova informal (essencialmente
argumentagdes empiricas) como uma ideia central nas aulas ao longo desse nivel de

escolaridade.

Com base no paragrafo anterior, € importante destacar que a experimentacdo €
essencial na Matematica, sobretudo no Ensino Fundamental, a fim de instigar os alunos a
buscarem justificativas para validar suas conjecturas. Entretanto, em longo prazo isso pode ter
efeitos colaterais na formacdo do estudante, como, por exemplo, conceber verificacGes
numéricas como demonstracdes e/ou ndo saber investigar uma afirmacdo a ndo ser por

argumentos empiricos.

Por sua vez, Garnica (1996) discute o significado da prova rigorosa na formacao
inicial do professor de Matematica, a luz da Fenomenologia (pesquisa qualitativa na
perspectiva do fendmeno situado), a partir da anélise de nove depoimentos de professores-
pesquisadores em Matematica ou em Educacdo Matematica. Dessa analise emergiram duas
“categorias abertas”, as quais ressaltam a importancia da prova rigorosa na formacdo do
docente, mas sdo geradas por leituras distintas: uma de natureza técnica e outra de natureza
critica®®. Cada um desses modos carrega visdes divergentes, referentes a prova “rigorosa” e

como aborda-la nos cursos de Licenciatura.

O pesquisador destaca que, na leitura técnica, a prova € caracterizada pelo rigor
absoluto, cuja funcdo é a de meramente validar/verificar um resultado. Por outro lado, a

leitura critica abrange a possibilidade de diferentes formas de rigor, ndo ignorando a

%0 Garnica (1996) define o vocabulo “técnico” como um conjunto de procedimentos bem definidos, destinados a
produzir certos resultados e pode ser entendido por oposi¢ao a reflexdo. Ja o vocabulo “critico” diz respeito ao
“exame de um principio ou de um fato, a fim de produzir sobre ele um juizo de apreciacdo” (p. 18).



46

importancia do saber técnico. Logo, nesta ultima perspectiva, outras normas de condutas que
ndo as formais podem ser tidas como validas. Neste contexto, Garnica (1996) afirma que a
leitura técnica parece estar filiada ao exercicio profissional da Matematica e relacionada as
disciplinas de contetdos matematicos durante a formacao do professor. Por outro lado, ele faz
mencdo a Educacdo Matemética como o campo de origem da leitura critica a respeito da
prova rigorosa nos cursos de Licenciatura, por se contrapor
[...] a esfera da producéo cientifica da Matematica, por um certo dinamismo
que lhe é proprio, quer no uso de metodologias alternativas, quer por nao
desvincular prética cientifica e pratica pedagdgica, tendendo a valorizar o
processo em detrimento do produto, tentando, ainda, estabelecer seus

préprios pardmetros para qualificar suas investiga¢es. (GARNICA, 1996, p.
22).

Contudo, Garnica ndo responsabiliza unicamente as disciplinas pedagogicas por esta
leitura critica sobre a prova rigorosa nos cursos de Licenciatura. O autor defende que as
disciplinas de conteudo matematico também devem oferecer a oportunidade de refletir sobre
esta tematica. O fragmento a seguir corrobora este fato: “A abordagem histérico-filosofica a
questdo da prova, procurando por seus fundantes, poderia ser implementada tanto em

disciplinas especificas quanto nas pedagogicas, com metodologias “de Licenciatura” ou “de

Bacharelado.” (GARNICA, 1996, p. 25).

A releitura que fazemos deste artigo é que, independentemente do enfoque da
disciplina, a formacdo do professor deveria atingir os propositos tanto da técnica, essencial
para o “fazer matematica”, quanto da critica, fundamental para ensinar matematica, sobretudo

na Educacéao Baésica.

Com um proposito similar a esta pesquisa, Ordem (2015) investigou as concepgdes de
prova e demonstracdo em Geometria Plana de futuros professores de Matematica da
Universidade Pedagogica de Mogambique. Recorrendo, dentro outras, aos modelos teoricos
de Balacheff (1988) e Harel e Sowder (1998), o autor desenvolveu sua pesquisa com 19
licenciandos do 4° ano de graduacdo, a partir da aplicacdo de questionérios e da realizagéo de
entrevistas com os participantes. Para responder a questdo de pesquisa, 0 autor estudou as
estratégias e/ou justificativas dos licenciandos em tarefas que exigem provas ou
demonstragdes; identificou o papel e analisou o significado que os futuros professores
atribuem a prova e & demonstracdo e analisou os critérios utilizados por eles para avaliar
argumentos sobre algumas propriedades geométricas. Dentre os resultados obtidos, a analise

dos dados mostrou que os futuros docentes ndo utilizam critérios consistentes para avaliar
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provas e demonstracOes, pois apresentam distingdes entre validar e demonstrar uma
propriedade. Por exemplo, a maioria deles considerou que o uso de softwares ou de
recorte/dobradura sdo procedimentos validos para mostrar a invariancia da soma dos angulos
internos de um triangulo, porém ndo sdo argumentos suficientes para constituir uma
demonstracdo. Além disso, o pesquisador constatou que as concepgdes dos concluintes sobre
provas e demonstragdes séo simples rituais dissociados de uma de suas func¢des principais, a

de validar ou refutar conjecturas e propriedades.

Com énfase também na Geometria, Ferreira (2016) realizou sua pesquisa com futuros
professores de Matematica, a fim de investigar o ensino e a aprendizagem de Geometria via
provas e demonstracfes na Universidade do Estado da Bahia. A pesquisadora analisou livros
de Geometria, aplicou questionarios aos licenciandos e desenvolveu uma sequéncia didatica.
Os resultados do estudo evidenciaram que as concepcdes de provas e demonstracfes dos
estudantes s&o influenciadas pelos livros didaticos. Entretanto, esta sequéncia provocou uma
evolucdo de provas pragmaticas para provas conceituais e com relacdo as fungdes da
demonstracdo, os discentes passaram a realiza-las ndo apenas com a funcéo de validacdo, mas
também com a funcdo de explicacdo, sistematizacdo e comunicacdo. Deste modo, a autora
afirma que foi possivel (re)construir os saberes destes licenciandos, no que se refere a

quadrilateros, prova e demonstracao.

Por sua vez, Mateus (2015) também desenvolveu uma sequéncia de atividades com
licenciandos em fase de conclusdo do curso da Universidade Federal de Sergipe, as quais
exploravam provas sob os pontos de vista didatico e curricular. O objetivo era investigar se
essa sequéncia favorecia a ressignificacdo da importancia do processo de ensino de conceitos
e atitudes concernentes a esse tema. Os resultados mostraram que 0s estudantes passaram a
adotar um sentido mais amplo para as provas, admitindo substituir a reproducdo das
demonstragfes presentes nos livros pelo fazer matematica, incluindo experimentacdes,

argumentacdes, conjecturas e, quando fosse necessario, provas rigorosas.

Avancando na tematica da formacdo inicial, Pietropaolo (2005) evidenciou a
necessidade de (re)significar a demonstracdo nos curriculos da Educacdo Bésica e da
formacdo de professores de Matematica. Para desenvolver a pesquisa, 0 autor averiguou as
recomendacdes dos atuais curriculos a respeito das argumentacdes e provas na Educacédo
Basica, analisou as interpretacGes e avaliagdo dos professores a respeito de provas elaboradas
por alunos do 9° ano do Ensino Fundamental e ao contrastar com as falas de pesquisadores e
professores, buscou compreender o papel das demonstragcbes nos cursos de Licenciatura e
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suas implicagdes na formacdo inicial. Dentre os resultados obtidos, identificou-se um
consenso entre os entrevistados, quanto a “prova” como um recurso pedagogico bastante rico
nas aulas de Matematica na Educacdo Basica, desde que atribua a essa palavra um sentido
mais amplo do que o convencional, isto €, ndo se limitar a reproducdo das provas descritas
nos livros, mas na perspectiva de “fazer matematica”, levando o aluno a experimentar,

argumentar e conjecturar.

E, apesar de sua pesquisa ndo ser direcionada a formacdo inicial de professores,
Aguilar Junior (2012) investigou como docentes ja em exercicio valorizam e aceitam 0s
diversos niveis e tipos de argumentacdo apresentados por alunos do Ensino Fundamental. A
metodologia adotada para a analise dos dados foi baseada em Hoyles (1997). Em sintese, a
pesquisa mostrou que os alunos expdem melhor seus argumentos matematicos quando séo
colocados em contato com atividades, curriculo e professor preparados para a construgdo
dessa habilidade em sala de aula.

1.4 PROVA EM AMBIENTES DINAMICOS DE GEOMETRIA

Nesta secdo, sugerimos novas abordagens ao ensino de Geometria com vista a
necessidade de argumentacdes e, consequentemente, de provas. Conforme ja citamos, em sala
de aula, a prova deve ser utilizada para favorecer a compreensdo matematica e certamente o
maior desafio € encontrar métodos eficazes de atingir esse objetivo. Os pesquisadores Hoyles
e Jones (1998), De Villiers (1999), Hanna (2000) e Arcavi e Hadas (2000) sugerem que uma
possibilidade é o uso de ambientes dindmicos de Geometria. E importante mencionar que para
nos referenciar a esses ambientes ditos dindmicos utilizaremos a terminologia Geometria

Dinamica (GD), usual nas pesquisas em Educacdo Matematica.

Para Arcavi e Hadas (2000), os softwares de GD podem ser comparados a
“laboratérios virtuais” e a sua utilizacdo pode favorecer a aprendizagem significativa de
Geometria, desde que seja acompanhada por atividades que despertem a curiosidade nos
alunos. Além de descrever uma abordagem interessante baseada numa situacdo problema
(determinar a area maxima de um tridngulo sob certas condic¢des), os autores indicam cinco
caracteristicas que os ambientes de GD tém a potencialidade de promover: visualizagéo, pois
ndo apenas permitem que o aluno construa e visualize as figuras, como também possibilitam
transformar essas construcdes em tempo real; experimentacéo, pois permitem que o aluno

meca, compare e altere as construgbes, a fim de testar suas conjecturas e buscar
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contraexemplos; reflex@o, pois a partir de situagdes cujo resultado seja inesperado, o aluno
tem a oportunidade de refletir sobre o seu proprio conhecimento; feedback, pois se torna mais
efetivo o estudante experimentar e confrontar suas conjecturas do que receber a informacao
diretamente do professor. Deste modo, essas caracteristicas incentivam a capacidade de

argumentacao do aluno, levando-o a explicar e provar a propriedade em questéo.

E importante deixar claro que, em nossa concepcao, a exploracdo de uma propriedade
em ambientes de GD ndo minimiza ou abandona a necessidade de prova-la. Como ressalta
Hanna (2000),

A exploragdo era uma faceta importante da pratica mateméatica muito antes
dos computadores serem inventados e ndo era visto como inconsistente com
a visdo da matematica como uma ciéncia analitica [...]. O que realmente

precisamos fazer, é claro, ndo é substituir a prova pela exploracéo, mas fazer
uso de ambos. (p. 14, tradugdo nossa).

Em consonancia com a citacdo anterior, acreditamos que os softwares de GD séo
potenciais ferramentas no processo de exploracdo e investigacdo dentro da sala de aula,
permitindo que os alunos estabelecam links entre o raciocinio empirico e dedutivo e

fornecendo ideias para a elaboracdo de uma demonstragéo.

Além disso, concordamos com Hanna e Jones (1998) de que se a prova for
apresentada de maneira tradicional, simplesmente substituindo a lousa pela tela do
computador, encontraremos pouca melhoria nas concepg¢des dos estudantes. Somente sera
possivel avancar nesta tematica sobre argumentacéo e provas na Educacdo Basica, se durante
0 processo de ensino-aprendizagem os professores tiverem a preocupacdo de problematizar e
refletir juntamente com seus alunos, todas as etapas e construgdes desenvolvidas nos

ambientes virtuais.

A reflexdo que propomos é repensar nas fun¢es dos ambientes virtuais no ensino de
Geometria com vista a necessidade da prova, de modo que o computador ndo se torne uma
simples ferramenta para apresentar velhas abordagens, mas que seja utilizado com
potencialidade para estabelecer um novo modelo de aprender, ensinar e fazer matematica,
como sugere Arcavi e Hadas (2000). Essa perspectiva deve ser estimulada tanto na Educacao
Basica quanto nos cursos de Licenciatura, pois, em geral, os mesmos ndo oferecem
experiéncias virtuais enriquecedoras aos licenciandos durante a sua formagéo, se limitando a
ofertar disciplinas que os auxiliam no manuseio de softwares ou de linguagens

computacionais.
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O futuro professor, por sua vez, deve se conscientizar de que o uso de softwares de
GD ndo garante que 0os mesmos se tornem significativos no processo de ensino-aprendizagem.
Isso requer um preparo adequado de sua parte e a elaboracdo de atividades exploratorio-
investigativas que potencializem a utilizacdo dessas ferramentas, a fim de que os alunos
questionem a veracidade das atividades desenvolvidas e busquem argumentos matematicos

para justifica-las.

Uma atividade que julgamos ser adequada para este fim é o Teorema de Varignon, o
qual afirma que o quadrilatero PQRS obtido ligando os pontos meédios dos lados de um

quadrilatero ABCD qualquer é sempre um paralelogramo, conforme ilustra a figura 7:

Figura 7 - llustragdo do Teorema de Varignon.
B

D C D = C
Fonte: Autoria propria.

A exploracdo de poligonos por meio do GeoGebra permite visualizar um caminho
para a demonstracdo. O ambiente dindmico permite perceber que os lados opostos do
quadrilatero, cujos Vvértices sdo os pontos medios do quadrilatero original, sdo sempre
paralelos a uma das diagonais. A partir da identificacdo de triangulos semelhantes é possivel,
entdo, provar o teorema. E deste modo, os alunos podem criar conjecturas sobre os casos
especiais em que o quadrilatero original € um paralelogramo genérico, um retangulo, um

losango ou um quadrado.
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CAPITULO 2
REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo apresentamos os modelos tedricos que norteiam a analise dos dados
desta pesquisa: a Tipologia de Provas de Balacheff (1988) e os Esquemas de Provas de Harel
e Sowder (1998). Porém, inicialmente fazemos uma discussdo tedrica sobre a nocdo de
concepcdes e nos posicionamos quanto ao sentido adotado neste estudo.

2.1 DISUCUSSAO TEORICA SOBRE A NOCAO DE CONCEPCOES

A literatura sugere que esse termo foi utilizado por anos nas pesquisas em Educacao
Matematica sem que houvesse uma definicdo explicita. Neste estudo, abordamos
essencialmente as interpretacdes propostas nas pesquisas de Knuth (2002b), Thompson
(1992), Ponte (1992) e Artigue (1990), as quais sugerem que as concepg¢des dos professores
sobre um assunto influenciam a sua pratica em sala de aula, no sentido em que apontam

caminhos, fundamentam decisdes, etc.

Knuth (2002b), por exemplo, investigou as concepcbes de professores com vista a
pratica da Matematica cientifica e escolar. Ao mencionar “concepgdo” em seu artigo, o
pesquisador faz referéncia ao trabalho de Grossman®, o qual utiliza esse termo para se referir
aos dominios de conhecimento e das crencas em conjunto:

Em vez de tratar o conhecimento e as crencas dos professores como
dominios separados, utilizo o termo “concepgdes” para representar os dois
dominios em conjunto. Embora separar os conhecimentos e as crencas dos
professores sirva como uma heuristica Gtil para pensar e estudar os fatores
que influenciam as praticas instrucionais dos professores, a separacdo é

menos distinta na realidade do que na teoria. (KNUTH, 2002b, p. 85,
traducdo nossa).

Contudo, em Knuth (2002b) néo fica claro o que o pesquisador considera como
conhecimento e como crengas e, consequentemente, 0 seu entendimento a respeito do termo
concepcdes. Por outro lado, identificamos na literatura, autores que escabelem uma explicita
distingdo entre ambos os termos como, por exemplo, Alba Thompson, uma das pioneiras a
investigar as concepcgdes dos professores sobre a Matemética. Thompson (1992) diferencia

31 GROSSMAN, P. The making of a teacher: Teacher knowledge and teacher education. New York: Teachers
College Pres, 1990.



52

crengas de conhecimento a partir da analise de trés caracteristicas essenciais. A primeira
evidencia que as crencas podem estar associadas a graus distintos de convicgéo,
diferentemente do conhecimento que nao possui essa dimensao de varia¢do. A segunda aponta
0 carater ndo consensual das crencas, ou seja, um sujeito esta ciente de que os outros podem
ter convicgles distintas. E a ultima caracteristica distintiva diz respeito a existéncia de
critérios para avaliar e julgar a validade do conhecimento, 0s quais sdo inexistentes para as
crencas. Contudo, a pesquisadora assinala a possibilidade de mudanga ao longo dos anos, a
medida que antigas teorias sdo substituidas por novas: “[...] o que pode ter sido legitimamente
alegado como conhecimento de uma s6 vez pode, a luz de teorias posteriores, ser julgado
como crenga. Inversamente, uma crenca outrora mantida, com o tempo, pode ser aceita como

conhecimento a luz de novas teorias de apoio.” (p. 130, tradugdo nossa).

E a partir desta distincdo, Thompson refere-se as concepg¢des dos professores como
uma estrutura mental mais que ampla, que engloba, dentre outros elementos, as crengas,

conforme se observa no fragmento a seguir:

A concepgdo do professor sobre a natureza da matematica pode ser vista
COMO as crengas conscientes ou subconscientes, conceitos, significados,
regras, imagens mentais e preferéncias deste professor em relacdo a
disciplina da matematica. Essas crencas, conceitos, visdes e preferéncias
constituem os rudimentos de uma filosofia da matematica, embora para
alguns professores, estas podem néo estar desenvolvidas e articuladas em
uma filosofia coerente. (THOMPSON, 1992, p. 132, tradugdo nossa).

Ponte (1992) também se reporta ao dominio cognitivo, porém destaca as influéncias

individuais e sociais na formacéo das concepgdes de um sujeito. Para o pesquisador,

As concepcdes tm uma natureza essencialmente cognitiva. Actuam como
uma espécie de filtro. Por um lado, sdo indispensaveis pois estruturam o
sentido que damos as coisas. Por outro lado, actuam como elemento
bloqueador em relacdo a novas realidades ou a certos problemas, limitando
as nossas possibilidades de actuacdo e compreensdo. As concepgdes
formam-se num processo simultaneamente individual (como resultado da
elaboracdo sobre a nossa experiéncia) e social (como resultado do confronto
das nossas elaboragBes com as dos outros). Assim, as nossas concepgoes
sobre a Matematica sdo influenciadas pelas experiéncias que nos habituamos
a reconhecer como tal e também pelas representagdes sociais dominantes.
(PONTE, 1992, p. 1).

De acordo com Menezes (1995, p. 9-10), as formulagGes para o termo concepcoes
propostas por ambos 0s pesquisadores apresentam visGes substancialmente diferentes.

Enquanto Thompson (1992) tem uma preocupacdo mais extensiva, enumerando os diversos
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elementos que constituem as concepcoes, a definicdo de Ponte (1992) remete a algo mais
compreensivo, orientada para a explicacdo dos fatos. Além disso, este Gltimo educador
também apresenta uma visdo diferente em relacdo as crencas e ao conhecimento, ao ressaltar
que ndo ha a necessidade de distingui-los como incompativeis. Ele afirma que em todo o
conhecimento intervém necessariamente crencas>?:
Existe um ponto, para além do qual ndo consegue ir a racionalidade humana,
entendida como a capacidade de formular raciocinios ldgicos, definir
conceitos com precisdo, e organizar de forma coerente os dados da
experiéncia. Para além da racionalidade entramos no dominio das crencas,
que sdo indispensaveis pois sem elas o ser humano ficaria virtualmente

paralisado, sem ser capaz de determinar cursos de ac¢do. (PONTE, 1992, p.
8).

A partir disso, o pesquisador concebe “as crengas com uma parte do conhecimento
relativamente ‘pouco elaborada’, em vez de vé-los como dois dominios disjuntos, [uma vez
que] nas crencas predominariam a elaboracdo mais ou menos fantasista e a falta de
confrontacdo com a realidade empirica” (p. 8), enquanto no conhecimento predominariam os
aspectos experienciais e a argumentacao racional. E diante desse contexto, “as concepg¢des
podem ser vistas como 0 pano de fundo organizador dos conceitos” (p. 8). Deste modo, Ponte
considera que tanto as concepg¢bes como as crencas fazem parte do conhecimento do

professor, tendo as primeiras um carater mais geral e estruturante (MENEZES, 1995, p. 9).

A seguir apresentamos a no¢do de concep¢do segundo a pesquisadora francesa
Michele Artigue. E para melhor compreendé-la, utilizamos os estudos de Almouloud (2007a)
e de Ordem (2015).

Artigue (1990) define uma concepgdo como um ponto de vista local sobre um dado

objeto, caracterizado por:

e situacdes que Ihe servem de ponto de vista de partida: situacdes ligadas a
aparicdo da concepg¢do ou para as quais ela constitui um ponto de vista
particularmente bem adequado;

e sistemas de representacGes mentais, iconicas, simbdlicas;

e propriedades, invariantes, técnicas de treinamento, métodos especificos
(implicitos e explicitos). (ARTIGUE, 1990 apud ALMOULOUD, 2007a,
p. 152).

%2 ponte (1992) distingue o conhecimento (ou saber, considerado por ele como sinénimo), do ponto de vista
“macro”, em trés caracteristicas: o saber cientifico, o saber profissional e o saber comum. Porém, nesta pesquisa
n&do nos aprofundaremos sobre o assunto.
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Por “ponto de vista local” entendemos que a autora se refere a um “cenario”
momentaneo, visto que as concepc¢des de um individuo estdo sujeitas a uma dimenséo
temporal, ou seja, com o decorrer do tempo ele pode apresentar uma multiplicidade de

concepcdes possiveis a um mesmo objeto.

Segundo Artigue (1990), a concepcao sobre um objeto esta estritamente associada ao
saber em questdo. Por isso, ela evidencia que as concepcdes se tornam um meio para a analise
desse conhecimento e para a elaboracdo de situacBes didaticas, a fim de observar o
comportamento do estudante durante um processo de aprendizagem. Com efeito, a autora
defende que existem dois tipos diferentes de concepgdes: as concepgdes matematicas a priori,
possiveis para uma dada nocédo e as concepc¢des desenvolvidas pelos alunos no seu ambiente
cultural ou durante um processo de aprendizagem (ALMOULOUD, 2007a, p. 152). Além
disso, ela afirma que a nogdo de concepgéo atende a duas necessidades diferentes:

e evidenciar a pluralidade dos pontos de vista possiveis num mesmo objeto
matematico, diferenciar as representagdes e os modos de tratamento que
Ihe sdo associados, evidenciar sua adequacéo a resolucao de problemas;

e auxiliar o pesquisador em didatica da matematica a questionar a suposta
clareza da comunicacdo didatica proposta pelos modelos empiristas de
aprendizagem, permitindo-lhe diferenciar o saber que o ensino quer

transmitir e os conhecimentos efetivamente construidos pelos alunos.
(ARTIGUE, 1990 apud ALMOULOUD, 2007a, p. 151-152).

Deste modo, Almouloud (2007a), sustentado por Artigue (1990), afirma que as
concepgoes “sdo modelos construidos pelo pesquisador para analisar as situacdes do ensino e
os comportamentos cognitivos dos alunos” (p. 152). O educador salienta ainda que elas
permitem interpretacdes e previsdes, mas com o intuito somente de descrever parte do
funcionamento cognitivo do estudante. E importante destacar que essa caracterizacdo vai ao
encontro do nosso entendimento a respeito deste termo. As situacbes propostas no
questiondrio (ou os modelos construidos) permitiram investigar as concepcbes dos
licenciandos sobre as nogfes de argumentacao, prova e demonstracdo. Contudo, por se tratar
de um dominio cognitivo, € importante destacar que as analises e ponderagdes apresentadas
neste estudo se baseiam essencialmente no nosso ponto de vista enquanto pesquisadores. Em
vista disso, estdo sujeitas a critérios subjetivos, uma vez que “as interpretagdes em termos de
concepcoes que podemos fazer das observagdes dos alunos [ou no caso dos licenciandos] ndo
sd0, entdo, necessariamente as (nicas pertinentes, nem mesmo as mais pertinentes. E

necessario concebé-las como interpretagdes possiveis [...].” (ALMOULOUD, 2007a, p. 155).
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Ainda segundo Artigue, com base em um dos seus estudos®, no qual investigou as
concepgdes de criangas (7 a 10 anos) sobre a nogdo de circunferéncia, a partir de diferentes
caracterizagdes envolvendo tal objeto matematico, a pesquisadora afirma

A distincdo que temos feito entre o objeto matemético, que € Unico, e as
variadas concep¢fes que podem estar associadas a ele, parece importante
para nds. Ela constitui, dentro da pesquisa, uma ferramenta para analisar

situacOes-problema  propostos aos estudantes, bem como seus
procedimentos. (ARTIGUE, 1990, p. 268, traducdo nossa).

Particularmente em nosso estudo, os objetos (no caso, paramatematicos) sao as nogdes
de argumentacdo, prova e demonstracdo, para as quais os licenciandos podem apresentar uma
pluralidade de concepcdes. Portanto, 0 nosso objetivo geral consiste em investiga-las.
Todavia, € preciso estar atento, pois conforme adverte Artigue (1990, p. 270), o importante
para o pesquisador ndo é estabelecer um catdlogo de concepcdes possiveis, mas sim estudar a
articulacdo entre concepcdes e situacbes em um dado aprendizado (no caso, as concepcdes
mobilizadas pelos licenciandos durante o primeiro periodo do curso de graduacdo, e,

particularmente, as que também foram desenvolvidas ao longo de sua trajetdria escolar).

Neste momento, apds apresentar as nocBes de concepgcdo propostas por trés
pesquisadores, é importante identificarmos as principais semelhancas e diferencas entre elas e
nos posicionar quanto ao sentido adotado neste estudo, apesar de considerarmos que 0
significado de concepgdo seja algo tdo complexo para se restringir a uma sé interpretacao.

Todas as definicdes se referem ao dominio cognitivo de um sujeito, porém cada uma
tem suas especificidades. Por exemplo, a no¢do de Thompson (1992) esta fortemente
associada ao que a autora entende por crencas e, consequentemente, dissociada a sua
compreensdo de conhecimento, visto que ela estabelece uma distingdo entre ambos os termos.
Além disso, em sua definicdo sdo “enumerados” os diversos elementos que constituem as
concepcdes. Ja Ponte (1992) se refere a concepcdo como “uma espécie de filtro”, no sentido
de tentar compreender a ocorréncia dos fatos e destaca as influéncias individuais (resultado da
propria experiéncia) e sociais (resultado do confronto com outrem) no processo de formacéo
das concepcdes de um sujeito. No entanto, segundo o educador, as concepgdes, assim como as
crencas, fazem parte do conhecimento do individuo (no caso, do professor). Do mesmo modo,

Artigue (1990) tambeém considera que as concepcOes de um sujeito manifestam o0s

%3 Para maiores informagdes, consulte: ARTIGUE, M; ROBINET, J. Conceptions du cercle chez des enfants de
I’école élémentaire. In: Recherches en Didactique des Mathématiques. Grenoble: La Pensée Sauvage-
Editions, v. 3.1, p. 5-64, 1982.
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conhecimentos que ele construiu relativamente a um dado saber, mas destaca uma dimensao
temporal ao conceitud-la como “pontos de vista locais sobre um dado objeto”. Contudo, talvez
a maior diferenca em relacdo aos outros dois autores, seja o fato de Artigue evidenciar que a
nocdo de concepgdo auxilia o pesquisador a investigar situacdes de ensino e aprendizagem, no
sentido de que a distingé@o entre um dado objeto e a variedade de concepgdes associada a ele

consiste numa ferramenta de analise para tais situacoes.

Em virtude da discussdo anterior, nesta pesquisa adotamos a nocdo proposta por
Artigue (1990), por entendermos que as concepgdes de um sujeito estdo intrinsecamente
associadas ao seu dominio de conhecimento e por considerar que elas viabilizam uma possivel
analise desse saber. Particularmente, quando dizemos concepcdes dos licenciandos

ingressantes nos referimos:

e A pluralidade dos pontos de vista manifestados a priori sobre argumentaco,
prova e demonstra¢do no &mbito matematico;

e As estratégias utilizadas para interpretar e avaliar as argumentacdes de alunos
ficticios;

e As finalidades associadas & prova no contexto da Matematica académica e
escolar;

e As representacbes e as justificativas empregadas para validar conjecturas
matematicas;

e Ao discernimento concernente a terminologias especificas do sistema l6gico

dedutivo, tais como hipotese, tese e reciproca.

2.2 ATIPOLOGIA DE PROVAS SEGUNDO BALACHEFF (1988)

Balacheff (1988) desenvolveu uma pesquisa com estudantes franceses de 13 a 14 anos,
em que investigou como os discentes validavam o problema de determinar o nimero de
diagonais em um poligono qualquer. Por meio da analise dos dados, ele elaborou uma

tipologia de provas organizadas em provas pragmaticas e provas conceituais®.

As provas pragmaticas se baseiam na verificacdo empirica para justificativa de

propriedades e regularidades, ou seja, atraves da observacdo, exemplos, desenhos, as quais

% E também possivel encontrar na literatura traduzido como provas intelectuais.
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Vergnaud (1981% apud BALACHEFF, 1988, p. 217) define como “recursos de a¢io”. J4 as
provas conceituais ndo usufruem desses recursos e sdo caracterizadas pela linguagem
matematica baseada na argumentacdo e em teorias que permitem a validacdo de uma

propriedade, ndo se limitando a meras constatacdes numericas.

Balacheff (1988, p. 218) destaca quatro principais niveis considerando os raciocinios e
conhecimentos apresentados ao elaborar uma prova: empirismo ingénuo, experiéncia

crucial, exemplo genérico e experiéncia mental®.

A seguir apresentamos a descricdo detalhada desses tipos de prova propostas por
Balacheff. E para exemplifica-los, vamos considerar a proposi¢do “A soma dos n primeiros

1),,

, . , + . . , . . , .
numeros naturais € dada por n(nT e identificar possiveis raciocinios para cada um dos

niveis de provas.

O empirismo ingénuo € baseado na observagdo, em que o aluno assume como verdade
a conjectura de um enunciado através da verificacdo de poucos e simples casos, sem
guestionamento algum quanto as suas peculiaridades. A figura 8 ilustra o primeiro nivel de

prova:

Figura 8 - Exemplo de raciocinio classificado como empirismo ingénuo.
Como a soma dos cinco primeiros nUmeros naturais é dadapor 1+2+3+4+5 =

(n

15, e ao substituir a incognita na expressdo nTH) por 5 também resulta em 15,

segue que a propriedade é verdadeira.
Fonte: Autoria prépria.

Ja na experiéncia crucial se utiliza um experimento particular para investigar a
veracidade de uma proposicdo. A principal diferenga com o anterior € a evidéncia de
generalizacdo, a qual se da pela realizacdo de experiéncias, na busca de um resultado geral. A

figura 9 ilustra o segundo nivel de prova:

% VERGNAUD, G. Quelques orientations théoriques et méthodologiques des recherches frangaises en
didactique des mathématiques. Actes du Vieme Colloque de PME, v. 2. Grenoble: Edition IMAG, p. 7-17,
1981.

% Tradugdo nossa do original naive empiricism, crucial experiment, generic example e thought experiment,
respectivamente.
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Figura 9 - Exemplo de raciocinio classificado como experiéncia crucial.

Como a soma de numeros naturais resulta em um natural, o resultado do numerador
n(n+1)
2

da expressdo deve ser divisivel por dois. Mas, como 1x2 =2,

2x3 = 6,3x4 = 12 e assim por diante, segue que um numero natural multiplicado
pelo seu sucessor é sempre par. Deste modo, para ver se a propriedade é verdadeira,
basta verifica-la para um nimero par e para um ndmero impar. Para n = 4, a soma

dos quatro primeiros ndmeros naturais ¢ dada por 1+2+3+4=10, e ao

(

substituir a incognita na expressdo —— por 4 também resulta em 10. Ja para n =

5, a soma dos cinco primeiros numeros naturais é dadapor 1 +2+3+4+5 =15,
e ao substituir a incdgnita na expressdo anterior por 5 também resulta em 15.
Portanto, segue que a propriedade é verdadeira.

Fonte: Autoria prépria.

No exemplo genérico, como a nomenclatura sugere, elege-se um exemplo como
representante da classe de objetos para explicitar as razdes que validam a propriedade com o
intuito de deduzir as caracteristicas que representam essa classe. A figura 10 ilustra o terceiro

nivel de prova:

Figura 10 - Exemplo de raciocinio classificado como exemplo genérico.

Para verificar essa propriedade, considere n = 6. Considere ainda a soma dos seis
primeiros nimeros naturais, adicionada & mesma soma escrita em ordem decrescente:

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6
6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1
7 + 7 + 7 + 7 + 7 + 7
Note que o resultado dessa operacdo é 6 x 7, mas como a soma foi adiciona duas

vezes, é necessario dividir por dois. Logo, a afirmagéo é verdadeira, pois a soma dos
6(6+1)

seis primeiros nimeros naturais é dada por —, que pode ser reescrito como ——

Fonte: Autoria propria.

Por fim, a experiéncia mental se baseia no raciocinio légico dedutivo para garantir a
validade de uma propriedade de forma genérica (para toda a classe de objetos) e ndo por meio

de exemplos ou de um representante particular. A figura 11 ilustra o quarto nivel de prova:
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Figura 11 - Exemplo de raciocinio classificado como experiéncia mental.

Considere a soma S dos n primeiros numeros naturais, a comecar em 1 até n. Considere
também a soma inversa de n até 1, que por ser uma operacdo comutativa também pode ser
expressa pela letra S. Adicionando ambas as somas, tem-se:

S = 1 + 2 + 3 + ... + n-1 + n
S = n + n—-1 + n-2 + ...+ 2 + 1
2§ = n+1 + n+1 + n+1 + ... + n+1 + n+1
Como ha n parcelas de n+ 1, implica que 2S =n(n+1). Logo, a afirmagdo é

. . . . , -y +1
verdadeira, pois soma dos n primeiros numeros naturais é dada por S,, = Rty

Fonte: Autoria propria.

Na figura 12 apresentamos um diagrama que ilustra nossa interpretagéo da tipologia

de provas proposta por Balacheff:

Figura 12 - Classificacdo dos niveis de provas.

3 - Exemplo
s genérico
rovas Provas 5
i VoS Demonstr
Pragmaticas | Conceituais | SIS agao]

\ 4

[ 1 - Empirismo ] [2 - Experiéncia] [ 4 - Experiéncia

ingénuo crucial mental

Fonte: Autoria propria.

Note que na figura 12 é possivel verificar que os tipos de provas remetem a uma
transicdo evolutiva da nocdo de demonstracdo (do empirismo ingénuo a experiéncia mental).
Portanto, para que um aluno possa atingir o nivel mais elevado, isto é, da experiéncia mental,
e seja capaz de ndo somente compreender o significado de uma demonstracdo, mas também
de demonstrar, é necessario que ele vivencie todos 0s niveis anteriores. E para que ocorra esta
transicdo entre eles é fundamental que o professor crie condi¢BGes favoraveis para isso, uma
vez que “[...] no ambiente da sala de aula, se o professor ndo instiga o aluno a justificar as
suas afirmacdes, este pode ndo enxergar motivos para empreender uma validacdo para suas

conjecturas, se contentando em exemplifica-las.” (DIAS, 2009, p. 33).

No entanto, se o professor em formacao inicial ndo vivenciar situagdes que o levem a
refletir sobre as funcdes e a importancia da argumentacdo e provas no ensino de Matematica,
como 0 mesmo podera pensar numa pratica semelhante quando for lecionar na Educacgéo
Basica? Esperamos ao longo desta pesquisa fomentar a discussdo e colaborar com reflexdes
sobre a formacdo dos licenciandos com vista a esta problematica.
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Retomando a discussdo sobre o referencial tedrico adotado, vimos que os dois niveis
categorizados como provas pragmaéticas remetem a uma racionalidade empirica e néo
estabelecem a veracidade da afirmacdo. Porém, como ressalta Balacheff (1988), sdo
chamados de “prova porque sdo reconhecidos como tais pelos produtores” [no caso, oS

estudantes] (p. 218, tradugdo nossa).

Balacheff (1988) chama a atencdo para a linguagem utilizada ao elaborar uma
demonstracdo. Ele afirma que nédo € possivel determinar o nivel da prova apenas por meio de
caracteristicas linguisticas, pois ¢ “o conhecimento sobre o processo de produgdo de prova
que permite tomar uma decisdo sobre a sua validade e seu nivel” (p. 228, tradugdo nossa).
Como exemplo, considere a resposta do Igor descrita na questdo 2 do questionario aplicado
aos estudantes, que apesar de evidenciar o uso da linguagem matematica formal, os
argumentos em si ndo sdo validos (veja a pagina 101). Deste modo, para que um aluno atinja a
experiéncia mental é necessario que o0 mesmo construa habilidades cognitivas e linguisticas, e
segundo Balacheff (1988, p. 225), a dificuldade relacionada a linguagem consiste em
expressar as operacdes num objeto abstrato (uma classe de objetos). Deste modo, a linguagem
na elaboracdo de uma prova formal ndo deve ser apenas um meio de comunicagdo, mas

também uma ferramenta para deducdes logicas.
2.3 OS ESQUEMAS DE PROVAS SEGUNDO HAREL E SOWDER (1998)

Harel e Sowder (1998) desenvolveram um estudo utilizando a metodologia teaching
experiment com alunos americanos do Ensino Médio e do Superior, com 0 objetivo de
investigar como o0s estudantes provam ou justificam, mais especificamente, como eles
averiguam ou persuadem outrem sobre a validade de uma afirmacdo matematica. A
terminologia utilizada para se referir a isso no artigo é esquemas de prova®’. Os autores
chamam a atengdo que o esquema de prova de uma pessoa é idiossincratico e pode variar de
campo para campo, mesmo dentro da propria Matematica como, por exemplo, da Algebra
para a Geometria. Além disso, a nogdo de esquema de prova ndo deve se restringir a prova

matematica® no sentido convencional.

Para definir o que denotam por esquema de prova, 0S autores apresentam uma

discussao preliminar sobre algumas terminologias. Uma afirmacéo pode ser concebida pelo

%" Tradug#o nossa do original proof schemes.
% para 0s autores a prova matematica (mathematical proof) diz respeito ao esquema de prova analitica.
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individuo como uma conjectura ou um fato. A diferenga entre ambas reside na (in)certeza
sobre a veracidade da afirmacfio. Ambas as definicdes sdo bases para a nogdo de proving®,
que diz respeito ao processo empregado pelo individuo para tirar as duvidas sobre a
veracidade de uma afirmacdo, ou seja, como as conjecturas sdo refutadas ou transformadas em
fatos. E segundo Harel e Sowder (1998), isso inclui dois subprocessos*: averiguar (eliminar
as davidas pessoais) e persuadir (eliminar as davidas alheias). Desta maneira, 0 esquema de
prova de uma pessoa é definido como sendo a juncdo de ambos subprocessos. Observe que as
defini¢cdes de processo e esquema de prova sao centradas nos estudantes. Além disso, como 0s
proprios autores mencionam, essas defini¢cfes sdo subjetivas, pois podem ser variantes de
acordo com as pessoas, 0s contextos, as épocas, as culturas e as civilizagdes em que estdo
inseridas (HAREL; SOWDER, 2007, p. 6-7).

Como resultado desse estudo exploratorio, Harel e Sowder (1998) identificaram trés
categorias principais de esquemas de provas: esquema de prova baseado em elementos
externos, esquema de prova empirica e esquema de prova analitica (ou dedutiva) **. E

cada uma destas categorias possui suas subcategorias, conforme mostra a figura 13.

Figura 13 - Diagrama da classificacfio dos esquemas de provas™.

Esquema de prova

besado e
elementos externos P
— Ritual — Indutiva — Transformacional

—  Autoritaria —  Perceptiva —  Axiomatica

— Simbolica

Fonte: Autoria propria.

% Ao longo do texto utilizaremos a expressdo “processo de prova” como tradugio para essa terminologia.

0 Harel e Sowder (1998) utilizam os termos ascertaining e persuading que foram traduzidos, respectivamente,
por averiguar e persuadir.

* Tradugdo nossa do original external conviction proof schemes, empirical proof schemes e analytical proof
schemes, respectivamente.

*2 As provas transformacionais e axiomaticas possuem ainda outras subdivisdes segundo Harel e Sowder (1998,
p. 245), as quais ndo foram abordadas neste trabalho.
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E importante mencionar que essa classificagdo ndo ocorreu a priori, mas emergiu das
duvidas e convicgdes apresentadas pelos alunos durante os episddios de teaching experiments.
Além disso, os autores afirmam que cada uma das categorias representa um estagio cognitivo,
uma habilidade intelectual no desenvolvimento matematico dos estudantes e que esses
esquemas ndo séo mutuamente excludentes. Portanto, pode acontecer do mesmo aluno utilizar
mais de um esquema de prova. A seguir detalhamos cada uma das trés categorias identificadas
na figura 13, bem como suas respectivas subcategorias, descrevendo seus significados e

apresentando exemplos que ilustram o respectivo esquema de prova.

O esquema de prova baseado em elementos externos, como a nomenclatura sugere,
sdo fatores externos ao problema que influenciam na convicgcdo ou na forma como um
estudante convence outrem sobre uma determinada sentenca matematica. Esses fatores estao
relacionados, por exemplo, ao modo como o argumento € apresentado, e, em virtude disso,

Harel e Sowder (1998) propdem a seguinte subdiviséo ilustrada no quadro 2:

Quadro 2 - Subcategorias do esquema de prova baseado em elementos externos.
Subcategorias Descricéo e Exemplo(s)

Verifica-se esse esquema quando o estudante aceita a prova simplesmente
pela sua aparéncia e ndo pela coeréncia do argumento desenvolvido. Por
outro lado, também pode se verificar quando o aluno, mesmo convencido
pelo argumento, a questdo estética (a falta de simbolos, por exemplo) o
coloca em duvida se de fato constitui uma prova matematica.

Por exemplo, os estudantes universitarios de curriculos tradicionais
podem aceitar como prova geométrica apenas aquelas em que o raciocinio
é organizado no formato de duas colunas (afirmacdes e razdes). E nesse
contexto, mesmo quando outros tipos de argumentos sdo apresentados,
eles ndo os validam como uma demonstracédo, justamente por causa da sua
aparéncia e nao pela coeréncia do raciocinio desenvolvido.

A validade da sentenca é ratificada pelo uso de argumento de autoridade.
Quando o estudante se reporta ao professor ou ao livro didatico, por
exemplo, para validar uma propriedade. Por exemplo: “A formula de
Bhaskara é verdadeira, pois o professor a escreveu na lousa”.

Este esquema é percebido quando o estudante descreve uma resolucao por
meio da manipulacdo de simbolos, porém tais operacdes nem sempre
possuem significados para o aluno.

Bia simplificou a expressdo algébrica abaixo da seguinte forma:
v+t v+r v

u+t utr H
E tanto ela quanto seus colegas aceitaram sua resolugdo como valida.
(HAREL; SOWDER, 2007, p. 7)

Ritual

Autoritaria

Simbélica

Fonte: Autoria prépria.


https://www.google.com.br/search?q=Bhaskara&spell=1&sa=X&ved=0ahUKEwiU2qSF89PYAhWIGJAKHRy6CWUQkeECCCUoAA
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Ja o esquema de prova empirica se refere quando a validade de uma sentenca é
influenciada por evidéncias numéricas a partir da verificagdo de um ou mais exemplos ou

através da percepcdo. O quadro 3 apresenta as subcategorias para este esquema:

Quadro 3 - Subcategorias do esquema de prova empirica.

Subcategorias Descricdo e Exemplo(s)

Ocorre quando o estudante busca averiguar e persuadir outrem sobre a
validade de uma afirmagdo por meio de uma avaliagdo quantitativa
(calculos numéricos, substituicdo numérica numa expressao algébrica).
Em linhas gerais, para legitimar uma sentenca genérica, o aluno utiliza um
ou mais exemplos particulares*.

Indutiva

Para verificar a validade da seguinte sentenga “A soma de dois nimeros
impares ¢ sempre par”, César fez alguns célculos em seu caderno, tais
como, 1+ 5 = 6,3+ 3 = 6, e concluiu que a afirmag&o era verdadeira.
Verifica-se quando o aluno, para validar uma propriedade, utiliza imagens
mentais rudimentares baseadas em sua percepcao direta.

E importante destacar que, nesse contexto, Harel e Sowder (1998, p. 255)
definem “imagens mentais rudimentares” como aquelas que consistem na
“coordenagdo da percepgdo, mas que falta a capacidade de transformar ou

antecipar os resultados de uma transformagao” (tradug@o nossa).

E possivel olhar para o triangulo ABC (figura 14) e perceber duas
igualdades: que os lados AB e AC tém 0 mesmo comprimento e que oS
angulos ACB e ABC sdo congruentes. Se essa observacdo € meramente
perceptiva, o observador ndo sera capaz de perceber a relacdo entre ambas
(que uma resulta da outra). Por outro lado, em uma observacdo que
envolve transformacdes (ver o proximo esquema de provas), a mesma
imagem pode ser vista como apenas uma das possiveis transformacdes da
Perceptiva figura. Por exemplo, o tridngulo is6sceles ABC na figura 14 pode ser visto
como um caso especial (em que os angulos opostos AC e AB sao
congruentes) entre todos os demais casos possiveis que resultam da
varia¢do do ponto A na semicircunferéncia de centro C e raio AC (em que
o0s angulos opostos AC e AB néo séo congruentes).

Figura 14 - Exemplo de esquema de prova perceptiva.

Fonte: Harel e Sowder (1998, p. 256).

Fonte: Autoria prépria.

*¥ N#o confunda o esquema de prova indutiva com prova por induc&o.
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Por fim, o esquema de prova analitica, em sintese, € caracterizado pelo uso do

raciocinio dedutivo. Entretanto, os autores observam que isso vai aléem do que usualmente

chamamos de “método de demonstragdo matematica”, isto ¢, um processo que envolve uma

sequéncia de enunciados, os quais sdo deduzidos por meio de certas regras logicas, a partir de

um conjunto de afirmac6es que sdo aceitas sem provas (também conhecidos como axiomas).

Esta categoria compreende as subdivisdes descritas no quadro 4:

Quadro 4 - Subcategorias do esquema de prova analitica.

(continua)

Subcategorias Descricdo e Exemplo(s)

Transformacional

Este esquema de prova € assim chamado por envolver a criacdo e
transformacédo de imagens mentais por meio do processo dedutivo, e
possui trés caracteristicas essenciais: generalidade, pensamento
operacional e deducdo ldgica. A generalidade diz respeito a
preocupacdo do aluno em validar a afirmagdo nos seus aspectos
gerais, e ndo apenas em casos particulares. J& 0 pensamento
operacional é observado quando o aluno estabelece metas e busca
antecipar os resultados durante o processo de investigacdo. Por fim,
ele compreende que a justificativa matematica deve ser baseada em
regras de deducdo logica.

E importante destacar que, nesse contexto, Harel e Sowder (1998, p.
258) definem “imagens mentais” como aquelas que apoiam as
experiéncias mentais. Embora os autores ndo explicitem isso no
artigo, acreditamos que seja possivel pensar em “‘experiéncias
mentais” segundo a perspectiva de Balacheft (1988).

Durante uma aula de Matematica, enquanto se discutia a relacdo entre
0 angulo inscrito AHB e o angulo formando entre reta tangente AN e
a corda AB (figura 15a), Jeff argumentou que ambos o0s angulos eram
congruentes, pois quando o ponto H se move ao longo do arco ATH
(desenhando algo similar a figura 15b na lousa), a sequéncia de
angulos inscritos AH,B, AH,B,AH;B, ..., era formada. Ele observou
que essa sequéncia, incluindo os angulos AXB, onde X é um ponto
sobre o arco ATH, sdo congruentes entre si (por arco capaz). E
concluiu que, quando X coincide com o ponto A, o angulo AXB se
torna BAN e, portanto, os angulos BAN e BHA séo congruentes.
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Quadro 4 — Subcategorias do esquema de prova analitica.
(continuacgéo)
Figura 15 - Exemplo de esquema de prova transformacional.

Transformacional

Fonte: Harel e Sowder (1998, p. 260).

Os autores evidenciam que esse esquema € uma extensao
epistemoldgica do esquema de prova transformacional. Por isso,
também apresenta as trés caracteristicas descritas anteriormente:
generalidade, pensamento operacional e deducdo logica. Entretanto,
neste esquema o0 estudante parte do principio que, em qualquer
processo de prova, se deve comecar por um conjunto de axiomas e
definicdes, a fim de validar a afirmacéo.
O modelo geométrico euclidiano é o exemplo classico do modelo
axiomatico de prova, pois neste contexto se parte de premissas
(axiomas, definicbes e postulados), levando a obter resultados
(proposicdes, teoremas e corolarios) dentro deste sistema.

(AGUILAR JUNIOR, 2012, p. 35)

Axiomatica

Fonte: Autoria propria.

A seguir discutimos as relacdes entre as classificacbes apresentadas por Balacheff
(1988) e Harel e Sowder (1998, 2007), a fim de salientarmos as principais semelhangas e

diferengas e também justificarmos a escolha de ambos os modelos tedricos.

2.4 COMPARACAO ENTRE OS MODELOS DE BALACHEFF E DE HAREL E
SOWDER

De acordo com as descri¢Oes apresentadas anteriormente, € possivel observar algumas
articulacGes entre a tipologia e os esquemas de provas. A nog¢éo de prova pragmatica cunhada
por Balacheff (1988), em que se enquadram os niveis de prova intitulados empirismo ingénuo
e experiéncia crucial, remete a definicdo de Harel e Sowder (1998) para a categoria
denominada esquema de prova empirica (especialmente, a descricdo do esquema de prova
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indutiva), visto que em ambos os modelos tedricos essas terminologias se referem ao uso de
argumentos empiricos para validar uma sentenca matematica. J& a nocéo de prova conceitual,
onde esta situado o nivel de prova intitulado experiéncia mental, remete a descricdo do
esquema de prova analitica, pois faz mencdo ao uso de argumentos dedutivos para validar
uma afirmacdo. Quanto ao nivel de prova denominado exemplo genérico, que consiste hum
estagio de transicdo entre a prova pragmatica e conceitual, também remete a descri¢cdo do
esquema de prova analitica, por satisfazer as trés caracteristicas essenciais, descritas no

quadro 4: generalidade, pensamento operacional e deducdo légica (HAREL; SOWDER, 2007,
p. 9).

Com base nisso, apresentamos um diagrama na figura 16 que ilustra nossa
interpretacdo acerca da verossimilhanca entre a classificacdo proposta na tipologia e nos

esquemas de provas:

Figura 16 - Diagrama das possiveis articulacdes entre a tipologia e 0s esquemas de provas.

TIPOLOGIA
DE PROVAS
(Balacheff)

I |
} Prova Conceitual

Prova Pragmatica

(empirismo ingénuo e
experiéncia crucial)

Exemplo
Genérico

N

ESQUEMA
DE PROVAS
(Harel e Sowder)

(experiéncia
mental)

Empirica Analitica

Fonte: Autoria propria.

E possivel observar na figura 16 que o esquema de prova baseado em elementos
externos ndo foi relacionado neste diagrama. E a razdo disso € que em Balacheff (1988) nao

encontramos nenhum tipo de prova similar a essa categoria de Harel e Sowder (1998).
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Além disso, foi possivel constatar que a principal diferenca entre ambos os modelos
tedricos € com relacdo ao nivel epistemoldgico. Como vimos, a tipologia de provas foi
elaborada por meio de uma abordagem experimental, em que Balacheff analisou as respostas
apresentadas pelos alunos para validar certa sentenca matematica. Nela é possivel observar
niveis de provas que remetem a uma transicdo evolutiva da nogdo de demonstracdo (do
empirismo ingénuo a experiéncia mental). J& o0 esquema de provas, por ter sido elaborado por
meio da metodologia teaching experiment, permitiu que Harel e Sowder levassem em
consideracdo ndo apenas as respostas escritas pelos estudantes, mas também o modo como
eles averiguavam ou persuadiam outrem sobre a validade de uma conjectura. Nesta
dissertagédo, a metodologia que adotamos se aproxima mais da que foi utilizada por Balacheff,
visto que as nossas analises e conclusdes tém como base um questionario respondido pelos
licenciandos e ndo teremos a oportunidade, pelo menos no mestrado, de investigar o0 modo
como eles persuadem outrem (por exemplo, seus alunos) sobre a validade de uma afirmacao

matematica.

Como vimos na secdo 2.3, as definicdes das terminologias utilizadas por Harel e
Sowder sdo centradas no aluno, e por essa razao, a maior preocupacao deles é caracterizar o
que, na perspectiva do estudante, pode ser considerado como prova. Todavia, apesar dos
esquemas de provas serem organizados em trés categorias que indicam certa evolucdo na
forma de validar as sentencas matematicas (da conviccdo externa ao dedutivo), estes
pesquisadores ndo estabeleceram nenhum estagio de transi¢do entre eles, ao contréario de
Balacheff (AGUILAR JUNIOR, 2012, p. 33). Portanto, enquanto a tipologia apresenta niveis
de prova que reporta a uma transi¢cdo evolutiva da no¢do de demonstragéo, 0s esquemas de
provas se organizam em (sub)categorias que remetem a uma perspectiva subjetiva de
validade, que pode variar de acordo com o individuo. Essa distin¢do se deve, principalmente,

a nocéo de prova adotada por cada um dos autores, conforme discutimos no capitulo 1.

Em sintese, a escolha de ambos os modelos tedricos foi motivada por acreditarmos
que elas ndo se sobrepdem, mas se complementam. Desta forma, os estudos de Balacheff
(1988) e Harel e Sowder (1998) nortearam a nossa pesquisa, desde a elaboracdo dos
questionarios até a interpretacdo dos dados coletados com os licenciandos ingressantes
(especialmente nas questbes 2, 5, 6 e 7, nas quais 0s participantes deveriam avaliar ou
elaborar justificativas para algumas conjecturas matematicas e estes trabalhos sustentaram as

respectivas andlises didaticas descritas no capitulo 4).



68

CAPITULO 3
DELINEAMENTO DA PESQUISA

Neste capitulo indicamos algumas razdes que justificam a nossa pesquisa, retomamos
a questdo e 0s objetivos que a norteiam e apresentamos o0s procedimentos metodologicos
adotados, assim como a caracterizagdo das instituicbes e dos sujeitos participantes deste

estudo.

3.1 PROBLEMATICA DE PESQUISA

A argumentacdo matematica € importante no ambito da Educacdo Bésica, uma vez que
os proprios PCN do Ensino Fundamental orientam os docentes que

[...] no terceiro ciclo se trabalhe para desenvolver a argumentacdo, de modo
qgue os alunos ndo se satisfacam apenas com a producdo de respostas a
afirmacdes, mas assumam a atitude de sempre tentar justifica-las. Tendo por
base esse trabalho, pode-se avancar no quarto ciclo para que o aluno
reconhega a importancia das demonstra¢cGes em Matematica, compreendendo
provas de alguns teoremas. (BRASIL, 1998a, p. 71).

Deste modo, a apresentacdo e o desenvolvimento da argumentacdo aos alunos de
terceiro e quarto ciclos sdo importantissimos na pratica docente, a fim de proporcionar a eles a
oportunidade de ampliar e consolidar suas habilidades e competéncias referentes a
argumentacao e demonstracdo de resultados matematicos no Ensino Médio. Essa abordagem

visa auxilia-los no desenvolvimento do raciocinio l6gico, uma vez que

[...] a Matemética no Ensino Médio ndo possui apenas o carater formativo ou
instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas
caracteristicas estruturais especificas. E importante que o aluno perceba que
as defini¢des, demonstracdes e encadeamentos conceituais e logicos tém a
funcdo de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que
servem para validar intuicdes e dar sentido as técnicas aplicadas. (BRASIL,
1998b, p. 40-41).

Além das orientagdes prescritas nos PCN, outro documento oficial que incentiva a
pratica de argumentacéo e provas nas salas de aula do Ensino Fundamental é a Base Nacional

Comum Curricular (BNCC), a qual esta sendo implementada e espera que o0s alunos
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[...] desenvolvam a capacidade de identificar oportunidades de utilizacdo da
matematica para resolver problemas, aplicando conceitos, procedimentos e
resultados para obter solugcBes e interpreta-las segundo os contextos das
situacbes. A deducdo de algumas propriedades e a verificacdo de
conjecturas, a partir de outras, podem ser estimuladas, sobretudo ao final do
Ensino Fundamental. (BRASIL, 2017, p. 221).

A proposta descrita na BNCC é que no decorrer dos anos escolares, os estudantes nao
se limitem a verificacBes de conjecturas por meio de evidéncias empiricas, mas que eles
saibam empreender argumentacfes cada vez mais formais para valida-las. O fragmento a
seguir extraido do documento referente ao Ensino Médio destaca esse fato:

Os estudantes deverdo ser capazes de fazer inducBes por meio de
investigacOes e experimenta¢fes com materiais concretos, apoios visuais e a
utilizagcdo de tecnologias digitais. Assim, ao formular conjecturas, mediante
suas investigacdes, eles deverdo buscar contraexemplos para refuta-las e,
guando necessario, procurar argumentos para valida-las. Essa validacdo nédo
precisa ser feita apenas com argumentos empiricos, mas deve incluir também

argumentos mais “formais”, sem que haja necessidade de chegarem a
demonstracdo de diversas proposi¢des. (BRASIL, 2018, p. 532).

A partir da leitura e dos fragmentos extraidos dos PCN e da BNCC, é possivel
constatar que existe, a0 menos no discurso, um incentivo & pratica voltada ao uso de
argumentacdo e provas na Educacdo Basica e que um dos principais objetivos da Matematica
seria desenvolver o raciocinio légico e o pensamento critico dos alunos. Mas sera que na

pratica essa abordagem é realmente exercida? E esses objetivos sdo realmente atingidos?

Ainda que ndo seja o foco deste estudo responder a tais perguntas, como 0s sujeitos
pesquisados séo licenciandos ingressantes e muitos deles recém-egressos da Educacdo Bésica,
foi possivel ter uma percepcgédo se as orientagdes descritas pelos documentos oficiais estdo
sendo empreendidas nas escolas e se os discentes estdo desenvolvendo as habilidades e
competéncias referentes a argumentacdo e provas. Além disso, como a nossa investigacao diz
respeito as concepcbes de ingressantes nos cursos de Licenciatura em Matematica, foi
possivel também refletir sobre a importancia desta tematica para a formacgédo desses futuros

professores.
Em virtude disso e com base na literatura, formulamos a seguinte questéo de pesquisa:

Quais as concepgdes de ingressantes no curso de Licenciatura em Matematica

sobre argumentacéo, prova e demonstragéo?
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O objetivo geral é investigar as concepcBes de licenciandos ingressantes sobre
argumentacdo, prova e demonstracdo matematica e para que isso seja possivel, esta pesquisa

busca atingir os seguintes objetivos especificos:

e Compreender como esses licenciandos interpretam e avaliam as argumentac6es
de alunos sobre conteudos presentes no curriculo da Educagéo Baésica;
e Identificar como esses licenciandos validam alguns resultados matematicos da

Educacdo Basica.

A questdo e 0s objetivos propostos nesta dissertacdo sdo importantes para a pesquisa
em Educacdo Matematica, pois as concep¢des de licenciandos ingressantes sobre
argumentacdo, prova e demonstragdo terdo influéncia direta nas escolhas e préaticas de ensino
desses futuros professores, assim como no modo em que irdo interpretar e avaliar as
producdes de seus alunos (VARGHESE, 2009; ORDEM, 2015).

Na secdo a seguir apresentamos os procedimentos metodoldgicos que viabilizaram a
realizacdo deste estudo, em especial, a coleta e a analise dos dados.

3.2 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Segundo os objetivos de pesquisa descritos na secdo 3.1, o foco deste estudo ndo é
explicar quais sdo os fatores que influenciam para/na pratica docente voltada ao uso de
argumentacdo e provas ou descrever as caracteristicas dos licenciandos que dominam ou
utilizam essa pratica. Os nossos objetivos estdo direcionados em explorar as concepcdes de
licenciandos ingressantes sobre as no¢fes de argumentacao, prova e demonstragdo com vista

ao ensino de Matematica.

Com base nisso e nos tipos de pesquisas segundo 0s objetivos propostos por

Gonsalves (2001), esta pesquisa € classificada como exploratoria, pois

[...] se caracteriza pelo desenvolvimento e esclarecimento de ideias, com
objetivo de oferecer uma visdo panoramica, uma primeira aproximagao a um
determinado fenémeno que € pouco explorado. Esse tipo de pesquisa
também é denominado “pesquisa de base”, pois oferece dados elementares
gue ddo suporte para a realizagdo de estudos mais aprofundados sobre o
tema. (GONSALVES, 2001, p. 65).

Na continuidade desta secdo detalhamos os procedimentos metodologicos que foram

adotados para atingir os objetivos desta pesquisa, a comecar pelos procedimentos e
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instrumentos de coleta de dados. Em seguida, caracterizamos as trés Instituicbes de Ensino
Superior que participaram deste estudo, bem como os respectivos cursos de Licenciatura em
Matematica e os estudantes envolvidos. Descrevemos ainda como sucedeu a aplicacdo dos
questionarios com os licenciandos ingressantes e 0s procedimentos utilizados para a analise e

interpretagédo dos dados coletados.

3.2.1 Procedimentos de Coleta

Para a coleta de dados, elaboramos um questionario (veja o Apéndice A) para ser
respondido por licenciandos ingressantes em Matematica, o qual continha perguntas
relacionadas ao perfil do mesmo, aos significados dos termos argumentacdo, prova e
demonstracdo e a validade de alguns resultados da Educacdo Baésica, que em geral sdo
apresentados sem nenhuma justificativa. A seguir, apresentamos uma sintese dos objetivos de

cada uma das 7 questdes propostas no questionario.

Na questdo 1 os licenciandos ingressantes deveriam atribuir significados para os
termos argumentacdo, prova e demonstracdo no ambito da Matematica. A segunda questdo
objetivava compreender como eles interpretam e avaliam algumas argumentacdes para o fato
da soma dos angulos internos de um triangulo ser sempre igual a 180°. Ja o objetivo da
questdo 3 era identificar como os discentes relacionavam as funcdes da prova com o nivel de
escolaridade adequado para sua aplicacdo (Educacdo Basica e/ou Ensino Superior). Na
questdo 4 investigamos o grau de concordancia dos estudantes sobre algumas afirmacdes
concernentes a prova matematica. As trés questBes seguintes eram puramente matematicas,
inseridas no contexto da Geometria ou da Algebra: na quest&o 5, o intuito era identificar como
0s participantes argumentavam que um dado quadrilatero era um paralelogramo; na questéo 6,
eles deveriam mostrar que o produto de trés nimeros inteiros consecutivos € multiplo de trés;
e na questdo 7, além do intuito de analisar as estratégias utilizadas pelos estudantes para
validar o Teorema de Pitagoras, objetivivamos também identificar se eles dominavam o que

era hipotese, tese e reciproca no contexto matematico.

E importante destacar que nio detalhamos o questionario neste capitulo, pois assim
como a pesquisa de Ordem (2015), todas as questbes submetidas aos sujeitos pesquisados

foram descritas com a respectiva anélise a priori no capitulo 4.
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3.2.2 Caracterizacdo das InstituicGes de Ensino Superior

Para o desenvolvimento desta pesquisa foram escolhidas trés Instituicdes de Ensino
Superior (IES). Todas as instituicdes participantes sdo publicas, sendo um instituto federal,
uma universidade estadual e wuma universidade federal, os quais denotaremos,

respectivamente, por IES 1, IES 2 e IES 3.

A seguir descrevemos em linhas gerais como é a forma de ingresso, o turno e a
duracdo do curso de Licenciatura em Matematica e as disciplinas oferecidas no primeiro
semestre nas trés instituicdes que participam desta pesquisa.

Na IES 1 o curso de Licenciatura em Matematica é noturno e tem duracdo de 4 anos.
A forma de ingresso na instituicdo é pelo Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e no
primeiro periodo estdo previstas seis disciplinas relacionadas, respectivamente, a
Fundamentos da Matematica (ou Pré-Céalculo), Vetores, Geometria Analitica, Fisica, Algebra

Linear e Metodologia Cientifica.

Diferentemente da instituicdo anterior, na IES 2, cuja forma de admissdo é pelo
ENEM ou pelo vestibular préprio, os estudantes ingressam na carreira de Matemaética, e
somente apds o primeiro ano é que fazem a escolha entre a Licenciatura e/ou Bacharelado.
Nesta instituicdo, a formacdo do licenciando € integral e dura 4 anos. No primeiro periodo
estdo previstas quatro disciplinas relacionadas, respectivamente, a Fundamentos da
Matematica, Calculo, Geometria Analitica e Programacdo de Computadores, e logo no

segundo periodo, os discentes tém contato com a primeira disciplina pedagdgica do curso.

Por fim, na IES 3, a graduacgdo de Licenciatura em Matematica é oferecida em periodo
integral e também no noturno. Os sujeitos que participaram da pesquisa sdo estudantes do
curso noturno, cuja duracdo é 4,5 anos. A forma de ingresso também é pelo ENEM e no
primeiro semestre os licenciandos cursam quatro disciplinas relacionadas, respectivamente, a

Geometria Euclidiana, Geometria Analitica, Célculo e Programacgéo de Computadores.

A escolha das IES participantes da pesquisa foi motivada, por um lado, pela minha
trajetéria de vida, pois tiveram influéncia direta ou indiretamente em minha formacéo,
resultando em um desejo de desenvolver a pesquisa de mestrado nas respectivas instituicoes,
além de viabilizar e facilitar o contato inicial com os coordenadores e professores do curso de
Licenciatura em Matematica, que se sucedeu virtualmente por meio de e-mails. Por outro

lado, as instituicbes participantes estdo localizadas em trés cidades com caracteristicas



73

diferenciadas (em numero de habitantes, por exemplo), de dois estados brasileiros da regido
Sudeste, o que fornece uma amostra com trajetdrias pessoais, escolares e académicas
completamente distintas. Deste modo, tivemos a oportunidade de constituir uma amostra que
tende a ser mais representativa dos licenciandos ingressantes e, consequentemente, de

assegurar maior validade a nossa pesquisa.

3.2.3 Aplicacéo do questionario

Para coletar dados com os licenciandos ingressantes em Matematica, uma pesquisa de
campo foi desenvolvida, por meio da aplicagdo de um questionario. Segundo Gonsalves
(2005), esse € o tipo de estudo que

[...] pretende buscar a informacdo diretamente com a populacéo pesquisada.
A pesquisa de campo € aquela que exige do pesquisador um encontro mais
direto. Nesse caso, 0 pesquisador precisa ir ao espagco onde o fendmeno

ocorre — Ou ocorreu — e reunir um conjunto de informagbes a serem
documentadas. (GONSALVES, 2005, p. 67).

Antes de descrever como foram as aplicacdes dos questionarios nas IES, é importante
destacar alguns fatores relativos a coleta de dados. Primeiramente, os estudantes ndo foram
avisados previamente sobre a realizacdo do estudo de campo, pois, caso contrario, poderia
exercer qualquer tipo de influéncia sob as turmas investigadas, sobretudo, na quantidade de
participantes. Por isso, todos os discentes que estavam presentes na data da aplicacdo
responderam ao questionario, caracterizando assim uma amostra por conveniéncia. Além
disso, o pesquisador fez questéo de participar de todas as aplicagdes realizadas nas IES, com o
intuito de também expor os objetivos e perspectivas deste trabalho e divulgar o programa de
pos-graduacdo no qual estd inserido. E importante destacar ainda trés fatos sobre as
aplicagdes: em todas as turmas foram destinados cerca de 10 minutos para uma breve
explicacdo sobre as sete questdes que compunham o questionario antes que os estudantes
comecassem a respondé-lo; o pesquisador esteve a disposi¢do para sanar qualquer tipo de
duvida apresentada pelos participantes durante a aplicagdo; os estudantes foram liberados de

sala a medida que terminavam de responder o questionario.

A seguir, descrevemos como consistiram as aplicacbes dos questionarios com 0s

licenciandos nas trés IES, as quais ocorreram durante o0 més de agosto de 2017.
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Na IES 1 a aplicagdo do questionario ocorreu na disciplina de Célculo I. Na ocasido,
todos os 38 alunos eram do curso de Licenciatura em Matematica e a duracdo das atividades
propostas foi de 1h16min*. A tabela 1 mostra a distribuicdo dos licenciandos da IES 1 que

responderam o questionario com relagdo ao ano de ingresso na instituicao.

Tabela 1 - Distribuigdo dos licenciandos da IES 1 com relacdo ao ano de

ingresso.
Ano de ingresso Frequéncia
2017 31
2016 7
TOTAL 38

Fonte: Autoria prépria.

Conforme podemos observar na tabela 1, 38 estudantes participaram da aplicagédo do
questionario. No entanto, para a analise dos dados levaremos em consideracdo somente os 31

que foram respondidos pelos licenciandos ingressantes em 2017.

Ja na IES 2, a aplicacdo do questionario ocorreu na primeira disciplina pedagogica
presente no curso de Matematica e por esse fator, dentre outros, acaba atraindo estudantes de
outros cursos de graduacdo. Ao todo 37 discentes participaram da aplicacdo das atividades
que durou cerca de 1h55min. A tabela 2 mostra a distribuicdo dos estudantes da IES 2 que
responderam ao questionario com relacdo ao(s) ano(s) de ingresso na instituicdo e ao
respectivo curso de graduacéo.

Tabela 2 - Distribuicdo dos estudantes da IES 2 com relacdo ao(s) ano(s) de
ingresso e ao respectivo curso de graduacio.

Ano(s) de ingresso Curso Frequéncia
2017 Matematica® 28
2017 e 2014 Matematica aplicada 4
2016 e 2014 Matemaética bacharelado 3
2016 Estatistica 1
2012 Engenharia elétrica 1
TOTAL 37

Fonte: Autoria prépria.

* Refere-se ao intervalo de tempo entre a distribuicdo dos questionarios aos estudantes até a devolugdo do
questionario pelo dltimo discente presente em sala.

> Nesta instituicdo os estudantes ingressam na carreira de Matematica, e somente ap6s 0 primeiro ano é que
fazem a escolha entre a Licenciatura e/ou Bacharelado.
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Conforme podemos observar na tabela 2, 37 discentes participaram da aplicagdo do
questionario. Contudo, para a analise dos dados levaremos em consideracdo somente 0s 28
que foram respondidos pelos estudantes pertencentes a carreira de Matematica que

ingressaram no ano de 2017

Por fim, na IES 3 a aplicacdo do questionario ocorreu em dois momentos.
Primeiramente com os discentes matriculados na disciplina “Calculo de uma variavel I”, os
quais haviam reprovado no primeiro periodo. Ao todo eram 13 estudantes e a duracdo das
atividades propostas foi de 1h07min. Posteriormente, aplicamos o questionario com os 14
licenciandos matriculados na disciplina “Calculo de uma variavel II”, onde a aplicagdo da
atividade durou 1h16min. Exclusivamente nesta instituicdo, aplicamos o questionario em duas
disciplinas, pois como ambas ndo podem ser cursadas concomitantemente, uma parcela dos
estudantes ingressantes em 2017 n&o iria responder as atividades propostas, 0 que poderia
prejudicar a nossa investigacdo. Na ocasido todos os 27 alunos eram do curso de Licenciatura

em Matematica.

A tabela 3 ilustra a distribuicdo dos licenciandos da IES 3 que responderam o

questionario com relacéo ao ano de ingresso na instituicao.

Tabela 3 - Distribuicdo dos licenciandos da IES 3 com relac¢do ao ano de

ingresso.
Ano de ingresso Frequéncia
2017 19
2016 4
2015 4
TOTAL 27

Fonte: Autoria propria.

Conforme descrito na tabela 3, participaram das aplicagcdes 27 alunos da IES 3. No
entanto, para a analise dos dados levaremos em consideracdo somente os 19 questionarios

respondidos pelos licenciandos ingressantes em 2017.

Deste modo, ao todo 102 estudantes de trés IES participaram da aplicagdo do
questionario. Contudo, para a analise dos dados nos restringiremos aos que foram respondidos

pelos 78 licenciandos ingressantes em 2017, designados respectivamente por L1, L2, ..., L78.

* Como a aplicagdo do questionario foi realizada no inicio do 2° periodo do primeiro ano, os estudantes
pertencentes a carreira de Matematica ndo haviam escolhido ainda entre a Licenciatura e/ou o Bacharelado.
Portanto, como na data da aplicacdo ndo foi possivel distinguir ambos os grupos, para o desenvolvimento desta
pesquisa englobaremos esses 28 alunos na categoria de licenciandos ingressantes.
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A tabela 4 sintetiza a distribuicdo da nossa amostra de acordo com as Instituicbes de Ensino
Superior (IES).

Tabela 4 - Distribuicdo dos licenciandos ingressantes em relacao as IES.

IES Frequéncia

IES1 31

IES 2 28

IES 3 19
TOTAL 78

Fonte: Autoria prépria.

Acreditamos que seja valido mencionar que o maior anseio que tinhamos em relacéo a
aplicacdo dos questionarios era que eventualmente os estudantes pudessem ficar
desestimulados em respondé-los, em virtude da quantidade de paginas. Entretanto, logo na
primeira aplicacdo e isso se sucedeu nas demais, observamos 0 comprometimento por parte
dos discentes, corroborado pelo tempo gasto para a realizacdo das atividades propostas,
conforme observamos no questionario do L70, o qual escreveu: “Gostaria de ficar mais, mas
tenho aula”’, mesmo apds permanecer em sala durante quase duas horas-aula de aplicagcdo. Ou
ainda por frases ditas ou escritas pelos proprios discentes, tais como “Foi legal responder”,

“Parabéns pela iniciativa” ou “Muito obrigada e foi um prazer te ajudar na sua pesquisa’.

3.2.4 Caracterizagao dos licenciandos ingressantes

A partir deste momento, ndo teremos mais a preocupacgéo de distinguir os estudantes
por IES, visto que nédo é o foco desta pesquisa comparar 0s respectivos cursos de formacéo
inicial. Portanto, descrevemos a seguir a caracterizacdo dos licenciandos ingressantes em seus

aspectos gerais.

Com relacdo aos licenciandos ingressantes que responderam aos questionarios,
podemos assegurar que a amostra selecionada por conveniéncia € bastante heterogénea.
Conforme j& mencionamos, por efetuar esta pesquisa em instituicdes localizadas em trés
cidades com caracteristicas bem diferentes, de dois estados brasileiros da regido Sudeste, 0s
sujeitos pesquisados possuem trajetorias pessoais, escolares e académicas completamente
distintas, incluindo participantes que sdo naturais de outras regides do pais, recém-egressos do

Ensino Médio e até mesmo pessoas que ficaram mais de 20 anos afastadas dos estudos.
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Dos participantes da pesquisa, 60,3% deles cursaram a Educacdo Baésica
predominantemente em escolas publicas estaduais, enquanto 39,7% estudaram principalmente
em instituicdes particulares. Com relacdo a sua formacdo durante o Ensino Basico, a tabela 5
apresenta a distribuicdo das respostas (Sim, Parcialmente ou N&ao) apresentadas pelos
licenciandos ingressantes oriundos de escolas publicas estatuais e particulares para a seguinte
pergunta descrita na introducdo do questiondrio: Durante a sua Educacdo Baésica, houve

estimulo a prética voltada ao ensino-aprendizagem de prova/demonstracdo matematica?

Tabela 5 - Distribuicdo das respostas dos licenciandos ingressantes com relacdo a sua
formacg&o na Educacdo Bésica direcionada a préatica de prova matematica.

H'ouve Alunos oriundos Qe Alunos oriur_ldos de Frequéncia
estimulo? Escolas Estaduais Escolas Particulares
Sim 2 5 7
Parcialmente 14 13 27
Né&o 30 13 43
Em branco 1 0 1
TOTAL 47 31 78

Fonte: Autoria propria.

Com base na tabela 5, chama a atencdo o percentual de discentes que responderam
negativamente e que sdo oriundos de escolas estaduais (63,8%) em relacdo aos que séo
oriundos de escolas particulares (41,9%). O L2 que estudou em escola publica, ao afirmar que
0 ensino da Matematica “era praticamente robotizado, era jogado a formula na lousa e nada
mais” retrata a vivéncia do autor desta dissertagdo. No entanto, independente de qual seja a
trajetoria do discente, algo é certo: a formagdo durante a Educacdo Basica esta longe de ser
adequada a prética direcionada ao uso de argumentacgao e provas, visto que menos de 9% dos
licenciandos ingressantes responderam afirmativamente. Como ndo faz parte dos objetivos
desta pesquisa eleger quais sdo os fatores que influenciam isso, ndo vamos nos estender no
assunto. Contudo, é inegével que a formag&o dos alunos, sobretudo no Ensino Médio, tem se
restringido a preparacdo de vestibulares e concursos e, em virtude disso, a aprendizagem de
demonstracdes se tornou desinteressante, visto que usualmente ndo sdo cobradas nesses
exames. Essa também é a percepcdo do L70 que dissertou: “Muitas vezes o problema é a falta
de tempo, indiretamente imposta pelo vestibular que faz com que as aulas sejam

‘vomitadas’”, ou seja, meras reprodugdes.
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3.2.5 Procedimentos de Analise

Para a analise dos dados coletados, a fim de interpreta-los e inferir quais sdo as
concepcdes dos licenciandos ingressantes sobre argumentacdo, prova e demonstragéo,
concebiamos que a abordagem seria apenas qualitativa. Porém, a medida que se sucedeu a
andlise dos questionarios respondidos pelos participantes, constatamos a necessidade de aliar
um enfoque quantitativo. Na questdo 2, por exemplo, como os discentes deveriam atribuir
notas as diferentes argumentac@es, utilizamos algumas medidas estatisticas (média aritmética,
mediana, moda e desvio-padréo), a fim de apontar indices expressivos e confrontar com as
categorias identificadas qualitativamente. J& na questdo 4 houve a necessidade de recorrermos
a outras medidas estatisticas para construir um grafico do tipo boxplot. E por apresentar
quadros ou tabelas com indicadores de frequéncia, observou-se também a exigéncia de uma

abordagem quantitativa nas demais questdes.

Particularmente na questdo 1, para auxiliar na interpretacdo dos dados, utilizamos o
software IRAMUTEQ (Interface de R pour les Analyses Multidimensionnelles de Textes et de
Questionnaires), o qual permite analises estatisticas sobre dados textuais. Isto traz a tona um
paradigma existente entre pesquisas quantitativas e qualitativas. Neste sentido, Camargo e
Justo (2013) evidenciam que softwares como o IRAMUTEQ contribuem para que “[...] se
supere a dicotomia classica entre quantitativo e qualitativo na analise de dados, na medida em
que possibilita que se quantifique e empregue céalculos estatisticos sobre varidveis
essencialmente qualitativas — os textos” (p. 514). Deste modo, esta pesquisa se caracteriza por

descrever uma abordagem quanti-qualitativa.

No capitulo 4, detalhamos todas as questfes que foram submetidas aos sujeitos desta
pesquisa, com a respectiva analise a priori e a posteriori em relacdo as aplicacdes dos
questionarios. Esse procedimento metodolégico foi motivado pela pesquisa de Ordem (2015),
ao qual o autor se reporta como Analise Didatica. Apesar do pesquisador ndo ter mencionado
isso em seu estudo, acreditamos que essa analise tem inspiracdo na Engenharia Didética, a
qual segundo Artigue*’ possui as seguintes fases: analises prévias; construcdo das situages e
andlise a priori; experimentacdo; analise a posteriori e validacdo. Ndo compete a noés
fazermos um comparativo entre ambos os procedimentos, porém uma notdria, e talvez a mais

expressiva diferenca, seja o fato da Engenharia Didatica ser caracterizada “por um esquema

4 ARTIGUE, M. Ingénierie Didactique. Recherches en Didactique des Mathématiques. Grenoble: La Pensée
Sauvage-Editions, v. 9.3, 281-308, 1988.
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experimental com base em ‘realizacdes didaticas’ em sala de aula, isto €, na construcao,

realizacdo, observacdo e analise de sessoes de ensino” (ALMOULOUD, 2007a, p. 169).

Além disso, conforme descrito nos procedimentos de coleta, esta pesquisa consistiu
num estudo de campo, e com base em Gil (2002), o procedimento de andlise dos
questionarios respondidos pelos estudantes se baseou em trés etapas: reducdo dos dados,
categorizagao dos dados e interpretacdo dos dados. Segundo Gil (2002, p. 133), a “redugdo
dos dados consiste em um processo de selecdo, simplificacdo, abstracéo e transformacéo dos
dados originais”, e por meio dessa etapa foi possivel selecionar apenas os questionarios
respondidos pelos licenciandos ingressantes em 2017 e analisar as diferentes respostas desses
estudantes para as questdes propostas. Ja a categorizacao consiste na organizacdo dos dados, a
partir de um conjunto de categorias descritivas fundamentadas na literatura e no referencial
tedrico da pesquisa. Desta forma, os estudos apresentados no capitulo 1, e principalmente, os
modelos tedricos de Balacheff (1988) e de Harel e Sowder (1998) possibilitaram categorizar e
interpretar as respostas dos estudantes ingressantes. Por fim, Gil (2002) destaca que a
interpretacdo dos dados exige constantes retomadas ao campo e a literatura, e até mesmo a
coleta de dados adicionais. Na ocasido, ndo houve a necessidade de retornar as IES para
coletar outros dados, porém, durante todo desenvolvimento da pesquisa surgiram novas
referéncias, as quais foram importantes para melhor compreendermos as respostas descritas

pelos participantes.

E importante deixar claro que nio temos a pretensdo de generalizar as conclusdes
deste estudo a todos o0s ingressantes nos cursos de Licenciatura em Matematica no Brasil. No
entanto, é nosso objetivo validar os resultados para 0s sujeitos que constituiram a nossa
amostra e, principalmente, fomentar a discussdo e a reflexdo sobre a formagéo inicial dos

professores a respeito de argumentacao e provas para o ensino de Matematica.

A seguir apresentamos maiores informacfes sobre o software de analises estatisticas

utilizado durante a analise a posteriori da questdo 1.

O software IRAMUTEQ foi desenvolvido pelo pesquisador francés Pierre Ratinaud*®.

No Brasil, 0 seu uso iniciou em 2013 e tomamos conhecimento por meio da publicacédo de

*8 para maiores informacdes, acesse: RATINAUD, P. (2009). IRAMUTEQ: Interface de R pour les Analyses
Multidimensionnelles de Textes et de Questionnaires. Disponivel em: <http://www.iramuteq.org>. Acesso em:
21 ago. 2018.
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Camargo e Justo® (2013), que utilizamos para apresentar algumas informacdes a respeito
desse programa.

Segundo Camargo e Justo, esse software foi inspirado no mesmo algoritmo do
ALCESTE (Analyse Lexicale par Context d 'un Ensemble de Segments de Texte) desenvolvido
por M. Reinert. Optamos por utilizar o IRAMUTEQ), pois além do seu acesso gratuito, o
programa € ancorado no software R, possibilitando diferentes processamentos e analises
estatisticas de textos, tais como: andlises lexicais classicas, pesquisa de especificidades de
grupos, classificacdo hierarquica descendente, andlises de similitude, nuvem de palavras,
dentre outras. Em particular, na questdo 1, utilizamos as analises lexicais e de similitude para

auxiliar na interpretacdo dos dados.

E importante destacar que buscamos outros autores das ciéncias humanas e sociais que
empregaram o uso do IRAMUTEQ. A constatagéo foi que universidades renomadas do Brasil
e do Exterior tém utilizado esse software em suas pesquisas para descrever analises

estatisticas sobre banco de dados textuais.

* Pprofessores da area de Psicologia da Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) e da Universidade
Federal do Espirito Santo (UFES), respectivamente.



81

CAPITULO 4
DESCRICAO E ANALISE DOS QUESTIONARIOS

Para a coleta dos dados, elaboramos um questionario (veja o Apéndice A) que foi
aplicado aos estudantes das trés IES participantes. Esse instrumento era composto por 7
questdes, com o intuito de investigar as concepc¢des sobre argumentacdo, prova e
demonstracdo mobilizadas pelos licenciandos, a partir de situacdes em que fosse possivel
identificar, por exemplo, como eles interpretam/avaliam as argumentacGes de alunos e

validam conjecturas matematicas.

Deste modo, a partir dos questionarios respondidos pelos 78 licenciandos ingressantes,
neste capitulo descrevemos as Andlises Didaticas (a priori e a posteriori). Para cada questao,
apresentamos na analise a priori as referéncias que nortearam a sua elaboracao, 0s objetivos a
serem atingidos, os focos sob os questionarios respondidos e formulamos também eventuais
hipoteses com base na literatura e nas nossas concepg¢des. Imediatamente apds a analise a
priori de cada questdo, descrevemos a analise a posteriori, na qual apresentamos
essencialmente a categorizacéo e a interpretacao dos dados, a partir de recortes ou fragmentos
extraidos dos questionarios. E importante destacar que nesta pesquisa, as categorias para 0s
dados coletados emergiram, essencialmente, durante a analise dos questionarios respondidos
pelos licenciandos, conforme se observa nas questdes 1, 2, 5,6 e 7.

Além disso, destacamos ainda, em consonancia com Gil (2002), que durante a etapa de
categorizacao dos dados, € usual em estudos de abordagem qualitativa, que o conjunto inicial
de categorias seja reexaminado e modificado sucessivamente pelo pesquisador, a fim de que
se torne mais abrangente e representativo. De fato, apesar de termos indicado nas analises a
priori qual seria o foco sob os questionarios respondidos, durante as analises a posteriori, com

destaque para a questdo 7, houve a necessidade de modificar ou criar novas categorias.

A seguir, apresentamos a descricdo e as andlises de cada questdo proposta no
questionario e finalizamos este capitulo com uma sintese dos principais tipos de
argumentacdes identificados nas analises a posteriori das questdes 5, 6 e 7(a). Além disso, é
importante mencionar que o uso da palavra “licenciando(s)” e da letra L no decorrer desta

dissertagéo se refere apenas aos estudantes ingressantes nas IES no ano de 2017.
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4.1 ANALISE DA QUESTAO 1

4.1.1 Analise a priori da questéo 1

Em consonancia com a literatura, as concepg¢des de professores influenciam as préaticas
de ensino em sala de aula (KNUTH, 2002b; THOMPSON, 1992; PONTE, 1992).
Particularmente, as concepcbes de futuros professores sobre as nocbes de argumentacao,
prova e demonstracdo terdo influéncia direta nas escolhas e praticas de ensino desses
educadores, assim como no modo que irdo interpretar e avaliar as producgdes de seus alunos.
Além disso, devido a intervencdo social no processo de formacdo das concepcbes de um
individuo, é bem provavel que 0 modo como os professores concebem esses termos influencie
também as concepcBes dos seus alunos (CALDATO; UTSUMI; NASSER, 2017, p. 90).

Deste modo, nesta questdo os estudantes deveriam conceituar os seguintes termos no
ambito matematico: argumentacdo, demonstracdo e prova. Contudo, ainda que o objetivo
geral deste estudo seja investigar as concepcdes de ingressantes sobre essas terminologias
com vista ao ensino de Matematica, acreditamos que mais importante do que identificar e
distinguir como eles definem tais nogdes (recordemos que neste estudo adotamos as
defini¢bes propostas por Balacheff (1987)), seja identificar como eles validam os resultados e
compreender como eles interpretam e valorizam as argumentaces de alunos. Entendemos
desta maneira, pois por se tratar de uma questdo totalmente aberta, 0s sujeitos poderiam
responder algo que ndo condiz com suas préprias convic¢des ou devido a quantidade de
participantes, poderia haver um grande numero de categorias que inviabilizaria uma analise

adequada.

4.1.2 Anélise a posteriori da questao 1

O objetivo desta questdo era identificar como os licenciandos interpretam os termos
argumentacao, demonstracdo e prova no ambito matematico. Contudo, por se tratar de uma
questdo totalmente aberta, em que o0s estudantes poderiam discursar livremente o0 Seu
entendimento sobre tais nogOes, foi necessario utilizar a priori um software de anélises
estatisticas, a fim de apoiar a categorizacdo das respostas apresentadas pelos discentes durante

a analise qualitativa.
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Deste modo, inicialmente realizamos as analises lexical classica e de similitude (ou de
semelhangas) no software IRAMUTEQ. Na andlise lexical, o programa essencialmente
identifica a frequéncia de palavras (ou formas) no corpus textual e as reduz com base em suas
raizes (lematizacéo). O corpus é construido pelo pesquisador e consiste no conjunto de textos
que se pretende analisar. No caso desta questdo, elaboramos um corpus para cada um dos
termos (argumentacdo, demonstracdo e prova), segundo as definicdes apresentadas pelos
licenciandos. Além disso, esta analise cria um dicionario das formas reduzidas, das quais é
possivel identificar o nimero de hapax (palavras com frequéncia um) e a quantidade de
formas ativas e suplementares, conforme as classes gramaticais selecionadas (CAMARGO;
JUSTO, 2013, p. 515). As classes definidas como ativas foram: adjetivo, advérbio, formas

nao reconhecidas, nome comum e verbo.

Posteriormente, submetemos cada um dos corpus a analise de similitude, a qual

[...] se baseia na teoria dos grafos, possibilita identificar as coocorréncias
entre as palavras e seu resultado traz indicagOes da conexidade entre as
palavras, auxiliando na identificacdo da estrutura de um corpus textual,
distinguindo também as partes comuns e as especificidades em funcdo das
variaveis ilustrativas (descritivas) identificadas na analise. (CAMARGO;
JUSTO, 2013, p. 516).

Essa andlise permite visualizar a relagdo entre as palavras e a sua conectividade dentro
de cada comunidade e a ligagdo entre as varias comunidades. Por exemplo, nos dendogramas
que apresentaremos a seguir, 0s vocabulos estdo organizados pelo tamanho da letra, de acordo
com a sua frequéncia no corpus textual. Desde modo, foi possivel identificar a priori, como
0S sujeitos articulavam algumas formas para conceituar 0s termos argumentacgéo,
demonstracio e prova. E importante destacar que nessa analise o software selecionou apenas
as formas reduzidas ativas e, por essa razdo, as formas reduzidas suplementares foram

descartadas.

4.1.2.1 Concepcoes dos licenciandos sobre a no¢do de argumentacéo

Conforme vimos no capitulo 1 e sustentado por Balacheff (1987), definimos o termo
argumentacdo como sendo um discurso destinado a convencer um sujeito sobre a verdade de
uma proposicao, o qual pode aceitar, recusar ou discutir as razdes apresentadas. Além disso,
evidenciamos uma distingdo entre argumentar e explicar, visto que uma explicacdo nao visa

necessariamente convencer alguém.
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Entretanto, como ser4 que os licenciandos conceituam o termo argumentacdo no
ambito da Matematica? Para tentarmos responder a essa pergunta, inicialmente realizamos
uma analise de similitude (figura 17) no software IRAMUTEQ. O corpus (referente a
argumentacdo) foi constituido por 76 textos (dois licenciandos afirmaram que ndo sabiam
responder), no qual emergiram 912 ocorréncias (palavra ou formas), sendo 356 palavras
distintas, reduzidas por lematizacdo a 281 formas (ativas ou secundarias), das quais 153 (ou
54,4%) ocorreram uma unica vez. Deste modo, constatou-se a existéncia de quatro palavras
que mais se destacaram nos discursos dos participantes: “Utilizar”, “Determinado”, “Assunto”
e “Algo”. Delas se ramificaram outras expressdes representativas, tais como: “Matematico”,

“Ideia”, “Afirmac¢ao”, “Provar”, “Explicar”, “Como” e “Mostrar”.

E importante destacar que as 7 comunidades (em cores distintas) indicadas na figura
17, auxiliaram na andlise qualitativa dos questionarios, pois, ao partir para a leitura ja
tinhamos uma expectativa do que poderiamos encontrar nos discursos dos participantes,
facilitando a categorizacdo das respostas. Deste modo, ap6s a andlise quanti-qualitativa,
elencamos 7 diferentes significados atribuidos para o termo argumentacdo (destaca-se entre
parénteses, quando possivel, a(s) cor(es) correspondente(s) na figura 17), os quais

descrevemos na tabela 6 com suas respectivas frequéncias:

Tabela 6 - Significados atribuidos para o termo argumentago.

Significados Frequéncia
Problematizar/debater um 19
determinado assunto/ideia (rosa)
Mostrar/provar algo
. 11
(azul, verde-agua)
Explicacdo (vermelho) 10
Encadeamento I6gico (roxo) 9
Raciocinio matematico
5
(verde-claro)
Convencimento (amarelo) 3
Outros 19
N&o definiram 2
TOTAL 78

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 17 - Dendograma de similitude do termo argumentac&o.
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Fonte: Autoria propria.

Note que os trés significados com maior frequéncia descritos na tabela 6 estdo em
consonancia com as comunidades do dendograma de similitude (figura 17), sendo que o
maior percentual dos estudantes (24,4% da amostra) interpretou o termo argumentagédo com o
sentido de problematizar/debater um determinado assunto, ideia ou teoria, conforme

observamos nos seguintes discursos:

%0 Para a anélise, o software selecionou 49 formas reduzidas ativas com ocorréncias maiores ou iguais a trés, as
quais listamos com as respectivas frequéncias entre parénteses: Utilizar (12); matematico, algo (10); ideia,
determinado, como, afirmacdo (9); explicar, assunto (8); provar, mostrar (7); prova, matematica, aluno (6);
teoria, proposicdo, meio, logico, logica, formula, demonstracao, argumento (5); verdadeiro, teorema, porqué,
passo, maneira, fato, exemplo, diverso, conhecimento, argumentar, apresentar (4); rigor, raciocinio, problema,
ponto, pensar, passar, opinido, mais, justificar, frase, falar, explica¢do, conceito, certo, argumentacéo, ao (3).
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“E a apresentacdo de uma ideia ou ponto de vista sobre determinado assunto.”

(Resposta do L32)

“E uma discussdo em que uma pessoa expoe observagoes e cria hipoteses para tentar

provar algo.” (Resposta do L34)

“Comentar e discorrer, sem necessidade de provar ou demonstrar.” (Resposta do
L53)

Observe que o L53 fez questdo de evidenciar uma distin¢do entre argumentacdo e
prova/demonstracdo. Entretanto, outros nao apresentaram tal diferenca. Para 11 respondentes,
radical®® argumentar é equivalente a mostrar, provar ou justificar algo, como ilustra os

fragmentos a seguir:

“E a partir de um teorema se prova através da l6gica matematica se tal teorema ou

teoria é verdadeiro ou falso.” (Resposta do L43)

“Utilizar axiomas e teoremas ja provados para justificar uma afirmagdo.” (Resposta

do L64)

Diferentemente da nossa concepc¢éo, 10 licenciandos definiram o termo argumentacao
como sinénimo de explicacdo como, por exemplo, o L28 que dissertou: “Utilizar de seus
conhecimentos para a explicagdo de um tema”. Ou ainda como o L22 que definiu como
“Explicar, por meio de desenhos, procedimentos e ideias o motivo de algo ser ou nao
veridico”. Observe que no seu entendimento, o ato de argumentar estd atrelado ao uso de

desenhos.

Verificou-se ainda que 9 participantes atribuiram a nocdo de argumentacdo o
significado de encadeamento l6gico (ou dedugdo), conforme observamos na resposta do L55:
“Sdo frases/afirmacoes com o intuito de mostrar ao leitor algum passo de uma
demonstracdo”. E 5 estudantes associaram esse termo ao raciocinio matematico, como
afirmou o L62: “Analisar a validade de informagdo, com base em raciocinios matemdticos

abstratos ou concretos”.

Apenas 3 licenciandos se referiram ao termo argumentacdo com o significado de

convencer algo ou alguém, que consiste na interpretacdo adotada neste estudo. O estudante

5! Radical é o elemento comum de palavras cognatas, também chamadas de palavras da mesma familia. E
responsavel pelo significado basico da palavra.
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L57, por exemplo, dissertou: “Trazer fatos para tentar convencer outra pessoa a respeito de

alguma informagado”.

Por fim, na classe intitulada “Outros”, reunimos os significados para a nocdo de
argumentacdo que tiveram frequéncia de no méximo dois, 0s quais julgamos que ndo eram
necessarios detalhar neste estudo. Apenas para mencionar trés exemplos, o estudante L51
afirmou que argumentar consiste na parte inicial da prova; ja o L75 associou as possibilidades
de solucdo de um problema matematico; e o L33 se referiu a utilidade/aplicabilidade de certo
conteddo matematico. Observamos ainda que somente dois licenciandos ndo souberam

descrever o significado do termo argumentacao.

Portanto, com base na tabela 6, é possivel afirmar que o significado de argumentacéo
ndo é uma unanimidade entre os licenciandos, visto que houve varias interpretacGes para essa
nogdo, sendo que muitas delas foram descritas com significados equivalentes aos termos
prova e demonstracdo (mostrar/provar algo) ou sem nenhuma correlacdo com a ideia de

argumentar no &mbito matematico (conforme descrito no paragrafo anterior).

4.1.2.2 Concepcoes dos licenciandos sobre as nogdes de demonstracéo e prova

No capitulo 1 problematizamos os possiveis significados para as nocdes de
demonstracdo e prova e adotamos ambos como sinénimos no ambito exclusivamente
matematico. Entendemos que uma demonstracdo é composta por uma sequéncia de
afirmacdes articuladas, segundo uma ldgica dedutiva preestabelecida. Entretanto, nesta
questdo o nosso objetivo era identificar as definicdes apresentadas pelos licenciandos no
ambito da Matematica. Para isso, iniciaremos a analise dos significados atribuidos ao termo
demonstragdo, posteriormente ao termo prova. Finalizaremos esta subsecdo estabelecendo

uma comparagao entre ambos.

Ao compilar as defini¢bes atribuidas pelos licenciandos ao termo demonstracdo no
software IRAMUTEQ), constatou-se por meio da analise de similitude que o radical “Mostrar”
se destacou nos discursos dos participantes, ocupando o centro do dendograma (figura 18) e
que a partir dele se ramificaram outras terminologias e comunidades. O corpus (referente a
demonstracdo) foi constituido por 77 textos (um licenciando afirmou que ndo sabia
responder), no qual emergiram 1.048 ocorréncias (palavra ou formas), sendo 363 palavras
distintas, reduzidas por lematizacdo a 274 formas (ativas ou secundarias), das quais 155 (ou
56,6%) eram hapax.
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Figura 18 - Dendograma de similitude do termo demonstrag&o™.

raciocinio

forma

aluno

formulgnaneina g

meio .
exemplo funcionatéleulo

matematica

como

verdadeiro

al pag 3550
resoiver P concluir "
sequéncia

problema
determinado.

mostrar algo bem argumento  i5gico prova

assunto pensamento

teqria Tecurso

concluséo

certo

usar 5 vatido
caso afirmacdo

o partir

matematico

resuttado

ideia

explicar

utilizar .

argumentac&o

atraves

coreto

Fonte: Autoria propria.

Posteriormente a analise estatistica, esperdvamos encontrar no estudo qualitativo uma
gama de definicbes que remetiam a ideia de mostrar/provar algo, em consonancia com a
figura 18. Esse fato foi corroborado segundo os indices da tabela 7, a qual apresenta os 4
diferentes significados atribuidos ao termo demonstracdo com suas respectivas frequéncias

(destaca-se entre parénteses, quando possivel, a(s) cor(es) correspondente(s) na figura 18).

>2 Para a anélise, o software selecionou 56 formas reduzidas ativas com ocorréncias maiores ou iguais a trés, as
guais listamos com as respectivas frequéncias entre parénteses: mostrar (30); como (20); teorema, formula,
chegar (12); prova, matematico, demonstrar (11); verdadeiro, utilizar, argumento (10); forma, exemplo (9); algo,
afirmacdo (8); provar, proposicdo, meio (7); nao, demonstracdo, assunto, argumentacdo, aluno (6); valido,
problema, maneira, j4, ideia, determinado, através, ao (5); usar, resultado, recurso, raciocinio, passo, légico,
funcionar, falso, concluséo, certo, axioma (4); uso, teoria, sequéncia, resolver, pensamento, partir, matematica,
mais, explicar, calculo, correto, concluir, caso, bem (3).
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Tabela 7 - Significados atribuidos para o termo demonstragao.

Significados Frequéncia

Validar um resultado / Mostrar algo

(vermelho, rosa, azul) °1

Processo/desenvollvimento da prova 5
(amarelo, verde-agua, verde-claro)

Resolucéo de problemas (vermelho) 5

QOutros 14

N&o definiram 1

TOTAL 78

Fonte: Autoria propria

Note que o maior percentual dos licenciandos (65,4% da amostra) definiu o termo
demonstracdo com o significado de validar um resultado ou mostrar que algo (teorema,

férmula, afirmacéo, etc.) é verdadeiro, conforme observamos nas respostas a seguir:

“Conjunto de argumentos que consegue partir de fatos ja conhecidos e demonstrados
e mostrar se outra afirmagdo é verdadeira ou falsa (em alguns casos, indeterminada).”

(Resposta do L44)

“Mostrar todos os passos e etapas necessarias para sair de algo que se conhece e se

tem bem definido (provado) e concluir algo que ainda ndo se sabe/ndo é provado.” (Resposta

do L45)
“Forma de validar uma proposi¢do.” (Resposta do L71)

“Sequéncia logica de argumentos com a ideia de mostrar a validade de uma sentenca,

formula ou afirmagdo.” (Resposta do L61)

Note também que a defini¢cdo do licenciando L61 se assemelha a que propomos neste
estudo, exceto pela parte em que ele restringe a demonstracdo a funcdo de

verificagdo/convicgado, no sentido de De Villiers (1990, 1999).

Todavia, apesar da maioria da amostra ter associado o termo demonstracdo ao
significado de validar uma afirmativa, como vimos na tabela 7, foi possivel identificar
diferentes niveis de formalidade e de rigor para 0 cumprimento deste prop6sito. Na concepcéo
do estudante L59, por exemplo, uma demonstracdo consiste em “mostrar que uma afirma¢do
¢ verdadeira a partir de axiomas e teoremas”, OU Seja, resultados ja provados ou aceitos

como verdades absolutas. J& o participante L21 é bem menos rigoroso com relacdo ao modo
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de validar uma afirmacdo, pois para ele basta exibir “algum exemplo que demonstre a aquela

pessoa que a ideia testada sobre aquele assunto tem algum fundamento de verdade” .

Além disso, verificou-se que alguns discentes associam uma demonstracdo ao uso de
letras/incognitas, mais especificamente a Algebra, conforme se nota na resposta do L2: “4
demonstracdo ja estd ligada em mostrar da onde que veio determinada formula em outras
palavras, o porqué que foi feita e como foi pensada, em manipula¢ées algébricas”. Ja outros
evidenciam a possibilidade de uma demonstracdo visual, conforme a definicdo do L25:
“Mostrar de forma visual a outra pessoa com o ambito de ela conseguir compreender (0

passo a passo)”.

Para 7 discentes, o termo demonstracdo esta atrelado ao processo ou desenvolvimento
da prova, visto que nessas circunstancias as defini¢es propostas pelos licenciandos, em geral,
fazem mencdo a prova como uma etapa de concluséo, ou seja, ao resultado da demonstragéo.
Esse fato € bem caracterizado na resposta do estudante L51 (figura 19), o qual estabelece uma
hierarquia entre as terminologias descritas na questdo 1, comecando pela argumentacao
(introducdo), passando pela demonstragdo (desenvolvimento) e finalizando com a prova
(concluséo).

Figura 19 - Resposta a questdo 1 apresentada pelo licenciando L51.

Argumentaggo: ?otd{. Zi\i;;ﬂ\p (%n Vo, € A \(L’S?Jé@jhlh; Ml flug et oho
!o\.r)-i?vh 5 v 4

Demonstragﬁo:@{)&{f} J/\QMQ G}A &)30@@{/\:/0(/;7
/

Prova: 1) f_ ]
Lio S/y:zr%{ £

Observou-se ainda que 5 estudantes interpretam o termo demonstracdo com o

Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L51.

significado de resolugédo de problemas, como sugere o discurso do discente L29: “Situacao

geral de determinado assunto, que engloba todas as possibilidades de resolu¢do”.

Por fim, na classe “Outros”, reunimos os significados para o termo demonstracdo que
tiveram frequéncia de no maximo dois, as quais ndo detalharemos nesta pesquisa. Apenas
para citar dois exemplos, houve respostas em que o termo demonstracdo foi relacionado com
método de aprendizagem ou como meio de explicacdo. Além disso, evidenciamos que apenas

um licenciando ndo soube como definir essa terminologia.
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Com relagdo as definicBes atribuidas pelos licenciandos ao termo prova, inicialmente
também realizamos a analise de similitude (figura 20), verificando que a palavra
“Demonstracao” se destacou nos discursos dos sujeitos, diretamente ligada ao radical
“Provar”, e a partir delas se ramificaram outras nomenclaturas ¢ comunidades. Destaca-se que
o corpus (referente a prova) foi constituido por 77 textos (um licenciando deixou em branco),
no qual emergiram 905 ocorréncias, sendo 345 palavras distintas, reduzidas em 274 formas

(ativas ou secundarias), das quais 154 (ou 56,2%) eram hapax.

Figura 20 - Dendograma de similitude do termo prova®,
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Fonte: Autoria prépria.

53 Para a anélise, 0 software selecionou 49 formas reduzidas ativas com ocorréncias maiores ou iguais a trés, as
quais listamos com as respectivas frequéncias entre parénteses: demonstracdo (32); provar (13); ndo (9); prova,
aluno (8); argumento, afirmacao (7); partir, mostrar, l6gica, algo (6); resultado, meio, matematica, forma, certo,
avaliar, argumentacdo (5); valido, quando, mesmo, matematico, maneira, ideia,demonstrar, dar, conteddo,
concluséo, como, coisa (4); utilizagdo, tese, teorema, situacao, real, proposicéo, professor, processo, falso, expor,
exemplo, conjunto, comprovar, caso, axioma, através, assunto, aprender, aborda (3).
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Ap6s a compilagdo dos dados, chamou a nossa atencdo na figura 20, a comunidade
situada no canto superior esquerdo, em que se destacam as palavras “Aluno”, “Avaliar”,
“Forma” e “Professor”, sugerindo que alguns licenciandos conceituaram o termo prova como
instrumento de avaliacdo. Esse fato foi evidenciado na anélise qualitativa dos questionarios,
em que observamos 6 diferentes interpretacdes para a nogdo de prova (destaca-se entre
parénteses, a(s) cor(es) correspondente(s) na figura 20), os quais apresentamos na tabela 8

com suas respectivas frequéncias:

Tabela 8 - Significados atribuidos para o termo prova.

Significados Frequéncia
Validar um resultado / Mostrar algo
. 31
(roxo, verde-agua, vermelho, azul)
Instrumento de avaliacéo
12
(verde-claro)
Conclusdo da demonstracao
10
(amarelo)
Sinénimo de demonstracdo (roxo) 10
Verificacdo numérica (rosa) 3
Outros 11
Em branco 1
TOTAL 78

Fonte: Autoria prépria.

Aproximadamente 40% dos respondentes associaram o termo prova ao ato de validar
um resultado ou mostrar/provar/demonstrar que uma afirmagdo é verdadeira, conforme

observamos nas seguintes respostas:

“E conseguir demonstrar que para qualquer variavel que sua ideia ndo ira entrar em

contradigdo, sera sempre verdadeira.” (Resposta do L32)

“Mostrar por argumenta¢do matematica que certa ideia ou afirmagdo é valida para

um numero N de casos.” (Resposta do L78)

“Conjunto de processos 16gicos que quando aplicados a afirmacgfes basicas permite
elaborar, a partir delas, outras mais complexas, que carregam um resultado geral.”
(Resposta do L44)

“Uso de argumentos corretos, com uma perspectiva de 16gica matematica e o uso de

um sistema axiomdtico, para concluir algo.” (Resposta do L45)
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Dentre esses fragmentos, destacam-se os dois Ultimos, pois apenas 5 estudantes
(dentre eles o L44 e o L45) relacionaram explicitamente a nocdo de prova a logica
matematica. Contudo, € importante ressaltar que, apesar das tabelas 7 e 8, apresentarem o
significado de “Validar um resultado / Mostrar algo” tanto para a nocdo de demonstracao
qguanto para a de prova, respectivamente, isso ndo significa que os licenciandos que se
enquadraram em ambas as classes considerem o0s termos como sinénimos. Até porque,
criamos na tabela 8, uma classe intitulada “Sinénimo de demonstragdo”, em que incluimos
apenas 0s sujeitos que escreveram isso explicitamente nas suas respostas. Para uma melhor

compreensdo, apresentamos o0s extratos dos questionarios de dois participantes:

“Demonstracdo: Conjunto de argumentos que consegue partir de fatos ja conhecidos
e demonstrados e mostrar se outra afirmacdo é verdadeira ou falsa (em alguns casos,
indeterminada). Prova: Conjunto de processos légicos que quando aplicados a afirmacdes
bésicas permite elaborar, a partir delas, outras mais complexas, que carregam um resultado
geral.” (Resposta do L44)

“Demonstracdo: Forma de validar uma proposi¢éo. Prova: Forma de validar um

teorema.” (Resposta do L71)

Com base nas defini¢des apresentadas pelos estudantes L44 e L71, é possivel constatar
que apesar de ambos se referirem a demonstracdo e a prova com o significado de
validar/mostrar algo, as conceituacgdes que eles propdem sdo notoriamente distintas. Por isso,
ndo consideramos que eles adotam ambos os termos como sindnimos. Além disso, emerge
também a percepcdo de que eles concebem a prova como uma forma mais rigorosa e formal

de validar uma afirmativa.

Ainda com relagdo aos licenciandos que associaram o termo prova ao ato de validar
um resultado, observamos que 3 sujeitos definiram como sendo a “unido do argumento com

demonstragdo para provar uma proposigdo, coroldrio, teorema, etc.” (Resposta do L38).

O segundo significado mais associado a nogdo de prova foi de instrumento de
avaliacdo (teste ou exame), que emergiu nas respostas de 12 sujeitos, conforme se verifica no
discurso do L24: “E um recurso que deve existir para vocé professor ter uma ideia de como a
sala esté indo, quais conhecimentos ela estd conseguindo absorver, saber das dificuldades da
sala e trabalhar em cima disso”. A pesquisa de Aguilar Junior (2012, p. 74) também
evidenciou um resultado semelhante, pois ao investigar as definicfes de 60 professores para

“prova matematica”, o pesquisador constatou que na segunda posicao, com 25% da amostra, 0



94

termo prova era relacionado com avaliagdo. Podemos especular que essa concepgéo
equivocada se deve aos diversos significados de “prova” na lingua portuguesa, como vimos

no capitulo 1.

Além disso, ao analisar 0s questionarios desses 12 licenciandos como um todo,
verificamos que nenhum deles conseguiu validar matematicamente as questdes 5, 6 e 7(a), nas
quais deveriam descrever justificativas para alguns resultados. Esse fato pode ser um
indicativo de que quando os estudantes apresentam uma concepcao limitada sobre a nocéo de

prova, em geral, ndo conseguem obter éxito em suas argumentacoes.

Ja 10 participantes associaram a no¢do de prova ao resultado ou a conclusdo de uma
demonstracdo, conforme é possivel observar nos fragmentos a seguir, 0s quais evidenciam a

demonstracdo como uma etapa do desenvolvimento da prova:

“E o resultado final de uma argumentacdo, aliada a uma demonstracdo que quando

concretizadas comprovam tal ponto de vista.” (Resposta do L12)

’

“A prova é o que segue e/ou a consequéncia da demonstragdo, ou seja, a conclusdo.’

(Resposta do L55)

Ja relatamos que, no contexto matematico, os termos demonstragdo e prova sao tidos
como sindnimos. Entretanto, apenas 10 licenciandos afirmaram isso explicitamente em suas
respostas. Logo, podemos conjecturar que esse indice € mais um indicativo de que para a
maior parte da amostra existe uma diferenga entre ambos o0s termos, principalmente, com

relacdo ao rigor e ao nivel de formalidade.

Em vista disso e instigados pela conjectura descrita anteriormente, buscamos comparar
e sintetizar algumas definicbes dos licenciandos que acreditam haver diferencas entre

demonstracéo e prova no quadro 5.

Quadro 5 - Diferencas entre demonstracio e prova, nas concepcdes dos licenciandos™.

(continua)
Licenciando Demonstracao Prova
L15 Mostrar utilizando nimeros ou Provar, através do desenvolvimento
letras. de teoremas e formulas.
125 Mostrar de forma visual a outra Uma maneira de demonstrar que
pessoa. alguma coisa € real.

> Para elaborar este quadro consideramos apenas os licenciandos que associaram o termo demonstragdo aos
significados “Validar um resultado / Mostrar algo” ou “Processo/desenvolvimento da prova” (Tabela 7), assim
como os participantes que relacionam o termo prova com “Validar um resultado / Mostrar algo” ou “Conclusdo
da demonstragdo” (Tabela 8).
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Quadro 5 — Diferencas entre demonstragéo e prova, nas concepcdes dos licenciandos.

(continuacgéo)

L35 Mostrar como se faz. Mostrar que da fo”“% que foi
demonstrada funciona.
Unido do argumento com
L38 Recursos para fortalecer sua prova. demonstragéo para provar uma
afirmacéo.
L39 Uso de axiomas e teoremas ja Resultado final do processo.
provados para demonstrar a tese.
L51 Detalhamento da argumentacéo. Conclusédo da demonstracao.
Utilizar axiomas e teoremas ja . s .
S Utilizar majoritariamente axiomas
L64 provados para justificar uma . «
) ¥ para provar uma afirmacéo.
afirmacao.

L68 S&0 os passos feitos para que se E a juncédo dos argumentos, da

chegue a uma conclusao. demonstracdo e da concluséo.
L70 Exposigéo da prova de alguma Utilizac&o e encadeamento de

proposicao feita. proposi¢cOes para mostrar algo.
L71 Forma de validar uma proposicao. Forma de validar um teorema.
L73 Demonstrar com figuras o raciocinio | E mostrar algebricamente a tese a
que leva a prova. partir da hipotese.
E a utilizacdo de exemplos e E a maneira logica e sistematica de
L76 . .
métodos para chegar num resultado. | demonstrar um determinado assunto.
L78 Mostrar uma afirmacéao por Mostrar por argumentacao
raciocinio l6gico-matematico. matematica.

Fonte: Autoria prépria.

Diante dos fragmentos extraidos dos questionarios dos licenciandos, podemos
observar no quadro 5, a existéncia de contrastes relacionados ao rigor e a formalidade, visto
gue a maioria das conceituacdes sugerem que a prova estaria relacionada a algo mais formal
ou a uma possivel generalizagdo, enquanto a demonstracdo estaria mais relacionada a

informalidade ou a uma etapa que antecede a prova.

Verificou-se ainda que 3 discentes associaram a palavra prova a uma verificagdo
numerica (ou prova real), conforme dissertou o licenciando L72: “A substitui¢do das
incognitas da demonstragdo por valores numéricos [...]”. Na classe “Outros”, agrupamos o0s
significados para “prova” que tiveram frequéncia de no méximo dois, 0s quais ndo

detalharemos neste trabalho. E somente um licenciando deixou a resposta em branco.

Portanto, com base nos diversos significados atribuidos e catalogados nas tabelas 7 e
8, podemos inferir que a maioria dos licenciandos ingressantes concebe os termos
demonstracdo e prova como distintos, ainda que a maior frequéncia associada a ambos foi o

de validar/mostrar algo. Além disso, com base na secdo 1.2, em que foram problematizados 0s
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diferentes papéis da prova, constatamos que apenas as funcfes de verificacdo/validacédo,
explicacéo e sistematizagdo emergiram nas defini¢des dos sujeitos pesquisados.

4.2 ANALISE DA QUESTAO 2

4.2.1 Anélise a priori da questéo 2

A segunda questdo do questionario esta diretamente relacionada a um dos objetivos
especificos desta pesquisa, 0 qual consiste em compreender como os licenciandos interpretam
e avaliam as argumentagdes de alunos. Desta maneira, podemos afirmar que ela constitui uma

das questdes-chave para o desenvolvimento deste estudo.

Esta questdo descreve trés situagcdes baseadas na seguinte afirmacdo: “A soma das
medidas dos angulos internos de um triangulo qualquer ¢ sempre igual a 180°”. A justificativa
dessa escolha é porque a soma dos angulos internos de um poligono, no caso o triangulo, é
um tépico usualmente abordado desde o Ensino Fundamental e, consequentemente, um
resultado geométrico conhecido pelos licenciandos desde a Educacdo Basica. Além disso,
com base em nossos conhecimentos e na literatura, a escolha desse resultado se deve ao
potencial que ele apresenta em possibilitar a criacdo de diferentes argumentos para justifica-
lo, tanto é que nesta questdo apresentamos nove respostas diferentes dadas por alunos ficticios
para valida-lo. Por esta razdo é que optamos por focar na interpretacdo e na avaliacdo
empreendidas pelos licenciandos, em vez de simplesmente solicitar que eles demonstrassem

este resultado (como fizemos nas questdes 5 e 6).

Na situacdo | supomos que os licenciandos fossem professores de uma turma da
Educacgéo Bésica e pediram para que 0s seus alunos argumentassem sobre esta afirmacéo. No
caso, solicitamos aos participantes que avaliassem cada um dos nove argumentos numa escala
de 0 a 10 e justificassem as notas atribuidas. Este procedimento de investigacao foi inspirado
no trabalho de Healy e Hoyles (1998), no qual as autoras realizaram um estudo sobre as
concepcdes dos alunos a respeito de provas em Algebra. Em uma parte da pesquisa, elas
propuseram aos alunos que analisassem provas elaboradas supostamente por outros estudantes

para duas proposicBes®, e dentre as diferentes respostas realizassem duas tarefas: escolher

55 s . . A L .

As provas se referiam as seguintes proposi¢des: “Quando vocé soma dois numeros pares quaisquer, o
resultado é sempre par” e “Quando vocé multiplica trés nimeros consecutivos quaisquer, o resultado ¢ sempre
multiplo de seis”.
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aquela que mais se aproximaria da sua solucdo, caso ele tivesse que provar a mesma

proposicao e escolher aquela que o seu professor atribuiria maior nota.

Os trabalhos de Pietropaolo (2005), Aguilar Junior (2012) e Ordem (2015) também
utilizaram esse procedimento metodoldgico em suas pesquisas. No entanto, em nenhum deles
as provas foram interpretadas/avaliadas por licenciandos ingressantes, como é o caso desta

pesquisa.

A seguir apresentamos as nove respostas diferentes dadas por alunos ficticios na
ordem em que foram descritas no questionério e, respectivamente, apresentamos comentarios
relativos a validade dos argumentos com base em Balacheff (1988) e Harel e Sowder (1998).
E importante mencionar que ambos os modelos teéricos foram importantes tanto na

elaboracdo dessas respostas quanto na analise das producdes dos licenciandos.

Figura 21 - Argumentacdo da Ana descrita na questéao 2.

Resposta da Ana: Eu desenhei varios 60° + 60° + 60° = 180°
triangulos e medi todos os angulos 370 4 g52¢ 4+ 91° = 180°
cuidadosamente com o auxilio do o o o _ o
transferidor e fiz a seguinte lista e como 1120 + 26 3 + 420 - 1800
em todos eles a soma foi de 180°, a 30° + 120° + 30° = 180
afirmacdo é verdadeira. 3° 4+ 87° 4+ 90° = 180°

Fonte: Autoria propria.

Na figura 21 temos a resposta de Ana, que validou a afirmacdo apenas para alguns
casos particulares e ndo para qualquer triangulo, sem mencionar a imprecisao do instrumento
de medida adotado. Deste modo, é possivel categorizar esse argumento como empirismo

ingénuo na tipologia de provas ou ainda como um esquema de prova indutiva.

Figura 22 - Argumentacdo do Bruno descrita na questao 2.
Resposta do Bruno: Eu desenhei um tridngulo
escaleno, recortei 0s angulos e coloquei-o0s juntos. =
Observei que os angulos do triangulo formaram
um angulo de meia volta. Logo a afirmacdo é
verdadeira. Eu também repeti esse procedimento
num tridngulo isésceles e num tridngulo o ;
equilatero, e cheguei ao mesmo resultado.

Fonte: Autoria propria.

Assim como o argumento anterior, 0 processo de validagdo do Bruno ilustrado na
figura 22 também é impreciso. Apesar de ter tido o cuidado de repetir o procedimento para
trés tipos de tridngulos e de fornecer um insight sobre a veracidade da afirmacéo, sua resposta

estd longe ser rotulada como uma demonstracdo, afinal um ou varios exemplos ndo sao
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suficientes para validar uma propriedade matematica. Logo podemos classificar o argumento

de Bruno como experiéncia crucial ou ainda como um esquema de prova perceptiva.

Figura 23 - Argumentacdo do Carlos descrita na questao 2.

Resposta do Carlos: Eu prolonguei a base do triangulo e desenhei uma reta r paralela a um
dos lados do triangulo. Notei que d = b, p0|s sdo angulos alternos internos entre duas retas
-~ paralelas. Além disso, observei que e = a,

) ~~ pois sdo angulos correspondentes entre duas

g retas paralelas cortadas por uma transversal.

d Logo, ¢ +d + e = 180° e, portanto, a + b +
‘ ¢ L ¢ =180°. Deste modo, a afirmacdo é
g verdadeira.

Fonte: Autoria prépria.

Com relacdo a figura 23 é possivel observar que Carlos durante o seu processo de
prova ndo se restringiu a casos particulares, mas descreveu uma sequéncia de argumentos
dedutivos, marcada por um uso correto da linguagem matematica e de conceitos preliminares
para mostrar que a afirmacdo é verdadeira. Em virtude disso, a resposta do Carlos consiste
numa demonstracdo. Logo é possivel classifica-la como um esquema de prova analitica e
afirmar que esse aluno atingiu o nivel de prova denominado experiéncia mental por Balacheff.

Figura 24 - Argumentacdo da Dani descrita na questéo 2.
Resposta da Dani: Eu desenhei um tridngulo is6sceles com o angulo
b = 65°. Como o triangulo é isosceles, os angulos da base sdo iguais
(b=c). Logo, a+2b=180°. Como b = 65° temos que
a = 180° — 2.65° ou seja, a = 50°. Assim, a =50° b =65° e

¢ = 65° e, portanto, a + b + ¢ = 180°. Desta forma, a afirmacéo é b
verdadeira.

Fonte: Hoyles (1997, p. 12).

Na figura 24, é possivel observar que Dani utilizou uma retdrica excessivamente
algébrica, porém ao mesmo tempo contraditoria. Primeiramente, esta resposta se restringe ao
caso em que o triangulo é isosceles, 0 que ja ndo garante a generalidade do argumento, ou
seja, para qualquer triangulo. Em segundo lugar, esse processo de validacdo também néo
garante que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo isdsceles seja 180°, pois
assume como premissa que o angulo b vale 65°. Até este ponto poderiamos afirmar que Dani
se baseou numa verificagdo empirica para validar a afirmacdo. No entanto, este argumento
apresenta uma inconsisténcia logica: a tese e a hipotese sdo idénticas. Ao afirmar que
a+ 2b = 180°, ela utiliza aquilo que se quer provar (tese) como algo ja conhecido
(hipotese). Portanto, pensando nos licenciandos que possam validar essa resposta, podemos
enquadra-la como um esquema de prova baseado em elementos externos (ritual e simbolico),

visto que sdo fatores externos ao problema que influenciam na convicgdo do estudante,
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especialmente por sua aparéncia e manipulagbes simbolicas. Além disso, segundo 0 nosso
entendimento, ndo € possivel classificar a resposta da Dani na tipologia de provas visto que a

argumentacdo € inconsistente.

Figura 25 - Argumentacdo do Edu descrita na questéo 2.
Resposta do Edu: Eu observei que quando o vértice C se y
aproxima da reta AB, as medidas dos angulos A e C se
aproximam de 0° e a medida do angulo B se aproxima de 180°.
Logo a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°.

Fonte: Ordem (2015, p. 211).

Por sua vez, Edu recorreu ao uso de ambientes de GD para confirmar que a soma dos
angulos internos de um tridngulo € 180°, ao notar que a medida de B tende a um angulo raso,
como ¢é possivel observar na figura 25. Na visdo de Harel e Sowder (1998) essa resposta se
enquadra como um esquema de prova perceptiva. Ja na tipologia de Balacheff, essa
argumentacdo pode ser enquadrada apenas como uma experiéncia crucial, pois apesar das
potencialidades ofertadas pelos softwares de GD, Edu se limitou a uma simples exploracéo

que ndo fornece ideias para a construcao de uma prova.

Figura 26 - Argumentacdo do Fabio descrita na questéo 2.

Resposta do Fabio: Eu pensei da seguinte forma. Imagina que os lados AB e AC do triangulo
ABC sdo girados em diregdes opostas com relacdo aos vértices B e C (figura a),
respectivamente, até que seus angulos com o segmento BC serem 90° (figura b). Esta acdo
transforma o triangulo ABC na figura A'BCA", onde os segmentos A'Be A"C sdo
perpendiculares ao segmento BC. Logo, a soma dos angulos A'BC + BCA" = 180°. Para
recriar o triangulo ABC, basta girar novamente os segmentos A'B e A”'C em dire¢des opostas
até que os pontos A’ e A" gerem o ponto A (figura c). Note que nessa acdo eu devo descontar
os angulos A'BA e A" CA, mas, a0 mesmo tempo, eu devo acrescentar o novo angulo BAC.
Porém, ao tragar o segmento A0 perpendicular a BC, observei que os angulos A’'BA e A”"CA
sdo congruentes aos angulos BAO e OAC (cuja soma é igual ao angulo BAC),
A A A A Moa A ~ respectivamente, pois
; sdo angulos alternos
internos  (figura d).
Logo, a soma dos
angulos internos ao
triangulo  permanece
igual a 180° e,
B c ® . & c  portanto, a afirmacéo é
a b ¢ d verdadeira.
Fonte: Harel e Sowder (1998, p. 259).
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Na figura 26 temos uma resposta que se enquadra no esquema de prova
transformacional. Fabio “vé o tridngulo como uma entidade dindmica; ¢ um produto de sua
propria constru¢do imaginativa, ndo de uma percepgao passiva” (HAREL; SOWDER, 1998,

p. 259, traducdo nossa). E é justamente por essa razdo que nao constitui um esquema de prova
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perceptiva. Além disso, em sua resposta é possivel observar as trés caracteristicas essenciais
da natureza transformacional, descritas no quadro 4. Para isso, note que todas as acGes do
Fabio estdo direcionadas a validade da afirmacdo em sua generalidade, ndo se limitando a
casos particulares. Ao transformar o triangulo, ele conseguiu antecipar os resultados, a
saber, que as mudancas nos angulos B e C causadas pelas transformacdes seria compensada
pela criacdo do angulo A. E por meio do raciocinio dedutivo, ele conclui que a soma dos
angulos internos de um triangulo é de fato 180°. J& na tipologia de Balacheff, a resposta do
Féabio pode ser enquadrada como exemplo genérico, conforme discutimos na subsecédo 1.1.5,
apesar de admitirmos que o seu discurso esteja mais préximo da nocao de prova conceitual.
Contudo, é importante mencionar que essa categorizacdo reflete apenas a nossa concepcao,
visto que na literatura de pesquisa observamos que esse argumento gera divergéncias.
Enquanto alguns pesquisadores como, por exemplo, Knuth (2002b, p. 68) o considera como
uma demonstracao, outros afirmam que esse tipo de argumento auxilia apenas a desenvolver a
intuicdo e ndo deve ser considerado como uma prova matematica, pois requer um nivel maior
de formalidade (FISCHBEIN, 1982°° apud REID; KNIPPING, 2010, p. 40).
Figura 27 - Argumentacdo da Gabi descrita na questéo 2.

Resposta da Gabi: Como estudei no livro que a soma dos angulos internos de um poligono
convexo é dada pela formula S,, = (n — 2) x 180°, onde n é o nimero de lados do poligono,

basta substituir por n = 3. Logo, obtive que S; = 180°, mostrando que a afirmacgdo é
verdadeira.

Fonte: Autoria propria.

Como é possivel observar na figura 27, Gabi recorreu ao uso de um argumento de
autoridade, que se enquadra no esquema de prova autoritaria de Harel e Sowder. Segundo as
definicbes adotadas nesta pesquisa, este processo de validagdo ndo constitui uma prova
matematica. Sem mencionar ainda a inconsisténcia do argumento, pois para deduzir a formula
S, = (n—2) x 180°, é necessario saber como premissa que a soma dos angulos internos de
qualquer triangulo é igual a 180°, e no caso, Gabi assumiu a formula como um pré-requisito
para validar a proposicdo. Além disso, acreditamos que ndo é possivel categorizar a resposta
da Gabi em nenhum dos tipos de provas de Balacheff, visto que a argumentacéo é ciclica.

Figura 28 - Argumentacdo da Helena descrita na questéo 2.

Resposta da Helena: Eu desenhei uma reta r paralela a base
do tridngulo. Observei que d = a e e = c, pois sdo angulos
alternos internos entre duas retas paralelas. Assim,
d+ b+ e =180° pois estdo sob uma linha reta. Logo,
a + b + ¢ = 180°. Portanto, a afirmacdo é verdadeira.

Fonte: Autoria propria.

% FISCHBEIN, E. Intuition and Proof. For the Learning of Mathematics, v. 3, n. 2, p. 9-18, 1982.



101

A resposta de Helena ilustrada na figura 28 é uma versdo adaptada da descrita por
Carlos, porém essa tende a ser mais utilizada em livros didaticos. A Unica diferenca entre
ambas é com relacdo ao traco da reta r paralela a um dos lados do tridngulo. Mas sera que 0s
licenciandos também se atentaram a isso? Na realidade um dos nossos questionamentos é se
as medidas de posicdo das respostas de Carlos e Helena seriam similares. E foi justamente por
esta razdo que inserimos ambas no questionario. A nossa conjectura era que a resposta de
Helena, por ser mais familiar aos estudantes, tenderia a obter maiores notas do que a de

Carlos.

Figura 29 - Argumentacdo do Igor descrita na questéo 2.

Resposta do Igor: Eu dividi o triangulo ABC em dois tridangulos menores ADC e BCD, e
chamei de x a soma dos angulos de um
triangulo. Desta forma, no tridngulo ACD se
tem a + ¢; + dy = x e no tridangulo BCD se
tem b + ¢, + d, = x. Portanto, a + b + ¢; +
c;+dy+d,=2x, 0 que resulta em
a+b+c+180°=2x. Como a soma dos
angulos internos no triangulo ABC é dada por
a+b+c=x, substituindo na equagdo
anterior se tem x + 180° = 2x, e, portanto
x = 180°. Logo, a afirmacdo é verdadeira.
Fonte: Van Asch (1993, p. 303).

Assim como a resposta fornecida por Dani, lgor também utilizou uma retorica
excessivamente algébrica, porém os seus argumentos sdo contraditorios, como é possivel
verificar na figura 29. Ao afirmar que a soma dos angulos internos nos triangulos ACD e BCD
é igual a x, ele parte da premissa que tal soma é sempre a mesma para quaisquer triangulos.
Logo, ele utiliza aquilo que se quer provar (tese), no caso mostrar que essa soma é sempre
igual a 180°, como algo ja conhecido (hipotese), ndo constituindo uma demonstracdo. Mesmo
assim, em consonancia com a pesquisa de Hoyles (1997), a nossa conjectura € que a maioria
dos licenciandos validaria a resposta do Igor atribuindo notas elevadas, pelo fato dele ter
utilizado fortemente a linguagem matematica, ainda que haja inconsisténcia nos argumentos.
Deste modo, por acreditar que a maioria dos licenciandos aceitaria essa resposta simplesmente
pelo uso da linguagem simbolica e de manipulacdes algebricas € que a classificamos como
um esquema de prova baseado em elementos externos (ritual e simbolico). Além disso,
segundo o0 nosso entendimento, ndo é possivel classificar a argumentacéo de Igor na tipologia

de provas por ser contraditoria.
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A seguir apresentamos o quadro 6 que sintetiza a classificacdo dos nove argumentos
descritos na questdo 2, segundo a nossa compreensdao dos modelos tedricos de Balacheff

(1988) e Harel e Sowder (1998).

Quadro 6 - Classificacdo tedrica dos argumentos descritos na questao 2.

ARGUMENTOS TIPOLOGIA ESQUEMAS
DOS ALUNOS DE PROVAS DE PROVA
Ana Empirismo ingénuo Indutiva
Bruno Experiéncia crucial Perceptiva
Carlos Experiéncia mental Analitica
Dani Sem classificagéo Ritual e simbdlico
Edu Experiéncia crucial Perceptiva
Fabio Exemplo genérico Transformacional
Gabi Sem classificacdo Autoritaria
Helena Experiéncia mental Analitica
Igor Sem classificacdo Ritual e simbdlico

Fonte: Autoria propria.

Com base no quadro 6, podemos agrupar as nove respostas anteriores em trés niveis
decrescentes de validade, segundo a nossa concep¢do do que pode ser considerada uma

demonstragé&o:

e Por utilizarem o raciocinio dedutivo, as respostas do Carlos, da Helena e do
Fabio sdo as que mais se aproximam da nocdo de demonstracdo adotada nesta
pesquisa, pois validam a propriedade geométrica para qualquer triangulo;

e Ainda que as respostas de Ana, Bruno e Edu ndo garantam a validade da
afirmacdo para todos os tridngulos, acreditamos que tais justificativas, por
meio do uso de figuras e exemplos, auxiliam na investigacdo da propriedade,
fornecem insights sobre a veracidade da sentenca e até mesmo ideias para
construir uma demonstragéo;

e Ja as respostas da Dani, do Igor e da Gabi, por apresentarem argumentos

contraditorios, ndo validam a propriedade geométrica para nenhum triangulo.
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E importante ressaltar que esses niveis de validade refletem apenas a nossa concepgao
sobre em que consiste uma prova matematica, pois segundo Weber (2003°" apud ORDEM,
2015, p. 215), o que pode ser considerado uma demonstracdo depende da autoridade de quem
avalia a producdo. E foi justamente com o intuito de compreender como os licenciandos

interpretam e avaliam as produgdes de estudantes que elaboramos a situagéo I.

A seguir descrevemos as situacdes Il e 111 desta questdo, bem como seus objetivos e as

Nnossas co nj ecturas.

Na situacdo Il supomos também que os licenciandos fossem professores da Educacéo
Basica e iriam lecionar sobre a soma dos angulos internos de um tridngulo. No caso,
perguntamos aos participantes se eles utilizariam algum/alguns dos nove argumentos descritos

e solicitamos uma justificativa para a resposta.

E na situacdo Il supomos que os licenciandos fossem realizar um teste da disciplina
de Geometria Euclidiana, no qual foi solicitado que eles mostrassem que a soma dos angulos
internos de um tridngulo qualquer é sempre igual 180°. No caso, perguntamos aos
participantes se eles utilizariam algum dos nove argumentos descritos e solicitamos uma

justificativa para a resposta.

Basicamente 0 nosso objetivo em elaborar ambas as situacOes era para observar se a
concepcao dos licenciandos sobre argumentos validos se alterava de acordo com o nivel de
escolaridade, ou seja, na Educacdo Basica e no Ensino Superior. A nossa conjectura era de
que ndo mudaria, visto que os licenciandos tenderiam escolher as respostas que se basearam
na logica dedutiva em ambas as situacdes, ou seja, as argumentacdes do Carlos, do Fabio e da
Helena. Porém, como ja mencionamos anteriormente, por ser mais familiar aos estudantes,
acreditamos que a reposta de Helena seja a preferéncia dos futuros professores tanto no teste

de Geometria Euclidiana quanto para lecionar na Educacgéo Basica.

4.2.2 Analise a posteriori da questéo 2

Recordemos que esta questdo era composta por trés situacOes distintas baseadas na

seguinte afirmagao: “A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo qualquer é

% WEBER, K. Students’ difficulties with proof. The Mathematical Association of America, n. 8, jun. 2003
(ndo paginado).
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sempre igual a 180°”. Iniciaremos esta analise pela situacdo I, na qual o objetivo era

compreender como os licenciandos interpretam e avaliam as argumentacdes de nove alunos.
4.2.2.1 Andlise das producdes dos licenciandos na situacgao |

Ao analisarmos os 78 questionarios respondidos pelos licenciandos, elaboramos oito
categorias com o intuito de facilitar a interpretacdo dos dados. Elas fazem mencdo as
justificativas que:

1. Valorizaram a argumentacéo;
2. Afirmaram que a argumentacdo era valida apenas para 0s casos listados;
3. Afirmaram simplesmente que a argumentacdo nao era valida ou ndo era
convincente;
4. Destacaram a imprecisdo do método utilizado ou a auséncia de rigor
matematico;
. Observaram a inconsisténcia logica dos argumentos;

5
6. Alegaram que o raciocinio apresentado era confuso ou complexo;
7. Evidenciaram erros conceituais dos licenciandos;

8

. Sem justificativa.

Observamos que apesar do processo de avaliacdo ocupar um papel de destaque na
situacdo I, para a elaboracdo dessas categorias 0 mais importante foi interpretar como o
licenciando justificava cada nota atribuida. Além disso, ao longo desta analise deve emergir o
real significado de cada uma delas, a partir dos fragmentos extraidos dos questionarios
respondidos pelos participantes. Entretanto, a seguir expomos de forma bem resumida a

necessidade de cada uma das oito categorias.

A primeira categoria diz respeito aqueles que valorizaram a argumentacdo para um
tridangulo qualquer (ainda que a nota atribuida ndo seja a maxima). Ja a segunda se refere
aqueles que afirmaram que os argumentos apresentados eram validos apenas para 0S casos
listados e ndo para todos os triangulos. A terceira faz mengdo aqueles que escreveram que 0
argumento ndo provava a afirmacgéo ou aqueles que nao validaram a argumentacdo porque ndo
era convincente. A quarta categoria diz respeito aqueles que destacaram que o método
utilizado era impreciso ou a auséncia de rigor matematico. Relacionada as categorias
anteriores, a quinta se refere aos estudantes que perceberam uma inconsisténcia ldgica na

argumentacdo. Optamos por cria-la, pois era importante sabermos se os estudantes seriam
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capazes de observar que os argumentos propostos por Dani, Gabi e Igor eram contraditérios.
A sexta categoria se constitui das justificativas que alegaram que o raciocinio apresentado era
de dificil compreensdo e por isso acarretava ddvidas. J& a penultima diz respeito as
justificativas que evidenciaram erros conceituais por parte dos licenciandos, relacionados a
topicos de Geometria ou a nogdo de prova matematica. E a Gltima categoria se refere aos
estudantes que ndo apresentaram justificativas, seja porque ndo souberam como validar a

resposta, ou por ndo compreender a argumentacdo ou simplesmente por deixar em branco.

E importante destacar que estas categorias ndo sdo disjuntas, isto €, pode ocorrer de
uma justificativa se enquadrar em mais de uma categoria como, por exemplo, o licenciando
ter gostado da resposta, mas ressalta a necessidade de formalizar melhor os argumentos
apresentados. Para esse tipo de caso, além de verificar a nota atribuida, teremos o cuidado de
observar as demais justificativas e a questdo como um todo, a fim de categoriza-la da melhor

forma possivel.

Com base nisso, o quadro 7 apresenta a distribuicdo dos licenciandos em relacdo as

categorias descritas anteriormente:

Quadro 7 - Distribuicdo dos licenciandos em relagdo as justificativas para a situa¢do | (questédo 2).
58
CATEGORIAS ARGUMENTOS DOS ALUNOS -
Frequéncia

Justificativas que: A/ B|C|D|E|F|G|H | (em%)59

Valorizaram a argumentacdo 19 131|167 (21|21 |38 |27 |64 |45 47,4%
Afl_rmaram que a argumentacao era 181161 0l3alololololo 9,7%
valida apenas para os casos listados
Afirmaram que a argumentacao ndo

era valida ou ndo era convincente
Destacaram a imprecisdo do método
utilizado ou a auséncia de rigor 21 (26| 0| 41306 (32|01 17,1%
matematico
Observaram a inconsisténcia ldgica
dos argumentos
Alegaram que o raciocinio

17|12 |0 (1|12 0| 4|0 |1 5,3%

0(0|0|13{]0|0)|3|0]15 4,4%

apresentado era confuso ou o|jo|0|0|2(14]0/|1]3 2,8%
complexo.
Ewdenuaralr_n erros conceituais dos 1lolel1l1l210l8ls3 3,1%
icenciandos
Sem justificativa 2|1 3|54 ]12]18|12| 5 |10 10,1%
Total 78178 |78 |78 |78 |78 |78 |78 |78 100%

Fonte: Autoria propria.

%8 Por uma questdo estética, optamos em utilizar apenas a primeira letra do nome para se referir ao argumento
do(a) aluno(a), no caso, A para a resposta da Ana, e assim sucessivamente.

% Para o célculo da frequéncia (em %), consideramos que, como o tamanho da amostra era de 78 sujeitos e cada
um deveria apresentar 9 justificativas, 0 nimero total de justificativas seria de 702. Deste modo, somamos 0
nimero de justificativas presentes em cada uma das categorias e calculamos a porcentagem em relagdo ao
nimero total de 702.
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A fim de facilitar a descri¢do das justificativas e atribuir significado a estes indices,
descrevemos a seguir uma analise das respostas dos licenciandos para cada uma das
categorias listadas no quadro 7. Contudo, antes de iniciarmos a descricdo dos resultados,
recordemos que 0s argumentos apresentados variavam em relacdo aos niveis de validade. As
respostas do Carlos, da Helena e do Fé&bio eram sustentadas pelo raciocinio dedutivo e eram
as que mais se aproximavam da nocdo de prova matematica adotada nesta pesquisa. J& as
respostas da Ana, do Bruno e do Edu ndo constituiam provas matematicas, mas forneciam
insights sobre a veracidade da soma dos angulos internos de um triangulo ser 180°, em nosso
entendimento. E as respostas da Dani, do Igor e da Gabi ndo eram consistentes para validar
essa propriedade geométrica, pois apresentavam argumentos contraditorios ou de autoridade.

Justificativas que valorizaram a argumentacao

E possivel identificar no quadro 7 que esta categoria apresentou a maior frequéncia
(47,4%) e, dentre os licenciandos que se propuseram a apresentar alguma justificativa, foi a
Unica que apresentou sujeitos em todas as colunas. Isto significa que independentemente do
nivel de validade, todos os argumentos foram valorizados por um percentual, representativo
ou ndo, da amostra. Dentre as 9 argumentacOes, as que mais se destacaram foram as respostas
do Carlos e da Helena, as quais eram baseadas no raciocinio dedutivo e apresentaram indices

superiores a 80% de aceitacdo.

Com relacdo a resposta do Carlos, 67 participantes (85,9% da amostra) valorizaram o
seu argumento, o qual era correto do ponto de vista matematico, pois garantia a validade da
afirmacdo para todos os tridngulos. A seguir apresentamos na integra algumas dessas

justificativas:

“10, Carlos provou através de conceitos geométricos (angulos alternos internos,
angulos correspondentes) a afirmacéo, alem disso, esta prova é vélida tanto para tridngulos

isosceles, escalenos e equilateros”. (Justificativa do L43)

“10, o aluno conseguiu utilizar argumentos matemdticos convincentes e gerais para

demonstrar que a soma dos angulos internos do triangulo é 180°.” (Justificativa do L62)

“8, demonstra a veracidade da informag¢do com a ajuda de uma reta auxiliar.”

(Justificativa do L29)
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“9, Carlos desenvolveu uma argumentac¢do solida e dotada de conhecimentos
importante sobre angulos. Porém, podemos encontrar alguma dificuldade de precisdo para

executarmos isso em certos tipos de triangulos.” (Justificativa do L22)

E importante mencionar que justificativas como a do L22 confirmam que as
categorias criadas para analisar a situacdo | ndo sdo necessariamente disjuntas. Neste
fragmento foi possivel observar uma valorizacdo do argumento de Carlos, uma referéncia a
imprecisdo do método e até mesmo um erro conceitual do licenciando sobre a nocao de prova.
Portanto, para categorizar as justificativas dos participantes nos baseamos também na nota
atribuida e, principalmente, na analise do questiondrio como um todo, contrastando com as

respostas atribuidas aos demais argumentos.

Semelhante aos dados observados na resposta do Carlos, 64 licenciandos (82% da
amostra) também valorizaram o argumento que foi apresentado corretamente por Helena,
como o L62, que atribuiu nota 10 e dissertou: “/...] Helena utilizou dados matemadticos
corretos e conseguiu argumentar a afirmacao de uma forma genérica (triangulo qualquer),
além de justificar cada afirmacéo utilizada para se chegar a essa conclusdao”. Ou ainda como
0 L75 que também avaliou com nota maxima e afirmou que a argumentacdo proposta por
Helena é “a forma mais exata e simples de provar” 0 resultado geométrico em questéo.
Houve ainda quem se mostrou um pouco mais rigoroso na corre¢do, como o L66, ao afirmar
que “Helena usou fatos verdadeiros para chegar ao que queria, porém ndo provou o fato de
dngulos alternos internos serem iguais”, mas atribuiu nota 9. E observamos também que
alguns licenciandos que atribuiram nota maxima e valorizaram a resposta de Carlos,
identificaram que o argumento de Helena era similar e enfatizaram isso em suas justificativas,
conforme notamos no discurso do L12: “10, desenhar uma reta paralela a permitiu associar

os dangulos formados, como Carlos demonstrou”.

Contudo, apesar dos dois argumentos mais valorizados pelos estudantes serem
pautados na deducdo logica, a resposta do Igor, mesmo sendo logicamente inconsistente,
também teve indice de aceitacdo superior a metade da amostra, com 45 licenciandos (57,7%

da amostra). Para exemplificar, considere os dois fragmentos a seguir:

“10, por meio do conhecimento de equacgoes e dotada de uma argumentagdo solida e

bem ilustrada, Igor provou com clareza a afirmac¢do.” (Justificativa do L22)

“10, usou um argumento visual (d, + d, = 180°), bom uso da algebra, generalizou,

assumiu uma incognita como valor da soma.” (Justificativa do L68)
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Os demais argumentos apresentados para validar a soma dos angulos internos de um
triangulo tiveram indices de aceitagdo inferior & metade da amostra, 0s quais apresentamos a

seguir, em ordem decrescente de porcentagem.

A resposta do Fabio, por exemplo, teve incidéncia de 48,7%, ou seja, 38 licenciandos
valorizam o seu argumento. Alguns deles exaltaram a sua originalidade, como o L60 que
atribuiu nota 8 e afirmou que ele “usou muito bem os conhecimentos matemdticos e usou a
criatividade”. J& outros, atribuiram nota maxima, como o L43, que chamou a atencédo para a
excelente argumentacdo visual proposta por Fabio. Ou como o L22, que valorizou a
interdisciplinaridade do argumento: “9, desenvolveu uma argumenta¢do segura e correta,

’

baseada em muita interdisciplinaridade dentro da matemdtica”, mas ressaltou que “em
triangulos escalenos, por exemplo, o procedimento acima pode ndo ser tio eficaz”. NoO
entanto, em nenhum momento Fabio particulariza o seu argumento para um tipo especifico de
tridangulo, e visualmente falando, a figura sugere que o triangulo seja escaleno. Portanto, na
ocasido o licenciando deve ter se confundido com as terminologias, talvez querendo se referir

a triangulos obtusangulos.

Com relacdo as justificativas para a resposta do Bruno, verificamos que 31 estudantes
(39,8% da amostra) valorizaram a sua argumentacdo, conforme se observa nos extratos a

sequir:
“10, ideia inovadora e um jeito simples de explicar.” (Justificativa do L8)

“10, sua interpreta¢do ndo abre espago para possiveis equivocos, pois demonstrou
com triangulos de diferentes caracteristicas o ponto de vista. Partiu de um pressuposto menor

e definiu uma premissa maior.” (Justificativa do L12)
“9, ele usou de experimentos e garantiu uma generalizac¢do.” (Justificativa do L68)

E importante destacar que outras trés justificativas para o argumento do Bruno nos
chamaram a atengdo. O L20, por exemplo, atribuiu nota maxima “pela percepgdo em que
recortando e colando os trés dngulos do tridngulo daria 180°”, ou seja, esse estudante
valoriza o esquema de prova perceptiva de Harel e Sowder (1998). Ja o L46 que também deu
nota maxima, rotulou a resposta do Bruno, assim como da Ana, como “prova prdtica”. 1sto
sugere que esse licenciando concebe argumentos empiricos como uma demonstracdo. E o L58
justificou sua nota 9.5, pois “0 método visual/palpavel, durante a fase de aprendizado ¢ um

.3

dos melhores que ja vivenciei”. Essa justificativa se destacou porque foi justamente para o
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Bruno que o licenciando concedeu a maior nota (veja o Apéndice B), motivado por ter
vivenciado essa experiéncia na Educagdo Bésica. Deste modo, podemos inferir que as praticas
significativas relacionadas ao processo de argumentacdo, sejam elas concretas ou abstratas,

parecem ser importantes para a formacao dos alunos.

Com relacéo a resposta da Gabi, observa-se que 27 licenciandos (34,6% da amostra)
valorizaram o seu argumento. Por exemplo, o L27 exaltou o seu modo de pensar atribuindo
nota maxima, por ‘“utilizar de outra formula para demonstrar algo [...]”. Além dessa,
chamou nossa atencdo o L37, ao exaltar que a aluna foi “rdpida e conclusiva”, mas sublinhou
que nao houve uma demonstracdo pratica. Neste contexto ndo fica explicito ao que ele quis se
referir, mas verificando a sua conceituacdo de demonstracdo na questdo 1, ele afirma: “/...J
demonstrar como € a resposta, por meio de calculos bem claros e bem formulados sobre
certo assunto”. Logo, acreditamos que o L37 se refere a auséncia de um método empirico

para corroborar o resultado.

Em seguida, com um indice de 26,9% de aceitacdo por parte da amostra (21
licenciandos), aparecem os argumentos da Dani e do Edu. Os sujeitos L9 e L75, por exemplo,
ao atribuirem boas notas a resposta de Dani, dissertaram, respectivamente: “8, demonstrou de
forma sabia com poucos argumentos e utilizando operacoes matemdticas simples.” e “10, a
aluna sabe que no triangulo isésceles os angulos da base séo iguais, sabe que a soma dos
dngulos internos sao 180°, sendo assim a afirmagdo é verdadeira”. J& com relagdo a resposta
do Edu, destacamos duas justificativas, a do L42 que deu nota mé&xima, justificando que ele o
convenceu por meio do desenho e do L24 que atribuiu nota 9 pelo raciocinio correto, mas

ressaltou que somente foi possivel por causa do auxilio de softwares.

Por fim, com 24,3% da amostra (19 estudantes) aparecem as justificativas que
valorizaram a resposta da Ana, e dentre elas, mencionamos a do L11 que atribuiu nota
maxima, ja que foram utilizados “diversos triangulos com uma boa varia¢do de angulos
internos que sempre somam 180°, portanto estd correto”, € a do L30 que deu nota “7, porque
[Ana] procurou a forma mais rdpida de desenvolver”. Contudo, é importante destacar que
dentre os nove diferentes argumentos, certamente o da Ana foi a menos consensual entre os
participantes, visto que ndo houve predominancia de nenhuma categoria, conforme podemos

verificar no quadro 7.
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Justificativas que afirmaram que a argumentacdo era valida apenas para 0S casos
listados

Esta categoria emergiu nos questionarios dos licenciandos apenas nos argumentos
descritos por Ana, Bruno e Dani, a qual representa 9,7% do numero total de justificativas. De
certo modo, é compreensivel esta percepgdo, visto que esses alunos ficticios fizeram uso de
casos particulares em suas investigagdes. Em especial, no caso da Dani, ainda que sua
justificativa fosse contraditéria, ela se restringiu a um determinado triangulo isésceles.
Possivelmente em virtude disso, a justificativa de 34 licenciandos (43,6% da amostra) se
enquadra nesta categoria, a qual foi a que mais se destacou neste argumento. A resposta do
L22 corrobora esse fato: “5, ela apresentou em um caso particular de triangulos (isosceles) e
mostrou com clareza que a soma de seus angulos é 180°. Mas em nenhum momento ficou

“provado” que a soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo é 180°”.

Para 18 licenciandos (23,1% da amostra) a argumentacdo descrita por Ana se
enquadrava nesta categoria e era valida apenas para 0s cinco casos listados. A seguir

apresentamos na integra algumas destas justificativas:

“3, pois ela mostrou que para alguns casos é valido, mas ndo se pode afirmar que

sempre é valido.” (Justificativa do L47)
“5, a argumentag¢do so é valida para os casos listados.” (Justificativa do L78)

E para 16 participantes (20,5% da amostra), os argumentos apresentados por Bruno
validaram a afirmagdo somente para os casos listados, isto €, para os trés triangulos que foram
recortados. As respostas dos estudantes L34 e L69, respectivamente, confirmam isso: “3,
mesmo que esse feito possa ser observado em todos os triangulos que vocé recortou, ndo esta
provado para qualquer tridngulo genérico” e “I, um tridngulo escaleno qualquer ndo

confirma todos os outros”’.

Justificativas que afirmaram que a argumentacdo néo era valida ou ndo era convincente

Esta categoria faz mencdo aos licenciandos que afirmaram que o argumento em

questdo ndo validava o resultado geometrico, 0s quais na maioria das vezes ndo descreviam os

2 (13

motivos para isso e zeraram as notas (por exemplo, respostas como “nao prova”, “errado”,

9 6

“incorreto”, “ndo ¢ adequada”) e aos estudantes que julgaram que a argumentacgdo apresentada

ndo era convincente. Além disso, esta categoria representa 5,3% do ndmero total de
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justificativas e, dentre elas, se destacam aquelas que foram descritas pelos futuros professores
para os argumentos da Ana e do Edu.

Verificou-se que 17 participantes (21,8% da amostra) invalidaram ou ndo se
convenceram com a resposta descrita por Ana, alegando principalmente que varios exemplos
ndo eram suficientes para justificar uma afirmagdo, conforme dissertaram o0s sujeitos L52 e
L54, respectivamente, ap0s zerarem a nota: “Uma série de exemplos a respeito de uma

)

proposi¢do ndo prova, necessariamente, a mesma’ e “Isso ndo significa que a afirmag¢do

seja verdadeira para qualquer tridngulo. Isso ndo demonstra a afirmagdo”.

No caso da resposta do Edu, as justificativas de 12 licenciandos (15,4% da amostra) se
enquadraram nesta categoria. Dentre eles, houve quem afirmou que o argumento ndo era
convincente como, por exemplo, o L71, ao atribuir nota 4 e descrever o seguinte
questionamento: “ndo me convenceu. Quem me garante que os dngulos serdo 180°?”. J&
outros afirmaram que ndo era valido, seja por causa de algum motivo aparente, como vemos
na justificativa do L63, “ndo prova para quando o dngulo A e C ndo ¢ 0°”; ou ainda
simplesmente ndo descreveram 0s motivos, como podemos observar nos discursos dos
sujeitos L8, L39, L58, respectivamente: “ndo é suficiente”, “logica confusa” € “muito

vaga”.

Com relacdo aos outros argumentos dos alunos ficticios em que identificamos
justificativas que se enquadraram nesta categoria, observamos que: 4 participantes (5,1% da
amostra) invalidaram a resposta da Gabi, como o L49 que zerou a nota alegando que ela
simplesmente aplicou uma férmula e ndo provou nada; 2 estudantes afirmaram que a resposta
do Bruno néo provava a afirmagdo, como vemos no fragmento a seguir: “/...J] ndo concluiu
que realmente a soma dos dngulos internos é 180°"; um licenciando afirmou que a resposta da
Dani era inconvincente; e outro sujeito afirmou que o argumento do Igor nao era vélido,

apesar de exaltar a sua criatividade.

Justificativas que destacaram a impreciséo do metodo utilizado ou a auséncia do rigor

matematico

Esta categoria diz respeito aqueles que destacaram que o método utilizado era
impreciso (por exemplo, baseados em aproximac¢des ou meramente intuitivos) ou a auséncia

do rigor matematico (por exemplo, baseado em figuras ou escasso de argumentos algébricos),
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e representa 17,1% do numero total de justificativas, a segunda categoria com maior
frequéncia. Dentre elas, se destacam as justificativas apresentadas pelos licenciandos para os

argumentos da Gabi, do Edu, do Bruno e da Ana.

Com relagdo a resposta da Gabi, observou-se que as justificativas de 32 licenciandos
(41% da amostra) se enquadram nesta categoria, especialmente por ter assumido a férmula da
soma dos angulos internos de um poligono convexo como verdadeira, sem ao menos

demonstra-la. Os extratos a seguir corroboram isso:

“5, ela foi até inteligente ao testar a afirmag¢do por meio desta formula, porém ndo
passa de uma mera verificacdo, donde a justificativa acerca da maneira com que se chega a

essa afirmacdo, por meio de argumentos logicos, foi deixada de lado.” (Justificativa do L22)

“6.5, como chegou nesta formula? Infelizmente precisamos fundamentar nossas

ideias.” (Justificativa do L38)

“6, a aluna parece saber que uma prova ja estabelecida pode ser utilizada em
demonstracdes futuras. Contudo, o desconhecimento sobre os fundamentas da ferramenta

utilizada mostra a falta de rigor matematico.” (Justificativa do L44)

“3, donde saiu essa formula? Como vocé sabe que ela é realmente verdadeira?
Interessante olhar pelo lado de que o triangulo se aplica a esses poligonos, mas da proxima

ndo tome tudo como verdade ou explique um pouco da origem dessa formula.” (Justificativa

do L67)

“4, ndo houve argumentagdo logica, somente pegou uma equagdo e substituiu um

numero.” (Justificativa do L78)

Ja na resposta de Edu, 30 estudantes (38,5% da amostra) evidenciaram que a
imprecisdo do método ou a auséncia de fundamentagdo, principalmente por ele se basear na

intuicdo. As justificativas a seguir corroboram esse fato:

“6, embora Edu ndo tenha cometido equivoco em sua analise, ele lidara apenas com

aproximagoes e que ndo evidencia uma argumentacdo 100% confiavel.” (Justificativa do

L22)

“5, esta prova esta baseada muito no achismo, estabeleca afirmacoes e

demonstra¢oes mais concretas.” (Justificativa do L38)
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7, uma logica, mas ndo completamente fundamentado, por fim, incompleta.’

(Justificativa do L31)

“2, os argumentos apresentados sdo superficiais para justificar a sentenca

apresentada.” (Justificativa do L32)

“8, Edu usa um processo limite, mas também ndo generaliza o caso.” (Justificativa do

L41)

Com relacdo ao argumento de Bruno, verificou-se que 33,3% da amostra (26
participantes) alegaram que o método utilizado por ele era impreciso, conforme descreveu o
L22: “8, a ideia do Bruno foi inteligente, mas ndo é totalmente eficaz na pratica, uma vez que
pode haver pequenas imprecisoes no recorte que podem comprometer o teste.” Ou alegaram
a auséncia de rigor matematico, seja por utilizar apenas figuras, como afirmou o L15, pois
“apenas desenhando geometricamente fica dificil provar [...].”, seja por utilizar apenas
argumentos concretos, como dissertou 0 L57: “8, neste caso, o aluno comprovou
empiricamente para quaisquer tridngulos, mas mesmo assim, a demonstracdo matematica
deixou a desejar.” Inserida nesta categoria encontramos ainda a justificativa do L52 que
atribuiu nota 2, afirmando que Bruno se baseou em uma simples percepcdo visual. Ao
contrario do L20, que exaltou essa caracteristica (veja a pagina 108), o L52 ndo valoriza o
esquema de prova perceptiva, indicando que o processo avaliativo de dois futuros professores
pode ser bem divergente devido as suas concepcdes sobre a validade de um argumento.

Por fim, as justificativas de 21 estudantes (26,9% da amostra) para 0 argumento da
Ana foram classificadas nesta categoria, principalmente por ela se basear em calculos com o
auxilio do transferidor, conforme destacou o L5: “A ideia do transferidor é étima forma de
conferir a afirmacdo, mas poderia haver casos onde ele ndo consegue medir o0 &ngulo e entao
vocé ndo poderia provar que é verdadeiro”. Ja para 0 L72, Ana ndo provou realmente a
afirmacdo, pois utilizou um método baseado em estimativas. A seguir, apresentamos outras
trés justificativas interessantes, as quais estdo relacionadas as concepcdes destes licenciandos

sobre a nog¢ao de prova matematica:

“3, o fato de desenhar varios triangulos e medir cuidadosamente seus angulos ndo
serve com como argumento para a afirmagdo anterior, uma vez que existem infinitos

triangulos e se um deles ndo obedecer a afirmacao, ela serd falsa.” (Justificativa do L22)
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“6, a aluna mostra conhecimento sobre os diferentes tipos de triangulos e a intui¢do
de que esses podem possuir propriedades diferentes. Mas falta de conhecimento acerca das

bases de uma demonstracéo, que ndo pode ser dada em listagens.” (Justificativa do L44)

“6, ao pensar desta forma, Ana associa matemdtica a experimenta¢do, desta forma,
ndo desenvolve o minimo de abstracdo necessaria para um posterior desenvolvimento,

deixando apenas a intui¢do presente, ndo é ruim, mas ndo é uma explicagdo completa.’

(Justificativa do L70)

E importante destacar que esta categoria relacionada & auséncia de rigor matematico e
a imprecisdo do método foi a que mais se destacou nas respostas descritas por Ana, Edu e
Gabi, conforme se observa no quadro 7. Além disso, em todos os argumentos que nao
constituiam provas matematicas, mas forneciam insights sobre a veracidade da soma dos
angulos internos de um tridngulo ser 180°, no caso, as respostas da Ana, do Bruno e do Edu,

esta categoria teve presenca marcante em todas elas.

Com relacdo aos demais argumentos dos alunos ficticios em que esta categoria esteve
presente, verificados que: 6 licenciandos (7,7% da amostra) julgaram que a resposta do Fabio
era pouco fundamentada, pois se baseava em desenhos e/ou em meras aproximacdes, carecia
de argumentos algébricos e que ndo garantia a validade para qualquer tridangulo; 4 estudantes
(5,1% da amostra) destacaram que o método utilizado pela Dani era impreciso, ja que ao
desenhar um triangulo nem sempre sera possivel obter a medida do angulo b (que no caso era
igual a 65°); e um sujeito alegou a falta de rigor matematico na resposta proposta pelo Igor:
“7, boa intuicdo mas faltou justificar algumas premissas no meio do argumento”

(Justificativa do L51).

Justificativas que observaram a inconsisténcia logica dos argumentos

Ainda que esta categoria esteja relacionada com algumas das anteriores, optamos por
destaca-la, a fim de identificar se os licenciandos foram capazes de observar a inconsisténcia
I6gica presente nos argumentos propostos por Dani, Gabi e Igor. Contudo, conforme
descrevemos a seguir, pouquissimos estudantes conseguiram evidenciar tais contradi¢des,

tanto é que esta categoria representa apenas 4,4% do namero total de justificativas.

No caso da resposta da Dani, apenas 13 estudantes (16,7% da amostra) conseguiram

observar que os argumentos utilizados eram contraditorios, visto que ela utilizou a prépria
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tese para justificar a afirmacdo. A seguir apresentamos algumas das justificativas propostas

por esses licenciandos:

“0, a sua logica foi ciclica, ou seja, usou um argumento para justificar o mesmo. Isso

ndo prova nada. Vocé afirmou o que quis provar.” (Justificativa do L52)

“0, o aluno utilizou-se da afirmacdo para prova-la, o que € um absurdo. Além disso,

baseou-se em um caso especifico.” (Justificativa do L48)

“0, considerando um unico caso e assumindo aquilo que se quer provar, pode tornar
a compreensdo de qualquer topico da matematica complexo, isso releva deficiéncia no

raciocino logico. ” (Justificativa do L70)

Com relacdo a reposta da Gabi, apesar do alto indice relacionado a falta de rigor
matematico como vimos na categoria anterior, apenas trés estudantes (3,8% da amostra)
evidenciaram que a férmula assumida por ela é consequéncia direta da soma dos angulos
internos de um triangulo ser 180° a qual precisava ser justificada, conforme ilustra a
justificativa do L69: “2, ela ndo demonstrou, usou uma férmula que tem como parte da prova

o0 que se quer provar”.

E apenas 15 participantes (19,2% da amostra) foram capazes de interpretar a resposta
de Igor corretamente e apontar fundamentos inconsistentes como, por exemplo, o L53 ao
atribuir nota 3, justificando que o aluno “assumiu que a soma dos dngulos internos de
qualquer triangulo sdo iguais”. Além disso, dentre esses sujeitos, chamou a nossa atencao a
justificativa de alguns licenciandos, os quais apesar de terem destacado essa contradicdo
I6gica, atribuiram boas notas (entre 7 e 8) alegando que o raciocinio algébrico do lgor estava
correto. As respostas dos discentes L52 e L64, respectivamente, corroboram esse fato: “8, o
pensamento esta correto, no entanto vocé partiu do pressuposto de que x € um valor fixo em
todos os casos genéricos, sem provar.” € “7, ele fez manipulagoes corretas nas equagoes,

porém usa do préprio enunciado para demonstra-lo”.
Justificativas que alegaram que o raciocinio apresentado era confuso ou complexo
Esta categoria emergiu nos questionarios dos licenciandos apenas nos argumentos

descritos por Edu, Fabio, Helena e Igor, a qual representa 2,8% do numero total de

justificativas, o menor indice de frequéncia descrito no quadro 7.
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Apresentamos inicialmente as justificativas dos licenciandos para a resposta do Fabio,
a qual teve o maior percentual dentre estes quatro. Para 14 estudantes (17,9% da amostra), o
seu raciocinio era complicado e gerava duvidas, sobretudo se fosse abordado no Ensino
Basico, conforme afirma o L9: “8, porém é uma forma muito complexa para um aluno da
Educagdo Basica para absorver o que se estd afirmando”. Ou ainda como disserta o L40: “4,
raciocinio confuso, prolongado. Existe uma l6gica, porém poderia ser mais simples”.
Atrelado a esse fato, a resposta do Fabio foi a que teve o maior indice de licenciandos (23,1%
da amostra) que ndo apresentaram justificativas. Contudo, é importante destacar que esses
ndmeros ndo nos surpreenderam, pois durante as aplicacGes dos questionarios, esta resposta
foi a que mais gerou questionamentos por parte dos discentes. Acreditamos que pelo fato dela
ter sido traduzida do inglés e por ser um argumento pouco usual, a retérica pode ter ficado

enfadonha e/ou desconexa para os estudantes e isso refletiu na analise dos dados.

Os demais argumentos se enquadraram nesta categoria com frequéncias baixissimas: 3
licenciandos mencionaram que os argumentos utilizados pelo lgor ndo eram claros; 2
participantes afirmaram que o raciocinio do Edu era confuso ou complexo; e apenas um

estudante avaliou a reposta da Helena como complexa.

Justificativas que evidenciaram erros conceituais dos licenciandos

Durante a andlise dos questionarios respondidos pelos licenciandos, identificamos que
algumas justificativas apresentavam erros conceituais, relacionados a topicos de Geometria ou
a nogdo de prova matemética. Em virtude disso, optamos por criar esta categoria. E
importante destacar que apenas 3,1% do numero total de justificativas se enquadram neste
grupo. Curiosamente, os argumentos do Carlos e da Helena, os quais foram o0s mais
valorizados pelos estudantes, foram também neles em que identificamos os maiores indices de

justificativas com equivocos conceituais.

Na resposta do Carlos, por exemplo, 6 estudantes (7,7% da amostra) apresentaram
erros conceituais, especialmente relacionados a nocdo de prova matematica. Podemos
verificar isso na justificativa do L60 que atribuiu nota 7 alegando que esta reposta ndo
generaliza a prova. O L70 também atribuiu nota 7, apontando a necessidade de realizar uma
investigacdo empirica antes de uma demonstracdo. Ja o L10 ndo foi capaz de compreender a
generalidade do argumento para qualquer tridngulo, ao afirmar que Carlos “Uusou somente um

caso, ficando vago a resposta ”. Por fim, o0 L29 julgou que esta resposta ndo estava totalmente
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correta, pois “demonstra a veracidade da informagdo com a ajuda de uma reta auxiliar”.
Essa justificativa (e a que foi atribuida & resposta do Igor: “Me provou se utilizando de
triangulos auxiliares, e seus dngulos, e ndo com o tridngulo original da questdo.”) sugere
uma visao equivocada desse licenciando para a nocao de demonstracdo, na qual ndo se pode
fazer uso de elementos auxiliares. Além disso, ele ndo adotou os mesmos critérios no decorrer
da sua avaliacdo, ja que atribuiu nota 10 a resposta de Helena que também utilizou uma reta

suporte.

Com relacdo a resposta da Helena, nas justificativas de 8 licenciandos (10,2% da
amostra) emergiram erros conceituais. O L36, por exemplo, atribuiu nota 5 para a solucéo de
Helena, afirmando que ndo era possivel garantir a igualdade entre os angulos d = a e e = c,
0s quais eram alternos internos, enquanto o L8 concedeu nota 5, alegando que a resposta nao
era uma justificativa, apesar de ter valorizado o argumento de Carlos. Além dele, os
estudantes L60, L70 e L10 tornaram a cometer 0S mesmos equivocos conceituais
evidenciados na resposta de Carlos.

A seguir apresentamos os outros argumentos dos alunos ficticios em que identificamos

justificativas equivocadas por parte dos licenciandos, em ordem descrente de porcentagem.

Na resposta de 3 discentes (3,8% da amostra) para o argumento do Igor foi possivel
apurar algum erro conceitual como, por exemplo, o L46 que apresentou uma concepgao
equivocada da nogéo de prova, ao dissertar: “4, pois a prova poderia ser aplicada mesmo sem
a divisdo do triangulo, assim apenas assumindo a + b + ¢ = 180°”. Em sua visdo, 0
argumento poderia ter sido iniciado ja utilizando a tese. Ja o L70 mencionou que o raciocinio

do Igor era valido, contudo era pobre empiricamente.

Dentre os licenciandos que atribuiram justificativas ao argumento do Fabio,
identificamos que em 2 deles cometeram erros conceituais relacionados a nocgdo de
demonstracdo. Para o L15, Fabio deveria “provar numericamente” e segundo o L70, assim
como na resposta do lgor, ressaltou que “apesar da argumentagdo e prova ser vilida, ela é,
de certa forma, enfadonha e existe muita atencéo e abstracéo, além disso, empiricamente
falando, ela é pobre”. Note que ambos fazem mencdo a necessidade da prova conter

argumentos empiricos.

E com relacdo as justificativas atribuidas pelos licenciandos as argumentacdes de Ana,
de Dani e de Edu, identificou-se que apenas uma delas se enquadrou nesta categoria. O L15,

por exemplo, cometeu um erro conceitual geométrico, ao atribuir nota 1 a Ana, alegando que
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em um tridngulo encontramos “apenas dngulos agudos e um dangulo reto [...] ”. Ja 0 L4 zerou
a nota da Dani, ao afirmar que no “tridngulo isosceles todos os lados sdo iguais, ndo apenas
os da base”. E novamente o L15, que zerou a nota do Edu e apresentou a seguinte indagacéo
em sua justificativa: “sem valores numéricos, é possivel provar essa teoria?”’. Aparentemente
na concepcao desse licenciando, assim como na do L70 que descrevemos anteriormente, s6

seria possivel demonstrar um resultado por meio de argumentos empiricos.

Sem justificativas

Esta categoria se refere aos estudantes que ndo apresentaram justificativas, seja por
ndo saberem como validar um determinado argumento, seja por ndo compreenderem a
argumentacdo ou simplesmente ndo responderam. Em teoria, o numero total de justificativas
na questdo 2 (situacéo I) deveria ser de 702 (9 argumentos para cada um dos 78 licenciandos),
porém na prética, 10,1% desse numero estiveram em branco por um dos motivos citados
anteriormente. E importante destacar que todos os argumentos tiveram um percentual de

respostas em branco.

Conforme ja comentamos, a resposta do Fabio foi a que apresentou o maior indice,
com 23,1% da amostra (18 licenciandos). Posteriormente, aparecem os argumentos do Edu e
da Gabi, com uma frequéncia de 12 estudantes (15,4% da amostra) cada um. Em seguida,
12,8% da amostra (10 respondentes) ndo forneceram justificativas para a resposta do Igor.
Além disso, os argumentos da Ana, do Bruno, do Carlos, da Dani e da Helena tiveram

frequéncias menores ou iguais a 5 em relacdo a amostra.

Tendo concluido a descricdo das justificativas dos licenciandos por categorias,
apresentamos a seguir uma andlise estatistica das notas atribuidas pelos licenciandos na
situagdo | e concluimos esta subsecdo com uma reflexdo sobre as concepgdes de trés

estudantes com base na questéo 1.
Analise estatistica das notas atribuidas pelos licenciandos
A fim de expor algumas consideracdes sobre a situacdo I, apresentamos o quadro 8

que mostra o comportamento das notas dos estudantes para os nove argumentos em funcéo

das medidas de posicdo (média aritmética, mediana e moda) e dispersao (desvio-padrdo). As
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notas atribuidas pelos licenciandos ingressantes as respostas dos alunos ficticios se encontram
no Apéndice B.

Quadro 8 - Medidas de posicdo e dispersdo das notas atribuidas pelos licenciandos as

respostas dos alunos na situacao | (questdo 2).

MEDIDAS DE POSICAO ARGUMENTOS DOS ALUNOS
E DISPERSAO AlB|lc|DI|E|E| G| H I
Média aritmética 5772|9357 |57]79|66]|93]| 8
Mediana 6 | 8106 |6 |9 |7 |10]|09
Moda 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10
Desvio-padréo 3 1251531 (33|29| 3 |13]28

Fonte: Autoria propria.

Com base nas medidas estatisticas constantes no quadro 8, descrevemos alguns

comentarios sobre as notas atribuidas pelos licenciandos aos nove argumentos descritos na

situacéo I:

E possivel observar que os argumentos do Carlos e da Helena foram os
preferidos pelos licenciandos, visto que tiveram a maior média e mediana e
tiveram os menores indices de dispersdo, ou seja, foram as respostas que
receberem as notas mais regulares em relacdo a média aritmética. Além disso,
49 estudantes (62,8% da amostra) atribuiram nota méxima para ambos 0s
argumentos. Isto ratifica a preferéncia da amostra pelas respostas baseadas em
deducdes ldgicas e que se enquadram na definicdo de prova matematica
adotada nesta pesquisa. Note que a argumentacdo do Fabio teve a quarta
melhor média aritmética, praticamente com os mesmos indices atribuidos a
resposta do Igor;

Como vimos no quadro 7, a resposta do Igor teve o terceiro maior percentual
de licenciandos (57,7% da amostra) que valorizaram a sua argumentacao e,
consequentemente, isso explica porque deteve a terceira melhor média das
notas com 8,0. Este fato corrobora a nossa conjectura, ja que a maioria validou
0 argumento do Igor e atribui notas elevadas;

Dentre as trés respostas (Ana, Bruno e Edu) que ndo se enquadravam como
prova matematica, mas que em nossa concepcao forneciam insights sobre a
veracidade da afirmacdo, a argumentacdo do Bruno foi a preferida pelos
licenciandos, detendo a quinta melhor media aritmética com 7,2 e o terceiro

menor desvio-padrdo com 2,5. Acreditamos que os fatores relacionados a
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criatividade, & capacidade de visualizagdo, a acessibilidade para o
desenvolvimento com os alunos da Educacdo Bésica e, especialmente, a
investigacdo com os trés tipos de triangulos, influenciaram na preferéncia pelo
discurso do Bruno em relacdo aos da Ana e do Edu;

e Com relacdo as trés respostas (Dani, Gabi e Igor) que ndo validavam a
propriedade geométrica para nenhum triangulo, observamos no quadro 7 que
ndo houve um consenso entre os licenciandos, visto que para cada uma das
respostas predominou uma categoria diferente. Este fato foi reforcado pelas
medidas de dispersdo descritas no quadro 8, as quais foram proximas ou
superiores a 3 pontos;

e O argumento da Dani, juntamente com o da Ana e do Edu, foi 0 que teve a
menor média das notas atribuidas pelos licenciandos. Entretanto, com base no
quadro 7 isso se justifica especialmente porque 34 estudantes (43,6% da
amostra) alegaram que a argumentacdo da Dani era valida apenas para o
tridngulo isdsceles, ja que apenas 13 estudantes constataram uma contradicdo
em seu raciocinio;

e O argumento do Edu foi um dos que apresentaram a menor média e foi o que
recebeu as notas mais dispersas em relacdo a média aritmética, ja que 68% da
amostra atribuiram notas entre 2,4 e 9,0. Isso nos sugere que foi a
argumentacdo menos consensual entre os estudantes;

e Por fim, nos chama a atencdo que a moda das notas em todos 0s argumentos

foi 10, ainda que alguns deles apresentassem raciocinios bem diferentes.

Refletindo sobre as concepcdes de trés licenciandos com base na questao 1

Durante a analise a posteriori da situacdo I, verificamos que os Unicos participantes
gue atribuiram nota maxima para todas as respostas foram os licenciandos L11, L16 e L73
(veja o Apéndice B). E isso nos levou a seguinte pergunta: Se os nove diferentes argumentos
foram validados, quais seriam entdo as concepgfes de argumentacao, prova e demonstracdo
desses licenciandos? Na tentativa de respondé-Ila, recorremos as respostas fornecidas por esses
licenciandos na questéo 1.

Na visdo do L11 a argumentacdo consiste em utilizar fundamentos matematicos para

discutir uma determinada situacdo; a demonstracdo também consiste em utilizar
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fundamentos matematicos para mostrar a eficacia de uma prova; e a prova € comprovar e ter

como correto um termo matematico.

Ja 0 L16 ndo apresentou nenhuma definicdo para essas nomenclaturas, o que ele fez
foi comentar sobre a importancia de cada uma delas. Em sua visdo a argumentacao €
importante para saber a utilidade e a aplicabilidade de certo contetdo; uma demonstragao

serve para saber sua origem; e a prova deve que ser utilizada como ferramenta de sondagem.

Por fim, o L73 diz que a argumentacdo fornece os parametros utilizados na
construcdo de uma ideia; uma demonstracdo remete a figuras e raciocinios que levam a

prova; e a prova € mostrar algebricamente a tese a partir da hipotese.

Observe que para nenhum dos trés estudantes estd clara a necessidade da
demonstracdo ou da prova apresentar um raciocinio logico dedutivo. O L73 foi o que mais se
aproximou disso, ao conceituar que a tese tem como premissa a hipdtese. Entretanto, ele
concebe a demonstracdo como uma etapa antecedente a prova. J& as definicdes do L16
sugerem que 0 mesmo nédo tem clareza sobre esses termos, ao limitar a nogéo de prova a uma
simples verificacdo. E as defini¢cbes propostas pelo L11 foram similares, pois todas seriam

baseadas em fundamentos matematicos.

Deste modo, inferimos que estes trés licenciandos, ndo possuem clareza sobre o que
constitui uma demonstracdo ou prova matematica. Por consequéncia, qualquer argumentacédo
que lhes fosse apresentada possivelmente seria valida, ainda que fosse contraditéria, como de

fato ocorreu na situagéo I.

4.2.2.2 Anédlise das producdes dos licenciandos nas situacdes 11 e 111

Elaboramos as situacdes Il e Il para verificar qual ou quais eram 0s argumentos
preferidos dos licenciandos para validar que a soma dos angulos internos de um triangulo é
180° durante uma aula na Educacdo Bésica e num possivel teste de Geometria Euclidiana no
Ensino Superior. Deste modo, poderiamos observar se as concepgdes dos licenciandos sobre

argumentos validos se altera de acordo com o nivel de escolaridade.

Como os envolvidos poderiam escolher mais de um argumento na situagéo II, a
frequéncia total superou o numero de participantes. E apesar da orientagdo para escolher

apenas um argumento na situacéo I11, observou-se que muitos também indicaram mais de uma
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resposta. O quadro 9 descreve a frequéncia das escolhas feitas pelos licenciandos em ambas as
situacoes:
Quadro 9 - Distribuicdo das escolhas dos licenciandos com relagdo ao(s) argumentos(s)

preferido(s) para ser(em) utilizado(s) no Ensino Basico e no Superior.
Argumento(s) escolhido(s) ARGUMENTOS DOS ALUNOS

para utilizar no: A B C D E F G H |

Ensino Basico (Situagzo I1) 15128 | 33| 9 | 14] 6 | 10|44 11

Ensino Superior (Situagdo 1) | 2 | 2 [ 21| 4 | 3 | 3 | 2 |31 13
Fonte: Autoria prépria.

E possivel verificar no quadro 9 que nossa hipGtese se confirmou parcialmente, pois
haviamos conjecturado que os licenciandos tenderiam a escolher os argumentos baseados em
deducdes ldgicas, no caso, de Carlos e da Helena. Em geral, a justificativa para tal escolha era
porque eles descreveram “os pensamentos mais fdceis de compreender” (Justificativa do L4).
Isso nos mostra que as motivagOes dos participantes eram mais baseadas na compreensdo do
argumento do que no nivel de escolaridade que hipoteticamente seria desenvolvido. Além
disso, ratificamos a conjectura de que a resposta de Helena seria a preferida, tanto num teste
de Geometria Euclidiana quanto para lecionar na Educacdo Basica, por ser mais familiar aos

participantes.

Entretanto, como ressaltamos no paragrafo anterior, a nossa hipotese foi confirmada
parcialmente, pois a argumentacdo do Fabio que também era baseada no raciocinio dedutivo
teve pouquissima adesdo, sendo o menos preferido para ser ensinado na Educacdo Basica.
Como vimos no quadro 7, apesar de 38 estudantes (48,7% da amostra) terem validado essa
argumentacao, 32 participantes (41% da amostra) ndo apresentaram justificativas na situagao |
ou alegaram que o raciocinio do Fabio era complexo e gerava davidas. Acreditamos que esse
ultimo dado interferiu no voto dos respondentes, pois uma vez que eles ndo tenham

compreendido muito bem o argumento apresentado, dificilmente o escolheriam.

Além destas primeiras impressoes, durante a analise da situacdo Il encontramos alguns

dados interessantes, os quais descrevemos a seguir:

e Para 0 ensino na Educacdo Bésica, uma resposta muito comum foi eleger o
raciocinio de Bruno, o terceiro mais votado, para adquirir intuicdo com o uso
de recortes e, posteriormente, utilizar os argumentos de Carlos ou de Helena
para formalizar e demonstrar de fato que a soma dos angulos internos de um

tridngulo é 180°, como sugere o seguinte fragmento, extraido do questionario
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do L74: “[...] [Bruno] para mostrar uma forma mais simples de ver o
problema, fazendo os alunos se aproximar do problema de uma maneira
pratica e o segundo [Helena] usando afirmacbes matematicas verdadeiras
para demonstrar que ¢ valido para qualquer triangulo.”;

Verificou-se que alguns licenciandos, mesmo sendo ingressantes no curso, ja
possuem a preocupacao de que seus futuros alunos realmente compreendam os
conceitos. Isso ficou claro nas respostas dos participantes que escolheram
varios tipos de argumentos, alegando que desta forma “ja daria para abranger
as diferentes formas para todos entenderem” (Justificativa do L27). O L67,
por exemplo, dissertou: “Utilizaria primeiramente na introdugdo rapida e
intuitiva a Ana e o Edu, depois faria o experimento do Fabio e se a sala
estivesse muito avancada utilizaria a do Carlos e da Helena. Para casa
pediria o teste de recorte do Bruno. Utilizaria esses por causa dos tipos de
alunos que existem e que ndo gostam da matéria tentarem ver com a intuicao,
sO depois partiria para a formalidade e por Gltimo deixaria eles fazerem com
as proprias maos.”,

Na andlise a priori da questdo 1, afirmamos que ela ajudaria a compreender
melhor como os licenciandos concebem os termos argumentacdo, prova e
demonstracdo ao longo do questionario. No caso, ela foi importante para
interpretarmos a resposta do L33, que descreveu: “Sim. Os argumentos do
Bruno, da Dani e do Edu para demonstrar que a afirmacéo € verdadeira. E as
respostas do Carlos e da Helena para provar que a afirmacdo é verdadeira”.
E evidente que ele concebe esses termos de formas distintas e suas respostas na
questdo 1 corroboram com isso. Segundo o L33, a demonstragéo remete a “um
exemplo especifico”, como 0s raciocinios de Bruno, Dani e Edu, ja a prova se
refere a “qualquer exemplo do objeto de estudo”, como 0s argumentos de
Carlos e Helena;

Foi possivel observar também alguns erros conceituais relacionados a nogéo de
prova matematica, segundo a definicdo adotada nesta pesquisa. O L15, por
exemplo, escolheu a explicagdo da Helena e da Dani, a qual seria valida para
“provar numericamente”’. J 0 L42 optou pelo argumento da Gabi, pois 0 uso
da formula S, = (n —2)x180° seria a forma mais facil e didatica para
justificar a propriedade geométrica na Educacdo Basica. Porém ele ndo foi

capaz de observar que essa argumentacao é ciclica. Por fim, o L31, apds dizer
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que utilizaria primeiramente as demonstra¢des do Bruno, do Carlos, da Helena
e do Igor, afirmou que “por fim [utilizaria] o0 da Ana para provar que esta
correto”. Ou seja, para ele as demonstracdes anteriores ndo foram suficientes
para assegurar a veracidade da afirmacéo;

Além dos dados descritos no quadro 9, 5 estudantes ndo souberam responder
ou responderam incorretamente e um participante afirmou que nao escolheria
nenhum dos nove argumentos, pois ndo os considerava adequados em termos
de linguagem e clareza para serem ensinados na Educacdo Basica. Tanto é que

esse licenciando ndo atribuiu nenhuma nota maxima na situacéo I.

E durante a andlise da situacdo |1l também encontramos outros dados interessantes, 0s

quais apresentamos a seguir:

Como observamos no quadro 9, as argumentacdes de Carlos e de Helena foram
disparadamente a preferéncia dos estudantes no @mbito académico. Entretanto,
apesar da resposta de Igor ter recebido praticamente a mesma quantidade de
votos nas situacBes Il e I, é possivel constatar que no Ensino Superior o seu
argumento ocupou o terceiro lugar com folga, visto que o quarto recebeu
apenas 4 votos. Acreditamos que isso se deve ao fato de Igor ter utilizado uma
retorica excessivamente algébrica, ainda que a logica seja inconsistente. Os
estudantes L2 e L68 destacaram isso, respectivamente: “Utilizaria 0 método de
Igor por ser um modo mais facil de compreensdo e de grau algébrica” e “Igor
apresenta um argumento mais algébrico, sem nenhum valor para a soma,
chegando no valor”. Ja o L45 afirmou que na Educacdo Basica as
manipulagdes algébricas poderiam causar aversdo nos alunos, mas foi a
escolhida num possivel teste de Geometria Euclidiana. Quanto ao L70, ele
declarou que utilizaria o argumento de Carlos, Helena ou de Igor, pois todos
“sdo formalmente corretos”. Além desses estudantes, o L50 tambem optou
pela resposta do Igor, “pois existe um rigor matemdtico maior na
demonstracéo dele, onde ele define cada angulo e generaliza o seu valor /...] .
Na situacdo Ill também foi possivel observar algumas noc¢des equivocadas
sobre prova matemaética, como o L46 ao afirmar que “utilizaria o [argumento]
de Gabi, pois seria mais adequado para o nivel superior”, ou ainda como o L6
que “usaria algo como a resposta da Dani, pois parece ser o meio mais

simples de provar”. Ja 0 L29 utilizaria o argumento de Helena para demonstrar
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a afirmacdo, mas mencionou também o uso da resposta de Ana para provar por
exemplos. Tanto é que foram os Unicos argumentos para 0s quais o estudante
atribuiu nota 10 na situacdo I. Além disso, ele ndo concebe os termos prova e
demonstracdo como sindnimos, conforme averiguamos na sua resposta descrita
na questao 1;

e Além dos dados descritos no quadro 9, 16 estudantes ndo dissertaram ou
responderam incorretamente e 4 participantes afirmaram que néo escolheriam
nenhum dos argumentos apresentados, por ndao serem formais o suficiente
como, por exemplo, o L78 que justificou: “Nao pelo fato de estarem errados,
mas pelo fato de ndo estarem com o formalismo necessario em uma
demonstragdo”. J& 0 L60 afirmou que “nenhum dos argumentos serve para o

dmbito geral”, tanto € que ndo atribuiu nenhuma nota maxima.

4.3 ANALISE DA QUESTAO 3

4.3.1 Andlise a priori da questéo 3

Como vimos no capitulo 1, uma demonstracdo pode assumir diferentes papéis
dependendo do contexto em que esta inserida. Nesta questdo, o objetivo era identificar como
os licenciandos relacionam o nivel de escolaridade (Educacdo Basica e/ou Ensino Superior)
com as funcdes da prova no ambito da Matematica. Deste modo, solicitamos aos ingressantes
que assinalassem com um “X” no quadro 10, qual seria 0 contexto (apenas na Matematica
académica, apenas na Matematica escolar, em ambas, em nenhuma) em que cada uma das
sequintes fungdes da prova poderia ser utilizada. No caso do estudante ndo saber o que
responder, ele poderia assinalar ainda a op¢ao “Nao Sei” (NS).

Quadro 10 - Extrato da questdo 3 do questionario aplicado aos licenciandos.
(continua)
Funcdes da prova Apenas na Apenas na Em Em NS

matematica | matemética | ambas | nenhuma
académica escolar

Validar uma afirmacéo

Explicar as razdes de uma afirmacdo
ser verdadeira

Sistematizar os varios resultados em
um sistema dedutivo de axiomas,
defini¢des, proposicdes e teoremas
Descobrir/inventar novos resultados
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Quadro 10 — Extrato da questdo 3 do questionario aplicado aos licenciandos.
(continuacéo)

Transmitir o conhecimento matematico
Satisfagdo pessoal

Produzir um algoritmo

Produzir um algoritmo

P6r fim a um processo de busca
[lustrar o significado de uma definicdo

Ajudar a lembrar de resultados
importantes

Desenvolver o pensamento l6gico
Outra(s):

Fonte: Autoria prépria.

Observe que optamos por apresentar uma lista das principais funcbes da prova e
solicitar que os licenciandos julgassem a opc¢do mais adequada, a fim de identificar possiveis
relacbes com o nivel de escolaridade. Nesse sentido, por se tratar de uma questdo
parcialmente fechada e, por consequéncia, direcionar as respostas dos participantes, talvez
ndo seja possivel, apenas com ela, afirmar categoricamente qual o principal papel da
demonstracdo no ambito da Matematica académica ou escolar, segundo as concep¢fes dos

estudantes.

Em contrapartida, com objetivos e metodologias distintas, Knuth (2002a, 2002b) foi
capaz de dissertar com propriedade quais eram as funcdes os professores consideraram mais
importantes na Matematica e na escola secundaria, visto que as respostas emergiram de
questdes abertas durante as entrevistas semiestruturadas, tais como: “Qual o propdsito de
prova na Matematica?” e “Por que ensinar provas na Matemética da escola secundaria?”.
Com relagdo as concepgdes dos professores sobre o papel da prova na Matematica, Knuth
(20023, p. 386) identificou que, para todos os 16 educadores, o principal papel era estabelecer
a verdade de uma afirmacdo (meio de validacdo). Houve tambéem outras fungdes vinculadas a
demonstracdo (com suas respectivas frequéncias), tais como: meio de comunicacao (12), de

descoberta ou sistematizacdo dos resultados (8) e de explicacéo (3).

J& com relacdo as concepcBes dos professores sobre o papel da demonstragdo no
contexto da Matematica escolar, a maioria deles (13 entre 17) apontou o desenvolvimento do
raciocinio l6gico como sendo a principal funcdo, de acordo com Knuth (2002b). Dez docentes
consideraram a prova como uma construcdo social, ou seja, como um meio se comunicar
matematicamente, e nesse sentido, é a prépria comunidade escolar que determina quais 0s

argumentos sdo aceitos ou ndo. Note que essa interpretacdo remete a definicdo de Balacheff
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(1987), a qual adotamos nesta pesquisa. Além disso, 7 professores assinalaram a fungéo
explicativa; 4 indicaram que o papel era exibir o raciocinio dos alunos, com o intuito de
avaliar o nivel de compreensao deles; e outros 4 enxergaram a prova como uma oportunidade
dos alunos criar/descobrir resultados matematicos, a fim de permitir que eles “[...] se tornem
produtores de conhecimentos, em vez de consumidos do conhecimento de outros.” (KNUTH,

2002b, p. 81, traducdo nossa).

Para concluir a andlise a priori desta questdo, apresentamos algumas ponderacdes
sobre os itens descritos no quadro 10, a luz de uma sec¢do proposta em Knuth (2002b), em que

0 autor problematiza a prova no &mbito do ensino secundario.

Inicialmente o pesquisador apresenta varias funcdes (verificacdo, explicacdo,
comunicagdo, descoberta e sistematizacdo) que a demonstragdo desempenha na Matematica.
Com base nisso, ele afirma que apesar de terem sido propostas no ambito da ciéncia, elas

também podem ser abordadas com vista ao ensino secundario.

Por exemplo, Knuth (2002b, p. 65) afirma que na Matematica escolar a prova tem
assumido essencialmente o papel de verificar resultados previamente conhecidos, atitude essa
gue pode ser uma das causas da desmotivacdo por parte dos alunos em elaborar justificativas.
Entretanto, ele destaca que com a utilizacdo de softwares de GD em algumas praticas, a
finalidade de descobrir novos resultados vem ganhando espaco nas aulas de Geometria. Outro
exemplo extraido do artigo é que o educador pressupde que a maioria dos alunos concebe 0s
resultados da Matematica escolar como independentes uns dos outros. Em vista disso, ele
propde que durante o ensino de Geometria sejam dadas oportunidades para os estudantes

refletirem sobre a organizacédo do sistema dedutivo.

Outra funcdo que podemos transpor para a Matematica escolar é a de ilustrar o

significado de uma defini¢cdo. Por exemplo, o conjunto dos numeros racionais € definido

como sendo a reunido de todos os nimeros da forma %, emque a,b € Ze b # 0. Para ilustrar

a impossibilidade da divisdo por zero, podemos supor a sua validade e mostrar para aos
alunos que obteriamos contradi¢des. Acredita-se que esse tipo de discussdo fornece aos
estudantes uma visdo de que a Matematica é uma ciéncia logicamente estruturada. Além
disso, no capitulo 1, descrevemos outros exemplos no contexto do Ensino Basico para ajudar
a lembrar de resultados importantes, por fim a um processo de busca e produzir um algoritmo

(veja as paginas 42 e 43).
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Com relacdo as demais funcGes que foram listadas no quadro 10, acreditamos que seja
notoria a sua utilidade na Matemaética escolar, conforme problematizamos na secéo 1.2, a luz
de De Villiers (1990, 1999). Logo, em nossa concepcdo, todas elas podem ser utilizadas em
ambos os contextos, tanto na Matematica académica como na escolar. Evidentemente, cada
contexto possui papéis que se sobressaem como, por exemplo, na Educacao Basica, em que 0s
principais sdo referentes a explicagdo (HANNA, 1990) e ao desenvolvimento do raciocinio
I6gico (KNUTH, 2002b). Todavia, é importante ressaltar que essa classificacdo foi norteada

pelas nossas concepcdes e por isso ndo devem ser vistas como a “resposta correta”.

4.3.2 Anélise a posteriori da questao 3

Nesta questdo o objetivo era identificar como os licenciandos relacionavam os papéis
da prova no ambito da Matematica académica e/ou escolar. Apds a analise dos questionarios,
apresentamos no quadro 11, a distribuicio das escolhas feitas por eles para cada funcgdo. E
importante destacar que, alguns discentes escolheram mais de uma op¢do num mesmo item,

por isso, suas respostas foram invalidadas e que as maiores frequéncias se encontram em azul.

Quadro 11 - Distribuicdo das respostas dos licenciandos com relacdo aos niveis de escolaridade
sobre algumas funcées da prova matematica®.

Funcoes da Apena§ na Apena§ na Em Em Em branco
matematica | matematica NS o Total
prova A ambas | nenhuma ou invalida
académica escolar
Validacédo 10 2 63 0 1 2 78
Explicacéo 9 1 66 0 0 2 78
Sistematizacéo 56 1 16 1 4 0 78
Descoberta 36 1 22 12 6 1 78
Comunicacao 3 4 69 0 0 2 78
Satisfagdo 7 1 47 17 4 2 78
pessoal
Produzir um 36 1 21 8 |11 1 78
algoritmo
PO fim a um 19 6 22 20 10 1 78
processo de busca
Hlustrar uma 11 8 54 2 0 3 78
definicéo
Ajudar a lembrar
de resultados S 9 2 4 S 2 8
Desenvolver o 6 4 67 0 0 1 78
raciocinio

Fonte: Autoria propria.

% Por uma questéo estética, neste quadro optamos por abreviar as fungdes da prova. Para consultar o original
apresentado no questionario dos licenciandos veja o quadro 10.
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Com base no quadro 11, observamos que nas concepgdes dos licenciandos, a maioria
das funcbes da prova pode ser utilizada tanto na Matemética académica como na escolar, em
consonancia com as concepc¢des de Knuth (2002b), com as quais concordamos. Podemos
inferir isso, uma vez que os papéis de validacdo, explicacdo, comunicacao, satisfacdo pessoal,
ilustrar o significado de uma definigdo, ajudar a lembrar de resultados importantes e

desenvolver o pensamento l6gico atingiram frequéncias acima de 60% da amostra.

Contudo, apesar da fungdo “pdr fim a um processo de busca” ter apresentado a maior
frequéncia relacionada a ambos os niveis de escolaridade, note que isso ndo foi um consenso
entre os estudantes, visto que 20 afirmaram que ndo se aplica a nenhum dos contextos, 19
assinalaram o contexto da Matematica académica e 10 ndo souberam responder. Neste
sentido, a maioria dos participantes ndo se lembrou de certos contetdos, tais como equacdes e
inequagdes, em que muitas das vezes é necessario restringir o conjunto universo para

determinar ou garantir a inexisténcia de solucdes (veja o exemplo da pagina 42).

Os Unicos papéis que apresentaram um predominio em um Unico contexto, no caso da
Matemética académica, foram: a prova como meio de sistematiza¢do, de produzir um
algoritmo e de descoberta. Acreditamos que tais respostas podem ser consideradas como

adequadas, visto que essas funcdes sdo, de fato, mais evidentes no ambito universitario.

O papel de sistematizar os varios resultados em um sistema dedutivo (de axiomas,
definigdes, proposi¢des e teoremas), por exemplo, estd mais distante da Matemaética abordada
na Educacdo Basica, uma vez que atualmente o ensino de Geometria nas escolas ndo sugere
uma abordagem axiomatica. Contudo, apesar de ndo defendermos uma abordagem euclidiana
nas aulas de Geometria, € importante que o professor problematize com seus alunos a
estruturacdo do sistema dedutivo, conforme dissertamos na andlise a priori, pois, muitos
estudantes, concebem os resultados matematicos como independentes uns dos outros, como,

por exemplo, o conceito de semelhanca e o Teorema de Tales.

Com relacdo ao papel de produzir um algoritmo, o proprio Van Asch (1993) que
incluiu essa fungdo em sua lista, apresenta como exemplo a demonstracdo do teorema que €
conhecido como “Algoritmo de Euclides”, usualmente estudado no inicio da graduacdo em
Matematica. Porém, esse algoritmo € o mesmo que utilizamos ao dividir dois numeros pelo
método da chave. Evidentemente, ndo estamos defendendo que se demonstre esse resultado
nos anos iniciais, quando a crianga tem 0s primeiros contatos com o conceito de divisdo. No

entanto, a estrutura curricular do Ensino Médio prevé o ensino de polindmios, o qual necessita
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do método da divisdo por chave. Consequentemente, acreditamos que se o professor souber
argumentar a funcionalidade do algoritmo de Euclides, isso favorecera a compreensdo da
divisdo polinomial por parte dos estudantes, pois ndo se limitardo a ritos procedimentais,
como usualmente é observado. Além disso, note no quadro 11 que esta foi a fungdo com o

maior indice de estudantes que ndo souberam responder.

Assim como as duas funcbes anteriores, a de descobrir/inventar novos resultados
também tende a ser mais notavel no ambito académico, uma vez que se idealiza que na
Universidade residem os produtores de conhecimento e nas escolas estdo apenas 0s que
reproduzem. Contudo, é importante que os futuros professores concebam essa fungdo também
na Matematica escolar, pois, mais interessante do que apresentar um resultado ao aluno, é
deixa-lo descobrir por si mesmo. Como ja descrevemos anteriormente, uma possibilidade é a
utilizacdo de ambientes de GD como, por exemplo, o Teorema de Varignon (veja a pagina
50), em que a partir da exploracdo da figura no software, o estudante podera elaborar suas

proprias conjecturas e obter conclusdes, visando a descoberta de “novos” resultados.

E importante destacar que na opgio “Outras” descrita na questdo 3, identificamos trés
“novos” papéis sugeridos por trés licenciandos: fazer com que ndo tome apenas como
verdade, formalidade matematica e maior entendimento da matéria. Entretanto, acreditamos
que eles tém correlacdo, respectivamente, com as seguintes funcdes da prova listadas nesta

mesma questdo: validacdo, sistematizacdo e explicacao.

Deste modo, com base nos indices apresentados nas duas primeiras colunas do quadro
11, podemos inferir que, de modo geral, se uma dada funcéo € considerada Util no contexto da
Matematica escolar, ela também se aplica ao ambito universitario, uma vez que, ao somar as
frequéncias das opgdes “apenas na matematica académica” e “em ambas”, o percentual ¢
maior do que 50% em todos os papéis da prova. Por outro lado, ndo é possivel afirmar a

reciproca.

4.4 ANALISE DA QUESTAO 4

4.4.1 Anédlise a priori da questéo 4
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A presente questdo foi inspirada na tarefa 14 sobre as fun¢Ges da demonstragéo
proposta na tese de Ordem (2015, p. 338) e elaborada com base na literatura. Numa escala®
de 1 (Discordo Totalmente — DT) a 5 (Concordo Totalmente — CT), os licenciandos deveriam
avaliar qual o grau de concordancia com cada uma das afirmacfes expressas no quadro 12.

No caso de ndo saber o que responder, o estudante poderia assinalar a opg¢ao “Nao Sei” (NS).

Quadro 12 - Extrato da quest&o 4 do questionario aplicado aos licenciandos®.
112 |[3]4]5]|NS

a. Para provar que uma afirmacgdo é falsa, basta exibir um
contraexemplo.

b. E possivel provar uma propriedade matematica por meio
de ambientes de geometria dindmica como 0 GeoGebra.

c. Para demonstrar que um resultado € verdadeiro, podemos
utilizar como argumentos a explicagdo do professor ou a
exibi¢cdo num livro.

d. A verificagdo empirica de uma conjectura por meio de
muitos exemplos constitui uma prova matematica.

e. Ao provar que um enunciado geral é verdadeiro, segue
que todos 0s casos especificos também sdo validos.

f. SO constitui uma prova matematica quando se utiliza o
processo logico dedutivo baseado em um sistema
axiomatico (axiomas, definigdes, proposi¢des e teoremas).

g. E possivel utilizar apenas um desenho para provar um
resultado matematico.

h. Apds mostrar que uma hipdtese é verdadeira, é preciso
verificar com alguns exemplos para ter certeza.

i. Apesar de ndo serem considerados argumentos validos em
uma demonstracdo, utilizar figuras e buscar exemplos
auxilia na investigacdo e fornece ideias para executa-la.

j. Ao provar uma sentenca matematica ndo € necessario
verificar exemplos particulares.

k. Na Educacdo Basica, os professores devem priorizar as
provas que explicam em relacdo as provas que apenas
confirmam o resultado.

Fonte: Autoria propria.

Harel e Sowder (1998) chamam a atencdo para a probleméatica da prova por
exemplo(s), na qual os estudantes tendem a validar suas conjecturas por meio de verificagoes
empiricas, sendo que, muitas das vezes, utilizam apenas um simples exemplo. Isso também
foi constatado nas pesquisas de Aguilar Junior (2012) e Caldato, Utsumi e Nasser (2017), em
que se verificam a predominancia do empirismo ingénuo nas justificativas dos discentes. Em
virtude disso, durante os episodios do teaching experiments, na tentativa de mostrar aos

estudantes a limitacdo de métodos indutivos, Harel e Sowder observaram uma confuséo entre

81 Apesar de néo explicitarmos no enunciado da questdo, para a anélise dos questionarios respondidos adotamos
os demais valores desta escala como sendo: 2 (Discordo), 3 (Indiferente) e 4 (Concordo).

62 A identificagdo das afirmacdes por itens é apenas para facilitar a analise, uma vez que ndo constava no
questionario aplicado com os licenciandos.
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a possibilidade da prova por contraexemplo com a impossibilidade da prova por exemplo(s).
Por esta razéo, eles afirmam que os alunos raramente utilizam provas por contraexemplo, por
ndo se sentirem convencidos da sua validade. O texto expde ainda que 0 mesmo ocorre com
provas por contradicdo. Apesar dessa problematica, os autores ressaltam que a verificacdo
empirica pode ajudar a gerar ideias de prova ou fornecer insights sobre a validade de uma

conjectura.

Deste modo, a questdo 4 tem por objetivo investigar o grau de concordancia sobre
algumas afirmacGes relacionadas a prova matematica, tais como: o lugar de argumentos
baseados em exemplos e contraexemplos; o papel de representagdes e ambientes dindmicos na
busca de validar uma conjectura; a aceitacdo de argumentos de autoridade baseados na
explicacdo do professor ou na exibicdo de um livro; a problematica entre provas que explicam

e provas que provam.

A seguir, apresentamos alguns comentarios relativos as afirmacdes descritas nos
questionarios dos licenciandos, mencionando qual seria o grau de concordancia mais coerente

para cada sentenca, segundo a nossa opinido:

a. Em sua pesquisa, Harel e Sowder (1998, p. 253) observaram que quando o
estudante encontra um contraexemplo para uma dada afirmacdo, em sua
concepcdo, ela ainda continua sendo valida, pois consiste em apenas uma
excecdo. Entretanto, ao exibir um contraexemplo para qualquer sentenca
matematica, ja é suficiente para garantirmos que ela é falsa. Portanto,
concordamos totalmente e o grau adequado é (5);

b. Em consonancia com Hanna (2000) e segundo as nossas concepcoes, a
experimentacdo de uma propriedade em ambientes dindmicos como o0
GeoGebra, ndo substitui a necessidade de demonstra-la. Por isso, julgamos que
0 grau adequado é (1). Segundo Garnica (2002, p. 95), a utilizacdo da
informéatica para desenvolver provas € uma questdo altamente polémica.
Contudo, acreditamos que tais ferramentas podem ser Uteis no processo de
investigacao, auxiliando o estudante a elaborar uma demonstragéo;

c. Quando uma sentenca é ratificada pelo uso de argumento de autoridade, seja
pela explicacdo do professor ou exibicdo num livro, fazemos mencdo ao
esquema de prova autoritario segundo Harel e Sowder (1998). Entretanto,

segundo as definicbes adotadas nesta pesquisa, esse tipo de argumento néo
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consiste numa demonstragdo. Logo, discordamos totalmente, atribuindo grau
1)

O raciocinio empirico pode até ser qualificado como provas pragmaticas de
acordo com Balacheff (1988). Entretanto, como o proprio autor faz mencéo, s6
sdo assim denominadas, pois séo reconhecidas como tais pelos alunos, e ndo
por consistir efetivamente numa prova matematica segundo a definicéo

adotada na subsecdo 1.1.3. Portanto, exceto os contraexemplos, ndo existem

verificacbes empiricas passiveis de validar uma conjectura matematica. Por
esta razéo, discordamos totalmente e atribuimos grau (1);

Uma vez que o enunciado estd demonstrado para o caso geral, segue
imediatamente que todos o0s casos especificos sdo validos. Por exemplo, se
provarmos que certa propriedade é valida para todos os quadrilateros, segue
diretamente que também é valida para todos os quadrados, sem a necessidade
de construir uma nova demonstracdo. Portanto, concordamos totalmente e o
grau adequado é (5);

Segundo a definicdo de Balacheff (1987) adotada nesta pesquisa, uma prova
matematica (ou demonstracdo) é uma sequéncia de enunciados seguindo
determinadas regras: um enunciado pode ser assumido como verdadeiro
(chamado de axioma) ou é deduzido daqueles que o precedem. Deste modo, se
torna possivel sistematizar varios resultados num sistema axiomatico (axiomas,
definigdes, proposices e teoremas) baseado em deducbes ldgicas. Contudo,
consideramos que o termo “s6” seja muito restritivo, pois, ndo se enquadram
nesta definicdo as provas por absurdo ou por contraexemplos. Por esta razéo,
consideramos que o grau adequado é (3);

Com base na subsecdo 1.1.5, discordamos que apenas com um desenho seja
possivel provar um resultado matematico, devido a imprecisédo ou aos limites
de generalizagdo. Portanto, em nossa concepcdo 0 grau adequado é (1).
Contudo, nesta pesquisa, admitimos a possibilidade de uma representacdo
visual ser aceita na validacdo de uma conjectura, desde que satisfaca as trés
caracteristicas essenciais do esquema de prova transformacional (generalidade,
pensamento operacional e deducdo logica). Em Nelsen (1993) é possivel
encontrar varias representacdes que remetem a um raciocinio légico dedutivo
como, por exemplo, a prova explicativa e visual para a soma dos n primeiros

nameros impares ilustrada na figura 1;
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h. Ao verificar que uma conjectura ou uma hipétese é vélida por meio de uma
demonstracdo, devido ao seu carater genérico, é dispensavel qualquer tipo de
verificacdo empirica. Portanto, discordamos totalmente e o grau adequado é
@

i. Embora o raciocinio empirico e 0 uso de quaisquer figuras ndo caracterizem
argumentos suficientes para validar uma sentenca matematica, certamente
utiliza-los durante o processo de prova auxilia na investigacao, fornece insights
sobre a veracidade e pode até proporcionar ideias para construir uma
demonstracdo. Portanto, concordamos totalmente e atribuimos grau (5);

J. A formulagéo desta afirmativa contradiz o que foi descrito no item (h). Logo, o
grau adequado é (5);

k. Em consonancia com Hanna (1995), acreditamos que os professores,
especialmente da Educacdo Bésica, devem optar, sempre que possivel, pelas
provas explicativas em relacdo aquelas que apenas confirmam o resultado. Por
serem baseadas nas propriedades que justificam as razdes do resultado ser
verdadeiro, as demonstracGes explicativas tendem a ser mais convincentes aos

alunos. Por isso, atribuimos grau (5).

4.4.2 Andlise a posteriori da questao 4

Recordemos que o objetivo desta questdo era investigar o grau de concordancia sobre
algumas afirmacOes concernentes a prova matematica. Apds a analise dos questionarios que
foram respondidos pelos licenciandos, sintetizamos as suas escolhas no quadro 13, o qual
apresenta a distribuicdo das respostas fornecidas por eles com relacdo aos niveis de
concordancia para as onze afirmacfes descritas nesta questdo. Contudo, ressaltamos que
foram consideradas as respostas de 76 estudantes, visto que os outros dois preencheram

incorretamente o quadro e foram invalidadas.

Em cada linha do quadro 13 colocamos em azul (claro e mais escuro) o que foi
concordante com o grau que sugerimos como adequado na analise a priori. Respectivamente,
em vermelho (claro e mais escuro) o que foi discordante da nossa visdo. Por exemplo, no item
(a) concordamos totalmente que ao encontrarmos um contraexemplo para uma dada
afirmativa, ja € suficiente para garantirmos que ela é falsa e, por isso, atribuimos grau (5).

Logo, os graus 4 e 5 estdo em azul claro e mais escuro, respectivamente. Assim como 0s
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graus 2 e 1 estdo em vermelho claro e mais escuro, respectivamente. Optamos ainda por
deixar o grau (3) em amarelo, pois representa o publico ndo concordou e nem discordou da
afirmacéo (ponto neutro).

Quadro 13 - Distribui¢do das respostas dos licenciandos com relagcdo aos niveis de concordancia
sobre algumas afirmac@es relacionadas a prova matematica.

1 2 3 4 5 NS | Total
6 13 | 16 1 76

a. Para provar que uma afirmacdo é falsa, basta
exibir um contraexemplo.

b. E possivel provar uma propriedade matematica
por meio de ambientes de geometria dindmica 4 10 | 19 19 76
como o GeoGebra.

c. Para demonstrar que um resultado é verdadeiro,
podemos utilizar como argumentos a explicacdo 12 | 17 | 22 2 76
do professor ou a exibi¢do num livro.

d. A verificagdo empirica de uma conjectura por

meio de muitos exemplos constitui uma prova 14 | 11 | 10 14 76
matematica.

e. Ao provar que um enunciado geral é verdadeiro,
segue que todos 0s casos especificos também 8 15 | 16 3 75

s&o validos®.

f. S6 constitui uma prova matematica quando se
utiliza o processo l6gico dedutivo baseado em
um sistema axiomatico (axiomas, definigdes,
proposi¢oes e teoremas).

g. E possivel utilizar apenas um desenho para
provar um resultado matematico.

h. Apo6s mostrar que uma hipotese é verdadeira, €
preciso verificar com alguns exemplos para ter 12 9 10 1 76
certeza.

i. Apesar de ndo serem considerados argumentos
validos em uma demonstragdo, utilizar figuras e
buscar exemplos auxilia na investigacdo e
fornece ideias para executa-la.

J. Ao provar uma sentenca matemética ndo e
necessario verificar exemplos particulares.

k. Na Educacdo Baésica, os professores devem
priorizar as provas que explicam em relagdo as 3 17 | 18 4 76
provas que apenas confirmam o resultado.

Fonte: Autoria propria.

11 | 18 | 8 1 76

17 | 10 | 7 2 76

Para efeitos de analise, a fim de facilitar a escrita das consideragdes, faremos a juncéo
das opgdes (1) e (2) para referir a ideia de discordancia e a juncdo das opcdes (4) e (5) para
remeter a ideia de concordancia. Até porque, acreditamos que a diferenca entre Concordo e
Concordo Totalmente (ou Discordo e Discordo Totalmente) seja na énfase concebida pelo
sujeito para uma dada afirmacdo, mas ainda assim ambas fazem mengéo ao ato de concordar

(ou discordar).

% Um dos licenciandos ingressantes nao forneceu resposta para o item (e).
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A seguir dissertamos alguns comentarios sobre as afirmacfes mencionadas na questao

4, com base nos dados apresentados no quadro 13:

Apesar da observagdo feita por Harel e Sowder (1998), na qual os estudantes
tendem a confundir a possibilidade da prova por contraexemplo com a
impossibilidade da prova por exemplo(s), os itens (a) e (d) evidenciaram,
respectivamente, que parte significativa dos participantes desta pesquisa
possuem clareza com relacdo a essa problematica, j& que 49 licenciandos
(62,8% da amostra) concordaram que o uso de contraexemplos é suficiente
para garantir que uma afirmacdo € falsa e quase a metade da amostra (36
participantes) discordou que a verificagdo empirica de uma conjectura constitui
uma prova matematica. Entretanto, destacamos que a segunda opc¢do mais
escolhida no item (d) foi (NS), em que 14 sujeitos (18% da amostra) ndo
souberam o que responder nesta afirmativa;

Com relacdo ao item (c), que faz mencdo ao uso de argumentos de autoridade
para ratificar uma propriedade, 35 licenciandos (44,9% da amostra)
concordaram que é possivel utilizar a explicacdo do professor ou a exibicdo
num livro para demonstrar que um resultado é verdadeiro, reportando ao
esquema de prova autoritario de Harel e Sowder (1998). Entretanto, segundo as
definicdes adotadas, esse tipo de argumento ndo consiste numa prova
matematica. Por outro lado, 22 estudantes (28,2% da amostra) discordaram
desta afirmacdo. Além disso, é possivel observar certa incerteza sobre a
possibilidade de utilizar argumentos de autoridade para validar um resultado,
pois a segunda opcdo mais escolhida no item (c) foi a (3), a qual representa
21,8% da amostra;

No item (e), 37 participantes (47,4% da amostra) concordaram que ao provar
que um enunciado geral é verdadeiro, segue imediatamente que todos 0s casos
especificos também sdo validos, o que estd de acordo com a nocdo de
demonstracdo adotada neste estudo. E possivel observar ainda que 20
estudantes (25,6% da amostra) discordaram desta afirmacéo e que 15 discentes
(19,2% da amostra) ndo concordaram e nem discordaram;

Em consonancia com as nossas concepgdes, observou-se no item (g) que a
maioria dos licenciandos (59% da amostra) discordou que um simples desenho

é suficiente para demonstrar um resultado matematico. No entanto, quando
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foram questionados no item (b) sobre a possibilidade de provar uma
propriedade por meio de ambientes de GD como o GeoGebra, 46,2% da
amostra (36 estudantes) concordou com tal afirmacgdo. Isso nos parece
contraditério, pois ambos fazem mencdo a argumentos unicamente visuais,
sendo que a principal diferenca entre eles é o carater dinAmico que o0s
softwares de GD oferecem aos usuarios. Ainda com relacdo ao item (b),
observou-se que foi a afirmacéo que mais apareceu a op¢do (NS), assinalada
19 vezes. Para esse fato temos duas conjecturas: a primeira € que 0S
licenciandos ndo possuem conhecimentos sobre o que seriam os softwares de
GD; e a segunda, que julgamos ser mais provavel, é que tal assunto nunca foi
problematizado com eles, isto é, 0o qudo aceitdvel é uma demonstracdo que
utiliza a tecnologia como recurso, como o famoso caso do Teorema das Quatro
Cores®, que foi demonstrado pela primeira vez em 1976, por Appel e Haken,
utilizando um computador e que até hoje ndo possui uma demonstracdo sem
auxilio da tecnologia;

e Verificou-se no item (f) que 43 licenciandos (55,1% da amostra) concordaram
gue somente constitui uma prova matematica quando se utiliza o processo
dedutivo baseado num sistema axiomatico, excluindo a possibilidade de outros
tipos de demonstracdo como, por exemplo, por reducdo ao absurdo ou por
contraexemplo. Entretanto, dentre esses estudantes, 16 também concordaram
que era possivel provar uma propriedade por meio de ambientes de GD e 20
também concordaram que era possivel demonstrar um resultado utilizando
argumentos de autoridade, o que resulta numa légica contraditoria, permitindo
inferir que: como a amostra foi constituida por ingressantes, muitos deles ndo
dominam o significado de “sistema logico dedutivo” e, consequentemente, a
concepgdo de prova matematica que eles possuem estd longe das definicdes
adotadas nesta pesquisa. Por outro lado, apenas 18 estudantes (23% da
amostra) atribuiram grau (3) no item (f), 0 que seria a resposta adequada
segundo a nossa concepgdo e apenas 6 discentes (7,6% da amostra)
discordaram desta afirmacao;

e Conforme se observou nos itens (d) e (g), o0 maior percentual dos licenciandos

afirmou corretamente que ndo é possivel provar uma sentenca matematica por

% para maiores informacdes, consulte Souza (2001).
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meio de exemplos ou de simples desenhos. Entretanto, parte significativa da
amostra (68 estudantes, o maior indice de aceita¢cdo) concordou que mesmo
ndo sendo considerados argumentos validos, o uso de figuras e exemplos
auxilia na investigacdo e fornece ideias para construir uma demonstracéo,
conforme assinalava o item (i);

e No item (k), a maioria dos licenciandos (56,4% da amostra) concordou com
Hanna (1990), de que na Educacdo Basica os professores devem priorizar as
provas que explicam em rela¢do as provas que apenas confirmam o resultado.
Apenas 11 estudantes (14,1% da amostra) discordaram desta afirmacéo;

e Por fim, o resultado que mais nos impressionou ficou por conta dos itens (h) e
(1). Com base na afirmacéo (j), parte significativa dos licenciandos (65,4% da
amostra) discordou que ao provar uma sentenca matematica ndo é necessario
verificar exemplos particulares, ou seja, para 51 estudantes, a demonstragéo de
uma conjectura tem que ser sucedida por uma verificagdo empirica, a fim de
assegurar a sua veracidade. E na afirmacdo (h) que contradizia o item (j), isso
foi ratificado, pois quase metade da amostra (36 participantes) concordou que
apos validar genericamente uma hipotese, é preciso ainda verificar com alguns
exemplos para ter certeza. E bem verdade que 30 licenciandos (38,5% da
amostra) também discordaram desta afirmacdo. No entanto, isso ndo altera o
fato de ndo ser consensual entre os ingressantes de que uma demonstracdo ndo

requer comprovacgdo empirica.

Para finalizarmos a anélise desta questdo, propomos também um olhar mais global
sobre os dados apresentados no quadro 13. Ao invés de fazermos as juncdes das opcdes (1) e
(2) para nos referirmos a ideia de discordancia e das opcdes (4) e (5) para remeter a ideia de
concordéancia, atribuiremos valores a essas opcdes, conforme observado em varias pesquisas
desenvolvidas no grupo Psicologia da Educagéo Matematica®® (PSIEM), as quais estdo
voltadas para a analise das crencas, valores e atitudes em relagdo a Matematica e a Estatistica.
As pontuacgdes atribuidas aos itens da escala foram: Discordo Totalmente (DT) = 1 ponto;
Discordo (D) = 2 pontos; Ndo Concordo e Nem Discordo = 3 pontos; Concordo (C) = 4
pontos; Concordo Totalmente (CT) = 5 pontos. Em vista disso, elaboramos o quadro 14, que
apresenta algumas medidas estatisticas das pontuagdes atribuidas aos graus de concordancia

em relacdo as onze afirmacdes descritas na questao 4.

% para maiores informacdes, consulte: <http://psiem.net/home>. Acesso em: 26 ago. 2018.
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Quadro 14 - Medidas estatisticas dos graus de concordancia atribuidos pelos licenciandos as
afirmacdes concernentes a prova matematica (questao 4) ®.

MEDIDAS AFIRMACOES

ESTATISTICAS @[ ® | @@ @O |[@|0] 0|0k
Valor Minimo 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 quartil 3 (3|2 1|2 |3]|1]2]|4|1]|3

Mediana (ou 2° quartil) 4 4 3 2 4 4 2 3 5 2 4
3° quartil 5 5 4 3 5 5 3 5 5 3 5
Valor Maximo 5|5 |5 |5 |5 |5 |5 |5]|5]|5]|5
Média aritmética 38 (36 (32|24 |34[39(21(32]|45]| 21| 37
Desvio-padr&o 1313|1313 |14 |11]12]|16]|08]13]|13

Fonte: Autoria propria.

As cinco primeiras medidas estatisticas (valor minimo, 1° quartil, mediana ou 2°
quartil, 3° quartil e valor maximo) do quadro 14 foram calculadas para elaborarmos um
gréafico do tipo boxplot (gréafico de caixa), o qual nos permitiu uma melhor visualizacao sob 0s
niveis de concordancia, para cada uma das onze afirmacdes. Este tipo de diagrama é utilizado
para avaliar a distribuicdo empirica dos dados e foi construido com o auxilio do software
Microsoft Excel. As “caixas” do grafico ilustrado na figura 30 mostram o intervalo que
contém os 50% dos valores centrais dos dados (entre o primeiro e o terceiro quartil), sendo
que a mediana é demarcada com uma linha central e a média aritmética é marcada com um
“x”. As linhas acima e/ou abaixo das caixas indicam a variabilidade fora do quartil superior e
do quartil inferior, respectivamente. Além disso, os valores discrepantes (também chamados

de outliers) foram plotados como pontos individuais.

Tendo em vista que o ponto medio da escala é 3, todas as afirmacfes em que a média
ficou acima de 3, evidenciam uma tendéncia de concordancia. Por outro lado, todas as
afirmacGes em que a média ficou abaixo de 3, mostram uma tendéncia de discordancia. Deste
modo, no grafico boxplot (figura 30) colocamos em azul as “caixas” que tiveram os valores
centrais acima 3. Em vermelho estao as “caixas” que apresentaram 0s valores centrais abaixo
de 3. Em verde esta a “caixa” que teve os valores centrais compreendidos entre 3 e 4, a qual

estd mais inclinada a tendéncia de concordancia. E em amarelo estdo as “caixas” que tiveram

% Para a elaboracéo do quadro 14 ndo foram considerados os estudantes que assinalaram a opgdo NS (N&o sei).
Os célculos das medidas estatisticas foram realizados no software Microsoft Excel, a partir do somatdrio das
pontuacdes atribuidas aos graus de concordancia para cada uma das onze afirmacgdes descritas na questdo 4.
Além disso, em cada afirmacdo a quantidade de respondentes foi variavel, pois levamos em consideragao
somente 0s que assinalaram um dos cinco graus de concordancia possiveis (Discordo Totalmente a Concordo
Totalmente).
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os valores centrais compreendidos entre 2 e 4, nas quais ndo é possivel observar uma

tendéncia de concordancia ou de discordancia.

Figura 30 - Boxplot dos graus de concordancia em relagdo as afirmativas sobre a prova

matematica (questdo 4), de acordo com as respostas dos licenciandos.

5

Graus de Concordincia
wa E=

ma

1

m

Afirmacdes

Eia) By Oic) Md) Oie) @(H Wiz Om @ W6 ik

Fonte: Autoria propria.

Ao interpretar o grafico ilustrado na figura 30, foi possivel observar que ele reforca as

nossas considerac@es descritas com base no quadro 13. Adotando a reta que passa pelo grau 3

(ponto médio da escala) como a linha ténue entre a no¢do de concordancia e de discordancia,

é possivel constatar no grafico quatro tendéncias:

Os itens (a), (b), (f), (i) e (k), os quais dizem respeito, respectivamente, a
possibilidade de provas por contraexemplos, a possibilidade de demonstracao
em ambientes de GD, a caracterizacdo da prova matematica pelo processo
I6gico dedutivo, a possibilidade de utilizar figuras e exemplos para auxiliar na
elaboracdo de uma demonstracdo e a utilizacdo de provas explicativas na
Educacdo Basica, evidenciam uma tendéncia de concordancia por parte dos
licenciandos. E possivel afirmar isso, pois em todos esses itens a média e a
mediana estdo acima do ponto médio da escala. Além disso, conforme ja
haviamos destacado, a afirmacéo descrita no item (i) foi a de maior indice de
concordancia entre os estudantes, visto que apresentou a menor variabilidade;

Os itens (d), (g) e (j), os quais dizem respeito, respectivamente, a verificagdo

empirica consistir numa prova matematica, a utilizacdo de um mero desenho
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como meio de demonstrar um resultado e a desnecessidade de verificagcdo
numérica quando se prova uma conjectura, evidenciam uma tendéncia de
discordancia por parte dos licenciandos. E possivel afirmar isso, pois em todos
esses itens a média e a mediana estdo abaixo do ponto médio da escala;

e Os itens (c) e (h), os quais dizem respeito, respectivamente, a possibilidade de
utilizar argumentos de autoridade para demonstrar um resultado matematico e
a necessidade de verificagdo numérica apOs provar uma conjectura,
apresentaram uma média aritmética muito proxima do ponto médio da escala e
ambos tiveram a mediana igual a 3. Isso indica que a amostra ficou dividida
pela metade, entre os que concordaram e os que discordaram com tais itens. A
unica diferenga entre ambos ¢ com relagdo ao tamanho das “caixas”, visto que
o item (h) foi mais heterogéneo quando comparado com o item (c), por
apresentar um maior desvio-padrao (veja o quadro 14). Logo, os dados sdo
inconclusivos, visto que ndo € possivel observar uma tendéncia de
concordancia ou de discordancia nesses itens;

e Apesar do item (e), o qual afirma que uma demonstracdo garante que todos 0s
casos particulares sdo validos, ndo ser consensual entre 0s estudantes, uma vez
que a “caixa” cruza a linha ténue, observe que essa afirmagdo tende a se
aproximar mais da nocdo de concordancia. E possivel afirmar isso, pois a
média aritmética e a mediana estdo acima do ponto médio da escala, ainda que

0 desvio-padrao tenha sido o segundo maior do quadro 14.

4.5 ANALISE DA QUESTAO 5

4.5.1 Analise a priori da questéo 5

A quinta questdo do questionario foi retirada e adaptada do Exame Nacional de
Desempenho de Estudantes (ENADE) do ano 2008, o qual consiste em um dos instrumentos
de avaliacdo para estudantes do Ensino Superior. O exame é obrigatorio e ocorre anualmente,
sendo que a cada trés anos, o Ministério da Educacdo (MEC) aplica a prova para um
determinado grupo de cursos, com 0 objetivo de avaliar e acompanhar o processo de
aprendizagem e o desempenho dos discentes na graduacdo. Porém, ndo sdo todos que fazem

esta prova. O exame incluia dois grupos de estudantes por amostragem, 0s quais se
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encontravam em momentos distintos da graduagdo: um grupo, considerado ingressante,
aqueles que tinham iniciado o respectivo curso no ano da aplicacdo; e outro, considerado
concluinte, aqueles que tenham cumprido pelo menos 80% da carga horaria minima do

curriculo do curso da IES.

Observamos que na época, ambos 0s grupos eram submetidos a mesma prova.
Atualmente, 0 ENADE é aplicado apenas aos concluintes, e as notas do ENEM sdo usadas
para avaliar o desempenho dos ingressantes no Ensino Superior. Esse exame é composto de
itens de multipla escolha e de questBes discursivas, tanto para a Licenciatura, quanto para o
Bacharelado.

Na figura 31, apresentamos na integra a questdo discursiva 40 de componente

especifico do curso de Licenciatura em Matematica presente no exame em 2008:

Figura 31 - Questdo discursiva 40 do ENADE/2008.

No retangulo ABCD ao lado, o lado AB mede 7 cm, e 0 lado AD mede 9 cm. Os pontos I,/,K e L
foram marcados sobre os lados AB, BC,CD e DA, respectivamente,

A x 1 B
de modo que os segmentos Al, BJ, CK e DL sdo congruentes. -

X
a) Demonstre que o quadrilatero IJKL é um paralelogramo. (valor:

3,0 pontos) !

b) Escreva a funcdo que fornece a area do paralelogramo IJKL em
funcdo de x e determine, caso existam, seus pontos de maximo e
minimo. (valor: 4,0 pontos)

c) Na resolucdo desse problema, que conceitos matematicos podem
ser explorados com alunos do ensino fundamental e do ensino

médio? (valor: 3,0 pontos) .:) .

Fonte: Brasil (20084, p. 17).

Esta questdo ndo foi escolhida aleatoriamente. A motivacdo em coloca-la no
guestionario, mesmo que apenas o item (a), é porque ela poderia fornecer um resultado
interessante para 0 nosso estudo. Com base no relatério do ENADE/2008 da éarea de
Matematica, a maioria dos ingressantes deixou a questdo 40 em branco ou obteve nota zero
(67,4% e 9,2%, respectivamente), visto que a mediana foi inferior a média, como se pode
observar na tabela 9.



Tabela 9 - Estatisticas basicas da questdo discursiva 40 de componente especifico do
curso de Licenciatura em Matematica do ENADE/2008, por grupo de

estudantes.
Grupo
Estatisticas Total Ingressantes  Concluintes
Presentes 19.322 9.255 10.067
Média 6,5 54 7,8
Erro-padrdo da média 0,1 0,1 0,1
Desvio-padréao 14,6 12,6 16,5
Nota minima 0 0 0
Mediana 0 0 0
Nota maxima 100 100 100

Fonte: Brasil (2008b, p. 79).
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Entre os estudantes ingressantes que pontuaram, € possivel verificar na figura 32, que

0 maior percentual (9,7%) de notas foi no intervalo de 1 a 10 pontos e apenas 2% deles

alcancaram notas superiores a 51 pontos. Esses dados nos surpreenderam, uma vez que havia

a oportunidade de ndo zerar a questdo respondendo ao item (c), indicando conceitos

matematicos usados na resolucdo da questdo, quando poderiam ser citados, entre outros, o

Teorema de Pitagoras, congruéncia de triangulos, comparacdo de angulos, propriedades dos

quadrilateros e o estudo do gréafico da funcdo quadratica.

Figura 32 - Distribui¢do das notas da questao discursiva 40 do ENADE/2008.

80% 1
70% A
60% -
50% A
40% 1
30% A
20% 1

10% 1

0%

Intervalosde notas

B |ngressantes ® Concluintes

SR 0 1210 11a20 21a30 31a40 41a50 51a60 61a70 71a80 81a90 91a
100

Fonte: Brasil (2008b, p. 80).

E interessante destacar ainda que a maioria dos concluintes ndo respondeu a questdo

ou obteve nota zero (64,6% e 6,7%, respectivamente). Dentre os que pontuaram, 0 maior

percentual (9,7%) de notas também foi de 1 a 10 pontos e somente 4% deles alcangcaram notas

superiores a 51 pontos, conforme se nota na figura 32.
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Deste modo, é possivel constatar na tabela 9 e na figura 32, que a variabilidade entre
ambos os grupos foi similar, especialmente com base nos desvios-padrdo. Logo, 0
desempenho médio dos concluintes foi muito semelhante ao dos ingressantes, fato esse que

nos chamou bastante a atencao.

Nesta questdo, a nossa hipdtese era de que obteriamos resultados e dados similares aos
que foram descritos no relatério do ENADE/2008 para 0s sujeitos pesquisados, ou seja, que a
maioria dos licenciandos deixaria a questdo em branco ou ndo conseguiria apresentar uma

resposta coerente para o problema proposto.

Ainda com base nesse relatério, o texto descreve alguns comentarios relativos a
correcdo da questdo 40. A citacdo a seguir evidencia os principais erros cometidos pelos

alunos:

Alguns estudantes confundiram o conceito de semelhanca com o de
congruéncia de triangulos e consideraram que um quadrilatero que possui
apenas um par de lados opostos congruentes é um paralelogramo. Outros
estudantes consideraram que um quadrilatero cujos pares de lados opostos
sdo congruentes é retangulo. (BRASIL, 2008b, p. 80).

Durante a analise a posteriori investigamos também se esses erros estiveram presentes

nas respostas dos sujeitos que constituiram a nossa amostra.

A questdo 5 foi o primeiro exercicio puramente matematico presente no questionario.
Ressaltamos novamente que apenas o item (a) da questdo 40 foi solicitado. No entanto,
optamos por reescrevé-lo da seguinte forma: Mostre que o quadrilatero IJKL € um
paralelogramo. A preferéncia em utilizar a expressdo “mostre que” ao invés de “demonstre
que”, ¢ porque ndo queriamos influenciar o licenciando a pensar que a solugéo,
necessariamente, era uma demonstracao. O uso de tal expressdo, assim como “prove que”,
poderia ter um efeito negativo no desempenho do estudante, por acreditar, por exemplo, que
ndo seria capaz de elaborar uma prova e/ou demonstracdo. Além disso, poderiamos
comprometer as resolugdes dos licenciandos que diferenciaram “prova” e “demonstragcdo” na

questdo 1.

Com efeito, essa discussao esta norteada pelos objetivos especificos deste estudo, pois
gueriamos investigar quais eram os argumentos utilizados pelos licenciandos para validar
certas conjecturas. Na questdo 5, em particular, o intuito era identificar como eles

legitimavam uma afirmacéo inserida no contexto da Geometria e que poderia ser também
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problematizada no dmbito da Educacio Baésica. E importante destacar que a partir dessa
identificacdo, foi possivel criar as categorias de anlise, as quais emergiram durante o estudo

dos questionarios respondidos pelos licenciandos.

A seguir descrevemos o0 padrdo de resposta esperado para essa questdo e sugerido pelo
proprio ENADE/2008:

Para demonstrar que IJKL é um paralelogramo o estudante pode mostrar que
os tridngulos IBJ e KDL séo congruentes; da mesma forma o triangulo IAL é
congruente ao triangulo KCJ. Em seguida, usa-se a propriedade dos
paralelogramos: um quadrilatero com lados opostos congruentes é um
paralelogramo. Outra forma é mostrar pela definicdo identificando os
angulos... (BRASIL, 2008c, p. 2, grifo nosso).

4.5.2 Anélise a posteriori da questao 5

Recordemos que o objetivo desta questdo era identificar os argumentos utilizados
pelos licenciandos para validar uma afirmacdo geométrica. Em particular, eles deveriam
mostrar que o quadrilatero IJKL é um paralelogramo (veja a figura 31). Neste estudo,
definimos um paralelogramo como sendo um quadrilatero que possui dois pares de lados
paralelos e, consequentemente, é possivel provar por congruéncia de triangulos e angulos
alternos internos a seguintes propriedades: um quadrilatero com lados ou angulos opostos
congruentes € um paralelogramo. Essas propriedades estiveram presentes nas resolucfes de
varios licenciandos, conforme se observa no quadro 15. Contudo, é importante mencionar que
tais propriedades sdo equivalentes a nossa conceituacéo, pois, tudo depende do modo como se
define um paralelogramo. Assim sendo, consideramos como corretas as respostas dos
licenciandos que ndo justificaram essas propriedades, apds mostrar corretamente a
congruéncia entre os triangulos, uma vez que eles poderiam adota-las como definicdo de
paralelogramo ou como simplesmente utiliza-las, conforme sugere o padrdo de resposta

descrito na analise a priori.

Com base nisso, apresentamos no quadro 15, os tipos de respostas observadas nas

resolucdes dos licenciandos, os quais identificamos durante a analise dos questionarios:
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Quadro 15 - Distribuicdo dos tipos de respostas dos licenciandos na questao 5.

Tipos de respostas Frequéncia

Mostr_ou a congruéncia entre os triangulos e utilizou uma das 26
propriedades.

Demonstrou a tese utilizando outros argumentos. 6
Apresentou algum erro conceitual. 12
Apenas escreveu 0s lados do retangulo ABCD em funcdo de x 5
corretamente ou afirmou que a tese era imediata.

Sem justificativa. 29
TOTAL 78

Fonte: Autoria prépria.

No quadro 15 se verifica que 32 licenciandos conseguiram mostrar a tese proposta na
questdo 5, em graus diferentes de rigor e de formalidade. Dentre eles, 0 argumento mais usual,
e presente em 26 questionarios, foi mostrar a congruéncia entre os triangulos e utilizar uma
das propriedades descritas anteriormente. O estudante L66, por exemplo, inicialmente
justificou a congruéncia pelo caso LAL, a partir da identificacdo dos angulos constatou que o
quadrilatero IJKL possuia os angulos opostos congruentes e concluiu que o poligono é um

paralelogramo, conforme ilustramos na figura 33.

Figura 33 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L66.

Rearo \\)odug'b VoI rrros (}\:)_Q, A x 1 _a.x B
M ALDK o TAT®I o
Somgeuaemiy (v, Q3= ) | RrecQison.-
e, s ALAL L AKCS B0 W
e, TS =Lk e VTR,

B8 ren DM, DKL"SIB U S

SKC = LIA ®. \@mm

LIS = \0-®-§ = LRSS, .
Amgdosge  vporo T Lk = I3k,
S ITIKL @ v Q0O Y Q@gf&}fﬂ‘m.

Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L66.

Ja o participante L74, que também se enquadrou nesta classe, utilizou estratégias

ligeiramente distintas em relacdo ao L66. Na figura 34, observamos que ele mostrou a
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congruéncia entre os triangulos pelo Teorema de Pitagoras (caso LLL) e concluiu que, como o

quadrilatero IJKL possui dois pares de lados congruentes, obtém-se um paralelogramo.

Figura 34 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L74.

£ 13K e lL K:S)e,vl{@ TIYL A 1 3% B
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@)= <20 (302 ;M
,j.n':) :_LK D . s C

EE

AoF zméo 38 l.aﬁomﬂ nos L( MQSJL::«' AIL e CSK “L.,wg)t; } Assi oy pod\emu'; a‘f 1 Wiear %uﬁ

LlL) X;L +(‘3 )(’) IBKL e um FQWLQLDQW”AM
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L74.

E importante destacar duas situacBes observadas nas resolucbes destes 26
licenciandos. Primeiramente, trés deles tiveram a preocupacdo de demonstrar a propriedade
utilizada, o que julgamos ser a solucdo ideal para um professor em exercicio. No caso do
sujeito L70, ap6s mostrar que os lados opostos do quadrilatero IJKL sdo congruentes pelo
caso LAL, ele tracou a diagonal IK e provou também que os pares de lados desse quadrilatero
sdo paralelos, utilizando nocGes de congruéncia (caso LLL) e de angulos alternos internos,
como vemos na figura 35:

v‘/

XXX

Figura 35 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L70.
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Além disso, dois deles mostraram a congruéncia entre os tridngulos e utilizaram uma
das propriedades. Por ora nenhuma novidade com relagdo aos demais, porém, em seus
discursos, notamos referéncias ao conceito de semelhanca de tridngulos, como € possivel

notar na figura 36, que mostra a resposta do discente L67:

Figura 36 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L67.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L67.

Apesar disso, consideramos a resposta do L67 como correta, uma vez que o caso LLL
é um critério tanto de congruéncia quanto de semelhanca para tridngulos. Na realidade, a
congruéncia € um caso particular de semelhanca, em que a constante de proporcionalidade
entre lados homologos sempre serd um. Além disso, o estudante justificou corretamente pelo
Teorema de Pitadgoras que os lados opostos do quadrilatero IJKL sdo congruentes, ainda que a
expressao usada pelo estudante foi “lados iguais entre si”. Ainda que ndo seja o caso do L67,
acreditamos que a causa de muitos alunos (ou oriundos) da Educacéo Basica confundirem os
critérios de semelhanca com os de congruéncia, esteja relacionado ao ensino meramente
focado na identificagdo dos casos, e ndo na compreensao e na distingao entre esses conceitos.
Em vista disso, os estudantes sdo levados a uma confusdo entre as siglas usadas na

identificacdo dessas nocoes.

Ainda com relacdo aos licenciandos que conseguiram demonstrar a afirmacéo,
observamos que 6 deles utilizaram outros tipos de argumentos, mais especificamente, trés
estratégias diferentes. A primeira delas foi empregada por 3 estudantes, 0s quais mostraram
corretamente a congruéncia entre os triangulos e justificaram a tese com base na inclinagdo
dos lados do quadrilatero IJKL em relacdo ao retangulo ABCD. As figuras 37 e 38 ilustram as

respostas do discentes L73 e L46, respectivamente.
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Figura 37 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L73.
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Figura 38 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L46.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L46.

Note que a partir da identificacdo dos angulos dos quadrilateros (ainda que a ilustragéo
sugira que o mesmo atribuiu valores equivocados para as medidas dos lados do retangulo), o
L73 observou a congruéncia entre os tridngulos e por meio da inclinacdo dos lados do
quadrilatero IJKL em relacdo aos lados opostos do retangulo ABCD (que sdo paralelos, por
hipotese), concluiu o paralelismo entre eles. Optamos por apresentar também a resolugéo do
L46, pois apesar de utilizar a inclinagdo dos lados, a sua argumentacao foi inédita, visto que
ele fez uso das relagdes trigonomeétricas no triangulo retangulo (no caso a tangente) para
concluir a igualdade entre dois pares de angulos.
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A segunda estratégia foi utilizada por 2 licenciandos, os quais mostraram que 0S
angulos opostos do quadrilatero IJKL sao congruentes apenas por meio da identificacdo dos
angulos dos triangulos, sem recorrer aos casos de congruéncia. Essa possibilidade de
resolucdo também foi indicada no padrdo de resposta esperado pelo ENADE/2008. Na figura

39 apresentamos a resposta do L45, um dos estudantes que empregou esse argumento.

Figura 39 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L45.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L45.

Finalmente, a terceira estratégia foi empregada apenas pelo licenciando L63, o qual
aplicou seus conhecimentos de Geometria Analitica, especialmente, a adicdo de vetores para

mostrar a tese, conforme exibimos na figura 40:

Figura 40 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L63.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L63.

Ainda que o L63 pudesse ter justificado melhor a sua resposta e ter analisado o
modulo entre os vetores, o raciocinio apresentado € coerente. De fato, como os pares de
vetores LA, CJ e Al,KC estdo na mesma direcdo (pois estdo sobre lados paralelos, por

hipbtese) e ttm o mesmo modulo e sentido, segue pela regra do paralelogramo que os vetores
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resultantes da soma LA + Al e CJ + KC tém direcdo, comprimento e sentido idénticos. Em
particular, o par de vetores LieKjé paralelo. De forma analoga justifica que o outro par Ije

LK é paralelo.

Durante a analise dos questiondrios identificamos erros conceituais,
predominantemente referentes a Geometria, nas respostas de 12 licenciandos, ainda que parte
do desenvolvimento estivesse correto. Em nosso entendimento, tais equivocos podem ser
considerados graves do ponto de vista matematico, diferentemente, por exemplo, do L67
(figura 36) que se referiu ao conceito de semelhanca de triangulos em sua resolucgéo. A seguir,

descrevemos os principais erros cometidos pelos estudantes na questéo 5.

Na figura 41, apresentamos a resposta do licenciando L60, o qual foi capaz de
identificar corretamente os angulos nos quadrilateros do exercicio. Contudo, 0 mesmo néo
conseguiu mostrar que os angulos opostos do quadrilatero IJKL sdo congruentes. Em virtude
disso, ao exibir que a soma dos angulos internos dessa figura é 360°, ele conclui: “sendo um
paralelogramo, entédo [a tese] ¢ verdadeira”. O erro cometido pelo discente foi utilizar uma
condicdo necessaria como suficiente, ou seja, todo paralelogramo, de fato, tem a soma dos
angulos internos igual a 360°. Contudo, saber a soma garante apenas que o poligono (se
convexo) € um quadriladtero, uma vez que este poderia ser um trapézio (quadrilatero que

possui somente um par de lados opostos paralelos).

Figura 41 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L60.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L60.
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Na resposta do estudante L40 (figura 42) também é possivel identificar que ele
considerou erroneamente que todo quadrilatero é um paralelogramo. O seu discurso lembra,
de certo modo, o teorema de Varignon apresentado na secdo 1.4, porém, este resultado
garante apenas que quando ligamos os pontos médios de um quadrilatero qualquer se obtém

um paralelogramo.

Figura 42 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L40.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L40.

J& na resposta do licenciando L72, identificamos que ele considerou que um
quadrilatero cujos pares de lados opostos sdo congruentes é retangulo, conforme vemos na
figura 43. Observe gque ele mostrou a congruéncia entre os triangulos, mas, concluiu a priori
que o quadrilatero IJKL era um retangulo, ainda que esse quadrilatero seja um paralelogramo.
Além disso, ele pode também ter se baseado na aparéncia do desenho, considerando

erroneamente que os angulos internos do poligono IJKL eram retos.

Figura 43 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L72.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L72.
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Por outro lado, na resposta do estudante L35 (figura 44), observamos que ele
considerou a priori que os angulos internos do quadrilatero IJKL eram retos, conforme
descreveu: “IB] = KDL,sendo que LK e IJ é a altura de IJKL”. Todavia, apesar de ter
definido que um paralelogramo possui “dois lados paralelos e comprimentos paralelos”,

acreditamos que o discente tem consciéncia da diferenca entre paralelogramos e trapézios.

Figura 44 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L35.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L35.

Outro erro conceitual foi cometido pelo discente L43, o qual identificou corretamente
os lados do retangulo ABCD em funcdo de x, mas, ao aplicar o Teorema de Pitagoras para
mostrar a congruéncia entre os triangulos, considerou que as medidas dos lados opostos do
quadrilatero IJKL eram iguais. E possivel notar na figura 45 que ele adotou a medida ¢ para
ambas as hipotenusas IL e I]. Observa-se também a incoeréncia do resultado encontrado pelo
estudante, pois como é possivel a igualdade x = 8, se as medidas dos lados AB e DC valem
7 cm?! Por isso, a importancia dos professores da Educacdo Basica instigarem que seus

alunos sejam criticos perante os seus calculos e justificativas.

Figura 45 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L43.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L43.
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Uma resposta que nos chamou bastante a atencdo foi dada pelo licenciando L42, pois
foi o Unico que utilizou uma verificagdo numérica na questdo 5. Conforme podemos observar
na figura 46, ele afirma: “Estipulei um valor ‘qualquer’ para x, x = 3. Ainda que 0 sujeito
tenha concluido que os lados opostos do quadrilatero IJKL possuem a mesma medida
(desconsiderando o célculo incorreto da hipotenusa do triangulo retangulo de catetos 3 e 4), o
erro conceitual cometido pelo discente foi por ndo compreender que o seu argumento poderia

ser valido apenas para um caso (quando x = 3), dentre uma infinidade de medidas possiveis

para x.
Figura 46 - Resposta a questdo 5 apresentada pelo licenciando L42.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L42.

Além disso, é importante destacar que nos outros problemas puramente matematicos
(questdes 6 e 7a), 0 L42 também utilizou argumentos empiricos, em consonancia com sua
propria definicdo para o termo demonstragdo apresentada na questao 1: “Através de exemplos,
prove que a resposta estd correta”. Deste modo, podemos inferir que esse futuro professor
traz consigo uma errbnea concepc¢do de que uma mera constatacdo numerica é suficiente para
garantir a validade de uma afirmacdo. Isso aumenta ainda mais a responsabilidade de sua
instituicdo de promover, ao longo de sua formacdo, oportunidades de reflexdo sobre os

significados da prova matematica no ambito académico e escolar.

Os erros conceituais constatados nas respostas dos demais licenciandos foram
similares aos que ilustramos anteriormente ou ainda relacionados a identificagdo incorreta dos
lados do retangulo ABCD em funcdo de x ou ao uso equivocado das relagdes métricas num

triangulo retangulo.

Neste instante faremos um comparativo dos principais erros que estiveram presentes

no ENADE/2008, conforme descrito na analise a priori, em relacdo aos que emergiram nas
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respostas dos sujeitos que constituiram a nossa amostra. Ainda que o L67 (veja a figura 36)
tenha se reportado a nogdo de semelhanga, consideramos que nenhum estudante confundiu o
conceito de semelhanga com o de congruéncia de triangulo. Além disso, entre os licenciandos
que responderam a questdo 5, nenhum deles conceituou que um quadrilatero que possui
apenas um par de lados opostos congruentes € um paralelogramo. O que efetivamente
verificamos em trés questionarios foi a ideia errdnea de que todo quadrilatero, cuja soma dos
angulos internos é 360°, é um paralelogramo. Por fim, apenas o discente L72 (veja a figura
43) considerou que um quadrilatero cujos pares de lados opostos sdo congruentes é retangulo.
Esses indices podem ser um indicativo de que a maioria dos licenciandos que compds a nossa

amostra tem conhecimento sobre a classificacdo dos quadrilateros.

A proxima classe e a penultima listada no quadro 15 se refere aos 5 estudantes que
apenas escreveram os lados do retangulo ABCD em funcdo de x corretamente ou afirmaram
que a tese era imediata, conforme se nota na resposta do discente L24: “Quando diz que os
segmentos Al, BJ,CK e DL sdo congruentes e esta dentro de um retangulo, seria impossivel

vocé nao obter um paralelogramo ™.

Além disso, a classe que apresentou a maior frequéncia diz respeito aos 29 estudantes
que ndo apresentaram justificativas, dentre os quais 9 deixaram a questdo em branco, 19

escreveram que ndo sabiam mostrar o resultado e um afirmou que néo teve tempo suficiente.

Finalmente, apds a descricdo de todas as classes descritas no quadro 15, € possivel

apresentar duas consideracdes a respeito da questéo 5.

Primeiramente, apesar de ndo termos conseguido acesso aos critérios de corre¢do do
ENADE/2008 e exigir no questionario apenas a resolucdo do item (a) da questdo original,
possivelmente a média e a mediana dos ingressantes que constituiram o nosso estudo seriam
maiores do que os que foram apresentados na tabela 9. Podemos inferir isso, pois segundo 0s
dados do relatério, 76,2% dos estudantes ndo pontuaram em 2008 e durante a anélise
constatamos que 32 estudantes (41% da nossa amostra) conseguiram atingir o padrdo de
resposta sugerido pelo proprio exame, ou seja, possivelmente receberiam notas altas ou

maximas.

Por outro lado, a nossa hipotese foi verificada, visto que a maioria dos licenciandos
(59% da amostra) deixou a questdo em branco ou ndao conseguiu apresentar uma resposta que

validasse a afirmacdo geomeétrica. Isto evidencia a urgéncia de se trabalhar atividades de
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Geometria ao longo dos cursos de Licenciatura, para que os futuros professores se sintam
aptos a abordar esse conteldo na sua préatica pedagdgica em sala de aula.

4.6 ANALISE DA QUESTAO 6

4.6.1 Andlise a priori da quest&o 6

Esta questdo foi 0 segundo exercicio puramente matematico, o qual solicitava que 0s
licenciandos respondessem a seguinte questdo: “Mostre que o produto de trés ntmeros
inteiros consecutivos ¢ multiplo de 3”. Optamos novamente por utilizar a expressao “mostre

que”, pelas mesmas razoes que descrevemos na analise a priori da questdo 5.

E importante destacar que a escolha deste resultado se deve, primeiramente, por estar
inserido no contexto algébrico, ao contréario das questdes 2, 5 e 7 que foram relacionadas a
Geometria. Além disso, conforme veremos a seguir, para justifica-lo ndo era necessario
possuir conhecimentos prévios sobre o Principio da Inducdo Finita (PIF) e sobre Aritmética
Modular, visto que parte dos licenciandos poderiam ndo ter estudado ou aprendido esses
topicos no primeiro periodo do curso. Bastaria, portanto, ter a real compreensao do que € ser

maultiplo de 3 para mostrar que a afirmacéo € verdadeira.

Deste modo, nesta questdo o0 objetivo era investigar como os estudantes validavam
uma sentenca, inserida no contexto da Algebra e que poderia ser problematizada no &mbito da
Educacdo Basica. Assim, poderiamos identificar, por exemplo, o nivel de formalidade que os
licenciandos empregam em suas resolucGes e os argumentos que eles utilizam para concluir
que a afirmacéo é verdadeira. O foco dessa identificacdo era criar as categorias para os dados

coletados, as quais emergiram durante a analise dos questionarios respondidos.

A nossa conjectura nesta questdo é de que a maioria dos licenciandos devem utilizar
argumentos empiricos em suas respostas, os quais Balacheff (1988) denomina por prova

pragmatica e Harel e Sowder (1998) de esquema de prova empirica.

A seguir descrevemos duas possiveis solucGes para validar que o produto de trés
nameros inteiros consecutivos é sempre maltiplo de 3, as quais sdo classificadas como provas
conceituais ou esquema de provas analiticas. Na primeira solugdo, utilizamos conceitos da
aritmética modular e na segunda, que julgamos ser mais bonita por sinal, simplesmente

argumentamos utilizando a nogéo do que é ser multiplo de 3.
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Solucéo I:

Sejam n—1, n, n+ 1, onde n € Z, trés nimeros inteiros consecutivos. Mostremos que o0
produto (n — 1).n.(n + 1) = n3 — n é mdltiplo de 3, ou seja, n® —n = 3m, m € Z.

Como n é um numero inteiro, ele pode ser um numero par ou impar. Se n € par, podemos
escrevé-lo da forma n = 2k. Logo o produto dos trés numeros pode ser expresso como
8k® — 2k. Utilizando a aritmética modular de 3, note que os multiplos de 8 e de 2, deixam
resto dois na divisdo por trés. Logo (8k3 — 2k)/3 é uma diviso cujo resto é zero, ou seja, é
uma divisdo exata. Portanto, como 8k* — 2k pode ser escrito como multiplo de 3, segue
diretamente que n® — n = 3m. De forma analoga, mostra-se 0 caso em que n é impar.
Solucéo I1:

Sejam n, n+ 1, n+ 2, onde n € Z, trés nimeros inteiros consecutivos. Como os trés séo
consecutivos, necessariamente um deles é mdaltiplo de 3, por definicdo. Sem perda de
generalidade, suponha que n + 1 seja 0 multiplo de 3, logo seria possivel escrevé-lo da forma,
n+1=3m,me€ Z. Com efeito, seria possivel escrever o produto n.(n+ 1).(n+ 2) =
n.(3m).(n + 2) = 3m’, onde m’ € Z, como multiplo de 3.

Uma terceira resolugdo possivel para esse problema poderia ser dada por meio do PIF,
desde que fosse validada para os inteiros positivos e ndo positivos. Porém, acreditamos que
ambas as solucBes apresentadas sejam mais compreensiveis, tanto para os licenciandos quanto

para um aluno do Ensino Médio, visto que constituem provas explicativas (HANNA, 1990).

4.6.2 Analise a posteriori da questdo 6

Nesta questdo os estudantes deveriam mostrar que o produto de trés ndmeros inteiros
consecutivos € maltiplo de 3. Na tabela 10 descrevemos os tipos de respostas encontrados

durante a analise dos questionarios dos licenciandos:

Tabela 10 - Distribuicdo dos tipos de respostas presentes na questdo 6.

Tipos de respostas Frequéncia
Sem justificativa 26
Verificagdo empirica 16
Similar a solugéo I1 16
Inducdo finita 9
Justificou para a soma 4
Incompleta ou inconsistente 5
Outras 2
TOTAL 78

Fonte: Autoria propria
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Com base na tabela 10 foi possivel constatar que a nossa conjectura de que a maioria
dos licenciandos utilizaria argumentos empiricos ndo foi validada, visto que a maior
frequéncia foi 26, referente aos participantes que ndo apresentaram justificativas. Este grupo
reuniu exatamente um terco da nossa amostra, dentre 0s quais 8 deixaram a questdo em
branco e 18 escreveram que ndo sabiam mostrar o resultado. Poderiamos conjecturar que
esses ultimos estudantes tém a concepgdo de que “mostrar” estd relacionado a uma escrita
matematica formal e rigorosa e que uma simples constatacdo numérica ndo seria suficiente
para garantir a veracidade da afirmacdo. Entretanto isso ndo seria veridico, pois com base no
item (d) da questdo 4, a maior parte deles (55,5%) concordou ou assinalou a opg¢do (NS)
qguando foram questionados sobre a possibilidade de provar uma sentenca por meio de

exemplos.

Dentre os licenciandos que apresentaram alguma resposta, dois grupos se destacaram:
aqueles que apresentaram provas pragmaticas ou empiricas (verificacdo empirica) e aqueles
gue descreveram tentativas de provas conceituais ou analiticas (similar a solucgéo Il e inducéo
finita).

Com relacdo ao grupo que descreveu provas pragmaticas, 16 estudantes (20,5% da
amostra) argumentaram por meio de um ou de poucos exemplos numéricos, que segundo
Balacheff (1988) € denominado por empirismo ingénuo, o primeiro nivel ao elaborar uma

demonstracdo. Para ilustrar isso, na figura 47 exibimos a resposta apresentada pelo L37:

Figura 47 - Resposta a questdo 6 apresentada pelo licenciando L37.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L37.

Note que o L37 chamou a sua verificagdo numérica de “demonstracdo logica”.
Embora distante das definicbes adotadas nesta pesquisa, isso vai ao encontro do seu
entendimento para essa terminologia, pois ja haviamos ressaltado isso em sua resposta na
questdo 1 (veja a pagina 109), ao evidenciar a necessidade de métodos empiricos numa

demonstracéo.
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O estudante L12 se destacou neste grupo por ser o Unico que teve o cuidado de
verificar numericamente a afirmacdo para os nimeros inteiros positivos e negativos, como
mostra a figura 48 j4 que o enunciado se referia ao conjunto Z. Embora ele ndo tenha
pensando na possibilidade de um dos numeros ser igual a zero, acreditamos que o seu nivel de
justificativa ndo é o mesmo dos demais estudantes desse grupo e, por essa razdo, julgamos

que a sua resposta se enquadra como experiéncia crucial, segundo Balacheff (1988).

Figura 48 - Resposta a questdo 6 apresentada pelo licenciando L12.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L12.

Ainda referente ao grupo que utilizou verificagbes numéricas, observou-se 0s
estudantes L23, L32 e L77 iniciaram a questdo utilizando uma linguagem algébrica, porém
ndo foram capazes de concluir o raciocinio e apelaram para o uso de exemplos, como nos

mostra a resposta do L77 ilustrada na figura 49.

Figura 49 - Resposta a questdo 6 apresentada pelo licenciando L77.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L77.

Contudo, com base nas definicbes adotadas nesta pesquisa, as verificagdes empiricas
ndo constituem uma prova matematica e, deste modo, nenhum desses 16 estudantes

demonstrou efetivamente que o produto de trés numeros inteiros consecutivos € maltiplo de 3.

Com relagéo ao outro grupo, 25 estudantes (32,1% da amostra) descreveram tentativas
de provas conceituais. Chamamos de tentativas, visto que nem todas estavam corretas do
ponto de vista matematico. Neste grupo se enquadram os 16 participantes que argumentaram
de forma semelhante a solucéo Il (veja a pagina 157), ou seja, utilizando apenas a nocao do
que é ser multiplo de trés e outros 9 que utilizaram o PIF. A seguir detalhamos ambas as
estratégias de argumentacao.
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As justificativas dos licenciandos L76, L47, L66, que apresentaram diferentes niveis
de formalidade, ilustram as respostas dos demais estudantes que se basearam apenas na no¢ao

do que é ser multiplo de 3 para validar a afirmacéo.

Note na figura 50 que o participante L76 optou por apresentar 0 seu raciocinio sem
utilizar notagdes algébricas e com simples uso da linguagem verbal demonstrou que o produto

de trés nimeros inteiros consecutivos é sempre multiplo de 3.

Figura 50 - Resposta a questdo 6 apresentada pelo licenciando L76.

\ﬁucmw-vc que A0 T0GAL QUAISQUER +£r8S uuwwo inlerrogs
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L76.

J& o estudante L47 fez uso da linguagem simbolica e da verbal para argumentar que
dados trés nimeros inteiros sequenciais, um deles necessariamente é multiplo de 3, como nos
mostra a figura 51. E sem perda de generalidade, ele demonstrou que propriedade é valida no

conjunto Z. Este discurso é a que mais se aproxima da que propomos na solucdo I1.

Figura 51 - Resposta a questdo 6 apresentada pelo licenciando L47.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L47.

Por fim, é possivel verificar na figura 52 que o discurso do participante L66 foi
exclusivamente simbolico. Embora o argumento seja 0 mesmo da que propomos na solucao Il
e das duas respostas anteriores (figuras 50 e 51), esse licenciando fez questdo de destacar 0s

trés casos e demonstrar que a afirmacdo € verdadeira utilizando apenas a linguagem algébrica.
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Figura 52 - Resposta a questdo 6 apresentada pelo licenciando L66.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L66.

E importante destacar que os 16 estudantes que utilizaram um desses trés discursos,

argumentaram com éxito e validaram a propriedade em questédo em todo o conjunto Z.

Dentre os 9 licenciandos que buscaram validar a propriedade utilizando o PIF,
constatamos equivocos conceituais em 8 justificativas. Os participantes L48%", L54 e L68, por
exemplo, validaram a afirmacdo apenas para um subconjunto dos numeros inteiros, conforme

é possivel verificar na figura 53 que apresenta a resposta de um desses licenciandos.

Figura 53 - Resposta a questdo 6 apresentada pelo licenciando L68.

B.eb - Kzn=i
K [&eflkez):au ; bn=b) bat) {*;*5}:"7)5
S B VA YA
B } b d
b o bnsi} (ned)= 3y / B= SSialihen=gy
) 2 x4 tnaldnta)) =3y

Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L68.

Note que o L68 utilizou corretamente o PIF e validou a afirmac¢do no conjunto dos
inteiros ndo negativos. Entretanto, a sua argumentacdo ndo é suficiente para garantir a

validade em todo o conjunto Z, conforme dizia o enunciado da questao 6.

Ja os estudantes L53 e L69, além de se restringirem a um subconjunto dos nimeros
inteiros, também utilizaram incorretamente o conceito de inducdo. No caso do L69, ele tomou
trés nameros consecutivos x — 1,x,x + 1 € Z, verificou para o caso x = 0 e assumiu a

corretamente a hipotese de inducgéo para x, entretanto, o estudante erroneamente quis mostrar

67 0 estudante L48 apresentou um simples erro de calculo ao efetuar o produto de duas expressdes algébricas na
ultima linha do argumento. Por esta razdo, julgamos que o raciocinio indutivo que ele descreveu era valido.
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que a sentenca também era valida para x + 3, sem ter o cuidado de verifica-la anteriormente

0s casos x + 1 e x + 2, como nos mostra a figura 54:

Figura 54 - Resposta a questdo 6 apresentada pelo licenciando L69.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L69.

Podemos pensar na prova por indugdo como uma brincadeira de arrumar dominds em
fila e derruba-los, pois, uma vez que derrubamos a primeira peca, todas as outras tombam por
consequéncia. E diante desta analogia é como se o L69 tivesse derrubado a primeira peca,
“pulado” as proximas duas e ainda afirmasse que derrubou todas elas. Em outras palavras, a
sua resposta justifica a propriedade considerando apenas o caso em que o produto dos trés

nameros inteiros consecutivos é (—1). (0). (+1).

Também se restringiram a um subconjunto dos nimeros inteiros os participantes L58 e
L70, mas em suas respostas eles ndo souberam como utilizar a hipétese de inducéo ao longo
da argumentacdo, conforme a figura 55 que apresenta o extrato do protocolo de um desses
licenciandos.

Figura 55 - Resposta a questdo 6 apresentada pelo licenciando L58.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L58.

Note que o L58 verificou que a afirmacédo era valida paran = 0 e paran = 1, supds

corretamente a validade para n e iniciou a prova para o caso n + 1. Entretanto, ele ndo foi
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capaz de dar continuidade a argumentagdo por meio de manipulagfes algébricas, pois bastava

reescrever a Gltima linha como n3 + 3n? + (3n — n) e utilizar a hipdtese de indugéo.

Outro participante que também se limitou a um subconjunto dos inteiros foi o L71.
Contudo, ele apresentou uma resposta muito confusa, ja que ndo faz uso de nenhum sinal
operatorio entre os termos, como mostra a figura 56. A principio até parece que o participante
tentou justificar a propriedade para a soma de trés inteiros consecutivos, mas ao investigar o
caso n =1 € possivel observar que ele efetuou o produto dos numeros. E apesar da
organizagao do seu argumento ser baseado no PIF, a linguagem e a concluséo do licenciando

nao sdo muito claras.

Figura 56 - Resposta a questdo 6 apresentada pelo licenciando L71.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L71.

Dentre todos que utilizaram a inducéo finita, somente o estudante L45 teve o cuidado
de indicar a necessidade de provar a afirmacdo no conjunto dos inteiros negativos, apos ter

demonstrado que era valida no conjunto N, como é possivel observar na figura 57:

Figura 57 - Resposta & questdo 6 apresentada pelo licenciando L45.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L45.

Julgamos que o L45 foi o Unico que conseguiu argumentar de forma satisfatoria
utilizando o PIF, entretanto, sendo rigorosos na correcdo, para ter garantido a validade da
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afirmacdo em todo o conjunto Z, o estudante deveria ter verificado que o produto

(—=1).(0).(+1) eramaltiplo de 3, visto que sua argumentacdo nao abrangeu esse caso.

Mesmo que poucos licenciandos tenham utilizado o PIF na questdo 6 e isso
possivelmente esta atrelado ao fato de terem cursado apenas disciplinas do primeiro periodo,
observamos um alto indice de erros conceituais. 1sso sugere um ensino que pode ter sido mais
focado em procedimentos do que na compreensdo dos conceitos. Acreditamos que esses
estudantes tém a concepcdo erronea de que todas as sentengas que envolvem o conjunto dos
nameros inteiros precisam ser provadas por inducdo, quando na realidade o PIF equivale a
dizer que todo subconjunto ndo vazio de inteiros positivos contém um elemento minimo
(Principio da Boa Ordem). E justamente por esta razdo ndo é possivel demonstrar que o
produto de trés inteiros consecutivos € multiplo de 3 com apenas um caso de inducdo, ja que o

conjunto Z nao admite elemento minimo.

Com relacdo aos demais tipos de respostas observados na tabela 10, tivemos 4
licenciandos que justificaram a afirmagéo para a soma de trés inteiros consecutivos e ndo para
0 produto, sendo que trés utilizaram corretamente a linguagem algébrica e um se baseou em
exemplos. Isso sugere que esses estudantes ndo dominavam o significado da palavra produto
ou eles simplesmente ndo se atentaram ao enunciado da questdo. Observamos ainda que 3
estudantes descreveram justificativas incompletas, pois até comecaram corretamente a
argumentacdo, porém ndo foram capazes de conclui-la e 2 escreveram uma retdrica
inconsistente, especialmente por apresentar erros de calculos, como é possivel observar na

figura 58 que reproduz o argumento circular do L50:

Figura 58 - Resposta a questdo 6 apresentada pelo licenciando L50.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L50.

Ainda tivemos outras duas respostas que ndao foram possiveis de enquadrar em

nenhum dos tipos descritos na tabela 10. O L2 simplesmente escreveu que “o numero deve
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ser diferente de 1 e ndo pode ser par” e 0 L13 fez um desabafo sobre a problemaética do
Ensino Baésico na rede publica ndo preparar o estudante para a universidade, levando-o em

alguns casos a evaséo do curso de graduacdo. Essa resposta foi reproduzida na figura 59:

Figura 59 - Resposta a questdo 6 apresentada pelo licenciando L13.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L13.

Portanto, apenas 21,8% dos licenciandos conseguiram validar efetivamente a
propriedade em todo o conjunto Z, sendo que 16 utilizaram justificativas similares a solucgéo
Il e um fez uso do PIF. Em virtude disso, se torna inevitavel o seguinte questionamento: Sera
que a formacdo do futuro professor promove o desenvolvimento das suas habilidades e
competéncias relacionadas a demonstra¢do, levando-o abdicar da mera constatacdo numérica
e a consolidar a elaboragdo de provas conceituais? Infelizmente ndo seré possivel respondé-lo
nesta pesquisa. Porém, conforme propomos nas consideracdes finais, esperamos retornar a
campo e investigar esta questdo com 0s mesmos sujeitos que constituiram a nossa amostra,

quando eles estiverem proximos a concluir o curso de Licenciatura em Matematica.

Além disso, observamos que nenhum dos participantes escreveu que a afirmacéo era
falsa ou utilizou conceitos de congruéncia para valida-la, conforme proposto na solugéo |
(veja a pagina 157). Uma explicagdo possivel para isso seria o fato dos estudantes terem
cursado apenas as disciplinas do primeiro periodo, as quais ndo previam o estudo da
aritmética modular. Quanto ao nivel de formalidade que os participantes empregaram em suas
respostas, podemos dizer que ndo houve um consenso entre eles, conforme notamos nas

justificativas semelhantes a solucao I1.

4.7 ANALISE DA QUESTAO 7
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4.7.1 Anélise a priori da questéo 7

Apesar da gama de teoremas que abrangem a Matematica, apenas alguns desses
resultados sdo familiares aos alunos durante a Educacdo Basica. Dentre eles, o Teorema de
Pitagoras, que por estar presente no curriculo, é usualmente trabalhado pelos professores em
sala de aula. Em fung&o disso, nesta questéo, as perguntas giram em torno desse teorema, pois
é esperado que os futuros docentes saibam como ensina-lo quando forem atuar na Educacéo

Basica, especialmente no Ensino Fundamental.

No questionario descrevemos o enunciado do teorema da seguinte forma: “Num
tridngulo retangulo, a soma dos quadrados dos catetos ¢ igual ao quadrado da hipotenusa.” E

apos enuncia-lo, solicitamos que os estudantes respondessem as seguintes perguntas:

a) Quais argumentos vocé usaria para garantir que o Teorema de Pitagoras é

verdadeiro?
b) Enuncie o Teorema de Pitagoras sob a forma de um teorema do tipo “Se... entdo...”.

c¢) Enuncie a reciproca do teorema enunciado no item b e argumente se ela é ou nao

verdadeira.

Com relacgdo ao item (@), 0 nosso objetivo era analisar quais foram os argumentos que
0s ingressantes utilizaram para validar o Teorema de Pitagoras. A nossa motivacdo em
solicitar que eles justificassem este resultado se deve a leitura dos documentos oficiais, como
a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), a qual prescreve que no 9° ano do Ensino
Fundamental o aluno j& deve ser capaz de demonstra-lo por meio da semelhancga de triangulos
(BRASIL, 2017, p. 270-271). No caso desta pesquisa, 0s sujeitos que constituem a nossa
amostra ja concluiram a Educacgédo Basica, mas sera que eles foram capazes de justificar este
famoso teorema, seja por meio da nocdo de semelhanca ou de outras estratégias?

Retomaremos este questionamento na analise a posteriori.

Apresentamos a seguir uma possivel justificativa para o Teorema de Pitagoras,

utilizando justamente a nocdo de semelhanca.

Para isso, considere o tridangulo ABC, retangulo em A, ilustrado na figura 60. Ao tragar
a altura AD = h relativa a hipotenusa CB = a, e sabendo que tais segmentos s&o
perpendiculares, obtém-se dois triangulos semelhantes ao inicial (caso AA), pois, por meio

dos angulos complementares, temos as seguintes congruéncias: ABC = CAD e BCA = DAB.
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Figura 60 - Demonstracdo do Teorema de Pitagoras por semelhanca de triangulos.

B E) a C

Fonte: Autoria propria.

Por meio da semelhanca entre os triangulos ABC ~ DBA e ABC ~ DAC, segue

diretamente a proporcdo entre lados homologos e isso resulta nas seguintes relacdes:

e

a c a b
c n b m
As igualdades anteriores fornecem que c¢? = an e b? = am, duas relagdes métricas no

triangulo retangulo. Adicionando ambas, temos que:
c?+b>’=an+am=a(n+m) =a.a = a?

Portanto, reorganizando os temos, segue que a* = b? + ¢*, em outras palavras, num

triangulo retdngulo, a soma dos quadrados dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa.

Ressaltamos novamente que 0 nosso argumento, o qual também poderia ser
considerado como uma demonstracdo, consiste em apenas uma possivel resposta para o item
(@) da questdo 7. Contudo, apesar do arsenal de provas existentes para o Teorema de
Pitagoras, a nossa conjectura era de que a maioria dos licenciandos ndo conseguiria justifica-
lo por meio de argumentos validos, em consonancia com a pesquisa de Mateus (2015), onde a
autora constatou que a maior parte dos futuros professores ndo domina estratégias para
apresentar demonstracfes de teoremas que estdo presentes no curriculo do Ensino
Fundamental (p. 93). Por “argumentos validos” consideramos aqueles que sdo convincentes e
fundamentados em pré-requisitos que permitiriam elaborar uma prova. Deste modo, durante a
analise dos questionarios respondidos pelos participantes, o nosso foco era distinguir entre os
que conseguiram descrever argumentos validos e 0s que nédo atingiram esse proposito, a fim

de possibilitar a categorizacdo dos dados.

Com relacdo aos itens (b) e (c), os teoremas no ambito da Matematica podem ser
enunciados na forma condicional, em que a hipdtese (aquilo que se assume como conhecido)

e a tese (aquilo que é objeto da prova) sdo explicitamente destacadas. Nessa formulagdo, a
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hipo6tese aparece imediatamente ap6s a conjuncao condicional se e a tese segue imediatamente
ao advérbio entdo. Desta forma, a implicacdo A = B (lé-se: se A entdo B), indica que a

condicdo A deve ser satisfeita necessariamente para que B seja verdadeira.

Por outro lado, podemos pensar na reciproca de uma implicacdo, ou seja, B = A (lé-
se: se B entdo A), em que a tese passa a ser hipotese e vice-versa. Quando a implicacao e sua
reciproca sdo verdadeiras, dizemos que a ocorréncia de A é uma condi¢cdo necesséria e
suficiente para garantir que B também ocorre, e denotamos por A < B (Ié-se: A se, e somente

se, B). E importante observar que a reciproca de uma afirmativa verdadeira pode ser falsa.

Para ilustrar isso, vamos tomar como exemplo o conteldo de matrizes, usualmente
abordado no 2° ano do Ensino Médio. Considere as matrizes M e N de ordem n e O a matriz
nula também de ordem n. A implicagdo “se M = 0 ou N = O entdo o produto MN = 0 ¢
valida e pode ser facilmente demonstrada com aritmética basica. Entretanto, a reciproca ndo é
valida para o conjunto das matrizes, pois, é possivel encontrar duas matrizes nao nulas cujo

produto é igual a matriz nula.

Com base na discussao anterior, no item (b) da questdo 7, os objetivos eram identificar
se 0s estudantes possuiam discernimento do que é hipdtese e tese numa sentenca matematica e
se 0s mesmos eram capazes de reescrever um enunciado direto sob a forma condicional. No
caso do Teorema de Pitagoras, a hipotese é que o triangulo é retangulo e a tese € o fato da
soma dos quadrados dos catetos ser igual ao quadrado da hipotenusa. Logo, sugerimos como
uma possivel solucdo, o seguinte enunciado: Se um triangulo é retangulo entdo a soma dos

guadrados dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa.

Ja no item (c), os objetivos eram verificar se os licenciandos dominavam o significado
da palavra reciproca no contexto matematico e se eram capazes de enunciar a reciproca do
Teorema de Pitagoras, além de caracterizar quais as estratégias utilizadas pelos estudantes
para decidir se a volta do teorema era verdadeira ou falsa. Com base no item anterior,
sugerimos como uma possivel solucdo, o seguinte enunciado: Se num triangulo a medida de
um lado ao quadrado for igual a soma dos quadrados dos outros dois lados entdo o tridngulo €
retangulo. Note que enunciar a reciproca do teorema possui um grau maior de dificuldade,
pois ndo podemos utilizar na hipotese os termos catetos e hipotenusa, visto que ndo sabemos a
priori se o tridngulo € de fato retangulo. E para provar que a reciproca do teorema é
verdadeira, vamos assumir por hipotese que no tridngulo ABC vale a relacdo a? = b% + c? e

mostrar que isso implica num tridngulo retangulo. Para isso, uma possibilidade é considerar
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dois triangulos ABC e DEF, sendo o segundo retangulo em D, cujos catetos DE e DF sejam

congruentes a AB e AC, respectivamente, como mostra a figura 61.

Figura 61 - Demonstracdo da reciproca do Teorema de Pitagoras.
A F

B a C D E

Fonte: Autoria prépria.

O nosso argumento consiste em comparar ambos os triangulos e utilizando a
implicacdo do Teorema de Pitdgoras, concluir que necessariamente o triangulo ABC €
retdngulo. Sabendo que o triangulo DEF é retangulo em D, segue que d? = e? + f2. Como
e=0>b e f =c, ao substituir na dltima equacdo, temos que d? = b? + c2. Por hipdtese,
d? = a?, o que resulta na igualdade entre os lados d e a. Logo, por congruéncia de tridngulos
(caso LLL), ambos os triangulos sdo congruentes e, como DEF é retangulo em D, segue
diretamente que o triangulo ABC é retangulo em A, mostrando que a reciproca do teorema é

também verdadeira.

Portanto, mesmo nao solicitando isto na questdo 7, como a implicacdo e a reciproca
sdo verdadeiras, podemos concluir que o enunciado do Teorema de Pitagoras pode ser
reescrito utilizando a bi-implicacdo (<), ou seja, a expressdo “se, e somente se”, da seguinte
maneira: Um tridangulo é retdngulo se, e somente se, a soma dos quadrados dos catetos é igual

ao quadrado da hipotenusa.

E importante mencionar que as pesquisas de Mateus (2015) e Ferreira (2016)
influenciaram na formulacdo dos itens (b) e (c), visto que em suas respectivas investigagdes,
0s autores utilizaram questdes semelhantes visando atingir os objetivos que descrevemos
anteriormente. Além disso, o foco da anélise das respostas descritas pelos licenciandos nesses
itens era distinguir entre 0s que conseguiram enunciar corretamente a implicacdo na forma
condicional e a reciproca do Teorema de Pitdgoras dos que enunciaram incorretamente, a fim

de categorizar os dados coletados.

4.7.2 Analise a posteriori da questdo 7
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Em linhas gerais, os objetivos desta questdo eram analisar no item (a) os argumentos
utilizados pelos licenciandos para garantir a veracidade do Teorema de Pitagoras no contexto
da Educacdo Basica e identificar nos itens (b) e (c) se os estudantes conseguiam discernir

entre hipotese e tese e enunciar a implicacdo e a reciproca do teorema.

4.7.2.1 Argumentos utilizados pelos licenciandos para validar o Teorema de Pitdgoras

Ao iniciar a analise a posteriori da questdo 7(a), estivamos interessados em identificar
os licenciandos que conseguiram ou ndo utilizar argumentos validos para justificar o Teorema
de Pitagoras. Neste estudo consideramos ‘“argumentos validos” os que além de serem
convincentes, sdo fundamentos em pré-requisitos necessarios que permitiriam demonstrar o
teorema. Contudo, constatamos que separar a analise dos dados em apenas dois grupos seria
insuficiente para classificar todos os casos, dada a diversidade de respostas dos licenciandos
que ndo conseguiram apresentar argumentos validos. Por essa razdo, subdividimos essa classe
em outras seis (argumentos empiricos, contraditérios, incompletos, restritos a casos
particulares, autoritarios e sem justificativa), conforme descrito na tabela 11 que ilustra os

tipos de argumentos observados no item (a).

Tabela 11 - Distribui¢do dos tipos de argumentos presentes na questdo 7(a).

Tipos de argumentos Frequéncia
Sem justificativa 33
Empiricos 20
Vélidos 11
Contraditorios 8
Incompletos 4
Restrito a casos particulares 1
Autoritario 1
TOTAL 78

Fonte: Autoria propria

E importante destacar também que ao propor o item (a) estdvamos interessados em
analisar os tipos de argumentos que os futuros professores indicariam para garantir que o
teorema de Pitdgoras é verdadeiro e ndo necessariamente a elaboragdo de uma prova

matematica.
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Na tabela 11 verificamos que a maior frequéncia com 33 licenciandos diz respeito aos

que n&o apresentaram justificativas no item (a), sendo que 11 deixaram a questdo em branco e

22 afirmaram que ndo sabiam argumentar sobre a validade do teorema geomeétrico.

Recordemos que nas questdes 5 e 6 (veja o quadro 15 e a tabela 10, respectivamente) também

observamos que 0 maior percentual da amostra ndo conseguiu apresentar fundamentos para

demonstrar a afirmagdo geomeétrica e algébrica, respectivamente.

Outro indice semelhante ao observado na questdo 6 foi que, dentre os licenciandos que

se propuseram a argumentar sobre o Teorema de Pitadgoras, o maior percentual deles (25,6%

da amostra) utilizou fundamentos empiricos (verificagdo numérica, simples desenhos ou

experimentacao), sendo que o mais recorrente foi a constatacdo numérica. Observamos isso

na figura 62, em que o estudante L37 recorreu a aplicacdo do teorema no classico triangulo de

medidas 3, 4 e 5 para “garantir” a veracidade do resultado.

Figura 62 - Resposta a questdo 7(a) apresentada pelo licenciando L37.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L37.

Ja outros fizeram simplesmente um desenho, como foi 0 caso do discente L61, que

apresentamos na figura 63:

Figura 63 - Resposta a questao 7(a) apresentada pelo licenciando L61.

oodkodl

Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L61.
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Note que os estudantes L37 e L61 assumiram (ainda que inconscientemente) a
validade do teorema para elaborar o seu argumento, uma vez que ndo se pode garantir, a
priori, que em qualquer triangulo retangulo sempre sera possivel construir trés quadrados
sobre os seus lados, de modo a area do maior seja igual a soma das areas dos outros dois,
conforme sugere o desenho ilustrado na figura 63. Desta maneira, 0 uso das expressdes
“demonstra¢do numérica” € “argumento geométrico” € equivocado, pois ndo consistem em
argumentos matematicos para convencer outrem sobre a legitimidade do teorema. Contudo,
acreditamos que a partir do momento em que o Teorema de Pitagoras é demonstrado em sala
de aula, a interpretacdo geométrica ilustrada na figura 63 deveria ser enfatizada, evitando

reduzir esse teorema a uma igualdade algébrica sem significado para os alunos.

Outros participantes recorreram a experimentos matematicos, seja por meio de
recortes para comparar a relacdo entre as areas dos quadrados sobre os lados do triangulo
retangulo, por meio do material dourado para “completar” os quadrados ou ainda “/..J
experimentos como colocar a agua nos quadrados dos catetos e deixar cair no quadrado da
hipotenusa (pode ser por meio de video)” (Resposta do L68), ainda que esse dltimo se

aproxime mais da no¢do de volume do que da comparacao entre as areas.

Retomando os indices descritos na tabela 11, observamos que apenas 11 licenciandos
(14,1% da amostra) conseguiram apresentar argumentos validos para justificar o Teorema de
Pitagoras. Dentre esses licenciandos, a argumentacdo mais usual foi por meio das nocbes de
semelhanca de tridngulos e esteve presente nas respostas de 6 estudantes. Duas delas estdo

ilustradas nas figuras 64 e 65 descritas pelos discentes L59 e L71, respectivamente:

Figura 64 - Resposta a questao 7(a) apresentada pelo licenciando L59.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L59.
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Figura 65 - Resposta & questdo 7(a) apresentada pelo licenciando L71.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L71.

Note que a resposta do L59 é idéntica a solucdo que propomos na andlise a priori
(veja a pagina 167) a qual ndo consiste somente num argumento valido, como poderia ser
também uma possivel demonstracdo para o teorema. Entretanto, note que no enunciado do
item (@) solicitamos apenas que 0s sujeitos pesquisados argumentassem sobre a afirmacéo e €
justamente por esta razdo que classificamos a resposta do L71 (e de outros 4 estudantes) na
mesma classe, pois embora ele ndo tenha desenvolvido o seu raciocinio, observa-se em sua
resolucdo um conhecimento geométrico e as premissas necessarias para garantir a validade do

teorema.

O participante L69 justificou por meio das relagdes métricas num triangulo retangulo,
conforme vemos na figura 66. Novamente, se exigissemos uma prova formal esse estudante
deveria ter utilizado os critérios de semelhancas para concluir que ambas as relagdes sao
verdadeiras. Porém, em seu discurso se verifica que 0 mesmo soube recorrer a ambas as
igualdades e aplicé-las corretamente ao seu raciocinio. Deste modo, consideramos que 0 seu

argumento € valido.

Figura 66 - Resposta a questdo 7(a) apresentada pelo licenciando L69.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L69.

Além das justificativas anteriores, verificamos que 4 estudantes utilizaram argumentos
geométricos para validar o teorema, por meio de dois raciocinios diferentes. Trés
participantes, dentre eles o L17, utilizou quatro triangulos retangulos de hipotenusa a e

catetos b e c, a fim de formar dois quadrilateros de areas distintas, conforme sugere a figura
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67. Ao considerar que a area do quadrilatero maior ABCD é dada pela soma das areas dos

quatro tridngulos e do quadrilatero menor, obteve a igualdade a* = b* + ¢2.

Figura 67 - Resposta & questdo 7(a) apresentada pelo licenciando L17.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L17.

Entretanto, apesar da iniciativa do L17 em propor um argumento visual, sobretudo no
ambito da Educacdo Basica, é importante mencionar que duas verificagdes foram omitidas.
Como assegurar que ambos os quadrilateros sdo quadrados? Observe gque o discente se baseou
simplesmente no esbo¢o e ndo descreveu os fundamentos que garantem a congruéncia dos
lados e dos angulos internos desses quadrilateros. Se a resolucdo ndo tivesse essas lacunas,
poderiamos até afirmar que consiste numa prova visual, conforme problematizamos na

subsecdo 1.1.5, porém ainda é plausivel classifica-la como argumento valido.

J4& o estudante L45 também utilizou uma argumentacdo geométrica, contudo

ligeiramente distinta da que apresentamos anteriormente, como vemos na figura 68:

Figura 68 - Resposta a questao 7(a) apresentada pelo licenciando L45.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L45.

Note que a configuracdo dos quatro tridngulos retadngulos é diferente, sendo a

hipotenusa a forma os lados do maior quadrilatero. Contudo, aparentemente o L45 teve a
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preocupacao de indicar que ele é um quadrado, visto que a soma dos angulos circulados €
igual a 90°. Por outro lado, esse mesmo cuidado faltou para redigir que o quadriladtero menor
também é um quadrado. Apesar disso, consideramos que 0s argumentos apresentados s@o

validos para garantir a veracidade do teorema.

Portanto, a nossa conjectura de que a maioria dos licenciandos ndo conseguiria
justificar o Teorema de Pitagoras por meio de argumentos validos foi confirmada, visto que
apenas 14,1% da amostra obteve éxito em suas respostas. Esse dado ndo foi diferente do que
Mateus (2015, p. 98) descreveu em sua pesquisa. Durante a sua avaliacdo diagndstica, a
pesquisadora solicitou aos 10 futuros professores que apresentassem uma demonstracdo para

esse teorema e apenas 2 (ou 20% da amostra) conseguiram responder adequadamente®®

Ainda com relacdo a pesquisa de Mateus (2015, p. 95), a autora afirma que “a pratica
mais comum foi erroneamente 0 uso da tese como argumento na tentativa de demonstrar o
teorema de Pitagoras”. Apesar dessa estratégia ndo ter sido a mais recorrente em nossa
amostra, verificamos que 8 licenciandos cometeram esse equivoco, o0s quais classificamos
como argumentos contraditérios. Nas figuras 69 e 70 apresentamos as respostas dos
licenciandos L48 e L51, respectivamente.

Figura 69 - Resposta a questao 7(a) apresentada pelo licenciando L48.
OkSepma s pdocas w‘{w«e;,}uez\\
j)m%‘ A CL}“ F-f:i\& X KC,(\}K \ | (* \N(}‘s\

4 e
ooy up (\Ag,\ (H\

;«.‘

& T sukt2 / v ,
(¢ \‘ 'y :ﬁi}\ : Q(}f&‘ 4 <;-C\,l§ ; - m\f’))
\ ) ‘(?}

\\m@

Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L48.

Figura 70 - Resposta a questdo 7(a) apresentada pelo licenciando L51.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L51.
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%8 Ainda que Mateus (2015) ressalte que ambos ndo provaram algumas afirmacdes utilizadas ao longo da
demonstrag&o.
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Note que os estudantes L48 e L51 recorreram a relacdo fundamental da trigonometria
e a lei dos cossenos, respectivamente, para garantir a validade do teorema. Observe ainda que
ambos utilizaram resultados que séo justificadas pelo Teorema de Pitagoras, ou seja, fizeram
0 uso da tese para “argumentar” o teorema. No entanto, conforme sugere Mateus (2015, p.
96), acreditamos que essas argumentacfGes controversas ocorreram por causa da falta de
conhecimento dos proprios licenciandos, por ndo saberem que essas identidades
trigonométricas sdo decorrentes de Pitadgoras, e ndo por uma questdo de insipiéncia sobre a

impossibilidade de utilizar a propria tese numa justificativa.

Ainda com relacdo a classificacdo anterior, inserimos também o argumento do
respondente L15, no qual presumimos uma possivel referéncia a relacdo fundamental da
trigonometria: “Usaria a demonstra¢do dos cossenos, senos no triangulo retingulo, sua

altura”.

Durante a andlise dos questionarios, observamos que alguns estudantes iniciaram uma
argumentacdo, porém nao foram capazes de conclui-la, por motivos diversos. Por exemplo, o
discente L77 representou o triangulo retdngulo com suas respectivas projeces, porém nao

conseguiu escrever as relacdes métricas corretamente, conforme vemos na figura 71.:

Flgura 71 Resposta a questdo 7(a) apresentada pelo licenciando L77.

Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L77.

Ja a resposta do participante L22 ilustrada na figura 72 sugere que ele se lembrou do
argumento geométrico que descremos anteriormente na figura 67, mas ndo conseguiu

desenvolver a parte algébrica da justificativa.

Figura 72 - Resposta & questdo 7(a) apresentada pelo licenciando L22.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L22.
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Deste modo, as respostas dos estudantes L77 e L22 (e de outros dois) foram
classificadas na classe intitulada “Argumentos incompletos”, a qual reuniu alguns raciocinios

que foram iniciados corretamente, mas que ndo foram devidamente concluidos.

Uma situacéo isolada foi a resposta dada pelo licenciando L72, o qual restringiu o seu
argumento a um caso particular de triangulo retangulo, como vemos na figura 73. Partindo de
um quadrado dividido em dois triangulos, em que um dos angulos é reto e sabendo o valor do
sen(45°), o estudante concluiu corretamente que h* = [*+ [%. Porém, por ter utilizado
inicialmente um quadrado, esse raciocinio é valido apenas para triangulos retangulos

isdsceles. Por essa razao ndo classificamos o seu argumento como valido.

Figura 73 - Resposta a questao 7(a) apresentada pelo licenciando L72.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L72.

Por fim, houve também a situacdo do estudante L13, o qual apresentou o seguinte
argumento para garantir que o teorema é verdadeiro: “O professor passou na aula passada.

’

Descreveu até chegar a formula que conhecemos”. Inspirados nos esquemas de prova
baseados em elementos externos de Harel e Sowder (1998), classificamos o discurso desse
sujeito como argumento autoritario, visto que ele se reporta ao professor para validar o

teorema.

4.7.2.2 Hipotese, tese e reciproca: as concepgoes dos licenciandos

Para identificar se os licenciandos eram capazes de discernir entre hipotese e tese e
enunciar a implicacdo na forma condicional e a reciproca do Teorema de Pitagoras,
propusemos dois itens (b) e (c) baseados no seguinte enunciado: “Num tridngulo retangulo, a

soma dos quadrados dos catetos ¢ igual ao quadrado da hipotensa”.

Com relacdo ao item (b), constatamos que mais da metade da amostra (41

respondentes) foi capaz de identificar corretamente o que € hipdtese e tese num enunciado e



178

reescrevé-lo na forma condicional (Se... entdo..). Para comprovar esse resultado,

apresentamos a seguir a resposta de quatro licenciandos:

“Se um triangulo possui um dangulo reto, entdo o quadrado do lado oposto ao angulo

reto é igual a soma dos quadrados dos lados que formam o dngulo reto.” (Resposta do L57)

“Seja um triangulo ABC, se o triangulo for reto em A, entdo BC? = AB* + AC?".
(Resposta do L59)

“Seja AABC um triangulo retangulo com os lados a > b > c, entdo a® = b* + ¢2.”
(Resposta do L70)

“Se for um triangulo retangulo, a soma dos quadrados dos catetos é igual ao
quadrado da hipotenusa.” (Resposta do L27)

E interessante notar a diversidade de formulac@es corretas que apareceram no item (b)
como, por exemplo, a do L70 que considerou a possibilidade do tridngulo retangulo ser
isdsceles (quando b = c¢). Além disso, note que embora o L27 n&o tenha escrito a palavra
“entdo”, consideramos que o mesmo possui compreensao dos significados de hipdtese e tese

numa sentenca matematica e por isso adotamos seu enunciado como certo.

Entretanto, nem todos os licenciandos que se propuseram a discorrer o item (b),
obtiveram éxito em suas respostas. Dos 52 estudantes que responderam o item (b), 11 deles
ndo conseguiram escrever corretamente o enunciado na forma condicional. O erro mais usual
(observado 3 questionarios) foi redigi-lo da seguinte forma: “Se a soma dos quadrados dos
catetos ¢ igual ao quadrado da hipotenusa entdo esse tridngulo é retdngulo.” conforme
verificamos no questionario do L37, por exemplo. Note que essa frase, evitando o uso de
nomenclaturas especificas do triangulo retangulo, consiste na reciproca do teorema e ndo na

implicacdo, conforme o enunciado da questao.

A resposta de outros estudantes sugere que eles ndo tém a percepcao da diferenca entre
“a soma dos quadrados dos catetos” e “a soma dos catetos ao quadrado”, conforme se verifica

na resolucgéo do L42:

“Se a soma de dois lados do A retdngulo séo maiores que o outro lado, entdo o seu

maior lado (a hipot.) ao quadrado, ¢é igual a soma dos outros dois lados ao quadrado. ”

Todas as respostas semelhantes a anterior foram consideradas incorretas. Além disso,

note que a redacdo do discente L42 sugere que ele ndo possui conhecimento sobre o critério
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de existéncia, visto que em qualquer triangulo a soma das medidas de dois dos seus lados é

estritamente maior do que a medida do terceiro.

Outro discente que ndo soube discernir entre hipOtese e tese numa sentenca
matematica foi o L19, ao escrever: “Se encontrarmos o valor de dois lados entéo €é possivel
aplicar Pitagoras para encontrar o valor do terceiro lado”. Na realidade a sua escrita remete
a aplicacdo e a utilidade do teorema, j& que se conhecemos dois lados num triangulo

retangulo, por meio de Pitagoras é possivel descobrir o terceiro.

Por fim, outra resposta incorreta que consideramos importante destacar foi dada pelo
sujeito L18, o qual dissertou: “Se temos um tridangulo retangulo de lados ABC, como por
Pitagoras sabemos que a soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da
hipotenusa, entdo a* = b + ¢*”. Verifica-se que o seu enunciado € ciclico, pois ele adota a
expressao em negrito como hipétese e tese, simultaneamente. Sem mencionar ainda que ele
ndo denominou quem sdo os lados a, b e c, pois baseado na nossa experiéncia profissional,
alguns alunos ndo costumam conceber, por exemplo, a igualdade b?* = a* + c?, com b sendo
a medida da hipotenusa, como uma possivel formulacdo do Teorema de Pitagoras, visto que a

hipotenusa geralmente esta associada a letra a.

E importante ressaltar que 12 discentes deixaram o item (b) em branco e outros 14
simplesmente afirmaram que ndo sabiam. A tabela 12 apresenta uma sintese das respostas
observas na questdo 7(b).

Tabela 12 - Sintese das respostas a questdo 7(b).

Tipos de respostas Frequéncia
Corretas 41
Incorretas 11

Em branco / N&o sei 26
TOTAL 78

Fonte: Autoria propria.

Ainda que 52,6% da amostra tenha conseguido responder corretamente o item (b),
note que somando as respostas incorretas e as em branco, os indices da tabela 12 indicam
também que praticamente a outra metade dos estudantes (47,4% da amostra) ndo foi capaz de
enunciar o teorema na forma condicional. Como a amostra era composta de licenciandos, isso
indica que estes ndo vivenciaram esse tipo de argumentacdo na Educacdo Bésica, embora,

com certeza, todos tenham tido contato com o Teorema de Pitagoras.
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Com relagdo ao item (c), verificamos que apenas 11 licenciandos dominavam o
significado da palavra “reciproca” no ambito matematico e souberam enunciar a reciproca do
Teorema de Pitagoras. E importante ressaltar que estes também acertaram o item (b),
conforme era de se esperar, uma vez que se o discente ndo foi capaz de discernir 0 que €
hipétese e tese num enunciado, dificilmente conseguiria escrever a reciproca desse resultado.

A seguir descrevemos as respostas de alguns deles:

“Se a soma dos quadrados de dois lados de um triangulo é igual ao quadrado do

terceiro, entdo ele é um A retingulo.” (Resposta do L66)

“Se a soma dos quadrados dos dois lados menores de um triangulo é igual ao

quadrado do maior lado, entéo este & um triangulo retingulo.” (Resposta do L64)

“Se a soma dos quadrados dos lados adjacentes a um dngulo 6 é igual ao quadrado

do lado oposto a 8, entdo esse dngulo é reto.” (Resposta do L65)

“Se em um triangulo de lados a, b, c verifica-se que a®> = b* + c?, entdo o triangulo é

retangulo.” (Resposta do L45)

Com relacdo aos extratos anteriores, note que na escrita do L65 faltou mencionar que
os lados sdo de um triangulo qualquer e na resposta do L45, assim como comentamos
anteriormente, faltou explicitar a ado¢do do lado a como sendo o maior do triangulo em
questdo (outros trés licenciandos apresentaram respostas semelhantes a essa). Contudo, apesar
desses pequenos equivocos descritos no item (c), neste caso julgamos que ambos 0s
estudantes compreendem o significado da reciproca de um teorema, visto que souberam
identificar corretamente a hipotese e a tese a serem consideradas e tiveram o cuidado de ndo

utilizar na formulacao da hipdtese nomenclaturas proprias do triangulo retangulo.

Entretanto, dentre os licenciandos que responderam corretamente a reciproca do
teorema de Pitagoras, identificamos que 5 ndo argumentaram se ela era verdadeira ou falsa e 6
afirmaram que era verdadeira, sendo que apenas 4 deles apresentaram algum tipo
argumentacdo. O argumento mais usual foi aplicar a lei dos cossenos no triangulo para
garantir que o &ngulo oposto ao maior lado era reto, uma vez que o maior lado ao quadrado é
igual a soma dos quadrados dos outros dois, por hipotese. Na figura 74 apresentamos a

resposta do L53, um dos 3 licenciandos que utilizaram essa estratégia.
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Figura 74 - Resposta & questao 7(c) apresentada pelo licenciando L53.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L53.

A rigor poderiamos contestar a justificativa desses trés estudantes, pois conforme ja

observado, a demonstracdo usual da lei dos cossenos faz uso do Teorema de Pitadgoras e

nenhum deles conseguiu apresentar fundamentos para valida-lo no item (a). Contudo,

assumindo a veracidade de ambos os resultados, consideramos que a argumentacao

apresentada é convincente e criativa.

Além da estratégia anterior, o quarto licenciando que descreveu argumentos para

validar o enunciado do item (c) foi o L69, conforme vemos na figura 75. No entanto, ele ndo

se atentou que a razdo trigonométrica sen(x) =

hipotenusa

cateto oposto

é valida apenas em triangulos

retdngulos, que constitui justamente a tese da reciproca de Pitagoras. Logo, por utilizar a tese
como hipotese, a argumentacao do estudante é inconsistente.

Figura 75 - Resposta a questdo 7(c) apresentada pelo licenciando L69.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L69.

Portanto, apenas 3 licenciandos que escreveram corretamente a reciproca do Teorema

de Pitagoras foram capazes de apresentar argumentos consistentes para valida-la.
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Por outro lado, dentre os 37 estudantes que responderam o item (c), 26 deles nédo
formularam corretamente a reciproca do Teorema de Pitagoras. O erro mais comum
(observado em 17 questionarios) foi redigi-la de forma semelhante a resposta do sujeito L17:
“Se a soma dos quadrados dos catetos ¢ igual ao quadrado da hipotenusa, entdo temos um
triangulo retdngulo”. Conforme ja alertdvamos na andlise a priori, 0 item (c) possuia um grau
maior de dificuldade, justamente por ndo poder utilizar na hipotese certas expressdes, como
catetos e hipotenusa, visto que sdo caracteristicas inerentes do triangulo retangulo (tese da

reciproca).

E importante salientar que nio detalharemos nesta pesquisa 0s argumentos dos
licenciandos que ndo conseguiram enunciaram corretamente a volta do teorema. Contudo,
dentre eles, chamou a nossa atencdo a resposta equivocada do estudante L47, ilustrada na

figura 76:

Figura 76 - Resposta a questdo 7(c) apresentada pelo licenciando L47.
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Fonte: Extrato do protocolo do licenciando L47.

Como o sujeito L47 formulou corretamente a implicacdo no item (b), ele considera
que se o triangulo é retangulo entdo a soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da
hipotenusa, mas em consonancia com a figura 76, ele considera também que a reciproca é
falsa. Ou seja, esse estudante pressupde erroneamente que o teorema de Pitagoras ndo pode
ser escrito sob a forma de bi-implicacdo (<), utilizando a expressdo ‘“‘se, ¢ somente se”,

conforme descrevemos na andlise a priori.

Além do erro mais comum descrito anteriormente, de utilizar como hipotese
terminologias especificas do tridngulo retangulo, destacamos ainda que alguns estudantes
escreveram sentencas praticamente idénticas para a implicacdo e para a reciproca; enquanto
outros voltaram a utilizar a expressdo “soma dos catetos ao quadrado” ou adotaram como

hipdtese que um dos angulos do tridngulo ja era reto.
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E importante mencionar que 15 estudantes deixaram o item (c) em branco e outros 26
afirmaram que ndo sabiam. A tabela 13 apresenta uma sintese das respostas a questéo 7(c).

Tabela 13 - Sintese das respostas a questao 7(c)®.

Tipos de respostas Frequéncia
Corretas 11
Incorretas 26

Em branco / N&o sei 41
TOTAL 78

Fonte: Autoria propria

Deste modo, podemos afirmar que os resultados apresentados pelos licenciandos nos
itens (b) e (c) ndo foram satisfatdrios, assim como observado também na pesquisa de Mateus
(2015). Em sua investigacdo, apenas 2 futuros professores (20% da amostra) enunciaram
corretamente a implicacdo do Teorema de Pitagoras na forma condicional e somente um

escreveu a reciproca de forma adequada, apesar de ndo ter justificado se era verdadeira.

Com relacdo a nossa investigacdo, a questdo 7 mostrou que, embora os licenciandos
ingressantes conhecam o Teorema de Pitdgoras, apenas 14,1% deles foi capaz de apresentar
argumentos validos. Em relacdo a identificacdo da hipotese e da tese, pouco mais da metade
dos estudantes (52,6% da amostra) foi capaz de enunciar a afirmativa na forma condicional
(Se... entdo...). Apesar disso, apenas 11 licenciandos (14,1% da amostra) conseguiram redigir
a reciproca do teorema e desses, somente 6 afirmaram sua validade, embora apenas 3 deles

tenham conseguido justificar essa veracidade.

Em vista disso, os dados obtidos evidenciam que o objetivo de demonstrar o0 Teorema
de Pitagoras por meio das nocdes de semelhanca parece que ndo esta sendo alcangado, uma
vez que 0s participantes dessa pesquisa sdo egressos da Educacdo Bésica e a maioria deles
(85,9%) ndo conseguiu apresentar argumentos validos para justificar esse teorema, apesar do
arsenal de demonstragdes existentes. Logo, os resultados desta questdo reforcam que durante
0 Ensino Basico ndo sdo abordadas satisfatoriamente atividades de argumentagdo e provas nas

aulas de Matematica, priorizando o uso de resultados “prontos” na resolucdo de problemas.

Além disso, ainda que ndo seja o foco deste estudo comparar os dados coletados nas

trés IES, um indice que nos chamou a atencdo foi com relacdo a IES3, onde os licenciandos ja

% para o célculo das frequéncias, consideramos apenas parte da questdo 7(c), nos restringindo a escrita da
reciproca do Teorema de Pitagoras.
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haviam cursado Geometria Euclidiana (e a Analitica) no primeiro periodo. Dos 19 estudantes
dessa instituicdo de ensino, somente 3 conseguiram justificar o Teorema de Pitdgoras por
meio de argumentos validos, e na estrutura curricular deste curso € previsto apenas mais uma
disciplina obrigatoria relacionada a Geometria. Em virtude disso, propomos o seguinte
questionamento: Em que medida as disciplinas de Geometria dos cursos de Licenciatura em
Matematica tém contribuido para a formagdo dos futuros professores, uma vez que muitos
deles apresentam uma defasagem em relacdo aos conhecimentos geomeétricos provinda da
Educacdo Bésica? Apesar de ndo termos a pretensdo de respondé-lo neste estudo, podendo vir
a ser uma questdo para futuras investigagdes, conforme sugerido nas consideracdes finais, 0
indice que apresentamos é alarmante, especialmente porque o ensino de Geometria tem se
tornado um circulo vicioso, pois, segundo Pavanello e Andrade (2002, p. 80), “a geometria é
pouco ensinada em nossas escolas, principalmente porque os professores consideram sua

propria formagao em relacdo a esse contetido bastante precaria”.

4.8 PRINCIPAIS TIPOS DE ARGUMENTACOES IDENTIFICADOS NAS ANALISES
DAS QUESTOES 5, 6 E 7(a)

O objetivo desta secdo é fazer uma sintese dos principais tipos de argumentacdes
identificados nas andlises a posteriori das trés questdes puramente matematicas, as quais

solicitavam aos participantes que mostrassem a validade de alguns resultados.

Com base no quadro 15 e nas tabelas 10 e 11, os quais se referem as distribuicBes das
respostas fornecidas pelos licenciandos nas questdes 5, 6 e 7(a), respectivamente, verificamos
que a categoria predominante diz respeito aos estudantes que néo apresentaram justificativas,
a qual reuniu os sujeitos que afirmaram que ndo sabiam mostrar o resultado ou que

simplesmente deixaram a questdo em branco. Além disso, constatamos que:

e 59% da amostra ndo conseguiu mostrar que o quadrilatero IJKL é um
paralelogramo (questdo 5);

e 78,2% da amostra ndo soube mostrar que o produto de trés numeros inteiros
consecutivos é multiplo de 3 (questéo 6);

e 859% da amostra ndo foi capaz de apresentar argumentos validos para

justificar o Teorema de Pitagoras (questao 7a).
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Excluindo a classe dos que ndo apresentaram justificativas, é possivel observar no
quadro 15 e nas tabelas 10 e 11 que as categorias referentes & argumentacéo valida (com
referéncia aos que conseguiram atingir o objetivo da questdo) e a argumentacdo empirica
(com referéncia aos que sugeriram ou fizeram uso de exemplos numéricos, meros desenhos,
recorte/dobradura, softwares, materiais manipulativos) predominaram dentre os licenciandos
que se propuseram a respondé-las. Isso nos motivou a olhar os questionérios dos 78
participantes sob uma nova perspectiva. Com base no quadro 16, constatamos que em 41
questionarios (52,6% da amostra), pelo menos em uma dessas questfes foram empreendidos
argumentos validos e que em 32 questionarios (41% da amostra) pelo menos em uma dessas
questBes foram utilizados argumentos empiricos. Curiosamente a intersecdo nao foi vazia,
pois, 12 estudantes (15,4% da amostra) apresentaram ora uma argumentacdo valida, ora uma

argumentacdo empirica para responder essas questdes.

Com relacdo aos 41 questionarios descritos anteriormente, apesar desse nimero ser
superior a metade da amostra, apenas 3 licenciandos conseguiram apresentar argumentos
validos para as trés questdes matematicas. Observamos ainda que 25 estudantes obtiveram
éxito em apenas uma questdo (especialmente na quinta) e 13 empreenderam uma

argumentacdo valida em exatamente duas questdes.

Ja com relacdo aos 32 questionarios, 0s quais evidenciaram o0 uso de argumentos
empiricos, ndo constatamos que esse tipo de justificativa predominou mais no contexto
algébrico (questdo 6) quando comparado com o geométrico (questbes 5 e 7a), ao contrario do
qgue acreditdvamos. Na realidade, os indices foram bem semelhantes e até ligeiramente
superior no contexto geométrico, conforme se observa no quadro 16, visto que 16
licenciandos (20,5% da amostra) utilizaram verificagbes numeéricas para mostrar que o
produto de trés nimeros inteiros consecutivos € maltiplo de trés e 21 estudantes (26,9% da
amostra) empreenderam uma argumentacdo empirica para justificar o Teorema de Pitdgoras
ou mostrar que o quadrilatero IJKL era um paralelogramo.

Quadro 16 - Distribuicdo dos principais tipos de argumentacdes (valido ou empirico)
dos licenciandos observados nas questfes 5, 6 e 7(a).

(continua)
L QUESTAO5 QUESTAO 6 QUESTAO 7(a)
1
2
3 Argumento valido Argumento empirico
4
5 Argumento empirico




Quadro 16 — Distribui¢do dos principais tipos de argumentagdes (valido ou empirico)

dos licenciandos observados nas questdes 5, 6 e 7(a).

(continuacgéo)

6 Argumento empirico Argumento empirico
7 Argumento empirico
8

9 Argumento empirico
10

11 Argumento empirico Argumento empirico
12 Argumento vélido Argumento empirico

13

14 Argumento valido Argumento empirico

15

16

17 Argumento empirico Argumento valido
18 Argumento empirico Argumento valido
19 Argumento empirico
20 Argumento empirico
21

22 Argumento vélido Argumento valido

23 Argumento empirico

24 Argumento empirico
25 Argumento empirico
26 Argumento empirico

27 Argumento empirico

28

29 Argumento empirico

30

31

32 Argumento empirico Argumento valido
33

34

35 Argumento empirico

36 Argumento empirico
37 Argumento valido Argumento empirico Argumento empirico
38 Argumento valido
39 Argumento valido

40 Argumento empirico

41

42 Argumento empirico Argumento empirico Argumento empirico
43 Argumento empirico
44

45 Argumento valido Argumento valido Argumento valido
46 Argumento valido Argumento valido

47 Argumento vélido Argumento vélido

48 Argumento vélido

49 Argumento vélido

186
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Quadro 16 — Distribui¢do dos principais tipos de argumentagdes (valido ou empirico)
dos licenciandos observados nas questdes 5, 6 e 7(a).
(continuacgéo)

50
51 Argumento valido Argumento valido
52 Argumento valido Argumento valido
53 Argumento valido Argumento valido
54 Argumento vélido
55 Argumento empirico
56 Argumento vélido Argumento vélido
57 Argumento valido Argumento empirico
58 Argumento vélido
59 Argumento vélido Argumento vélido Argumento vélido
60 Argumento valido
61 Argumento vélido Argumento vélido Argumento empirico
62 Argumento vélido
63 Argumento vélido Argumento vélido
64 Argumento vélido Argumento vélido Argumento vélido
65 Argumento vélido
66 Argumento vélido Argumento vélido Argumento empirico
67 Argumento véalido Argumento vélido
68 Argumento empirico
69 Argumento véalido Argumento vélido
70 Argumento valido
71 Argumento valido Argumento valido
72 Argumento véalido
73 Argumento valido
74 Argumento valido
75 Argumento valido
76 Argumento valido
77 Argumento valido Argumento empirico
78 Argumento valido Argumento empirico
TAV" 32 17 11
TAE" 1 16 20
TOTAL 33 33 31

Fonte: Autoria propria.

Para finalizar esta secdo, é importante detalharmos as referéncias utilizadas para
construir o quadro 16. Essencialmente, utilizamos os dados categorizados no quadro 15 e nas
tabelas 10 e 11 referentes as questbes 5, 6 e 7(a), respectivamente, 0s quais emergiram

durante as respectivas andlises a posteriori.

"0 Total de Argumentos Validos (TAV).
™ Total de Argumentos Empiricos (TAE).
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Na coluna da questdo 5, identificamos como “argumento valido”, as respostas dos 32
licenciandos que se enquadraram nas classes “Mostrou a congruéncia entre os triangulos e
utilizou uma das propriedades” e “Demonstrou a tese utilizando outros argumentos” € como
“argumento empirico” apenas a justificativa de um licenciando (veja a figura 46) que foi

categorizada na classe “Apresentou algum erro conceitual”.

Na coluna da questdo 6, identificamos como “argumento valido”, 0s 16 estudantes que
apresentaram respostas “Similar(es) a solugdo II” (veja a pagina 157) e um discente que
utilizou corretamente o PIF (veja a figura 57). E caracterizamos como “argumento empirico”

as resolugdes dos 16 licenciandos classificadas como “Verificagdo Empirica”.

Por fim, na coluna da questdo 7(a), identificamos como “argumento valido”, 0s 11
participantes cujas respostas se enquadraram na classe “Validos” e como ‘“‘argumento

empirico” as 20 justificativas que foram categorizadas na classe “Empiricos”.

Em resumo, embora o quadro 16 mostre um numero consideravel de argumentos
exibidos pelos licenciandos, vale observar os altos indices de respostas incorretas, que nao
atingiram o objetivo das questbes que exigiam argumentacdo, ou seja, ndo apresentaram

argumento valido, nem empirico.
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CAPITULO5
CONSIDERACOES FINAIS

Diante do estudo desenvolvido ao longo desta dissertacdo, para apresentar as nossas

consideracdes finais, retomamos a questdo de pesquisa e alguns aspectos introdutorios:

Quais as concepcgdes de ingressantes no curso de Licenciatura em Matematica

sobre argumentacéo, prova e demonstragao?

Para responder a essa questdo, buscamos atingir o objetivo geral que consiste em
investigar as concepcBes de licenciandos ingressantes sobre argumentacdo, prova e
demonstracdo e o0s seguintes objetivos especificos: compreender como esses estudantes
interpretam e avaliam as argumentagdes de alunos e identificar como eles validam alguns

resultados matematicos da Educacdo Basica.

Neste capitulo, antes de apresentar os principais resultados da nossa investigacdo com
0s ingressantes, iniciamos descrevendo sobre o papel da revisdo da literatura nesta pesquisa,
retomando algumas consideracGes presentes nesses estudos e dissertamos também sobre a
importancia do referencial tedrico e dos procedimentos metodol6gicos adotados. E
concluimos este capitulo refletindo sobre algumas implicagdes, especialmente, sobre a
necessidade de conceber a temética da argumentacdo e provas como um recurso metodolégico
a ser utilizado em sala de aula e apontando as limitacGes desta pesquisa e as perspectivas para

estudos posteriores.

5.1 O PAPEL DA REVISAO DA LITERATURA

Ao se propor uma problematica de pesquisa é fundamental um olhar cuidadoso sobre
os estudos anteriores, a fim de seja possivel contribuir efetivamente para o desenvolvimento
da tematica investigada. Até porque nenhuma pesquisa se inicia do marco zero, isto é, sem
inquietacbes e leituras antecedentes. Tanto é que, inicialmente, a nossa preocupacdo era
investigar as concepcdes de professores de Matematica em exercicio ou até mesmo de
licenciandos concluintes. Porém, o levantamento bibliografico nos mostrou a existéncia de
estudos semelhantes, e em virtude disso, direcionamo-nos aos ingressantes nos cursos de
formagéo inicial. Deste modo, o papel da revisdo da literatura foi de possibilitar a

familiarizacdo com a tematica proposta e de viabilizar as escolhas teodricas e metodoldgicas.
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Particularmente, esta revisdo permitiu uma discussdo tedrica sobre os possiveis significados

das nocbes de argumentacdo, prova e demonstracdo no cotidiano, na Matematica e na

Educacao Matematica, uma reflex@o sobre as fungdes da prova e como elas se articulam em

ambientes dinamicos de Geometria e também algumas consideracBes sobre demonstracdo na

formacéo de professores.

Deste modo, a revisdo da literatura sobre argumentacdo, prova e demonstracdo nos

apresentou diversos pontos de vista e resultados a respeito dessas noc¢des, dentre 0s quais,

destacamos:

a) Sobre o papel da prova na Educacéo Bésica:

Uma demonstracao pode assumir diferentes papéis, conforme vimos na secao 1.2,
especialmente a luz de De Villiers (1990, 1999). Contudo, os professores da
Educacdo Basica devem optar sempre que possivel pelas provas explicativas e
considerar a Geometria como um campo fértil para apresentar esse tipo de prova
aos seus alunos (HANNA, 1990, 1995, 2000);

Para muitos professores em exercicio ou em formagdo inicial, o papel da prova
matematica se restringe a validar uma afirmacdo (KNUTH, 2002a; AGUILAR
JUNIOR, 2012; FERREIRA, 2016).

b) Sobre a pratica argumentativa e demonstrativa em sala de aula:

Né&o se observa uma preocupacéo por parte da maioria dos professores do Ensino
Fundamental em desenvolver a habilidade argumentativa e demonstrativa em sua
pratica docente (AGUILAR JUNIOR, 2012);

Os softwares de GD podem ser potenciais ferramentas no processo de exploracéo
e investigacdo dentro da sala de aula, permitindo que os alunos estabelecam links
entre o raciocinio empirico e dedutivo e fornecendo ideias para a elaboracdo de
justificativas (HOYLES; JONES, 1998; DE VILLIERS, 1999; HANNA 2000;
ARCAVI; HADAS, 2000).

c) Sobre a prova rigorosa na formacao dos professores de Matematica:

Durante a formac&o inicial é importante que os licenciandos dominem a leitura
técnica sobre a prova rigorosa, ou seja, que sejam capazes de elaborar e
compreender uma demonstracdo do ponto de vista formal, mas é essencial

também que os cursos de Licenciatura favorecam um olhar critico aos futuros
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professores sobre tais provas, a fim de que eles valorizem o0 processo
argumentativo (provas informais, provas pragmaticas, etnoargmentacées) dos seus
futuros alunos (GARNICA, 1996, 2002);

A maior parte dos licenciandos ndo apresenta dominio com relacdo a producéo de
demonstracdes (ORDEM, 2015);

Em geral, os professores valorizam e melhor avaliam os tipos de argumentacao
dos seus alunos que estdo mais proximos da prova conceitual, segundo o
constructo tedrico de Balacheff (AGUILAR JUNIOR, 2012);

Os professores e licenciandos tendem a privilegiar as demonstracbes mais
“formais” ou assumir o significado de prova apenas como algo rigoroso, fatos
esses que podem estar relacionados a influéncia da formacgdo académica
(AGUILAR JUNIOR, 2012; MATEUS, 2015).

d) Sobre as concepgdes de professores em exercicio ou em formacdo inicial

referentes as nogdes de argumentacao, prova e demonstracao:

Em geral, os licenciandos concluintes ndo sabem julgar a validade de uma
justificativa, pois apresentam uma concepcéo diferente entre validar e demonstrar
uma propriedade. Em virtude disso, eles ndo utilizam critérios consistentes para
avaliar provas e demonstracdes (ORDEM, 2015);

As caracteristicas dos argumentos que os professores tendem a considerar como
mais convincentes, em geral, se relacionam mais a forma (esquema de prova
baseado em elementos externos, segundo Harel e Sowder) do que ao raciocinio
apresentado (KNUTH, 2002a);

Os professores em formacdo inicial tendem a considerar os termos prova e
demonstragdo como sindnimos no contexto matematico (FERREIRA, 2016);

Em geral, os futuros professores confundem a possibilidade de prova por
contraexemplos com a impossibilidade de demonstrar por exemplos (ORDEM,
2015; HAREL; SOWDER, 1998);

Os licenciandos concluintes e professores tendem a conceber prova e
demonstra¢do mais como um topico de aprendizagem (objeto matematico) do que
como um meio de comunicacdo e compreensdo da Matematica (objeto
paramatematico) (ORDEM, 2015; KNUTH, 2002b);
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e Em geral, os futuros professores tém a concepcdo de que nem todos os alunos
seriam capazes de desenvolver habilidades relativas as provas, utilizando
linguagens formais. Porém, acreditam que as provas mais empiricas e menos
formais sdo importantes para a compreensdo dos resultados (MATEUS, 2015;
KNUTH, 2002b);

e Os licenciandos concluintes consideram importante demonstrar o Teorema de
Pitagoras na Educacdo Baésica, ainda que muitos deles ndo tenham conseguido

eshocar uma prova sequer para esse teorema (MATEUS, 2015).

5.2 A IMPORTANCIA DO REFERENCIAL TEORICO E DOS PROCEDIMENTOS
METODOLOGICOS ADOTADOS

A partir do momento em que decidimos qual temética seria investigada e nos
debrugamos sobre o levantamento bibliogréfico, era necessaria a escolha de um referencial
tedrico que norteasse esta pesquisa, desde a elaboracdo dos questionarios até a interpretacédo
dos dados coletados com os licenciandos ingressantes. A partir desse levantamento,
constatamos que os modelos tedricos de Balacheff (1988) sobre a Tipologia de Provas e de
Harel e Sowder (1998) sobre os Esquemas de Provas predominavam nas pesquisas recentes
sobre argumentacdo e provas e, por esta razdo, adotamos ambos para constituir nosso marco
tedrico (REID, D. A.; KNIPPING, 2010).

Conforme apresentamos na secao 2.4, foi possivel identificar algumas articulacdes e
divergéncias entre estes modelos tedricos. Contudo, em linhas gerais, ambos apresentam uma
categorizacdo sobre os modelos utilizados por estudantes para justificar a validade de uma
afirmativa matematica. Em virtude disso, os estudos de Balacheff (1988) e de Harel e Sowder
(1998) foram importantes, principalmente, para as analises a posteriori das questdes 2, 5, 6 e
7, nas quais os participantes deveriam avaliar ou apresentar justificativas para alguns
resultados matemaéticos. Particularmente, esses estudos nortearam também a construcdo e a
analise a priori da questdo 2, em que os licenciandos deveriam interpretar e avaliar as
argumentacdes de nove alunos ficticios, as quais foram elaboradas e classificadas (veja o

quadro 6) a partir dos tipos e dos esquemas de provas propostos por estes pesquisadores.

Com relagdo aos procedimentos metodoldgicos adotados, a partir dos modelos
teoricos e da revisdo de literatura, foi possivel elaborar um questiondrio composto por 7

questbes, que consistiu no instrumento utilizado para a coleta dos dados nesta pesquisa
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exploratoria. Por se tratar de um instrumento que permite uma abrangéncia geogréafica mais
ampla, foi possivel realizar a aplicacdo do questionario em trés instituicdes publicas, situadas
em trés cidades de dois estados brasileiros da regido Sudeste, abrangendo uma amostra por
conveniéncia de 78 estudantes ingressantes. Deste modo, acreditamos que foi possivel atingir

uma amostra mais representativa de licenciandos.

Os dados coletados com os ingressantes foram submetidos a uma abordagem quanti-
qualitativa, em que para cada uma das questfes apresentamos sua respectiva andlise a priori e
a posteriori. Esse procedimento metodoldgico foi inspirado na tese de Ordem (2015), ao qual
0 autor se reporta como Analise Didatica, o que reforca o papel da revisdo de literatura, de
ndo apenas viabilizar as escolhas teoricas, como também as metodoldgicas. Tais analises
foram essenciais para delimitar os objetivos e focos de cada uma das questdes, formular
eventuais hipoteses e possibilitar a categorizacdo/interpretacdo dos dados a luz do referencial
tedrico. Aléem disso, utilizamos também o software estatistico IRAMUTEQ, que foi

importante durante a analise das respostas fornecidas pelos estudantes na questdo 1.

Deste modo, por consequéncia das nossas escolhas tedricas e metodoldgicas, podemos
afirmar que elas permitiram cumprir todos 0s objetivos propostos neste estudo e, como
resultado, possibilitou respondermos a questdo de pesquisa, conforme descrevemos na

préxima secao.

5.3 PRINCIPAIS RESULTADOS

Nesta secdo apresentamos o0s principais resultados da nossa investigagédo em relagéo

aos objetivos especificos e ao objetivo geral, a fim de respondermos a questao de pesquisa.

5.3.1 Concepgdes dos licenciandos sobre as argumentacfes de alunos em relagdo a

invariancia da soma dos angulos internos de um triangulo

Com relacdo ao primeiro objetivo especifico, ou seja, a0 modo como os licenciandos
ingressantes interpretam e avaliam as produgfes de alunos (questdo 2), observamos uma
preferéncia pelos argumentos dedutivos, visto que as respostas de Carlos e de Helena
receberam as melhores notas (situacdo 1) e foram as eleitas pelos estudantes para serem
utilizadas tanto no @mbito da Educacéo Basica quanto no Ensino Superior (situacGes Il e 111).

Esse resultado confirma parcialmente a nossa hipétese, de que os participantes escolheriam
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principalmente as argumentacOes dedutivas e ratifica as consideracOes feitas por Aguilar
Junior (2012) sobre a preferéncia pelas justificativas que estdo mais proximas da prova
conceitual, segundo a tipologia de Balacheff (1988). Além disso, a analise dos dados sugere
que as motivacOes das escolhas feitas pelos estudantes eram mais baseadas na compreensao

do argumento do que no nivel de escolaridade em que supostamente seria abordado.

Conforme mencionamos, nossa hipotese foi confirmada parcialmente, pois a resposta
do Fabio, que também era baseada na ldgica dedutiva, teve pouquissima adesdo, sendo a
menos preferida para ser ensinada na Educacdo Baésica (veja o quadro 9). Neste momento,
poderiamos até inferir que os licenciandos ingressantes ndo aceitam argumentos visuais e
privilegiam os raciocinios simbolicos e algébricos. No entanto, ndo foi isso que constatamos
na situacdo I, visto que quase metade da amostra (38 respondentes) valorizou a resposta do
Féabio, o quarto argumento na preferéncia dos estudantes. Tais indices s6 ndo foram melhores

porque 18 dos participantes ndo apresentaram justificativas para essa resposta.

Logo, com base nas notas atribuidas pelos ingressantes, podemos afirmar que apds 0s
esquemas de provas analiticas (respostas do Carlos e da Helena), eles privilegiam o0s
esquemas de provas transformacionais (resposta do Fabio) em vez dos esquemas de provas
perceptivas (respostas do Bruno e do Edu), ou respectivamente, que preferem o exemplo

genérico ao invés da experiéncia crucial, segundo a tipologia de provas de Balacheff (1988).

Todavia, o resultado que mais nos chamou a atencéo foi em relagdo aos argumentos da
Dani, da Gabi e principalmente do Igor, 0s quais eram inconsistentes do ponto de vista
matematico. A resposta do Igor teve o terceiro maior indice de estudantes (57,7% da amostra)
que valorizam a sua argumentacao e isso explica porque obteve também a terceira melhor
média aritmética, segundo a avaliacdo dos participantes (veja o quadro 8). Uma possivel
justificativa desses indicadores é que o Igor recorreu a um discurso excessivamente algébrico
e isso repercutiu na convicgdo dos sujeitos pesquisados, que se deixaram influenciar por
esquemas de provas baseados em elementos externos (ritual e simbdlico). Deste modo, além
de corroborar a nossa conjectura, de que a maior parte da amostra validaria a resposta do Igor
atribuindo notas elevadas, esse resultado reforga parcialmente as consideragOes feitas por
Ordem (2015) e por Knuth (2002a). Para esses autores, respectivamente, os licenciandos ndo
utilizam critérios adequados para avaliar demonstracfes e 0s professores tendem a se
convencer mais pela forma do argumento do que pelo raciocinio apresentado. E apesar de
termos constatado que a maioria dos nossos sujeitos privilegiou as argumentacoes

logicamente consistentes (respostas do Carlos e da Helena), ndo podemos negligenciar que a
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aparéncia de uma justificativa parece influenciar fortemente a convicg¢do e a avaliacdo dos

futuros professores.

Por outro lado, apenas 19,2% dos estudantes constataram gque os argumentos utilizados
por lgor eram contraditorios e somente 16,7% e 3,8% observaram isso nas respostas da Dani e
da Gabi, respectivamente (veja o quadro 7). Mesmo com esses indices baixissimos, apenas o
licenciando L78 foi capaz de verificar que todas essas argumentacGes eram inconsistentes.
Isso reforca o fato de que a simples aparéncia do argumento associada a linguagem

matematica parece ser suficiente para convencer o licenciando ingressante.

5.3.2 Concepcdes dos licenciandos em relacdo a verificacdo de alguns resultados

matematicos da Educacéo Basica

Com relacdo ao segundo objetivo especifico, ou seja, a0 modo como os licenciandos
ingressantes validam resultados matematicos da Educacdo Béasica (questdes 5, 6 e 7a),
verificamos que, independentemente da afirmacdo estar inserida no contexto geométrico ou
algébrico, a categoria que predominou, ou seja, a que teve a maior frequéncia em todas as
questBes puramente matematicas, diz respeito aos estudantes que ndo apresentaram
justificativas, a qual reuniu os sujeitos que afirmaram que ndo sabiam mostrar o resultado ou

que simplesmente deixaram a questdo em branco (veja o quadro 15 e as tabelas 10 e 11).

Este fato comprovou a nossa hipétese para as questdes 5 e 7(a), nas quais afirmamos,
respectivamente, que a maioria dos discentes ndo saberia apresentar uma resposta coerente ao
problema do ENADE e ndo conseguiria justificar o Teorema de Pitdgoras por meio de
argumentos validos, em consonancia com Mateus (2015). Por outro lado, ndo foi possivel
ratificar a nossa conjectura na questdo 6, ja que a maior parte das respostas nao foi pautada na
utilizacdo de argumentos empiricos. Pior do que isso, a terca parte dos ingressantes nao foi
capaz de fornecer justificativa alguma, enquanto 20,5% deles tentaram validar a afirmativa
por meio de exemplos. Logo, verifica-se que alguns participantes ainda tém a concepcao de
que uma simples constatacdo numérica é suficiente para garantir a veracidade de uma

afirmacéo.

Deste modo, podemos inferir que a maioria dos licenciandos ingressantes nao sabe
como desencadear uma argumentacao dedutiva e ndo domina as técnicas de prova, como foi o
caso do Principio da Indu¢éo Finita na questdo 6. Isso reitera uma das consideracdes feitas por
Ordem (2015), na qual o autor afirma que o0s sujeitos pesquisados, no caso, os concluintes,
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ndo mostravam estratégias consistentes de producao de demonstracdes, nem justificativas com
embasamento matematico plausivel. Isto pode ser um indicativo de que o ensino de
Matematica, no decorrer da Educacdo Basica e do Ensino Superior, privilegia mais 0s
procedimentos em detrimento da compreensdo dos conceitos. Por essa razdo, propomos na
secdo 5.4, uma reflexdo sobre a necessidade dos cursos de formacéo inicial conceber a
temética da argumentacdo e provas como um possivel recurso metodoldgico a ser utilizado

em sala de aula.

Além disso, com base na secdo 4.8, constatamos que ndo houve um tipo de
argumentacdo consensual entre os licenciandos que compuseram a nossa amostra e que se
propuseram a responder as questdes 5, 6 e 7(a). Em 32 questionarios, identificamos que pelo
menos em uma dessas questdes foram utilizados argumentos empiricos (com referéncia aos
que sugeriram ou fizeram uso de exemplos numéricos, meros desenhos, recorte/dobradura,
softwares, materiais manipulativos) e que em 41 questionarios pelo menos em uma dessas
questdes foram empreendidos argumentos validos (com referéncia aos que conseguiram
atingir o objetivo da questdo). E apesar desse ultimo grupo representar 52,6% da amostra,
esses indices reforcam o fato de que a maioria dos ingressantes ndo tem clareza sobre como
elaborar uma prova matematica. Primeiramente porque dentre esses 41 estudantes, 12 deles
empreenderam tanto argumentos empiricos quanto dedutivos em suas respostas. Em seguida,
porque a categoria que predominou nas trés questdes se refere aos sujeitos que ndo

apresentaram justificativas, conforme descrito anteriormente.

5.3.3 Concepgoes dos licenciandos sobre argumentacéo, prova e demonstragdo

Para dissertar sobre as concepcOes dos licenciandos ingressantes referentes as nogoes
de argumentacdo, prova e demonstracdo e responder a nossa questdo de pesquisa,
abordaremos o objetivo geral do nosso estudo em trés momentos, relacionados,
respectivamente, as conceituagbes propostas pelos ingressantes para essas terminologias
(questdo 1), as principais funcgdes da prova que emergiram nos questionarios (questdes 1 e 3),
e ao grau de concordancia dos estudantes sobre algumas afirmacfes concernentes a prova

matematica (questéo 4).

Apesar de 0 maior percentual da amostra ter associado tanto “demonstra¢ao” quanto
“prova” ao significado de validar um resultado, observou-se a existéncia de contrastes

relacionados ao rigor e a formalidade nas conceituagdes propostas pelos licenciandos para
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esses termos no ambito matematico. A partir da anélise quanti-qualitativa foi possivel inferir
que na concepcdo dos ingressantes, a nocdo de prova estaria relacionada a algo mais formal
ou a uma possivel generalizacdo, enquanto que a demonstracdo estaria relacionada a algo
mais informal ou a uma etapa que antecede a prova. Contudo, é importante destacar que
Ferreira (2016, p. 83) obteve resultados antagbnicos ao investigar a conceituacdo de 45
licenciandos ndo ingressantes (a amostra era constituida por discentes do 3° ao 14° semestre)
para estes termos. Isso sugere que, independentemente de serem ingressantes ou nao, o
significado de prova e de demonstracdo ndo € claro entre os préprios estudantes. Além disso,
as interpretacOes que emergiram em nossa investigacdo divergem das defini¢cGes propostas por
Balacheff (1987), as quais foram adotadas neste estudo. De acordo com esse pesquisador,
uma prova pode assumir diferentes niveis de formalidade, dependendo da comunidade na qual
esta inserida e, quando restrita a comunidade matematica, a prova € tida como sinébnimo de
demonstracdo, que consiste num processo de validacdo formal segundo um conjunto bem

definido de regras.

Com relacgdo as funcdes da prova, infelizmente ndo conseguimos apontar na questao 3,
qual seria o principal propdsito em utiliza-la no &mbito da ciéncia e do ensino, segundo as
concepgdes dos licenciandos. Por se tratar de uma questdo parcialmente fechada,
direcionamos as respostas dos participantes ao apresentar uma lista dos possiveis pape€is da
demonstracdo. Contudo, podemos inferir algumas consideracbes com base na questdo 1.
Durante a andlise a posteriori dessa questdo, identificamos que apenas as funcGes de
verificacdo, explicacdo e sistematizacdo emergiram nas definicbes apresentadas pelos
estudantes para os termos demonstracdo e prova no ambito da Matematica, ainda que o maior
percentual deles remetesse ambos ao significado de validar algo, como citamos anteriormente.
Porém, esse resultado ndo foi inédito, visto que outros estudos ja haviam relatado esse fato.
Ferreira (2016, p. 82), por exemplo, também obteve resultados similares quanto aos papéis da
prova/demonstracdo na visdo dos licenciandos. J& Aguilar Junior (2012, p. 75) constatou que
a maior parte dos professores (73% dos participantes) também associa a prova matematica ao
ato de comprovar um resultado através de premissas e de resultados demonstrados ou por

meio de argumentos ldgicos.

Logo, em virtude desses indicadores, é importante destacar que, apesar de ser
fundamental na Matematica, conceber a prova/demonstracdo com a funcao essencialmente de
validacdo pode ser prejudicial para o desenvolvimento das habilidades argumentativas dos

futuros alunos desses licenciandos. Afinal, quando os estudantes ja tém certeza da validade de
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um resultado, eles ndo se sentem motivados e ndo veem necessidade alguma de verificar sua
veracidade (NASSER; TINOCO, 2003, p. 3).

Além das funcdes de verificacdo, explicacao e sistematizacao, identificamos na anélise
a posteriori da questdo 3, que mais de 60% da amostra associou outros cinco papeéis a prova
(comunicacéo, satisfacdo pessoal, ilustrar o significado de uma definicdo, ajudar a lembrar de
resultados importantes e desenvolver o pensamento l6gico), tanto no contexto académico
guanto no escolar (veja o quadro 11). Deste modo, as analises das questdes 1 e 3 sugerem um
conhecimento limitado por parte dos licenciandos ingressantes a respeito das potencialidades
da demonstragdo, sobretudo, com vista ao ensino de Matemética. Tanto é que em nenhuma
das conceituacBes descritas pelos participantes na questdo 1, emergiu o significado desses
outros cinco papéis, com destaque para a auséncia da funcdo de desenvolver o raciocinio
I6gico, a qual predominou nas concepgdes dos professores investigados por Knuth (2002b).
Esse fato pode ser associado a pouca vivéncia dos participantes que constituiram a nossa

amostra com argumentac@es e provas engquanto alunos da Educacéo Basica.

A nossa maior preocupacdo € que um conhecimento limitado por parte dos futuros
docentes sobre os papéis da demonstracdo possa ter efeitos negativos na aprendizagem dos
seus futuros alunos. Por isso, defendemos que os cursos de formacao inicial ndo se limitem
apenas a funcédo de validacdo, mas que oferecam oportunidades de reflexdo a respeito do lugar
e da utilidade das provas no ensino da Matematica, pois se 0s professores soubessem das
potencialidades delas, eles poderiam ofertar “[...] experiéncias em sala de aula com
demonstracdes que permitiriam aos alunos ir além das concepc@es limitadas que os estudantes

tradicionalmente desenvolvem.” (KNUTH, 2002a, p. 399, traducdo nossa).

Com relagdo ao grau de concordéncia dos ingressantes sobre algumas afirmacdes
concernentes a prova matematica, verificamos que a maioria deles soube distinguir, a0 menos
na teoria, a possibilidade de provas por contraexemplos da impossibilidade de provas
baseadas em exemplos, ao contrario do que Harel e Sowder (1998) e Ordem (2015)
constataram em seus estudos. Além disso, grande parte da amostra assume que 0 uso de
meros desenhos e exemplos ndo caracteriza uma demonstragdo, mas concorda que 0 Seu uso
fornece insights e auxilia na constru¢do de uma prova matematica. Parte significativa também
concorda com Hanna (1990), de que os professores da Educacdo Bésica devem priorizar as

provas explicativas em relacéo as provas que apenas confirmam o resultado.
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Todavia, chamou a nossa atencdo o fato de mais da metade da amostra assinalar a
necessidade de verificar uma conjectura por meio de exemplos, mesmo depois de demonstra-
la. E mesmo que esse resultado tenha nos surpreendido, ele apenas corrobora uma das
consideracdes presentes no estudo de Fischbein (19827% apud HANNA; JAHNKE, 1996, p.
897). Isto sugere que o licenciando nem sempre assume a prova matematica como um meio

de validacao, recorrendo a uma constatacdo empirica para se autoconvencer.

Portanto, a partir dos principais resultados apresentados em relacdo aos objetivos
propostos neste estudo, se torna possivel responder a seguinte questdo: Quais as concepgoes
de ingressantes no curso de Licenciatura em Matematica sobre argumentacéo, prova e

demonstracao?

Com base em nossa investigacao, € possivel afirmar que existe uma preferéncia entre
os licenciandos ingressantes pelos argumentos que se enquadram no tipo de prova conceitual
(BALACHEFF, 1988) e no esquema de prova analitica (HAREL; SOWDER, 1998).
Principalmente, quando se trata de avaliar as justificativas de alunos (situacdo 1), de ensinar
supostamente um determinado conteldo na Educacdo Bésica (situacdo Il) ou de elaborar
hipoteticamente uma resposta no teste de Geometria Euclidiana (situacdo Il1). Além disso,
constatou-se que, muitos deles, interpretam a prova/demonstracdo com o significado de
validar algo e que a maioria acredita que uma prova matematica deve necessariamente se
apoiar no processo dedutivo baseado em um sistema axiomatico, o que na visdo de Garnica

(1996) consistiria no fascinio pela técnica.

Em vista disso, podemos refletir sobre uma das consideragdes descritas em Aguilar
Junior (2012) e em Mateus (2015). Esses pesquisadores também constatam que os [futuros]
professores tendem a privilegiar as demonstracdes mais “formais”, mas indicam que esse fato
poderia estar relacionado as experiéncias vivenciadas pelos sujeitos no Ensino Superior. No
entanto, por investigarmos licenciandos que cursam apenas O primeiro periodo, nossas
analises sugerem que tal preferéncia ndo se deve necessariamente a uma influéncia
académica. Possivelmente, esses estudantes ja carregavam consigo uma visdo “rigorosa” da
Matematica desde a Educacdo Basica, visto que, na maioria das vezes, as concepc¢des de
[futuros] professores sobre o ensino e a aprendizagem da Matemaética sdo formadas durante os
anos de escolaridade, moldadas por suas proprias experiéncias enquanto alunos e sao dificeis
de serem modificadas (THOMPSON, 1992, p. 135).

2 1bid, 1982.
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Por outro lado, apesar da inclinagdo pelas justificativas mais “formais” e “rigorosas”
observadas nos sujeitos que compuseram a nossa amostra, na pratica, constatamos que a
maioria deles ndo sabe como desencadear uma argumentacdo logica e ndo domina as técnicas
de prova, como vimos nas questdes 5, 6 e 7(a). Além disso, muitos deles utilizam evidéncias
empiricas para validar os resultados matematicos, sem mencionar também, que mais da
metade da amostra assinalou a necessidade de verificar uma afirmacéo por meio de exemplos,

mesmo depois de prova-la.

Em vista disso, emerge das concepcdes dos ingressantes uma contradicdo entre a
preferéncia e a nog¢do de prova matematica admitida pela maioria deles com o modo utilizado
para validar conjecturas matematicas, isto quando os mesmos foram capazes de apresentar

alguma argumentacéo coerente.

Deste modo, podemos afirmar que a nossa hipdtese de pesquisa foi ratificada, pois, as
concepcdes sobre argumentacdo, prova e demonstracdo dos licenciandos que compuserem o
nosso estudo se mostraram limitadas, tendo em vista que foram contraditérias em
determinados aspectos. Além disso, mesmo que alguns estudantes tenham obtido éxito em
suas argumentacdes, podemos asseverar que a maior parte da amostra ndo sabe como validar
matematicamente uma conjectura e que muitos deles sdo persuadidos por experimentos

empiricos.

5.4 IMPLICACOES DA PESQUISA

Os resultados apresentados anteriormente indicam que mesmo com as orientacGes
prescritas nos documentos oficiais, os professores da Educacdo Bésica ndo tém desenvolvido,
juntamente com os seus alunos, atividades argumentativas e demonstrativas no ensino da
Matematica. Por isso, nesta secdo, refletimos sobre algumas implicagdes desta pesquisa na
formacdo dos futuros docentes, a fim de que a préatica voltada ao uso de argumentacéo e

provas seja efetivamente empregada nas aulas de Matematica.

A prética da Matematica exige diversas caracteristicas por parte de um estudante, tais
como criatividade, imaginacdo, intuicdo, experimentagéo, visualizacdo, saber acertar e saber
errar. Tentativas, acertos e erros sao naturais no exercicio dessa ciéncia. Até porque, mesmo
guando um matematico esta convencido de que um resultado é verdadeiro, ha muito para ser
criado ou corrigido até que se encontre uma demonstragdo. Ja diria Friedrich Gauss: “Tenho

meu resultado, mas ainda ndo sei como obté-lo”. Por sua vez, a histéria da Matematica
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confirma que o processo de construcdo dessa ciéncia ndo se deu a partir de axiomas e
teoremas, mas sim por meio de inquietagdes, na tentativa de resolver determinados problemas
(KLINE, 1970" apud GARNICA, 2002, p. 97).

Em vista disso, a construgdo da Matematica em sala de aula ndo deve ser diferente.
Durante o processo de ensino-aprendizagem, enquanto professores, devemos desmistificar a
Matematica como uma ciéncia pronta e acabada, em que poucos tém acesso a ela. Ademais,
devemos favorecer a autonomia e o protagonismo do estudante, evidenciando o seu papel de

produtor e ndo de um mero reprodutor do conhecimento matematico, pois acreditamos que

[...] se os alunos crescessem em uma cultura matematica onde o discurso, o
pensamento e 0 convencimento fossem partes importantes do seu
envolvimento com a matematica, entdo as provas seriam vistas como uma
parte natural de sua matematica e ndo como uma imposic¢do artificial.
(SCHOENFELD, 1994, p. 76, traducao nossa).

Por esta razdo, a habilidade argumentativa deve ser sempre incentivada pelo professor,
solicitando que o aluno justifique as suas estratégias de resolucdo para os problemas
propostos, afinal o dominio do processo dedutivo deve ser construido ao longo de toda a sua
trajetoria escolar. Entretanto, para que isso ocorra na Educacdo Bésica, os professores
formadores devem estimular os licenciandos a considerarem as justificativas informais e as
tentativas de argumentacdo dos alunos, uma vez que a literatura mostra que grande parte dos
professores de Matematica ndo valoriza as provas pragmaticas de seus aprendizes (HOYLES,
1997).

Diante deste contexto, defendemos que os cursos de Licenciatura em Matematica,
devem proporcionar aos futuros professores, a oportunidade de conceber a tematica da
argumentacao e provas como um recurso metodologico a ser utilizado em sala de aula, a fim
de criar um ambiente favoravel ao uso de atividades exploratdrio-investigativas’®. No entanto,
para que isso seja possivel, ndo é suficiente que o licenciando conhega do ponto de vista
tedrico no que consiste e para que serve uma demonstracio. E preciso que ele seja capaz de
elaboré-la ou, ainda, de fazer uma transposicédo para explora-la juntamente com os seus alunos
no futuro, instigando-os a produzir as suas proprias argumentagdes. E preciso ainda que “...]

ele possa experienciar o processo de exploracdo e investigacao nas disciplinas matematicas da

" KLINE, M. Logic versus Pedagogy. American Mathematical Monthly, v. 77, n. 3, p. 264-282, 1970.
" para maioires informagdes, consulte Correia (2017).
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licenciatura, tais como: teoria dos numeros, céalculo diferencial e integral, &lgebra, andlise,
geometria, fractais, teoria dos grafos etc.” (FIORENTINI; OLIVEIRA, 2013, p. 925).

5.5 LIMITACOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta se¢do apontamos algumas limitacGes do nosso estudo e apresentamos também

uma proposta para futuras investigagdes.

Acreditamos que a principal limitagdo desta pesquisa foi em utilizar apenas um
instrumento de coleta, em virtude da curta duracdo do mestrado. O uso de questionarios tem
suas vantagens, pois se trata de uma ferramenta de ampla abrangéncia e de simples aplicacéo,
porém, ndo permite um encontro direto com os participantes, a fim de que eles esclarecam
detalhadamente as suas respostas e possiveis casos de ambiguidade. Consequentemente, a
interpretacdo dessas respostas estd sujeita, em muitos casos, ao crivo do pesquisador. Além
disso, é importante destacar que, embora tivéssemos a preocupac¢do de constituir uma amostra
representativa de licenciandos, os resultados apresentados ndo sdo necessariamente

generalizaveis, sendo limitados e validos prudentemente aos participantes desta pesquisa.

Por outro lado, os resultados que emergiram das concepcbes dos ingressantes
suscitaram novas inquietacdes, dentre as quais, a possibilidade de darmos continuidade a esta
pesquisa, investigando 0os mesmos sujeitos quando estiverem proximos a concluir o curso de
Licenciatura. Por conseguinte, para finalizarmos este capitulo, apresentamos a seguir essa

despretensiosa proposta com maiores detalhes.

Ao sintetizar o resultado de diversos estudos, Thompson (1992, p. 135) afirma que
alterar as concepgbes dos licenciandos durante a graduacdo ndo € uma tarefa simples e
continua sendo um grande problema na formacéao dos professores de Matematica. Até porque,
conforme ja destacamos, as concepgdes dos futuros docentes sobre 0 ensino e a aprendizagem
da Matematica sdo formadas, na maioria das vezes, durante 0s anos em que estiveram na

Educacao Bésica e moldadas por suas proprias experiéncias como alunos.

No decorrer desta dissertacdo, defendemos que investigar as concepgbes de
licenciandos era importante porque elas influenciam diretamente as escolhas e as praticas
pedagdgicas destes futuros educadores em sala de aula (KNUTH, 2002b; THOMPSON, 1992;
PONTE, 1992). Por outro lado, Thompson (1992, p. 138-139) alerta que a relacdo entre a
concepgdo de um professor e sua pratica ndo é simples e tdo pouco de causalidade linear, em
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que primeiro seriam mobilizadas as suas concepcdes e posteriormente emergiriam sua praxis
de ensino. A vista disso, a pesquisadora também afirma que muitos pontos de vista de um
docente sdo originados ou moldados por suas experiéncias em sala de aula, a partir de sua
interacdo com o meio e de atos reflexivos sobre sua propria pratica. Logo, podemos inferir
que as concepgdes de um sujeito sdo estruturas mentais e dinamicas, suscetiveis a mudancas a
luz da experiéncia (THOMPSON, 1992, p. 140). Observe esta percepgao vai ao encontro da
conceituacdo proposta por Artigue (1990) adotada neste estudo, em que a autora afirma que
concepgdo ¢ um ponto de vista “local” sobre um dado objeto, destacando, portanto, uma

dimensédo temporal.

Com base na discussdo anterior, podemos afirmar que as experiéncias que 0S
licenciandos ingressantes vivenciardo ao longo de sua formacao inicial, seja nas disciplinas de
contetdo especifico e/ou pedagdgico, seja nas praticas de estagio, seja nos projetos de
iniciacdo e extensdo ou ainda na convivéncia com outros futuros professores, tendem a
influenciar e modificar as suas concepcdes, ainda que Thompson (1992) evidencie que isso
ndo se trata de uma tarefa simples. Particularmente, no que diz respeito as nocdes de
argumentacdo, prova e demonstracdo, quais seriam as concepcdes dos licenciandos que
constituiram a nossa amostra quando estiverem em fase de conclusdo da Licenciatura? Seria
possivel observar influéncias e alteracfes representativas ao comparar com os resultados dos
ingressantes? E com base nestas indagacdes poderiamos formular uma questdo ainda mais
abrangente a ser respondida: Em que medida os cursos de formacdo inicial incentiva/prepara
os futuros professores a pratica de argumentacao e provas para o ensino de Matematica?

Sendo assim, o ineditismo deste possivel estudo, que poderia vir a ser uma tese de
Doutorado, estaria em investigar as concepc¢des dos mesmos licenciandos em dois momentos
extremos de sua formacdo inicial: ao ingressarem no curso de Licenciatura e quando
estiverem préximos a conclui-lo. Acreditamos que se de fato for desenvolvido, este estudo
traria significativas contribuicdes para a pesquisa em Educacdo Matemaética, ndo somente no
que diz respeito a tematica de argumentacdo e provas, mas também com relacdo a outros
fatores que permeiam a formacéo inicial de professores, tais como curriculo, avaliacéo,
evasdo. Além disso, com um periodo maior para a investigacdo, seria possivel ndo se
restringir a aplicacdo de um questionario, mas tornaria vidvel a utilizacdo de outros
instrumentos de coleta, como, por exemplo, a realizacdo de entrevistas com os estudantes. E

dependendo dos resultados encontrados, poderiamos envolver outros agentes responsaveis
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pela formacé&o inicial dos licenciandos, especialmente, coordenadores de curso e professores

das disciplinas especificas e/ou pedagdgicas.
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APENDICES

APENDICE A - QUESTIONARIO DOS LICENCIANDOS INGRESSANTES

Caro(a) aluno(a) do curso de Licenciatura em Matematica,

Meu nome € Jodo Carlos Caldato Correia, sou professor da Educagdo Béasica e mestrando do Programa
de Pés-Graduagdo em Ensino de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro
(PEMAT/UFRJ). Solicito a sua colaboracdo, respondendo as questBes e escrevendo todas as suas
ideias e pensamentos, nesta atividade que servira para redigir a minha dissertagdo de mestrado, cujo
objetivo é investigar as concepgdes de licenciandos a respeito de argumentagdo, provas e
demonstragdo no ensino de Matematica. Desde ja, agradeco imensamente a sua contribuicao.

Nome*:
E-mail*: | Telefone*: () -
Instituicdo: ‘ Ano de ingresso: | Semestre atual:

Durante a Educacéo Bésica foi aluno predominantemente de:

( ) Escolas Estaduais () Escolas Federais () Escolas Particulares () Escolas Filantrdpicas
Durante a sua Educacdo Basica, houve estimulo a pratica voltada ao ensino-aprendizagem de
prova/demonstracdo matematica?

() Sim () Parcialmente ( ) Néo

Caso julgue necessario, explique a sua resposta:

* Preenchimento opcional.

QUESTAO 1

Dé a sua interpretacdo para 0s seguintes termos no &mbito da Matematica:

e Argumentacdo:

e Demonstracéo:

e Prova:

QUESTAO 2
Nesta questdo sdo propostas trés situacdes baseadas na seguinte afirmacéo:
“A soma das medidas dos angulos internos de um triingulo qualquer ¢ sempre igual a 180°”.

Situacdo | - Suponha que vocé é o professor de uma turma na Educacdo Bésica e pediu para que 0s
seus alunos argumentassem sobre a afirmacdo acima. Atribua uma nota numa escala de 0 a 10 para
cada um dos diferentes argumentos utilizados, justificando brevemente a nota atribuida a cada aluno
nos respectivos espacos abaixo:
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Resposta da Ana: Eu desenhei varios 60° + 60° + 60° = 180°
triangulos e medi todos os éangulos 37° + 52° 4+ 91° = 180°
cuidadosamente com o auxilio do 112° + @ 26° + 42° = 180°
transferidor e fiz a seguinte lista e como  30° + 120° + 30° = 180°
em todos eles a soma foi de 180° a 3° + 87° 4+ 90° = 180°

afirmacéo é verdadeira.

Nota da Ana: Justificativa:

Resposta do Bruno: Eu desenhei um triangulo escaleno,

recortei os angulos e coloquei-os juntos.

Observei que os angulos do triangulo formaram um

angulo de meia volta. Logo a afirmacéo é verdadeira. Eu

também repeti esse procedimento num triangulo isdsceles \ﬁ/

e num tridngulo equilatero, e cheguei a0 mesmo resultado.

Nota do Bruno: Justificativa:

Resposta do Carlos: Eu prolonguei a base do triangulo e desenhei uma reta r paralela a um dos lados

~ do triangulo. Notei que d = b, pois sdo angulos

r .~ alternos internos entre duas retas paralelas. Além

b disso, observei que e =a, pois sdo angulos

g correspondentes entre duas retas paralelas cortadas

) por uma transversal. Logo, c+d+e =180 e,

mmmmmmmee portanto, a + b + ¢ = 180°. Deste modo, a afirmacéo
é verdadeira.

Nota do Carlos: Justificativa:

Resposta da Dani: Eu desenhei um triangulo is6sceles com o angulo
b = 65°.Como o triangulo é isésceles, os angulos da base sdo iguais (b = ¢).
Logo, a + 2b = 180°. Como b — 65°, temos que a = 180° — 2.65°, ou sgja,
a = 50° Assim, a = 50°, b = 65°, e c = 65° ¢, portanto, a + b + ¢ = 180°.
Desta forma, a afirmacdo é verdadeira.

Nota da Dani: Justificativa:

Resposta do Edu: Eu observei que quando o vértice C se
aproxima da reta AB, as medidas dos angulos A e C se
aproximam de 0° e a medida do angulo B se aproxima de 180°.
Logo a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°.

Nota do Edu: Justificativa:
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Resposta do Fabio: Eu pensei da seguinte forma. Imagina que os lados AB e AC do triangulo ABC
sdo girados em direcOes opostas com relacdo aos vértices B e C (figura a), respectivamente, até que
seus angulos com o segmento BC serem 90° (figura b). Esta acdo transforma o tridngulo ABC na
figura A’'BCA", onde os segmentos A'B e A”C séo perpendiculares ao segmento BC. Logo, a soma
dos angulos A'BC + BCA"” = 180°. Para recriar o triangulo ABC, basta girar novamente os
segmentos A'B e A”C em direcBes opostas até que os pontos A" e A" gerem o ponto A (figura c).
Note que nessa ac¢io eu devo descontar os angulos A'BA e A”CA, mas, a0 mesmo tempo, eu devo
acrescentar o novo angulo BAC. Porém, ao tragar o segmento A0 perpendicular a BC, observei que 0s
angulos A'BA e A" C A s&o congruentes aos angulos BAO e OAC (cuja soma é igual ao angulo BAC),
+ respectivamente, pois séo
angulos alternos internos
(figura d). Logo, a soma
dos angulos internos ao
triangulo permanece igual
a 180° e, portanto, a
afirmac&o é verdadeira.

»

B C B
a b

Nota do Fabio: Justificativa:

Resposta da Gabi: Como estudei no livro que a soma dos angulos internos de um poligono convexo
é dada pela formula S,, = (n — 2) x 180°, onde n é o nimero de lados do poligono, basta substituir
por n = 3. Logo, obtive que S; = 180°, mostrando que a afirmac&o é verdadeira.

Nota da Gabi: Justificativa:

Resposta da Helena: Eu desenhei uma reta r paralela a base do
tridngulo. Observei que d = a e e = ¢, pois sdo angulos alternos
internos entre duas retas paralelas. Assim, d + b + e = 180°,
pois estdo sob uma linha reta. Logo, a + b + ¢ = 180°. Portanto,
a afirmacdo é verdadeira.

Nota da Helena: Justificativa:

Resposta do Igor: Eu dividi o tridngulo ABC em dois tridngulos menores ADC e BCD, e chamei de x
a soma dos angulos de um triangulo. Desta forma,
no triangulo ACD se tem a+c¢; +d, =x e no
triangulo BCD se tem b + ¢, + d, = x. Portanto,
a+b+c; +c,+d+d, =2x, 0 que resulta em
a+ b+ c+180° = 2x. Como a soma dos angulos
internos no triangulo ABC é dadapora+b + ¢ =
x, substituindo na equagdo anterior se tem x +
180° = 2x, e portanto x = 180°. Logo, a
afirmacdo é verdadeira.

Nota do Igor: Justificativa:
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Situacdo Il - Suponha que vocé ird ensinar esse topico na Educacgao Bésica. VVocé utilizaria algum dos
argumentos descritos anteriormente? Em caso afirmativo, qual ou quais deles? Justifique a sua
resposta.

Situacdo 111 - Suponha que no teste da disciplina de Geometria Euclidiana foi solicitado que vocé
mostrasse que essa afirmagcdo é verdadeira. Vocé utilizaria algum dos argumentos descritos
anteriormente? Em caso afirmativo, qual deles? Justifique a sua resposta.

QUESTAO 3

Segundo alguns pesquisadores, ha diversas funcdes para uma prova ou demonstracdo. Assinale com
um “X” no quadro a seguir qual o contexto (Apenas na matematica académica, Apenas na matematica
escola, Em ambas ou Em nenhuma), em sua opinido, em que cada uma dessas funcdes pode ser
utilizada. Caso nédo saiba o0 que responder em alguma afirmacéo, assinale a opg¢ao “Nao sei” (NS).

Funcdes da prova Apenas na Apenas na Em Em NS
matematica | matematica | ambas | nenhuma
académica escolar

Validar uma afirmacéo

Explicar as razGes de uma afirmacao ser
verdadeira

Sistematizar os varios resultados em um
sistema dedutivo de axiomas, definices,
proposicdes e teoremas

Descobrir/inventar novos resultados

Transmitir o conhecimento matematico

Satisfacdo pessoal

Produzir um algoritmo

P6r fim a um processo de busca

lustrar o significado de uma definicdo

Ajudar a lembrar de resultados
importantes

Desenvolver o pensamento légico

Outra(s):




QUESTAO 4
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Avalie numa escala de 1 (Discordo Totalmente - DT) a 5 (Concordo Totalmente - CT), qual o seu
grau de concordancia com cada uma das afirmacfes a seguir. Caso ndo saiba o que responder em

alguma afirmacao, assinale a op¢ao “Nao sei” (NS).

3

4

NS

Para provar que uma afirmacdo € falsa, basta exibir um
contraexemplo.

E possivel provar uma propriedade matematica por meio de
ambientes de geometria dindmica como o GeoGebra.

Para demonstrar que um resultado é verdadeiro, podemos utilizar
como argumentos a explicagcdo do professor ou a exibigdo num
livro.

A verificacdo empirica de uma conjectura por meio de muitos
exemplos constitui uma prova matematica.

Ao provar que um enunciado geral é verdadeiro, segue que todos
0s casos especificos também sdo validos.

Sé constitui uma prova matematica quando se utiliza o processo
I6gico dedutivo baseado em um sistema axiomatico (axiomas,
definicOes, proposigdes e teoremas).

E possivel utilizar apenas um desenho para provar um resultado
matematico.

Apdbs mostrar que uma hipétese é verdadeira, € preciso verificar
com alguns exemplos para ter certeza.

Apesar de ndo serem considerados argumentos validos em uma
demonstracdo, utilizar figuras e buscar exemplos auxilia na
investigacdo e fornece ideias para executa-la.

Ao provar uma sentenca matematica ndo é necessario verificar
exemplos particulares.

Na Educacdo Bésica, os professores devem priorizar as provas
que explicam em relacdo as provas que apenas confirmam o
resultado.

QUESTAO5

No retangulo ABCD ao lado, o lado AB mede 7 cm e o lado AD mede 9 cm. Os pontos I, J, K e L
foram marcados sobre os lados AB, BC, CD e DA, respectivamente, de modo que os segmentos Al, BJ,
CK e DL sdo congruentes. Com base nessas informacdes, mostre que o quadrilatero IJKL é um

paralelogramo.

D
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QUESTAO 6

Mostre que o produto de trés nimeros inteiros consecutivos € multiplo de 3.

QUESTAO 7

Na Educagdo Bésica os alunos tém contato com poucos teoremas fundamentais da matematica. Dentre
eles, 0 Teorema de Pitadgoras que consiste na seguinte afirmagao: “Num tridngulo retangulo, a soma
dos quadrados dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa”.

a) Quais argumentos vocé usaria para garantir que o Teorema de Pitagoras é verdadeiro?

b) Enuncie o Teorema de Pitagoras sob a forma de um teorema do tipo “Se... entdo...”.

c) Enuncie a reciproca do teorema enunciado no item b e argumente se ela é ou ndo verdadeira.
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APENDICE B — NOTAS ATRIBUIDAS PELOS LICENCIANDOS INGRESSANTES
NA SITUACAO | (QUESTAO 2)

- ARGUMENTO DOS ALUNOS
L A B C D E F G H I
1 7 9 SN™ 10 SN SN SN SN SN
2 7 7 7 6 SN 9 6 7 9
3 4 5 6 2 3 4 6 8 5
4 5 6 10 0 0 0 0 10 0
5 8 9 10 7 5 10 9 9 10
6 10 7 10 10 5 10 10 10 10
7 7 7 8 8 8 SN 9 9 10
8 8 10 9 6 7 8 10 5 8
9 7 9 9 8 9 8 9 8 7
10 9 10 8 SN 10 8 8 8 SN
11 10 10 10 10 10 10 10 10 10
12 9 10 10 8 10 3 10 10 10
13 5 6 6 9 6 SN SN SN 7
14 10 10 10 10 5 10 10 10 10
15 1 2 1 10 0 4 SN SN SN
16 10 10 10 10 10 10 10 10 10
17 10 10 10 10 10 SN SN 10 10
18 6 8 8 8 8 SN SN 8 9
19 6 8 8 8 8 10 6 6 8
20 SN 10 10 SN SN SN 5 10 10
21 6 8 8 8 SN SN SN 7 9
22 3 8 9 5 6 9 5 10 10
23 10 10 SN SN SN SN SN SN SN
24 10 10 10 8,5 9 10 10 10 10
25 7 8 10 6 10 9 6 8 10
26 8 10 10 10 10 10 8 10 10
27 10 10 10 10 SN SN 10 10 10
28 5 5 10 8 0 SN SN 10 10
29 10 8 8 6 1 5 9 10 7
30 7 8 8 8,5 9 9,5 8 8,5 9
31 8 10 10 7 7 10 9 10 10
32 2 2 10 3 2 2 9 SN SN
33 9 9 10 9 9 10 SN 10 10
34 3 3 10 2 2 7 0 10 8
35 7 10 9 8 7 7 7 9,5 8,5
36 5 2 10 8 5 7 7 5 10
37 6 7 10 9 8 10 9 10 10
38 5 6 10 6 5 8 6,5 10 8

" Licenciando (L).
76 Sem Nota (SN).
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