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RESUMO

Os objetivos desse estudo sdo: investigar a utilizagdo de recursos visuais e
graficos na aprendizagem matematica, especialmente na do Teorema Fundamental do
Célculo (TFC), e que conceitos matematicos os alunos evocam ao participar de
atividades, relacionadas ao TFC, estimulados por meio de tal pratica pedagdgica. A
pesquisa é qualitativa, sob a perspectiva tedrica que considera o papel da visualizagdo e
da intuicdo no processo de ensino e aprendizagem (TALL&VINNER, 1981;
FISCHBEIN, 1994), envolvendo graduandos dos cursos de Licenciatura em Matematica
e de Ciéncias da Computacdo da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro. Para
responder a questdo de pesquisa, elaboramos e analisamos as respostas a um
questionario e os relatdrios escritos pelos participantes sobre atividades de uma oficina,
que foi finalizada com uma entrevista em grupo. Da analise do material produzido,
organizada em torno de conceitos matematicos evocados e aspectos intuitivos
relacionados ao TFC, ressaltamos fatores de conflitos referentes a nocdo de
continuidade, e entre as nogOes de area sob curvas e de integral definida. As referéncias
dos participantes ao TFC reduziram-se durante as atividades com computadores se
comparadas as evocadas durante as desenvolvidas com lapis e papel; em contraste, a
exploracdo e inter-relacBes entre representacdes visuais/graficas foram intensificadas.
Conjecturamos que essas Ultimas desenvolvem aspectos intuitivos na producdo do

conhecimento matematico.

Palavras-chave: Teorema Fundamental do Célculo; Visualizacdo; Imagem conceitual,
Intuicdo; Recursos digitais no ensino de matematica.



ABSTRACT

The aims of this study are: to investigate the use of the visual and the graphical
resources in the learning of mathematics, especially in the learning of the Fundamental
Theorem of Calculus (FTC), and the mathematical concepts that students evoke when
participating in activities related to the FTC stimulated by a pedagogical practice using
such alternative resources. The research is qualitative, adopting a theoretical perspective
that considers the role of visualization and intuition in the teaching and learning
processes, involving undergraduate students enrolled in the courses of Mathematics and
Computer Science at the Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro. In order to
respond the research questions, we elaborated and analyzed the participants’ written
answers to a questionnaire, their written reports on the activities of a workshop and their
final discussion in a group interview. From the analysis of the empirical material
organized around the concepts and the intuitive aspects related to FTC evoked by the
participants, we emphasize the conflict factors concerning the notion of continuity, and
between the notions of area under curves and definite integral. The participants’
references to FTC were reduced during the computer activities if compared to those
evoked during the pencil and paper ones. In contrast, the exploration and
interrelationships between visual/graphical representations were intensified. We
conjecture that the latter develop intuitive aspects articulated in the production of
mathematical knowledge.

Keywords: Fundamental Theorem of Calculus; Visualization; Conceptual image;
Intuition; Digital resources in the learning of mathematics
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Introducao e motivacoes de pesquisa

E naturalmente mais facil fornecer a demonstracdo de um problema quando
adquirimos conhecimento prévio sobre ele, por meio de um método
mecanico, do que achar a demonstracdo sem nenhum conhecimento prévio a
respeito dele. (Arquimedes - 11 AC)

A literatura de pesquisa na area de educagdo matematica no ensino superior tem
evidenciado que, quando em contato com os conteudos de calculo pela primeira vez, 0s
alunos, em geral, encontram diversas dificuldades que sdo tanto de cunho pedagogico,
em relacdo a maneira como o professor ensina, quanto de cunho técnico-tedrico ou
epistemoldgico, inerente ao proprio conteudo da disciplina. Em minha experiéncia,
enquanto graduando, meus colegas e eu encontramos muitos desses obstaculos em
nosso percurso na graduagdo. Em um curso em que a reprovacao é alta, podemos e
devemos, como profissionais do ensino de matematica, nos preocupar com essa e tantas
outras situacdes que permeiam o ensino deste contetdo.

As dificuldades no ensino e aprendizagem de calculo, que retomo a partir de
minha prépria experiéncia, sdo o foco de diversas pesquisas no campo da Educacao
Matematica. Interesso-me pelas que investigam a aprendizagem das relacdes entre
derivacdo e integracdo, e o Teorema Fundamental do Célculo. Tall (1991) analisou,
dentre outros aspectos, a compreensdao de alunos de calculo sobre aquele contetdo e
verificou que os alunos que participaram da investigacdo tinham um entendimento

“confuso” sobre o significado da diferenciacdo e integracdo e sobre as relagdes entre
~ dy .
suas notacOes. O autor relata que os alunos aprenderam que - representa a derivada de

uma funcdo y = f(x) e, num curso de célculo, deve ser entendida como um simples
simbolo indivisivel; porém dx € representado como uma entidade independente,
chamada “infinitamente pequena mudanga em X (p.1). Além disso, o significado de dx

em [ f(x)dx significa “com respeito a x”, ainda que eles tenham que fazer a
R d . i N
substituicdo du = d—z. dx para calcular a integral, por substituicdo. Quando eles passam a

resolver equagBes diferenciais, os alunos lidam com dx e [ f(x)dx, utilizando-os de
maneira “confusa”, em relagdo ao que lhes havia sido ensinado anteriormente.

Partindo de investigacdes especificas sobre entendimento dos alunos sobre o
Teorema Fundamental do Célculo (TFC), o proposito em Segadas (1998) foi “ajudar a

identificar alguns desses obstaculos” no célculo, relatados por Tall (1991) e retomados
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no paragrafo anterior, a fim de fornecer recursos que pudessem viabilizar a superacao
das barreiras cognitivas encontradas. Resultados semelhantes aos dessa pesquisadora
estdo em Anacleto (2007), que objetivou “investigar os conhecimentos que sdo
mobilizados pelos alunos, [..], quanto a inter-relagdo entre a diferenciacdo e a

integragdo” , verificando, ap6s aplicacdo de questionarios, que:

... a maioria dos alunos encontrou dificuldades para solucionar problemas em
que a simples visualizacdo de graficos faria com que ndo necessitassem
desenvolver longos algoritmos. Este resultado demonstra que os obstaculos
dos estudantes para compreender o TFC estdo relacionados com uma
incompleta mobilizacdo das noc¢des de derivada, integral e continuidade, uma
vez que utilizaram apenas parcialmente esses conhecimentos para solucdo
das questBes apresentadas. Tal fato estd provavelmente associado aos habitos
dos estudantes, que tendem a ndo focar atencdo aos aspectos conceituais do
teorema, apenas memorizando o algoritmo dos procedimentos sem refletir
sobre a sua aplicabilidade. (p.5)

Esta citacdo evidencia as dificuldades e obstaculos de aprendizagem encontrados
em célculo, relacionados com os resultados em Tall (1991) e em Segadas (1998).

Retomando minha propria experiéncia, dentre as varias dificuldades encontradas
em meu primeiro contato com o Calculo, situa-se, com certeza, o entendimento do
Teorema Fundamental do Célculo (TFC). Seu significado mantinha-se obscuro, sem um
entendimento pleno, desde sua apresentacdo pela primeira vez em minha graduacao até
pouco tempo atras, quando comecei essa pesquisa, embora conseguisse utilizad-lo com
agilidade.

O TFC tem papel central no célculo, pois relaciona problemas centrais ao que
passou a ser denominado célculo: o da determinacdo de tangentes e o do célculo de
areas e volumes, que correspondem aos temas diferenciacédo e integracgéo.

O problema do célculo de areas é foco de investigagdo desde a “Grécia antiga,
pelo menos 2500 anos atras, quando areas de figuras planas eram encontradas usando o
chamado ‘método da exaustdo”; enquanto “o problema da determinacdo da tangente deu
origem ao ramo do calculo chamado calculo diferencial” (STEWART, 2012, p.2),
estudado por muitos matematicos do seculo XVII. Stewart (2012) ressalta ainda a
relacdo entre essas dreas de conhecimento, dizendo que esses “dois ramos de
conhecimento e seus problemas principais, 0 da area e o da tangente, apesar de
parecerem completamente diferentes, tem uma estreita conexao” (ibid, p.3), sendo “os

problemas da area e da tangente problemas inversos” (ibid, p.3).
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Em meu modo de ver, o entendimento do resultado enunciado no TFC torna-se
consideravel por sua relevancia em si, reconhecidamente central & area, e definidor do
campo de conhecimento que hoje denominamos Calculo. No que diz respeito "a
pesquisa sobre seu ensino/aprendizagem, € um resultado potencialmente rico, com
indmeras possibilidades para investigarmos sobre o assunto; tais como 0 Seu
desenvolvimento teorico e historico; as potencialidades de suas diversas formas de
representacdo: algoritmica, conceitual e, inclusive, o de sua representacdo visual, que
sdo importantes em seu ensino.

Em referéncia a ultima forma de representacdo, a visual (gréfica), minha davida
recorrente sempre foi: como poderiamos interpretar (entender) as relacdes expressas
pelo TFC graficamente? Se derivada € a inclinacdo da reta tangente a uma curva e
integral € a area sob um grafico, como podemos associar essas duas informagfes em um
sO resultado como o faz o TFC, representando-o graficamente? Que conceitos estdo
obscuros em meu entendimento para que eu ndo entenda o TFC em modos em que as
relacGes enunciadas séo estabelecidas conceitual e visualmente?

Essas e outras questBes fizeram com que 0 meu interesse em entender esse
resultado constituisse o foco dos meus estudos.

Ainda como aluno, mas j& cursando Analise Real no mestrado em ensino de
matematica, estas mesmas e outras questdes vieram a tona; algumas com respostas
devido ao nivel de estudo e outras ainda permanecendo como uma real incdgnita.
Nessas aulas, diferentemente das aulas recebidas na graduacdo, uma abordagem
diferenciada pedagogicamente foi iniciada, em que as dificuldades recorrentes nas aulas
de célculo e analise eram exploradas, com discussdes sobre propostas para sana-las. Um
dos aspectos trazidos em aula foi a visualizacdo do TFC, quando o professor explorou
graficamente este resultado expandindo assim nosso entendimento sobre o mesmo.
Apesar de muito eficaz, seu desenvolvimento, porém, foi feito apenas como uma
ilustracdo do teorema e ndo como parte integrante de sua demonstracdo. Com isso,
algumas questBes surgiram: € possivel explorar/desenvolver um entendimento
visual/gréafico do TFC de forma que tais aspectos (visuais) sejam parte integrante da sua
demonstracdo? Que contribuicdes uma proposta visual\grafica do TFC tém para o

entendimento deste resultado?

Para responder questdes como estas propus desenvolver uma pesquisa sobre este

tema, o Teorema Fundamental do Calculo. A perspectiva adotada € a de seu ensino e
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aprendizagem, de um ponto de vista da psicologia da educa¢do matematica. Organizei a

apresentacdo da investigacdo planejada e desenvolvida em cinco capitulos.

No capitulo 1, trazemos os aportes tedricos. A pesquisa é situada na area de
investigacdo da educacdo matematica no ensino superior, buscando o didlogo com
trabalhos recentes desenvolvidos no pais. Destacamos de que modos percebemos estar
contribuindo para o campo, trazendo proposi¢Oes para trabalhar o TFC de modo
integrado com a visualizagdo do resultado, e os principais conceitos teoricos utilizados
na pesquisa. Elaboro a questdo de pesquisa, destacando objetivos especificos para

organizar a producdo do material empirico para anélise.

O capitulo 2 apresenta o contexto em que a pesquisa foi desenvolvida e os
procedimentos metodologicos utilizados. Descrevemos as trés etapas e 0s objetivos do
desenvolvimento da investigacdo. As ferramentas metodoldgicas elaboradas para
responder a questdo colocada, consistiram de um questionario e de uma oficina
utilizando computadores. Para planejar a pesquisa, 0S conceitos matematicos
continuidade, integracdo, derivacdo e o Teorema Fundamental do Célculo sdo estudados

nos livros texto indicados na ementa das disciplinas de calculo do curso investigado.

O capitulo 3 traz o planejamento da pesquisa, apresentando as questBes do

questionario e as atividades da oficina, que sdo descritas bem como seus objetivos.

No quarto capitulo produzimos o material empirico para analise, organizando as

respostas escritas dos alunos ao questionario e as atividades da oficina.

No capitulo 5, os resultados, buscando responder, essencialmente, a questdo de
pesquisa e, também, a questdes que surgiram ao longo deste trabalho. Em consideracGes
finais delineamos um panorama geral desta pesquisa, indicando novas questdes que
surgiram durante 0 seu desenvolvimento e sugestbes para desdobramentos da

investigacao realizada.

Ao final, temos as se¢Oes Referéncias Bibliograficas e cinco Anexos. Nestes
ultimos, trazemos documentos de interesse para nossa investigacéo, incluindo a ementa
do curso de célculo 2 na Instituicdo que foi contexto da investigacdo, o termo de
consentimento livre e esclarecido que 0s participantes da pesquisa assinaram,
permitindo o uso de suas informagdes fornecidas, o questionario elaborado, o roteiro

das quatro atividades da oficina e a transcri¢do das respostas dos alunos as atividades da
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oficina. Esses foram anexados ao final para ndo interromper o fluxo da discussdo no
trabalho.



20

Capitulo 1 - Aportes teoricos e a Questio de Pesquisa

Este capitulo tem como objetivo expor o referencial teérico utilizado nesta
pesquisa, bem como explorar os conceitos matematicos cujo ensino e aprendizagem

serdo o foco nesta investigacdo. Concluimos o capitulo trazendo a questéo de pesquisa.

1.1 O referencial tedrico

As ideias e nocdes apresentadas em Tall e Vinner (1981) e Vinner (1991)
fundamentaram diversas pesquisas que abordam o mesmo tema desta investigacdo. Sua
concepgdo tedrica sobre a relacdo entre ensino e aprendizagem em matematica
envolvendo visualizacdo e intuicdo, também discutidas, por exemplo, em Vinner e
Dreyfus (1989), Vinner (1991), mas principalmente trazida em Tall e Vinner (1981),
adequa-se a desta pesquisa. Por isso, adotamos esta perspectiva para analisar a
aprendizagem de conceitos matematicos, dialogando com outras publicacbes e
resultados conhecidos na literatura e contribuindo para a pesquisa sobre o tema na
educacdo matematica. Em particular, estudos sobre visualizacdo do Teorema
Fundamental do Calculo (TFC) em Tall (1991a) e Tall (1991b) sdo importantes para a
concepgdo e desenvolvimento metodoldgicos da pesquisa. O TFC é explorado também
em Tall (2013); porém sem o detalhamento dos textos anteriores que sdo, por este

motivo, a referéncia principal neste trabalho.

1.1.1 Imagem conceitual e defini¢ao conceitual
Iniciamos com uma reflexd@o sobre rigor no ensino da matematica, ou em outras

palavras, sobre a precisdao que a matematica proporciona em sua construcdo tedrica e a
tensdo que esta causa, em seu ensino. Partindo da defini¢do de conceitos, constréi uma
base l6gica sélida para a teoria matematica, que significa a construcdo de propriedades
de seus objetos a partir do processo denominado dedutivo. Tall e Vinner (1981)
ressaltam que “as realidades psicologicas sdo diferentes” de pessoa para pessoa, pois
“existe uma estrutura cognitiva complexa na mente de cada individuo” (TALL E
VINNER, 1981, p. 1). Como muitos conceitos matematicos e conceitos com 0 mesmo
nome podem ser encontrados por um individuo com outros significados em sua
experiéncia na escola e fora da escola, a definicdo de um conceito pode produzir “uma

variedade de imagens mentais pessoais quando um conceito ¢ evocado”.
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Buscando contemplar a realidade psicoldogica de um individuo, os autores
observam que ““a estrutura cognitiva total que da significado ao conceito ¢ muito maior
do que a evocagdo de um unico simbolo. E mais do que qualquer imagem mental, seja
ela pictorica, simbodlica ou de outra forma.” (TALL e VINNER, 1981, p.2) Durante 0s
processos mentais de recordacdo e manipulacdo de um conceito, muitos outros
processos associados séo colocados em jogo, afetando, consciente e inconscientemente,

0 seu significado e uso.

Assim, eles usam o termo imagem conceitual “para descrever a estrutura
cognitiva total que esta associada com o conceito, que inclui todas as imagens mentais e

propriedades e processos associados a ele.” (TALL e VINNER, 1981, p.2)

Prosseguem destacando que “ela [a imagem conceitual] é construida ao longo
dos anos através de experiéncias de todos os tipos, mudando a medida que o individuo

encontra novos estimulos e amadurece.” (p. 2)

Para os autores, o desenvolvimento da imagem conceitual ndo precisa ser
coerente em todos 0s momentos, referenciando-se em resultados de pesquisa na biologia

que afirmam que o cérebro ndo funciona de um modo homogéneo e coeso:

as entradas sensoriais excitam certas vias neuronais e inibem outras. Desta
forma, diferentes estimulos podem ativar diferentes partes da imagem
conceitual, desenvolvé-las de uma maneira que ndao necessariamente forma
um todo coerente. (TALL e VINNER, 1981, p. 2).

Eles denominam a parte da imagem do conceito que é ativada em um momento
particular como imagem conceitual evocada. Acrescentam que, “em diferentes
momentos, imagens mentais aparentemente conflitantes podem ser evocadas.” (p. 2).

Como um exemplo de situacdo em que isto pode acontecer, e retomando a adicdo de

~ . 1 1 . N
fragdes para ilustrar, ao efetuar a soma > + ; s criangas podem fazé-la corretamente

1 1

2 1 3 . P s ler p
fazendo StL.=.t1=3 devido ao nuamero 4 ser mdaltiplo do numero 2; mas

1 1 . .
confrontando com a soma St 30 método usado na segunda soma pode ser equivocado

(por exemplo, multiplicar por 2 ou por 3 0 numerador e o denominador da primeira

fracdo, mantendo inalterada a segunda fracédo), pois 3 ndo é multiplo de 2.

Tall e Vinner (1981) denominam definicdo conceitual (se ela existir) de um

conceito
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.. a forma de palavras usadas para especificar um conceito .... pode ser
aprendida por um individuo de uma forma mecénica ou mais significativa e
relacionada com um maior ou menor grau com 0 conceito como um todo,
podendo também ser uma reconstrucdo pessoal pelo estudante de uma
definicdo. Ela é, entdo, a forma de palavras que o estudante usa para sua
propria explicacéo de sua imagem conceitual (evocada). (p.2)

Com este entendimento, uma defini¢do conceitual é pessoal, podendo ser ou nao
compartilhada em um grupo ou coerente com a definicdo matematica do conceito em
questdo. Os autores consideram que as experiéncias dos individuos, fora e dentro da
escola, intervém em seu modo de expressar 0s conceitos

tanto a definicdo conceitual que é apresentada ao aluno quanto a que é
construida por ele mesmo podem variar com o tempo. Desta forma, uma
definicdo conceitual pessoal pode diferir de uma definicdo conceitual formal,

sendo esta Gltima uma definicdo conceitual que é aceita pela comunidade
matematica em geral. (TALL e VINNER, 1981, pg. 2).

Ao discutir o papel das definicdes no ensino e aprendizagem da matematica,
Vinner (1991) descreve trés cenarios diferentes que podem acontecer: a imagem
conceitual se reconstroi e a definicdo conceitual é incorporada; a imagem conceitual
permanece como antes, e a definicdo conceitual apresentada fica esquecida ou
distorcida; a imagem conceitual permanece como antes, mas a definicdo conceitual
apresentada é evocada, quando for solicitada. Para desenvolver seus argumentos, Vinner
(1991) considera que a defini¢do conceitual e a imagem conceitual como disjuntas, mas
relacionadas. As relacdes entre elas, no entanto, levam Tall e Vinner (1981) a propor
que a definicdo conceitual é parte da imagem conceitual:

... para cada individuo uma definicdo conceitual gera a sua prdpria imagem
conceitual (o que poderia ser chamado a ‘imagem da definigdo conceitual’).
Isto €, claramente, uma parte da imagem conceitual. Para alguns individuos,
ela pode ser vazia ou praticamente inexistente. Para outros, pode, ou nao, ser

coerentemente relacionada com outras partes da imagem conceitual. (ibid,
p.2,3).

Para esclarecer estes pontos, Tall e Vinner (1981) exemplificam que a definicdo
conceitual de uma fungdo matematica pode ser considerada como sendo “uma relagao
entre dois conjuntos A e B, em que cada elemento de A esta relacionado a somente um
elemento de B.” (TALL e VINNER, 1981, p.3). Mas os individuos que estudaram
fungdes podem ou ndo se lembrar desta definicdo conceitual formal. Contudo, sua

imagem conceitual pode incluir muitos outros aspectos, tais como

a ideia de que uma funcéo é dada por uma regra ou uma férmula, ou talvez
que varias férmulas diferentes podem ser utilizadas em diferentes partes do
dominio A. Podem haver outras nogdes, por exemplo, de a funcéo ser
pensada como uma agao que relaciona um a do dominio A até f(a) em B, ou
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como um gréafico, ou uma tabela de valores. Todos ou nenhum destes
aspectos podem estar na imagem conceitual de um individuo. (TALL e
VINNER, 1981, p.3).

Em referéncia ao ensino, respostas dos alunos, e programas, Tall e Vinner
(1981) argumentam que

um professor pode dar a definigdo formal e trabalhar com a nogéo geral por

um tempo antes de passar longos periodos em que todos os exemplos sdo

dados por formulas, pois, assim, a imagem conceitual sobre o conceito pode

tornar-se mais restrita, envolvendo apenas férmulas, enquanto que a

definicdo conceitual é largamente inativa na estrutura cognitiva do aluno.
(TALL e VINNER, 1981, p.3).

Uma situacdo como esta pode levar o aluno a operar satisfatoriamente com sua
nocg&o restrita adequada a um contexto restrito. Ou seja, ela pode resolver os problemas
em contextos especificos. Porém, quando o estudante se deparar com as funcdes
definidas em um contexto mais amplo, ele pode ser incapaz de lidar com elas. Para 0s
autores, um dos possiveis causadores desse fato é o proprio programa de ensino, que,
segundo eles, “tem sido responsdvel por esta situagdo infeliz.” (TALL ¢ VINNER,
1981, pg. 2 € 3)

J& a coeréncia e consisténcia da imagem conceitual em desenvolvimento pode

acontecer que
uma parte da imagem conceitual ou defini¢do conceitual que pode entrar em
conflito com outra parte da imagem conceitual ou da definicdo conceitual,
chamado de fator de conflito potencial. Tais fatores nunca precisam ser
evocados em circunstancias que causam conflito cognitivo real, mas se eles

sao muito evocados, os fatores serdo entdo chamados de fatores de conflito
cognitivo. (TALL e VINNER, 1981, p.3).

Um exemplo sobre a expansao de conjuntos numéricos esclarece este fato:

a definicdo de um ndmero complexo x + iy como um par ordenado de
nameros reais (x, y) e a identificagdo de x + i0 = (x, 0) como o nimero real x
é um fator de conflito potencial no conceito de ndmero complexo ... inclui
um conflito potencial com a nogao tedrica de conjunto na qual o elemento x é
distinto do par ordenado (x, 0). (TALL e VINNER, 1981, p. 3)

Em uma das investigacdes conduzidas sobre nimeros e cujos resultados estdo
em (TALL, 1977b), o autor discute o fato de que alunos muitas vezes ndo consideraram
um ndmero real como /2 como sendo um nimero complexo; vérios definiram nimeros
reais como ‘“ndmeros complexos com parte imaginaria zero.” (TALL, 1991, apud,

TALL, 1977b, p. 3) Assim /2 foi considerada como real e v/2 + i0 como complexo.

Estes foram convenientemente considerados como sendo entidades distintas ou a
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mesma, dependendo das circunstancias, sem causar qualquer conflito cognitivo. Tall e
Vinner (1981) ressaltam que esses fatores — os fatores de conflito potencial — s6 se
tornam fatores de conflito cognitivo quando evocados simultaneamente. De qualquer
modo, quanto ao papel do conflito na formacdo de conceitos, 0s autores expressam que
uma crianga ndo precisa ser exposta a conflitos referentes a diferentes métodos para
solucdo de questBes; ela simplesmente precisa saber utilizar a matematica adequada em

cada ocasido ou contexto.

1.1.2 Visualizac¢ao, intuicao e rigor
A importéncia da visualizacao e da intui¢do precedendo o rigor em matematica é

ressaltada em Tall (1991b) que argumenta que

em pesquisa matematica, prova é a Ultima etapa do processo. Antes que possa
haver prova, deve haver uma ideia de que os teoremas sdo dignos de prova,
ou que teoremas podem ser verdadeiros. Esta fase exploratéria do
pensamento matematico beneficia a construgdo de um quadro geral de
relacbes que pode ser beneficiado por uma visualiza¢do. N&o é por acaso que,
quando achamos que entendemos algo, dizemos ‘ah, entendi!’! (TALL,
1991b, p.2).

Tall considera que ha um lado negativo na visualizacéo, porque

figuras podem, muitas vezes, sugerir falsos teoremas. Por exemplo,
acreditou-se no século XI1X que a fungBes continuas tinham no maximo um
namero finito de pontos onde elas podem ser ndo-diferenciaveis, porém a
ideia que uma funcdo poderia ser continua em toda parte e nao-diferenciével
em toda parte era inaceitavel. (TALL, 1991b, p.3).

Por outro lado, a visualizacdo ja foi utilizada e bem aceita para compor uma

prova:

métodos graficos eram muitas vezes usados para provar teoremas analiticos.
Por exemplo, foi considerado como satisfatério para dar uma prova visual do
teorema do valor intermedidrio que uma funcdo continua no intervalo [a, b]
assume todos os valores de f entre f(a) e f(b). A curva foi considerada como
um ‘fio continuo’ de modo que se for negativo em algum lugar e positivo em
algum outro lugar, ela deve passar pelo zero em algum lugar entre esses dois
pontos. (TALL, 1991b, p.3).

A figura a seguir ilustra uma situacdo descrita na citacdo anterior:

L A expressdo “ah, entendi!” ¢ a tradugiio de “Oh, I see.”, que manifesta uma relacio de ver para entender.
O texto original diz: “In mathematical research proof is but the last stage of the process. Before there can
be proof, there must be an idea of what theorems are worth proving, or what theorems might be true. This
exploratory stage of mathematical thinking benefits from building up an overall picture of relationships
and such a picture can benefit from a visualization. It is no accident that when we think we understand
something we say “oh, I see!”.” (TALL, 1991b, p.2)
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Figura 1: o teorema do valor intermediério
A

f(b)=0. the
curve is above
the axis

f(a)<0. the
curve is below

the axis /\

so the graph

\j

o

must cross the axis

in between

Fonte: Tall (1991b, p.3)

No entanto, a sofisticacdo da matematica a ser estudada fornece exemplos em
que a visualizacdo pode gerar concepgdes errdneas nos alunos. Por exemplo, ao

considerarmos

... a funcdo f (X) = x2 - 2 definida somente nos nimeros racionais, ela sera
negativa para X = 1, e positiva para x = 2, mas ndo existe um nimero racional
a para o qual f(a) = 0. Assim, as capacidades da visualizacdo parecem falhar
neste caso. (TALL, 1991b, p.3).

A conjectura do pesquisador é a de que a fonte dos problemas sejam advindas do
“individuo que tem experiéncias inadequadas com o0s conceitos que o impede de ter
intuigdes adequadas.” (Tall, 1991b, pg. 3). Em outras palavras, entendemos que, no
exemplo anterior, o conhecimento sobre as hipoteses do Teorema do valor Intermediario
e as no¢Oes de continuidade de fungbes e da reta real tornam-se essenciais para que a

visualizagdo seja utilizada de acordo com o teorema.

Ainda mais sutil que um entendimento sobre visualizacdo é o conceito de
intuicdo. Embora evocado com frequéncia no senso comum, muitos tedricos
apresentaram uma definigdo para o conceito. Tall define intuigdo como um dos modos
de pensamento de um individuo, descrevendo sua concretizagdo como um processo em
oposic¢do ao pensamento I6gico dedutivo matematico. Ele diz que

a existéncia de diferentes modos de pensamento sugere uma distin¢do entre
0s processos de pensamento intuitivo e o pensamento légico, que é exigido
pela matematica formal. Intuicdo envolve o processamento paralelo bastante
distinto do processamento sequencial passo a passo necessario na deducao

rigorosa. Uma intuicdo chega inteira na mente e pode ser dificil separar suas
componentes em uma ordem logica dedutiva. (TALL, 1991b p.4).
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Ele afirma ser necessaria uma abordagem que apele para a intui¢do e que se una

ao rigor, buscando justificar suas afirmacbes em estudos da biologia sobre o
funcionamento do cérebro. Ele considera que, ja no inicio da década de noventa,

ha muita evidéncia para mostrar que a forma mais poderosa de usar o cérebro

¢ a de integrar ambas as formas de processamento: apelar para o (metaférico)

lado direito do cérebro para dar vinculos globais e padrdes unificados,

enquanto que se deve, também, analisar as relaces e construir inferéncias

I6gicas entre 0s conceitos, o que esta no lado esquerdo. Isso requer uma nova

sintese do conhecimento matematico que da o devido peso as duas formas de

pensamento. Em particular, ele precisa de uma abordagem que apela para a

intuiclo e ainda pode ser dada uma formulacéo rigorosa. (TALL, 1991b, p.
4).

Vale observar que a nogdo de intuicdo expressa por Tall ndo se reduz a uma
qualidade epistemoldgica, ou seja, inerente a um conteldo; mas sim a uma qualidade da
relacdo de um individuo com um conteudo especifico. De modo coerente com a nocao
de imagem conceitual, que se modifica ao longo das experiéncias com a matematica
dentro e fora da escola, Tall constr6i uma justificativa para a afirmar que a intuicéo,
como uma “ressonancia global no cérebro” ira depender “da estrutura cognitiva do
individuo, que por sua vez também é dependente da experiéncia anterior do individuo”.
(ibid, p.5) As dificuldades encontradas no célculo, naquela década, sdo justificadas por

Tall com base neste argumento:
uma das razdes pelas quais o ensino do célculo estd em desordem é que os
conceitos matematicos que especialistas consideram como intuitivos ndo séo
‘intuitivos’ para os alunos. A raz@o ¢ bastante simples. Intui¢do é uma
ressonancia global no cérebro e que depende da estrutura cognitiva do
individuo, que por sua vez também é dependente da experiéncia anterior do
individuo. N&o hé raz&o para supor que um novato tenha as mesmas intuicdes

como um especialista, mesmo considerando percepcdes  visuais
aparentemente simples. (TALL, 1991b, p. 5).

J& naquela década, o autor propds que a utilizacdo de recursos visuais nos ajuda
a apropriar uma intuicdo a servico da légica dedutiva, construindo suas justificativas em
sua hipdtese de pesquisa, ou seja, baseando-se em estudos sobre o funcionamento do
cérebro, que a época distinguiam entre as fun¢des do lado direito e do lado esquerdo do

cérebro:

a ideia é apelar para o poder da padronizacdo visual do lado direito do
cérebro (metaforico), de tal forma que ele estabeleca intuicbes adequadas
para o servico da deducdo ldgica do lado esquerdo. (TALL, 1991b, p. 8)

Ele critica os profissionais da educacgéo, dizendo que se os profissionais sdo t&o

incapazes de dar uma explicacdo significativa de um conceito, que esperanca ha para 0s
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seus alunos? Tall (1991b) diz que “a resposta a esta pergunta esta no uso efetivo de

visualizacdo que enriquece a intuicdo para uma prova formal.” (p.8)

Para concluir, o autor discorre sobre relagdes entre intuicdo e rigor no ensino de
matematica. Ele considera, a partir de sua experiéncia como professor e pesquisador,
que a visualizacdo pode fornecer intuicbes poderosas e que ao introduzir
adequadamente visualizacGes de ideias matematicas complicadas, é possivel construir
uma imagem muito mais ampla das formas possiveis nas quais 0s conceitos podem ser
percebidos, oferecendo assim “intuigdes muito mais poderosas do que em uma
abordagem tradicional.” (TALL, 1991b, p. 20). Ele acrescenta ainda que nao se pode
distanciar da conexao entre intuicdo e rigor. Quando o professor explora exemplos que
funcionam e exemplos que falham em uma sala de aula, os alunos podem ganhar
intuicbes visuais necessarias para construir ideias formais. Assim, para o autor,
“intui¢do e rigor ndo precisam estar em desacordo um com o outro. Ao fornecer um
contexto adequadamente poderoso, a intuicdo conduz naturalmente ao rigor da prova

matematica.” (ibid, p.20)

Parece ndo haver como estudar o tema intuicdo sem nos referenciarmos em
Efraim Fischbein, pelo nimero de citacBes a sua producdo, quando se trata deste
assunto. Ele foi um professor e pesquisador em Matematica e em Psicologia e
desenvolveu estudos relevantes sobre o tema. Em um artigo seu, ja em 1994, Fischbein
traz suas reflexdes sobre a matematica e propde que ela deve ser considerada a partir de

dois pontos de vista:

(@) a matematica como um corpo rigoroso formal e dedutivo do
conhecimento como expostos em tratados e livros didaticos de alto nivel; (b)
a matematica como uma atividade humana. (FISCHBEIN, 1994, p. 231).

O autor ressalta a importancia de os alunos compreenderem que a matematica é,
essencialmente, uma atividade humana, ou seja, inventada por seres humanos, cujo
processo de criagdo “implica em momentos de iluminacdo, hesitacdo, aceitacdo e
refutacao” (FISCHBEIN, 1994, p. 231) e ndo apenas numa construcdo sequencialmente
formal e dedutiva. Esse processo é defendido por ele para que os alunos ndo apenas
entendam as demonstra¢cbes mas também entendam intuitivamente seus resultados e

validacoes.
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Neste artigo, ele considera a interagcdo entre trés componentes béasicos da
matematica como uma atividade humana: “o formal, o algoritmico e o intuitivo.”
(FISCHBEIN, 1994, p. 231) O aspecto formal refere-se aos axiomas, definicdes,
teoremas e provas, 0s quais, segundo o autor, “tém de penetrar como componentes
ativos no processo de raciocinio” (ibid, p.232), pois eles tem que ser inventados ou
aprendidos, organizados, verificados e usados ativamente pelo aluno. Ele destaca que

esses contetdos sdo aquisi¢cdes espontaneas do aluno.

Sobre o componente algoritmico, ele diz que “¢ uma mera ilusao acreditar que,
sabendo axiomas, teoremas, provas e definicbes como eles sdo expostos formalmente
em livros didaticos, um aluno se tornar4 capaz de resolver quaisquer problemas
matematicos.” (FISCHBEIN, 1994, p. 232). Ele chama a atencdo para o fato de que se
uma pessoa entender um certo sistema de conceitos, isso ndo quer dizer que ela
espontaneamente tenha se tornado capaz de usad-los na resolucdo de uma classe
correspondente de problemas, pois precisamos de habilidades e ndo s6 compreenséo; e
tais habilidades s6 podem ser adquiridas por prética, treinamento sistematico. O autor,

ainda, salienta que

a reciproca também é por vezes esquecida, uma vez que o raciocinio
matematico ndo pode ser reduzido a um sistema de resolucdo de
procedimentos, pois 0 mais complexo sistema de habilidades mentais
permanece congelado e inativo quando se tem de lidar com uma situacdo fora
do normal. (ibid, p. 232).

ou seja, quando néo se construiu o0 conhecimento formal sobre o assunto.

O terceiro componente de um raciocinio matematico produtivo no entender de
Fischbein (1994) € a intuicdo, distinguindo entre: cognicdo intuitiva, compreensao

intuitiva, solucdo intuitiva.

O autor considera como cognicdo intuitiva um tipo de cognicdo que é aceita
diretamente, sem a sensacdo de que seja necessario qualquer tipo de justificacdo. Ele
complementa dizendo que uma cogni¢do intuitiva ¢ “caracterizada, em primeiro lugar,
por (aparente) auto-evidéncia.” Fischbein considera como auto-evidentes, declaragoes
como: “O todo é maior do que qualquer das suas partes”; “Por um ponto fora de uma
reta pode-se tragcar uma, e apenas uma, reta paralela a essa.”; “O caminho mais curto
entre dois pontos é uma linha reta.” (FISCHBEIN, 1994, p. 232) Ele, ainda, destaca que

se 0 entendimento cognitivo for aparentemente auto-evidente e intuitivamente aceito,
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ele trard uma convicgdo e confianga considerdveis sobre as nossas interpretacfes e

estratégias de raciocinio.

Porém, em sua perspectiva, as intuicbes podem desempenhar um papel de
facilitador no processo de instrucdo; embora muitas vezes, contradicfes podem
aparecer: intuicdes podem se tornar barreiras na aprendizagem, no processo de
resolucdo ou de invencdo, pois a relacdo entre o formal e os aspectos intuitivos de
raciocinio matematico na aprendizagem, compreensao e resolucdo de processos € muito
complexa e, as vezes, ha certa congruéncia entre 0s processos. No entanto, muitas
vezes, “os fenomenos conflituosos podem aparecer nos levando a equivocos, erros
sistematicos e, até, a obstaculos epistemolodgicos (Bachelar).” (FISCHBEIN, 1994, p.
234)

Ap0s essas defini¢cdes, Fischbein da alguns exemplos em que a intuicdo funciona
na construcdo da teoria formal e, também, alguns exemplos onde conflitos cognitivos

podem aparecer gerando equivocos nas resolucées dos problemas apresentados.

Como efeito de uma relacdo conflituosa entre a definicdo formal e a
representacdo intuitiva, no caso especifico do conceito de limite, varios equivocos
podem surgir. Por exemplo, a interpretacdo que o aluno vai conferir ao termo “tende a”
em relacdo ao conceito de limite depende do modelo intuitivo aprendido. Segundo o
autor, o mesmo pode significar: “se aproximar (eventualmente, ficar longe dele); se
aproximar (sem alcanca-lo); se aproximar (alcanca-lo); ou, se assemelhar (tais como
‘um azul tende para violeta’).”(FISCHBEIN, 1994, pg. 239) Como a nossa mente ndo
estd naturalmente adaptada a conceituacdo do infinito, o conceito de limite pode se

tornar contraditorio.

Outro tipo de erro comum, citado pelo autor, em que uma técnica de resolucao
ndo obedece as regras formais e €, assim, aplicado de forma errada, aparece no exemplo

a sequir:

Figura 2: Erro na utilizacdo das propriedades de divisao de fragdes

an__ _ 1

m;m-q-=b'y_

Fonte: FISCHBEIN (1994, p. 232)

Em sua analise, o autor destaca que
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o0 aluno tem que entender a base formal (definicdes e teoremas) que justifica
um algoritmo. E a aprendizagem cega de algoritmos que conduz a estes tipos
de utilizagdo indevida. Na falta de uma compreensdo clara da estrutura
formal e da justificacdo, a semelhanca superficial leva a problemas de
generalizacdes erradas. (FISCHBEIN, 1994, p. 242)

Este exemplo ilustra a importancia de ndo se ter como Unico objetivo a aquisi¢do
de habilidades dos procedimentos, mas, também, de os alunos consolidarem o

conhecimento formal.

Fischbein (1994) traz ainda uma reflexdo sobre como as figuras geométricas, e

as imagens em geral, ocupam uma posicéo especial na atividade de pensar. Ele traz o
seguinte questionamento:

O que é uma reta, um triangulo, uma esfera, ou um cubo? Certamente, eles

sdo imagens. Elas possuem uma determinada forma. Eles sdo entidades

abstratas, ideais. Elas possuem uma espécie de universalidade que caracteriza

apenas conceitos. Cada propriedade de uma figura geométrica é derivada da

definicdo da respectiva figura, a partir da estrutura axiomética a que a mesma
pertence. (FISCHBEIN, 1994, p. 242)

Ele conclui que as figuras geométricas, embora imagens espaciais, incorporam
qualidades que caracterizam apenas conceitos matematicos, tais como idealidade,
abstracdo, universalidade, dependéncia da definicdo, que correspondem a uma espécie
de perfeicdo que ndo existe na natureza. No raciocinio geométrico, lidamos com figuras
que ndo sdo meras imagens, mas sim entidades mentais idealizadas completamente
subordinadas a restricdes axiomaticas. Podemos afirmar que uma figura geométrica é
um objeto mental que ndo é redutivel a conceitos ou imagens usuais:

um conceito é uma ideia que, estritamente falando, ndo possui qualidades
figurativas. Por outro lado, uma figura geométrica ndo € uma mera imagem,
porque todas as suas propriedades sdo, estritamente, de forma rigorosa
imposta por uma definicdo. A figura geométrica €, a0 mesmo tempo, uma
figura e um conceito. O desenho de um circulo ou um triangulo é um modelo

grafico de uma figura geométrica, e ndo a propria figura geométrica.
(FISCHBEIN, 1994, p. 242)

Essas ideias se tornam consideravelmente relevantes neste trabalho, pois iremos
pesquisar 0s aspectos visuais e graficos do TFC. Representagdes visuais dos conceitos
serdo utilizadas, tanto na prova matematica do teorema, quanto na resolucdo de

problemas; devendo ser entendidos como modelos graficos, e ndo o proprio conceito.

Com tudo isso, o autor ressalta que a principal reivindicacdo de seu trabalho foi
a de destacar a importancia, no ensino de matematica, dos trés aspectos fundamentais da

matematica, como atividade humana: o formal, o algoritmico, e o intuitivo, e como a
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interacdo entre eles é relevante, cognitivamente, para os alunos. Porém, ele salienta que
as vezes, esses trés componentes ndo conduzem a aprendizagem. As vezes, um esgquema
de solucdo e aplicado adequadamente por causa de semelhancas superficiais em
desrespeito das restricbes formais. Outras vezes, um esquema de resolucdo de
problemas, profundamente enraizada na mente do estudante, é erroneamente aplicado,

apesar de uma compreensdo intuitiva potencialmente correta. Mas, geralmente,

¢ a interpretacdo intuitiva baseada em uma experiéncia primitiva e limitada,
mas fortemente enraizada, que aniquila o controle formal ou os requisitos da
solucéo algoritmica, e, portanto, distorce ou até mesmo bloqueia uma reacéo
matematica correta. (FISCHBEIN, 1994, p. 244).

Em sua conclusdo, ressalta que deve existir uma colaboracdo intima entre
psicologia e experiéncia didatica para obtermos uma condi¢do basica para o

desenvolvimento da educacdo matematica.

Outro autor que investiga o conceito de intui¢do, e o faz relacionando-a com a
ideia de rigor no ensino de calculo e de analise, é o pesquisador Frederico Reis que, em
seu artigo Rigor e intuicdo no ensino de calculo e analise, de 2009, utilizou as ideias de
intuicdo de Perminov (1988) que séo dividas em cinco categorias, a saber, a empirica, a
objetiva, a logica, a categérica e a conceitual para definir intuicdo em sua pesquisa.
Nessa pesquisa, Reis (2009) “busca compreender melhor a forma como o rigor ¢ a
intuigdo sdo explorados/entendidos no ensino de calculo e analise.” (p. 83). Ele conduz
sua pesquisa a partir de uma analise histérica do desenvolvimento da ideia de rigor na
matematica e como ele se relaciona com a intuicdo que, historicamente, se mostra
presente na construcdo dos resultados e no pensamento matematico. Além disso, ele
observou que alguns livros texto de calculo abordam os conteidos de um ponto de vista
mais intuitivo, ja os de andalise utilizam o rigor matematico para construir sua estrutura

matematica.

Ele conclui seu trabalho dizendo “que intuicdo e rigor sdo dimensdes
interdependentes, uma ndo podendo existir sem a outra, embora possamos,
equivocadamente, privilegiar uma delas em detrimento da outra.” (p. 93). Com isso, ele
adverte-nos quanto a medida do uso de rigor e de intuicdo no ensino dizendo que o
primeiro deve complementar o segundo: “O rigor pode e dever complementar a
intuicdo, nunca sobrepuja-la.” (Reis, 2009, p. 94). Além disso, destacou que “0 rigor,

num outro nivel, se faz presente na constituicdo de conceitos elementares, assim como a
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intuicdo, sob maltiplas faces, permeia o desenvolvimento de ideias avangadas.” (ibid, p.
94).

Vemos, entdo, que a pesquisa feita por Frederico Reis fornece valiosas
informacdes para esta pesquisa; a saber, a relacdo mdtua entre rigor e intuicdo como
passo fundamental para o ensino e aprendizagem do célculo e da analise e importancia

da intuicdo para o desenvolvimento de ideias matematicas.

1.2 Revisao de literatura: o ensino e aprendizagem do TFC

Nesta secdo trazemos pesquisas desenvolvidas no Brasil sobre o ensino e
aprendizagem do Teorema Fundamental do Calculo (TFC). Essa revisdo faz-se
necessaria visto que é importante situar a presente pesquisa no cenario brasileiro de
investigacdo, procurando, assim, desenvolvé-la de modo auténtico, de modo a contribuir
para a comunidade matematica. Tratando-se de uma dissertacdo de mestrado, a
investigacdo pode reproduzir métodos e questdes de trabalhos anteriores, cuidando, no
entanto dos modos com que a investigacdo em desenvolvimento possa ampliar o

conhecimento j4 existente sobre o objeto de estudo.

Dentre as pesquisas sobre o ensino e aprendizagem do Teorema Fundamental do
Célculo (TFC) que compdem a revisdo bibliografica deste estudo, destaco o trabalho de
Segadas (1998). Seu trabalho tem grande relevancia no cenario brasileiro, tendo sido o
primeiro a enfocar o tema. E referéncia de diversos trabalhos que se seguiram com o
mesmo objeto de estudo, como Anacleto (2007), Grande (2013), Andersen (2011),
Picone (2007), Campos (2007), dentre outros. Vamos inverter a ordem cronoldgica de
desenvolvimento destas pesquisas encerrando esta secdo com a pesquisa de Segadas
(1998), expondo sua questdo de pesquisa, sua metodologia e seus resultados, por serem
referéncias para a metodologia e analise dessa investigacao.

A pesquisa de Andersen (2011) tem por foco a dificuldade da compreensédo da
expressdo algébrica da “fungdo area”, F(x) = f:f (t)dt. Ela aplicou e analisou
atividades envolvendo 14 alunos de Licenciatura em Matematica de uma universidade
particular de Sdo Paulo, concluintes dos 2.° e 3.° semestres. Andersen se interessa por
“quais processos mentais intervém e sdo combinados quando se insere atividades que se

apoiam em figuras construidas pelo aluno tanto em folha de papel quanto pelo software

Winplot2 ao se tratar da expressao F(x) = fax f(t)dt?” (Andersen, 2011, p. 17)
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A pesquisa, qualitativa, fundamentou-se em Dreyfus (1991) e no Pensamento
Matematico Avancgado (PMA), utilizando-se da engenharia didatica como metodologia

de pesquisa. Segundo Almouloud (2007), quando a engenharia didatica é

vista como metodologia de pesquisa, ela é caracterizada por um esquema
experimental com base em “realizagdes didaticas” em sala de aula, isto ¢, na
construcdo, realizacdo, observacdo e analise de sessfes de ensino e, também,
caracteriza-se como pesquisa experimental pelo registro em que se situa e
pelos modos de validacdo que lIhe sdo associados: a comparacdo entre a
analise a priori e a andlise a posteriori. (ANDERSEN, 2007, apud
ALMOULOUD, 2007, p. 171).

Em seu referencial tedrico, Andersen (2007) traz resultados de pesquisas que
apontam que a forma de se construir um conhecimento considerando o conteddo como
pronto e acabado ou utilizando um método de ensino baseado no modelo exposicdo
tedrica — exemplos — exercicios interfere de modo negativo no desempenho dos alunos,
favorecendo a algoritmizacdo da Matematica. Segundo as pesquisas mencionadas, tal
concepcao de ensino de matematica impede que o aluno pense e raciocine ricamente
sobre os conteudos, o que prejudica consideravelmente o entendimento pleno dos
conceitos e a exploracao de atividades que possibilitem elaborar hipdteses e conjecturas
sobre objeto de estudo.

Os participantes ja haviam cursado as disciplinas de Calculo Diferencial e
Integral I e Il em que séo abordados assuntos como limite e derivada, mas sem ter ainda

contato com o tema integral. As atividades elaboradas para esta pesquisa procuravam
levantar questdes e realizar conjecturas sobre a expressdo F(x) = fax f(t)dt, no sentido

de favorecer a compreensao das ideias centrais que envolvem o TFC.

A pesquisadora selecionou 14 alunos para participar das atividades, os quais
foram divididos em sete duplas. Foram realizadas quatro sessdes com atividades, e cada
sesséo pode ser dividida em duas partes:

- a primeira atividade propunha questBes que exploravam a funcdo area, em que 0s
alunos, a partir de uma figura limitada pelo grafico de uma funcdo polinomial do
primeiro grau e pelo eixo das abscissas, deveriam expressar algebricamente a area da
regido limitada em funcdo da abscissa. Outra questdo apresentava uma funcao
polinomial do segundo grau, em que os alunos deveriam obter a area por aproximacoes
de figuras retangulares;

- a segunda parte apresentava atividades utilizando o software Winplot explorando a

soma de Riemann para integrais, além de questdes propondo conjecturas sobre a
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expressdo que representava o TFC em que se afirma que se F(x) = f:f(t)dt, entédo
F’(x) = f(x).

Como resultados da pesquisa, a autora destaca que os alunos apresentaram
dificuldades em distinguir as funcbes derivada f e primitiva F, principalmente no que
diz respeito ao avaliar qualitativamente a funcdo F. Porém, muitos alunos conjecturaram
que, se F(x) = f: f(t)dt, entdo F’(x) = f(x), ou seja, que integracdo e derivacdo sao
operacdes inversas, embora alguns alunos ndo tenham percebido a necessidade de a
funcdo f ser continua.

Outro trabalho importante na area foi a tese de André Lucio Grande, de 2013,
que teve por objetivo realizar um estudo didatico e epistemoldgico do TFC. Sua
motivacao para comecar esse estudo surgiu em uma atividade proposta pelo professor
da disciplina Didatica da Matematica do mestrado que esse pesquisador cursava, em que
os alunos deveriam, a partir da representacdo grafica de uma funcdo, identificar o
gréafico da sua funcdo primitiva. Os estudantes envolvidos em tal atividade, dentre eles o
autor, demonstraram muita dificuldade na resolucdo da questdo, ndo sendo capazes de
associar os graficos de uma funcdo ao de sua primitiva. Assim, ele se questionou:
“Quais seriam os fatores e 0s conceitos relacionados que poderiam contribuir para tais
dificuldades?” (GRANDE, 2013, p. 24)

Apds prosseguir suas pesquisas nessa area de ensino, o autor percebeu que
algumas pesquisas concluidas e outras em andamento no seu grupo de estudo no
mestrado apresentavam o TFC como tema, entretanto um ndmero reduzido dessas
pesquisas propunha uma intervencdo no ensino que contribuisse para a compreensdo do
teorema e a ligacdo existente entre as operacdes de derivacao e integracao.

Assim, refletindo sobre o assunto e pensando no cenario do ensino e
aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral (CDI), considerou temas fundamentais
como as operacdes de integracdo e questionou se “seria possivel elaborar uma sequéncia
de ensino que fizesse emergir e evidenciar a ligacdo entre esses dois conceitos
fundamentais do Calculo?” (GRANDE, 2013, p. 24). Seu projeto de pesquisa busca
respostas para tal indagacdo. Realizou uma intervencdo de ensino na qual procurou
fazer emergir a relacdo entre as operacOes de integracdo e derivacdo e as condic¢Oes para
que essa relagdo se estabeleca. Baseando-se em possiveis situacdes-problema que
auxiliassem na compreensdo nessa relacdo, buscou fazer emergir tal conex&o, que

constitui a esséncia do teorema. No referencial teérico foram utilizadas as ideias
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relacionadas ao uso da intuigdo e do rigor na constru¢do do conhecimento matematico,
citando Henri Poincaré (1995), que considera as cognicdes intuitivas fundamentais na
elaboracdo de conjecturas para posteriormente formalizarem-se os conceitos. Como
referéncia tedrica, ele utiliza as categorizacdes da intuicdo e as inter-relacbes entre 0s
componentes: formal, algoritmico e intuitivo nas atividades matematicas, de acordo
com Efraim Fischbein (1994).
A questdo inicial é reconstruida, buscando também avaliar qual o alcance que
uma intervencao desse tipo traz para o ensino e aprendizagem do TFC:
uma intervencdo de ensino baseada nos principios da intuicdo contribui para
a compreensdo da relagdo existente entre as operacOes de integracdo e

derivacdo, por meio de uma situagcdo-problema que propicie emergir e
evidenciar tais relagbes? (GRANDE, 2013, p. 32).

A pesquisa € gualitativa, tendo como procedimentos metodoldgicos a elaboracédo
de uma intervencdo de ensino, bem como a andlise das resolugdes das questdes
respondidas por 14 estudantes do curso de Tecnologia de uma faculdade publica do
Estado de Sao Paulo, com o auxilio do software GeoGebra. Para analise das resolucdes,
além do referencial teorico citado, foram adotados os trabalhos de Tall (1991b) sobre o
papel da visualizagdo no ensino do Célculo e as inter-relagfes com a intui¢do e o rigor.

No tocante ao ensino e aprendizagem do TFC, o autor percebeu, pelos resultados
de algumas pesquisas descritas, que na maioria dos casos em um curso de Calculo nédo
se da um tratamento da relacdo mutua entre as operac@es de integracdo e derivacdo, seja
por meio de atividades propostas pelos professores, ou até mesmo na abordagem dos
livros didaticos que ndo enfatizam o tema. O autor diz, ainda, que a auséncia de
exploracdo dessa relacdo e, também, a escassez da utilizacdo do registro grafico em sua
abordagem podem contribuir para a incompreensao, pelos estudantes, deste resultado do

teorema.

Analisando a questdo da visualizacdo no ensino e aprendizagem do Calculo e
sua relacdo com a intuicdo e o rigor com o desenvolvimento ou a manifestacdo das
intuicOes a partir das exploragfes ou representacdes proporcionadas pela atividade com
0 GeoGebra. Constatou que a utilizacdo deste software permitiu explorar situagoes
diversas, tais como a criacdo de um modelo para uma situagdo-problema. Este modelo,

na ilustracdo na figura 1 a seguir, apresentou
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questdes relacionadas ao calculo do volume e da area da se¢do transversal de
um sélido que foi composto por um cilindro circular apoiado sobre um cone
circular de base concéntrica ao cilindro. (GRANDE, 2013, p. 281)
A situacdo-problema fez emergir questdes relacionadas com o Teorema
Fundamental do Calculo, tais como a continuidade da funcéo, a ideia de acumulacgéo e a

variagdo entre as grandezas.

Figura 3: cilindro circular apoiado sobre um cone circular de base concéntrica ao cilindro

m
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Fonte: Grande (2013, p. 311)

As atividades foram realizadas em um ambiente informatizado

tornando esse modelo ‘concreto’ e possibilitando aos alunos acessar,
interagir, manipular, e fazendo com que essas a¢des se tornassem as grandes
responsaveis pela exploracdo das suas cognigdes intuitivas. (GRANDE,

2013, p. 290).

O conceito de cognic¢des intuitivas foi apresentado em secOes anteriores deste
capitulo; dentre suas principais caracteristicas, dadas por Fishbein, Grande utiliza:
“auto-evidéncia; convicgdo intrinseca; efeito coercitivo; globalidade.” (GRANDE,
2013, p. 105)

O autor considera a interacdo dos alunos com o software

a grande responsavel ndo somente pela visualizagcdo e concretizagcdo dos
conceitos envolvidos, como também permitiu que 0s componentes intuitivo,
algoritmico e formal fossem inter-relacionados e confrontados” (ibid, p.290)

A iteracdo com o software permitiu ainda testar, confirmar e validar as
proposigdes apresentadas. Assim, 0 autor da pesquisa considera que a interagdo entre 0s
participantes e o GeoGebra constituiu um fator preponderante para a realizacdo das
tarefas no que se refere a exploracdo intuitiva realizada pelos alunos. Outro resultado

importante encontrado na resolucdo das tarefas na intervencao de ensino diz respeito a
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melhora significativa apresentada pelos alunos na compreensdo do conceito
de integral por meio de acumulacdo, desprendendo-se da interpretacdo
geométrica de integral como sindnimo de area, e consequentemente sua
relacdo com a questdo de variacdo ligada ao conceito de derivada, fato que
permite inferir que esse tipo de abordagem colabora na compreensdo da
esséncia do TFC. (ibid, p.282)

A andlise destacou um desempenho melhor dos estudantes nas atividades
matematicas, quando o eixo das interacfes entre os componentes algoritmico, formal e
intuitivo é trabalhado em conjunto com o eixo relacionado a questéo da visualiza¢do no
ensino e aprendizagem do Calculo. Ao final das tarefas, observou-se que os estudantes
comegaram a mostrar indicios da preocupacdo em relacionar a intuicdo com o rigor na
construcdo do conhecimento matematico.

Respondendo especificamente a questdo de sua pesquisa, de acordo com a
analise do material empirico produzido, a intervencdo promoveu ndo somente a
construcdo de relacBes entre as operacdes de integracdo e derivacdo pelos sujeitos
envolvidos na pesquisa, como também refinou e permitiu a discussdo de alguns
conceitos ja interiorizados por meio da exploracdo das cogni¢des intuitivas, até atingir o
estagio do rigor. Consequentemente, sobre o alcance da sequéncia didatica desenvolvida
com uma abordagem fundamentada nos principios da intuigdo, “cla revelou-se essencial
na organizacao das ideias e conceitos desenvolvidos que posteriormente foram refinados
com o formalismo matematico agregado com o rigor necessario.” (GRANDE, 2013, p.

291)

O trabalho de Scucuglia (2006) insere-se em um panorama ha educacdo
matematica que sinaliza para uma utilizacdo crescente da informética no ensino. A
pesquisa € qualitativa e busca responder “Como Estudantes-com-Calculadoras-Gréficas
investigam o Teorema Fundamental do Célculo?” (SCUCUGLIA, 2006, p. 19). Apoia-
se na perspectiva epistemoldgica Seres-Humanos-com-Midias apresentada em Borba e
Villareal (2005), que evidencia o papel das tecnologias no processo de producdo de
conhecimento, e “propde que 0 conhecimento ndo é produzido somente por humanos ou
por coletivos humanos, mas por Seres-Humanos-com-Midias” (ibid, p.18). O autor
realizou experimentos de ensino com duplas de estudantes do primeiro ano da
graduacdo em matematica?. Os encontros foram filmados. Essa escolha se deu, segundo
0 autor, devido aos elementos que constituem 0s processos de

experimentagdo/demonstragdo de Estudantes-com-Calculadoras-Graficas, que sé&o

2 Os alunos s3o estudantes da UNESP, da cidade de Rio Claro, em Sdo Paulo.
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complexos e que “envolvem uma diversidade de vertentes provenientes de falas, gestos,
formas de utilizar determinada midia na investigagdo matematica, etc” (ibid, p.22),
fazendo-se necessario o registro desses elementos. Alem disso, o autor tem por foco a
demonstracdo, que, “esta articulado a questdo da prova em matematica com informatica
e, principalmente, a questao da experimenta¢do com tecnologias e dedugdo.” (ibid, p.19)

As duplas realizaram duas sessbes de experimentos de aproximadamente duas
horas cada. Primeiramente, investigaram os conceitos de Soma de Riemann e Integracao
Definida (Primeira a Terceira Atividades) e, em seguida, o Teorema Fundamental do
Célculo (Quarta e Quinta Atividades). Analisando os videos da primeira sessdo de
Experimentos de Ensino, o pesquisador notou que a utilizagdo de programas e
comandos da Calculadora Grafica T1-83 condicionou 0 pensamento das estudantes na
investigacdo dos conceitos de Soma de Riemann e Integracdo (conceitos
intrinsecamente inerentes ao TFC). Na segunda sessdo, explorando exemplos de
fungBes polinomiais com o comando de integragdo definida da Calculadora Gréfica, os
“coletivos pensantes formados por Estudantes-com-Calculadoras-Gréaficas-Lapis-e-
Papel” formularam conjecturas sobre o TFC.

Durante o processo de demonstracdo deste Teorema, foram utilizadas nogdes
intuitivas e notacBes simplificadas, antes que fosse usada a simbologia j& padronizada
pela matematica académica. Essa abordagem possibilitou o engajamento gradativo das
estudantes em “discussdes matematicas dedutivas” a partir dos resultados obtidos
“experimentalmente” com as atividades propostas na pesquisa. Além disso, para
Scucuglia (2006), a visualizacdo atuou como auxilio ao processo de pensamento
matematico, evidenciando a formulacéo de inferéncias, conjecturas e justificativas sobre
determinado problema.

Outro fator relevante no processo de ensino-aprendizagem do calculo é a
utilizacdo de livros-texto, que sdo bases para os estudos dos alunos e, talvez, até dos
professores ao prepararem suas aulas. Por este motivo analisamos o trabalho de Campos
(2007), que pesquisou a maneira como quatro livros didaticos, sendo um deles de
analise real, tratam do Teorema Fundamental do Célculo (TFC), procurando explicar
como 0s autores, em seus textos, exploram a coordenacgéo dos registros de representagdo
(DUVAL, 2003, 1999).

O autor traz como principais resultados que os livros didaticos Curso de Andlise
(LIMA, 1982), Um Curso de Calculo (GUIDORIZZI, 2001), Célculo (STEWART,
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2012), Um Curso Universitario (MOISE, 1970) ndo discutem explicitamente a questao
referente a inter-relagdo entre derivada e integral, que € fundamental para o
entendimento do TFC. Nos prefacios de suas obras, alguns destes autores reiteram a
importancia da representacdo grafica na abordagem dos conceitos, sem, entretanto,
exploréa-los de forma incisiva no desenvolvimento de seu livro.

Outro trabalho pesquisado que também tem contribuicbes relevantes para a
minha pesquisa € a dissertacdo de Picone (2007). Fundamentada, como a anterior, na
teoria dos Registros de Representacdo Semiética, de Raymond Duval (1999), o
pesquisador investiga quais registros de representacdo semiotica sdo mobilizados por
professores no ensino do TFC; bem como se consideram importante a coordenacao
desses registros e, ainda, se exploram a visualizacdo, utilizando representacdes graficas.

Com esse objetivo, a pesquisadora elaborou e aplicou um questionario em duas
etapas, seguido por uma entrevista com oito professores de Célculo de institui¢fes
publicas e particulares do Estado de S&o Paulo; quatro delas publicas e outras quatro
privadas.

A autora elaborou um questionario retomando o trabalho de Segadas (1998), em
duas etapas. A primeira, com oito questdes, visou identificar o perfil de cada professor
participante da pesquisa: sua formacdo profissional, experiéncia docente na disciplina
de Caélculo, livros didaticos que utiliza e como aborda o TFC. Uma segunda etapa,
constituida por nove questfes, teve por objetivo investigar que enfoque era dado ao
TFC pelos professores de Célculo no tocante a conexdo entre derivacao e integracao, e
sua utilizacdo como ferramenta para o calculo de integrais definidas.

Apds a analise das respostas ao questionario, os professores foram entrevistados

com a intencao de se

obter alguns detalhes que aprofundassem as respostas obtidas nas etapas
anteriores, como, por exemplo, identificar a exploracdo da inter-relacdo entre
as variaveis visuais pertinentes ao analisar as situacBes propostas no
questionario. (PICONE, 2007, p. 52).

Como resultados, Picone (2007) reitera que os professores entrevistados
consideram pertinente a coordenacdo simultanea dos registros envolvidos; entretanto
alguns ndo relevaram sua importancia no ensino do TFC.

Ao analisarem uma situacdo que explora a conexdo entre a derivada e a integral
graficamente, alguns afirmaram que ndo costumam propor esse tipo de atividade aos
seus alunos e, nesse caso, as justificativas foram diversas; porém em nenhum momento

apontaram para a ndo importancia de serem propostas.
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A autora conclui que o TFC pode ser utilizado como uma ferramenta, mas que
essa conexdao ndo é explorada graficamente pelos professores entrevistados. Alguns
professores sugerem que deve ser dada uma visdo do TFC “intuitiva” precedendo a
demonstracdo e formalizacdo, explorando propriedades entre os graficos das funcdes
primitiva e derivada.

Essa visdo, denominada por alguns professores entrevistados por Picone (2007)
como “intuitiva”, diz respeito a explorar, inicialmente nas aulas de Calculo, o registro
gréfico na construgdo dos conceitos e contrapor em seguida esse registro com o registro
algébrico. Este altimo seria usado para os alunos confirmarem ou ndo o conceito que
eles j& possuem, intuitivamente desenvolvido utilizando visualizacdo geométrica.

Além disso, a pesquisadora sugere que futuras pesquisas busquem responder a
pergunta: “por que mais professores de Célculo, no momento do ensino do TFC, ndo o
exploram graficamente?” (PICONE, 2007, 118). Como a presente pesquisa trata da
exploracdo gréfica do TFC, torna-se relevante nesse trabalho a citacdo da questdo
colocada ja em 2007. Porém, ndo iremos investigar o ensino segundo perspectiva do
professor, como Picone (2007), mas a aprendizagem, focando o aluno.

Com este foco, Anacleto (2007) que teve por objetivo investigar 0s
conhecimentos mobilizados por alunos que estudaram o Teorema Fundamental do
Célculo. A intencdo era avaliar se a mobilizacdo desses conceitos se deu de forma
adequada na resolucdo de questbes especificas em que a aplicacdo dos conceitos
relacionados era necessaria. A pesquisa fundamentou-se nos pressupostos teéricos da
dialética ferramenta-objeto e jogos de quadros de Régine Douady (1987). Ainda, esse
trabalho também retoma a pesquisa realizada por Segadas (1998) sobre a compreenséo
do TFC pelos alunos, ao final do curso de Calculo.

A pesquisa de Anacleto (2007) é qualitativa e teve como objetivo obter dados
descritivos conseguidos por meio de uma participacdo ativa entre o investigador e 0s
sujeitos. Para isso foi elaborado um questionario, que foi aplicado a 13 duplas de alunos
de uma turma de Licenciatura em Matematica, de uma Universidade particular de Séo
Paulo, em que cursavam o curso de Céalculo Diferencial e Integral (CDI) Ill. A anélise
dos dados teve como base os trabalhos de Douady (1987) e de Segadas (1998).

O interesse foi investigar os conhecimentos mobilizados pelos alunos referentes
aos conteudos do TFC, especialmente da sua segunda parte. Almejando conhecer 0s

conhecimentos retidos pelos alunos ao solucionar problemas relacionados a esse tema,
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ela verificou que “eles identificam que: a derivada da integral é a fungdo integrando; a
integral (indefinida) da derivada de uma funcdo € a prdpria funcéo; a integral de uma
funcdo resulta do calculo da diferenca entre o valor de uma primitiva dessa funcdo no
limite superior e o valor no limite inferior de integracdo; a derivacao e integracdo sao
operagdes inversas.” E ainda, “verificou como o0s alunos manipulam conceitos
relacionados ao TFC, como a continuidade e a integrabilidade.” (ANACLETO, 2007, p.
23)

A pesquisadora constatou que a maioria dos alunos encontrou dificuldades para
solucionar problemas em que a simples visualizacdo de graficos poderia substituir
longos algoritmos. Ela concluiu que a maioria dos estudantes buscou conhecimentos
anteriores como ferramenta, em célculo de primitivas e conceito de integral definida,
porém constata “que em muitas situacfes tais ferramentas ndo foram empregadas
corretamente” quando questionados sobre identificar “que a integral [definida] de uma
funcdo resulta do célculo da diferenca entre o valor de uma primitiva dessa funcdo no
limite superior e no limite inferior de integragdo”, que é o Teorema Fundamental do
Célculo, em uma de suas versdes. Além disso, a pesquisadora verificou “que para
maioria dos alunos a derivacdo e a integracdo sdo operagdes inversas, porém foram
identificadas dificuldades na visualizacéo e interpretacdo geométrica dessas operagdes”
(ANACLETO, 2007, p. 117). Estes resultados demonstram que os obstaculos dos
estudantes para compreender o TFC estdo relacionados com uma mobilizacdo
incompleta, ou parcial, das nocdes de derivada, integral e continuidade, uma vez que
utilizaram apenas parcialmente esses conhecimentos para a solugdo das questdes
apresentadas. A pesquisadora traz a hipOtese de que tal fato estd provavelmente
associado aos habitos dos estudantes, que tendem a ndo focar atencdo aos aspectos
conceituais do teorema, apenas memorizando o algoritmo dos procedimentos sem
refletir sobre a sua aplicabilidade.

A tese de Segadas (1998) traz os resultados de uma pesquisa sobre a
compreensdo de estudantes universitarios sobre o TFC. Tem como o objetivo identificar
quais as dificuldades apresentadas por eles em relacdo aos conceitos envolvidos nesse
teorema, considerados essenciais, e que interferem no seu entendimento, explicita ou
implicitamente. Investigou os aspectos formais ligados a essa compreenséo, tais como o

conhecimento de definigdes e de teoremas a ele relacionados.
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Sua analise, referenciada nas nocBes de imagem conceitual e definicao
conceitual (Tall e Vinner, 1981) destaca o papel desempenhado pelo conceito de fungéo
no desenvolvimento de outros objetos matematicos, tais como limite, continuidade e
inclinacdo de uma reta tangente. No estudo do TFC, especificamente, a no¢édo de funcao
auxilia os estudantes a compreender o modo com que uma fungdo primitiva e sua
derivada sdo definidas na expresséo

F(x) = [ f(t)dt, em que F’(x) = f(x).

A autora considera que uma grande dificuldade para os alunos ocorre quando
eles buscam estabelecer uma conexao entre as diferentes representacées de uma funcao,
que coexistem em sua imagem conceitual, particularmente a relacdo existente entre a
representacdo gréafica e a representagdo analitica.

A autora retoma, dentre outras, a pesquisa em Tall (1991a), que discute que 0s
alunos inicialmente nao observam que a derivada de uma funcdo é também uma funcéo,
com um gréafico associado a ela. Para eles, em sua imagem conceitual, a derivada de
uma funcdo esta principalmente relacionada com a inclinagdo da reta tangente em um
determinado ponto do grafico da funcéo.

Essa dificuldade dos estudantes em relacionar a imagem conceitual de um objeto
matematico que eles evocam e a sua definicdo foi constatada também em Segadas
(1998), em referéncia ao conceito de continuidade de uma funcdo, que possui uma
importancia central na discussé@o da interpretacao visual e prova do TFC.

Uma discussdo sobre a no¢do de continuidade é trazida em Tall e Vinner (1981).

Ao questionar os alunos, com bom desempenho em matematica em sua universidade,
.. ~ 1 A
sobre a continuidade da funcdo f(x) = = dentre os 41 estudantes que responderam a

questdo, 6 classificaram-na como uma fun¢do continua e 35, como uma funcdo
descontinua. A justificativa dos alunos a respeito de uma funcdo ser ou ndo continua é a
imagem interiorizada de o gréafico ndo possuir lacunas, ou de que o grafico s6 pode ser
desenhado sem tirar o lapis do papel®, ressaltando uma imagem conceitual dos alunos
que ndo acomodou a definicdo formal de continuidade, ja trabalhada no curso.

Ciente de tais pesquisas e de que imagens produzidas pelos alunos a respeito de
derivada e da continuidade de uma funcdo interferem diretamente na compreensdo do

TFC e na habilidade de interpreta-lo graficamente, Segadas (1998) elaborou e aplicou

3 As frases ditas pelos alunos citadas em Tall ¢ Vinner (1981) sdo: “The graph is not in one piece”, “The
function in not defined at the origin”; “The function gets infinite at the origin”.
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um questionario-piloto a 72 estudantes do primeiro ano de graduacdo da Universidade
Federal do Rio de Janeiro (UFRJ). Eles eram provenientes dos cursos de Ciéncias da
Computacédo e de Engenharia. O questionario continha cinco questdes, buscando avaliar
a familiarizacdo dos alunos com o TFC, com 0s conceitos a ele relacionados e com sua
aplicacdo; além de duas questdes que visavam conhecer suas crengas sobre a
demonstracéo do TFC.

Apds a analise do questionario-piloto, a autora elaborou um segundo
questionario, e planejou a pesquisa principal em trés fases.

Na primeira fase, 148 estudantes do primeiro ano de graduagdo da UFRJ,
provenientes dos cursos de Matemaética, Ciéncias da Computacdo e Engenharia e que ja
cursaram a disciplina de Calculo Diferencial e Integral, responderiam um questionario.
Este era dividido em duas partes: a primeira parte apresentava questdes envolvendo as
principais estratégias utilizadas pelos estudantes ao resolverem questdes relacionadas ao
TFC e sobre a continuidade de uma funcdo; a segunda parte visava conhecer as crencgas
dos alunos sobre possibilidades de generalizacbes em Matematica, explorando as
concepcdes dos estudantes sobre o processo de prova e demonstracdo do TFC.

Na segunda fase, apds a analise das respostas dos alunos ao questionério, 26
estudantes que participaram da primeira fase foram selecionados, por terem respondido
as questdes do questionario com estratégias diversas e aqueles que responderam de
forma mais inesperada, para participar de uma entrevista. As entrevistas foram
planejadas no sentido de explorar mais profundamente alguns dos argumentos que 0s
estudantes usaram para resolver as questdes do questionario, na primeira fase. Algumas
das questbes foram destinadas a todos os entrevistados e outras foram elaboradas a
partir das respostas especificas do questionario da primeira fase.

Na terceira fase foram propostas atividades no computador envolvendo 17
estudantes, do universo dos 26 anteriormente selecionados, e, utilizando o software
Graphic Calculus (Tall, 1986). A pesquisadora buscou explorar em maior detalhe como
os alunos visualizavam alguns dos conceitos relacionados ao TFC, tais como
diferenciacéo e integracdo, a conexao entre estes conceitos, a exigéncia da continuidade
da funcéo a ser integrada.

N&o houve intencdo, segundo a autora, de avaliar o software ou de utilizar as
atividades como uma intervencdo de ensino. O computador foi utilizado nesta pesquisa

como outra possibilidade, aberta pelos software dindmicos, para manipular objetos
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virtuais, permitindo examinar a compreensao dos alunos sobre os conceitos referentes
ao teorema, nesse ambiente virtual.

Quanto aos resultados, a autora observou dificuldades na compreensdo e
resolucdo pelos alunos de questdes que envolvem ndo somente o TFC, mas também
questdes correlatas tais como integracéo e diferenciagdo de uma funcédo, continuidade e
diferenciabilidade. Mais especificamente, essas dificuldades estdo diretamente ligadas a
compreensdo e a representacdo grafica da funcdo F(x) = faxf(t)dt bem como o
significado de suas variaveis x e t e a relagdo entre continuidade e diferenciabilidade de
funcoes.

No tocante a utilizacdo das imagens visuais/dindmicas associadas aos conceitos
de integracdo e diferenciacdo na resolucdo de problemas, constatou-se que mesmo

quando os alunos evocaram uma imagem, por exemplo, de integral definida como éarea,
. o . s o ~ 1 A
esse conceito no foi utilizado na resolugéo da questéo [~ , |x|dx: tentaram resolvé-la de

maneira algébrica por procedimentos algoritmicos. Houve ainda uma discordancia entre
a definicdo formal e a imagem conceitual evocada sobre o conceito de integral pelos
alunos revelada nessa quest&o.

Nem todos os alunos familiarizados com as defini¢des conceituais de conceitos
como diferenciacdo e integracdo conseguiram visualizar a relacdo entre os graficos das
funcbes f e F, sendo F> = f. Em particular, observou-se uma dificuldade maior na
construcdo do gréfico da funcdo primitiva F a partir da sua funcéo derivada f, do que o
contrario.

Para a autora, esses conceitos ndo sdo evidentes para os estudantes, pois eles
fazem uso de imagens que contém aspectos parciais das definicbes ou que eram
baseadas em alguns exemplos particulares. Essa visdo fragmentada prejudicou
consideravelmente a visualizacdo geométrica e a demonstracdo do TFC.

De modo geral, a autora concluiu que os alunos apresentam como ferramentas
para resolucdo de problemas que envolvem de maneira implicita ou explicita a
utilizacdo do TFC apenas procedimentos algoritmicos memorizaveis, tais como técnicas
de derivacdo e integragdo, utilizando excessivamente a representacdo algébrica. Além
disso, foi identificado que o emprego de imagens graficas ndo tem sido tdo eficiente,
pois sdo utilizados durante o curso apenas para ilustrar conceitos em exemplos de casos
em que uma dada definigcdo aplica-se ou ndo. Pouco uso se faz deles como facilitadores

na resolugdo de alguns problemas e auxiliares efetivos na compreensdo de uma
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definicdo ou teorema. Esta autora verificou que a maioria dos estudantes apresentou
dificuldades para solucionar problemas em que a simples visualizacdo de um gréafico
evitaria 0 uso de longos algoritmos. Em Anacleto (2007) vemos uma conclusédo
semelhante a essa. Em Segadas (1998), a razdo disso foi atribuida as dificuldades na
apresentacdo de graficos, que sempre aparecem, no ensino de matematica, de forma
estatica e ndo dindmica. Algumas sugestdes foram apresentadas no sentido de reverter

essa situagéo, incluindo atividades com o uso do computador.

Assim, vemos que um desdobramento possivel para novas pesquisas € investigar
0 uso do computador para construcdo e uso de imagens visuais geométricas ndo-

estaticas, ou seja, dindmicas.

Levaremos esses resultados em consideracdo posteriormente; porém, antes de
apresentarmos a questdo de pesquisa deste trabalho, retomamos uma das questdes

motivadoras deste trabalho, presente na introducéo:

E possivel explorar/desenvolver um entendimento visual/grafico do TFC de forma que

tais aspectos (visuais) sejam parte integrante da sua prova?

Ao pesquisar diversos livros, artigos, teses e dissertacdes sobre a prova do TFC
gue contivessem aspectos visuais integrados a sua prova, encontramos os artigos Tall
(1991a) e Tall (1991b), que nos indica um possivel caminho em direcdo a resposta
anteriormente feita. Estes dois artigos estdo sintetizados em Tall (2013), em menor
detalhe. Por isto vamos retomar os dois textos da década de noventa como referéncias
nesta pesquisa. A proxima secdo se ocupa de propor uma prova com esta caracteristica,

procurando ser a0 mesmo tempo rigorosa e intuitiva.

1.3 Uma proposta visual /grafica integrada a prova do TFC

O Teorema Fundamental do Calculo (TFC) é um resultado central do
Célculo Diferencial e Integral, estabelecendo uma relagdo entre diferenciacdo e
integracdo. Dentre tantos aspectos que estdo envolvidos neste resultado, estaremos

investigando tais relacdes em representacdes visuais/grafico/cinéticas.

Uma proposta de prova do teorema a partir da visualizacdo grafica da
funcdo, derivada, integral e todos os conceitos relacionados a esse resultado, construcéo

que ndo é igual ao que é feito convencionalmente e pode se mostrar muito rica
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cognitivamente no tocante ao ensino deste topico, retoma Tall (1991a) e Tall (1991b).
Porém, utilizamos informacdes de Kirsch (2014) e do livro de calculo Hughes-Hallett et

al (1999) para compor uma proposta nesta pesquisa.
Parte 1

Tall (1991a) discute aspectos formais ligados ao TFC. A importancia particular
de sua pesquisa séo suas ideias sobre o significado da diferenciacdo e da integragéo.
Desenvolvendo e utilizando um programa de computacdo grafica (Graphic Calculus
(1986)), Tall trouxe contribui¢des para o entendimento do TFC e para a compreensédo do
conceito de continuidade de uma funcéo.

Neste artigo, David Tall, constréi visualmente a parte 1 do TFC, que estabelece
que se uma funcdo f for integravel em [a. b] e se F for uma primitiva de f em [a, b],

entédo

b
ff(x)dx = F(b) — F(a).

Indica-nos o grafico que devemos focar para entendermos este resultado. Ao
trabalharmos com uma funcdo y = f(x) procurando saber qual seria a area sob este
grafico em um dado intervalo [a, b] sobre 0 eixo X, n0s terminaremos relacionando esta
primeira com sua funcdo primitiva y = I(x). Assim, para entendermos visualmente os
conceitos e relagdes envolvidas no TFC, Tall nos convida a olhar para o “grafico certo”,
observando relagfes existentes entre o grafico da primitiva da funcédo e a funcdo, e ndo

restringindo o foco ao grafico da propria funcéo, dada inicialmente.

Figura 4: aproximagao da area sob o gréafico por soma das areas de retangulos
A =

Fonte: Tall (19914, p. 4)
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A Figura 4 a traz o gréfico de uma funcdo f e uma ilustragdo do método de
Riemman para a determinacao da area sob este gréfico.

Com y = f(x), consideremos também y = I(x), tal que I’(x) = f(x), ilustrado na
Figura 5. Aqui temos a mesma divisdo do intervalo [a, b] em subintervalos da Figura 4.
Tall propbe olhar o grafico da funcdo 1(x), e ndo ficar restrito ao de f(x). Para ele, a
Figura 4 “que por muito tempo foi a visdo padrdo ndo é a correta para o TFC” (Tall,
1991)).

Figura 5: A soma Y2 f(x). dx como a soma dos comprimentos Y. dy

‘ =
y=I(x) fm\l
V= Oda
yd ,x;j,,‘_v__;
'd_], --d--"=-_':'f___.d-
I(b
dx "
I(a)
a L | h

Fonte: TALL (19914, p.4)

Em cada ponto x da subdivisdo esta desenhado, na Figura 5, a tangente a curva

grafico de y = I(x), cuja inclinacdo da reta tangente num ponto x qualquer é:

I(x+ Ax)- I(x) dy
Ax T dx’

I(x) =

Entdo o incremento dy correspondente a tangente é:
dy = I’(x).dx = f(x).dx.

Assim, a soma Y2 f(x).dx é vista como a soma dos comprimentos ¥, dy onde
cada dy é a componente vertical do vetor tangente ao grafico de y = I(x). A soma ), dy
¢ a soma dos segmentos de reta verticais. Quando dx é muito pequeno, de modo que 0
grafico de y = I(x) seja praticamente uma linha reta de extremidades (x,1(x)) e (x +
dx,I(x + dx)), entdo dy é aproximadamente igual ao incremento no grafico, I(x+dx) —

I(X). Somando os incrementos ao grafico de x = a a x = b, ou seja, os “degraus”
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verticais dy, temos como resultado o valor I(b) — I(a). A Figura 4 nos da uma indicacao

desta ideia.

O autor coloca a questdo que este argumento visual falha em parte porque o
autor foi obrigado a fazer os retangulos claramente largos para que pudéssemos ver o
que estad acontecendo e isto, por sua vez, significa que o grafico pode ser tdo curvo em
cada retangulo que dy seja claramente diferente de I(x+dx) - I1(x). Por outro lado,
convida o leitor a imaginar um nimero grande de retangulos e uma parte do gréfico
sendo ampliado, para visualizarmos sua “retiddo local” com um pouco de retangulos ao

lado uns dos outros, como na Figura 6 abaixo.

Figura 6: olhando microscopicamente para o processo de soma

y=Ix) il dv

1(b)

I(a)

a b
Fonte: TALL (19914, p.5)

Agora, deve ser possivel imaginar que quando o comprimento dx se torna cada

vez menor, a soma dos comprimentos ), dy se aproxima de I(b) — 1(a).

Com um zoom, podemos ver que a curvatura do gréafico se torna cada vez menor
— ou seja, o gréafico fica cada vez menos curvo, em cada subintervalo infinitesimal. O
grafico tende a se tornar cada vez mais reto conforme nos aproximamos com o zoom,

como podemos imaginar na Figura 6.

Tall comenta que este argumento demonstra que nds devemos ser capazes de
“ver” que o erro relativo na diferenca entre o valor de dy e o real “degrau” vertical

(1(x+dx) - 1(x)) da curva torna-se menor, quando dx € infinitesimal.
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Em outras palavras, este é um indicio de que 0s erros sdo agora pequenos em
relagdo ao “degrau” vertical. Entdo, superpondo-os, ou somando-0s, 0 erro total também
¢ agora muito pequeno em relacdo ao ‘“degrau” vertical total. Em outras palavras,
comecgamos a “ver” que, quando os comprimentos dx se tornam infinitesimais, as somas

dos “degraus” verticais correspondentes, Y dy, se tornam aproximadamente iguais a

I(b) - 1a).

«_ (b ] . ]
A expressao fa f(x).dx com o simbolo de integral é usado para representar o

limite de ¥ f(x). dx quando (o tamanho méaximo de) dx se torna infinitesimal. Como o
limite de Y2 f(x). dx também representa a area sob o gréfico f(x) no intervalo [a, b], o

argumento fornece uma poderosa intuicdo a respeito da parte 2 do TFC:

A area dada pelo limite de Y2 f(x). dx pode ser aproximada, infinitesimalmente,

adicionando-se incrementos dy, sobre retas tangentes a primitiva de f(x), I(x). Ou seja,

Quando dx se torna
infinitesimal

L

Sdy = $Rf(x).dx = [ f(x).dx = I(b) - 1(a),

onde I’(x) = f(x).
Parte 2

Uma maneira de visualizar o TFC é imaginando uma parte minascula do gréafico
esticada horizontalmente, como na Figura 7 a seguir. Em muitos casos, o gréafico de uma
funcdo estica-se até parecer reto e paralelo ao eixo x — quanto mais for esticado, mais

reto e paralelo ao eixo x o grafico ird parecer.

Isto é facil de simular, utilizando-se um software matematico, como o Geogebra,
com o qual podemos usar uma extenséo curta de x, dando um zoom out, e uma extensao
normal de y, mantendo as unidades naquele eixo, para esticar o grafico horizontalmente.

Quando a funcéo é continua em [a, b], o gréfico fica horizontal, com este movimento.

Figura 7: esticando o grafico horizontalmente
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I N e

5> a b

< / L
Expanda a escala horizontal

Fonte: TALL (1991b, p.18)

Podemos nomear por A(x), como na Figura 8, como a &rea sob o grafico de uma
funcdo y = f(t), de um ponto fixado a até um ponto (ou posi¢do) varidvel x. Dito de
outro modo, A(x) é a area acima do eixo que vamos denominar por t , abaixo de y =

f(t)eentreasretast = a et = x ; sendo que x pode ser qualquer posi¢do sobre o eixo

t. A(x) pode também ser escrita como f;f(t). dt.

Observe que A(x) &, na verdade, uma imagem de uma funcdo y = A(t).
Observe na figura que area entre a até x+h é A(x+h), logo a variacdo na area de x até
x+h é A(x+h) - A(X).

Figura 8: a variagdo na area

A

A(xth)-A(x)

a x x+h

Fonte: TALL (1991b, p.19)

Com o auxilio das ferramentas visuais do software, podemos ver que se a area de
X até x+h é aproximadamente um retangulo (pois o gréfico fica praticamente reto e
paralelo ao eixo x ao esticarmos o gréfico horizontalmente) de largura h e altura f(x),

entdo sua area é aproximadamente f(x). h:
A(x+h) - A(x) = f(x).h

Ou seja,
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A(x+h) — A(x)
h

~ ().

Quando h se torna infinitesimal, o grafico de y = f(t) se torna mais reto e
paralelo ao eixo t, e a aproximacgdo A(x+h) - A(x) = f(x).h torna-se melhor. Esta é a

fundamentacdo intuitiva para a parte 2 do TFC:

lim A(x+h) - A(x)

’ _d rx _
h—0 =A@ =_[, fO.dt = f(x).

Discussao sobre validade dos resultados

Embora tenhamos construido um sentido intuitivo sobre porqué o enunciado do
TFC é verdadeiro, Tall (1991a) observa que tal intuicdo ndo constitui uma prova. Para
sustentar esta afirmacao ele nos questiona, por exemplo: “quais sdo as condigdes sobre a
funcdo f que garantiriam a existéncia de uma funcédo I tal que I’ = 2 (TALL, 1991a,
p.6) Realmente, se nGs ndo estabelecermos isto, sequer poderiamos desenhar as Figuras

4 e 5, porque n6s ndo podemos garantir a existéncia da funcéo 1.

Mostramos como visualizar as provaveis propriedades requeridas de f olhando
ao gréfico de f de uma forma diferente: mantendo constante a extensdo y enquanto
tomamos uma extensdo de x muito menor; ou seja, esticando o gréfico horizontalmente.
Por exemplo, a Figura 9 mostra o grafico de y = sen(x) com a mesma extensao de y no
intervalo (-3,3) mas a extensdo de x sendo mudada do intervalo (-3,3) diminuida para o
intervalo (1; 1,01). O que acontece é que o grafico no segundo caso torna-se

aparentemente horizontal (paralelo ao eixo x) e reto quando esticamos a extensdo de x.

Se calcularmos a area sob um gréafico aparentemente reto e paralelo ao eixo x
como na figura anterior, a area de x até x+h € aproximadamente igual a f(x).h

(aparentemente, area de um retangulo).

Figura 9: o gréfico de y = sen(x), esticado horizontalmente
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-2 2 | 1.882  1.886

Fonte: TALL (19914, p.6)

O valor da éarea deste retdngulo representa a variacdo na area de A(X) para
A(x+h), entdo

A(x+h)-A(x) = f(x).h
isto sugere que n6s podemos ter

Ax+h)-AX)
h

~ £(x)

e talvez, quando h — 0, n6s podemos ter
A’(x) = f(x).

Mas que tipo de funcdo quando esticada horizontalmente proximo de x = x,,
parece reta e paralela ao eixo horizontal? Se n6s supusermos que isto significa que o
grafico estd contido em uma faixa no plano que se projeta verticalmente em um
intervalo de f(x) - € até f(x) + €, entdo o que nds precisamos saber € se: dado um € > 0,
entdo podemos encontrar um intervalo de x suficientemente pequenos, de x — 8 até x +
8, tal que quando x, pertence ao intervalo (x — 8, x + 8), entdo f(x,) pertence ao
intervalo (f(x) — €, f(x) + €), como podemos visualizar na Figura 10 a seguir. Em outras
palavras, uma condicdo natural (e necessaria) para que a funcéo satisfaca o TFC é que
ela seja continua em um sentido que é formal: “Dado qualquer € > 0, um & > 0 pode
ser encontrado tal que sempre que X — 8 < xo < X + 8, sabemos que f(x) — € < f(xg) <
f(x) + £ (TALL, 1991b).

Figura 10: o conceito de continuidade através do alongamento horizontal
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Xo- 8 *0 Xo+ 8
Fonte: TALL (1991b, p.20)

Para tal funcdo, se a largura do retangulo h é tomada positiva e menor que &

entdo o valor de f(x,) pertencera ao intervalo (f(x) — €, f(x) + €), entdo
(fF(X) —€).h < A(x + h) — A(x) < (f(x) + €).h.
Portanto,

A(x+h) - A®X)
h

estd limitado entre f(x) — € e f(X) + & Um argumento similar se sustenta para h

negativo. Como € é arbitrario, esta € a definicdo formal que

A(x+h) —AKX)
m

lim o =f(x)

isto 6, A’(x) = f(x).

1.4 A Questao de Pesquisa

Apols a andlise das pesquisas descritas anteriormente, a partir das questdes
motivadoras desta pesquisa e com embasamento matematico teorico, verificamos que
ainda existe muito a ser pesquisado a respeito dos processos de ensino e aprendizagem
do TFC. Ao averiguar as questfes das pesquisas estudadas, constatei que muito tem se
pesquisado sobre o ensino e aprendizagem do TFC, porém quase sempre em relacdo a
parte 2 deste resultado, como nas pesquisas de Segadas (1998), Andersen (2011),
Picone (2007), Grande (2013) e Anacleto (2007), e muito pouco em relacéo a parte 1 do
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mesmo, como em Scucuglia (2006). Vale a pena salientar que muitos desses trabalhos
aplicaram questionarios em suas pesquisas que versavam sobre as duas partes do TFC,
porém os trabalhos citados estavam voltados mais para investigar questdes referentes a
parte 2 deste teorema. Com isso, 0 cendrio de estudo sobre a parte 1 se mostra, ainda,

com um amplo espaco para novas pesquisas.

Dentre estes pesquisadores muitos tem se preocupado com a questdo da
visualizagdo no processo de ensino-aprendizagem deste teorema, como os trabalhos de
Segadas (1998), Andersen (2011), Picone (2007), Campos (2007), Anacleto (2007) e
Scucuglia (2006). Outros também se ocuparam em refletir e pesquisar sobre como a
intuicdo pode contribuir para cognitivamente ao longo do processo de ensino e
aprendizagem, como as pesquisas de Andersen (2011), Grande (2013) e Scucuglia
(2006). Esses estudos se mostraram muito eficientes e Uteis evidenciando que a
visualizacdo e a intuicdo podem contribuir muito para 0 processo de ensino-
aprendizagem. Além disso, concluiram que se alguns contetdos fossem ensinados,
inicialmente, de forma intuitiva com uso de recursos visuais como gréaficos antes da
exposicdo das definicbes formais, teoremas e provas, haveria um grande ganho
cognitivo, de aprendizagem. Com isso, a questdo da visualizacdo e da intuicdo no
ensino de matematica se mostra como um campo de pesquisa fertil para novas

pesquisas.

Em referéncia a intuigdo e rigor no ensino de matemaética, tomaremos como base
os estudos, ja citados, de Tall (1991b) e Fischbein (1994). Adotamos o estudo de
Segadas (1998) como ponto de partida para construgdo metodoldgica, 0s conceitos de
Imagem Conceitual e Definicdo Conceitual (TALL e VINNER, 1981; TALL, 1991a;
VINNER, 1991) como fonte te6rica para entender a aprendizagem de conceitos
matematicos. Propomos a utilizacdo do computador como um recurso digital
potencialmente rico para o desenvolvimento cognitivo. Enunciamos assim a questédo de
pesquisa desta dissertacdo, presente na introducdo como a pergunta norteadora dessa

investigacéo:

Que contribui¢des uma proposta visual/grafica do TFC pode ter para o entendimento

deste resultado?

Para respondé-la, planejamos um questionario e uma oficina utilizando

computadores, constituindo um ambiente que nos permitisse investigar:
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e Que conceitos matematicos os alunos evocam ao participarem de atividades que
exploram a aplicagcdo da primeira parte do Teorema Fundamental do Célculo

(TFC), com o auxilio de recursos visuais graficos e computacionais?

e Como os alunos usam os conceitos trabalhados em sala de aula ao se envolverem

em tais atividades utilizando recursos visuais graficos e computadores?

e De que modos a intuicdo se mostra presente nas respostas dos alunos a tais

atividades?

O material empirico produzido teve as trés questdes acima como eixos de

analise, para responder a questdo de pesquisa formulada.

No proximo capitulo descreveremos os procedimentos metodoldgicos desta

pesquisa, os locais da coleta de dados e os participantes da investigacao.
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Capitulo 2 - O contexto, procedimentos metodolégicos e a preparagao
da pesquisa

Neste capitulo iremos descrever o contexto, os procedimentos metodoldgicos
utilizados, bem como as etapas do desenvolvimento da pesquisa. Encerramos com a
elaboracdo do questionario e planejamento da oficina, trazendo o enunciado das

questdes e a descricdo do roteiro de atividades, com seus objetivos.

2.1 Procedimentos metodoldgicos

Este estudo tem carater qualitativo e busca responder a questdo desta pesquisa,
enunciada ao final do capitulo anterior. Ap6s uma revisdo da literatura sobre o ensino e
aprendizagem do Teorema Fundamental do Calculo, retomamos a tese de Segadas

(1998) como norteador metodoldgico deste trabalho.

Em sua pesquisa, a autora elaborou um questionario, atividades no computador e
entrevistas baseadas nas respostas dos participantes as atividades propostas. Devido a
visibilidade dessa pesquisa no cenéario brasileiro, acreditamos que estes passos podem
ser seguidos; porém, agora com outros objetivos, descritos no primeiro capitulo. Ou
seja, neste trabalho trilharemos um caminho metodoldgico similar ao proposto em
Segadas (1998) para responder a questionamentos que foram elaborados em nossa

investigacao.

Para atingirmos nosso objetivo, planejamos uma investigacdo em trés etapas:
elaboracdo e aplicacdo de um questionario piloto; elaboracdo e aplicagdo de um
questionario principal; e, planejamento de atividades e proposicdo de uma oficina.
Imediatamente ao final da oficina, como em Segadas (1998), realizamos uma entrevista

com os participantes da pesquisa.

O objetivo de aplicacdo de um questionario é o de conhecer aspectos do
conhecimento matematico dos alunos relacionados a conteddos mateméticos do célculo
que estdo estritamente ligados ao foco matematico desta pesquisa; a saber: continuidade,
derivacdo, integracdo e, principalmente, o Teorema Fundamental do Calculo. Além
disto, procuramos promover uma experiéncia que ja explorasse aspectos graficos e
visuais na discussdo do conteudo matematico. O questionario completo estd no Anexo 3

ao final deste trabalho.
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No cendrio das pesquisas sobre o ensino e a aprendizagem do teorema
fundamental do céalculo descrito no capitulo anterior varios pesquisadores aplicaram
questionarios em suas pesquisas; mas apenas trés utilizaram recursos metodologicos
além da aplicacdo de um questionario: Segadas (1998) que prop6s atividades no
computador; Grande (2013) que prop6s uma intervencao de ensino; e Scucuglia (2006)
que prop6s uma investigacdo utilizando calculadoras graficas. Como estas trés Gltimas,
nossa pesquisa ndo se restringe a aplicacdo do questionario. Planejamos investigar a
imagem conceitual evocada pelos alunos, em especial investigar os modos como a
intuicdo e a percepcdo visual podem se articular ao explorarmos o Teorema
Fundamental do Calculo utilizando recursos visuais/graficos e computacionais,

fornecidos pelo software Geogebra.

2.2 O contexto da pesquisa
A primeira etapa da pesquisa consistiu da elaboracdo e aplicacdo de um

questionario e teve a colaboracdo de dois alunos do quarto periodo do curso noturno de
Licenciatura em Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ). Em
experimento piloto, esses alunos foram voluntarios para respondé-lo e avalia-lo, em
breve entrevista. Este presente trabalho foi elaborado dentro do contexto do programa
de pds-graduacdo em Ensino de Matematica desta mesma instituicao, que nos permitiu a

aplicacdo desta etapa inicial, incentivando-nos a producéo cientifica no local.

O experimento principal que teve inicio na segunda etapa da pesquisa e consistia
da aplicacdo de um questionario, ap6s a andlise das respostas e avaliacbes do
questionario piloto aplicado. A terceira etapa desta pesquisa envolvia a participacdo de
alunos voluntarios em uma oficina com utilizacdo e exploracdo de recursos digitais.
Apdbs o consentimento do coordenador do curso de Matematica, da professora da
disciplina de Calculo 2 e da assinatura do termo de consentimento esclarecido por
dezoito alunos voluntéarios (Anexo 1), ambas etapas foram realizadas no Instituto
Multidisciplinar (IM) da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro (UFRRJ),
localizado no municipio de Nova Iguagu, na baixada fluminense. Desses participantes,
dez cursavam Licenciatura em Matematica do turno da noite e oito, do curso vespertino
de Ciéncia da Computagdo. Todos estavam matriculados na mesma disciplina de
Calculo 2 do curso noturno de Licenciatura em Matematica, pois ela é aberta a alunos
de outros cursos desde que a disciplina de Calculo 2 de seus cursos seja equivalente a

essa, pensada para alunos de licenciatura em matematica.
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O Instituto Multidisciplinar é uma unidade académica da UFRRJ e tem carater
central na formacéo académica em Nova Iguagu, pois ela é a Unica universidade federal
e a Unica publica desta cidade. A UFRRJ foi criada em 1910, porém este campus foi
criado quase um século depois, em 2006. Nela séo oferecidos dez cursos de graduacéo:
Administracdo; Ciéncias da Computacdo; Ciéncias Econdmicas; Direito; Geografia;
Historia; Letras; Pedagogia; Turismo; Matematica Aplicada e Computacional; e
Licenciatura em Matematica. O oferecimento desses cursos tem o objetivo de suprir as

necessidades locais, da baixada e, até, da capital do estado.

A escolha dessa universidade como local de aplicacdo das etapas desta pesquisa
levou em consideracdo alguns fatos: esta instituicdo foi o local no qual o mestrando
desta pesquisa licenciou-se em matematica; proximidade pessoal do mestrando desta
pesquisa com o0s professores e coordenadores desse curso de licenciatura em
matematica; possibilidade de producdo cientifica envolvendo o espaco e pessoas da

cidade em que ela se situa.

A época do desenvolvimento da pesquisa, todos os alunos envolvidos, nos
experimentos piloto e principal e na oficina ja haviam tido contato com célculo
diferencial, célculo integral de uma variavel e com Teorema Fundamental do Célculo
(TFC). Ou seja, eles ja tinham vivido experiéncias adequadas aos propoésitos da

investigacéo.

No Anexo 2, consta a ementa de célculo 2, com o programa da disciplina do

curso de licenciatura em matematica do Instituto Multidisciplinar da UFRRJ.

2.3 Etapas da pesquisa
A etapa inicial da pesquisa consistiu da elaboracdo de um questionario com 8

questBes, apo6s a analise de livros texto de célculo em sua abordagem do TFC, com
consulta a literatura da area, e a colaboracdo de dois alunos do curso de Licenciatura em
Matematica da UFRJ em experimento piloto. A versdo final apresentada no Anexo 3 foi
redigida apos esta primeira aplicacdo e anlise. Esta etapa preliminar teve por objetivo

rediscutir as questdes utiliza-las no experimento principal.

A segunda etapa da pesquisa consistiu da aplicagdo do questionario, em horario
noturno durante uma aula da disciplina Célculo 2, gentilmente cedido pela professora

regente. Decidimos realiza-la em um horario de aula devido a dificuldade de os alunos
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estarem presentes em outro horério fora das atividades obrigatérias de aula. Sua duragdo
foi de aproximadamente 1 hora e 40 minutos. Esta etapa contou com a participacéo de

dezoito (18) alunos.

Na terceira etapa da pesquisa, almejavamos que os participantes da oficina
fossem 0s mesmo que responderam ao questionario. No entanto a semana da aplicacédo
da oficina coincidiu com a da semana de provas das disciplinas que eles cursavam.
Ainda assim, dentre os 17 participantes da oficina, 12 haviam participado da segunda
etapa e respondido o questionario. Optamos por considerar o material produzido por

estes doze alunos, na segunda e terceira etapas, para desenvolver a analise.

A oficina foi planejada para ser realizada em um encontro apenas. Porém, o uso
do laboratorio no dia inicialmente marcado foi impossibilitado, pois a secretéria do
departamento de matematica da UFRRJ agendou um laboratério que era utilizado toda
semana por um professor de computacdo. O equivoco foi descoberto no inicio da

oficina, que coincidiu com o inicio da aula do professor.

Depois de liberarmos o laboratorio, ja preparado e ocupado, para que o professor
iniciasse sua aula, fomos até o departamento de matematica para providenciarmos a
chave de outro laboratério de informéatica. Conseguimos outra sala, realocamos 0s
alunos e instalamos o programa nos computadores deste laboratorio, iniciando a oficina
com aproximadamente 45 minutos de atraso. Por este motivo a oficina aconteceu em

dois dias.

No primeiro dia, introduzimos as atividades com uma breve explica¢do sobre o
que eu havia planejado com informacgbes basicas sobre a utilizacdo do software
Geogebra. Convidamos o0s participantes a seguir o roteiro planejado para a oficina,
auxiliando-os em dificuldades técnicas quanto a manipulacdo do software. O andamento
da oficina foi proveitoso e os alunos se envolveram nas primeira e segunda atividades,
sem, no entanto, conclui-las. Houve interacGes entre eles, visto que algumas duplas
foram formadas, e era permitido também troca de informacgdes entre as duplas.
Planejamos a realizacdo desta oficina em duplas; porém alguns alunos solicitaram ao
pesquisador realizar a atividade individualmente, porque ndo se sentiam confortaveis

trabalhando com os colegas.
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O segundo dia da oficina foi diferente deste primeiro. Ndo foi possivel o
agendamento do laboratério para que os alunos pudessem responder as atividades
manipulando, eles mesmos, 0s recursos computacionais, como no primeiro dia. Por isto
utilizei a sala de aula de célculo e, com o auxilio do meu computador portatil e de um
projetor, exibi as atividades propostas. Tendo em vista a impossibilidade da realizacdo
de mais um novo encontro, pelo fato de os participantes ndo terem conseguido concluir
0 roteiro das atividades 1 e 2 que planejara, e com receio de ndo conseguir concluir as
quatro atividades, tomamos a decisdo de trabalhar o roteiro da Atividade 3, cujo
objetivo especifico é explorar o TFC, tema desta pesquisa. O material empirico
produzido para anélise inclui, portanto, as respostas de doze participantes ao
questionario e a Atividade 3. No Anexo 4 temos o roteiro e todas as atividades

planejados para a oficina.

2.3 Uso do computador e o Geogebra

Para exploragdo de recursos visuais, 0 uso de tecnologias digitais fornece
ferramentas ricas como possibilidade alternativa de representacdo dinamica dos
conceitos matematicos. Algumas pesquisas na revisdo da literatura realizada fizeram
uso de recursos digitais como meio para visualizacdo grafica/dindmica dos conceitos
matematicos, como os estudos de Segadas (1998) que utilizou o software Graphic
Calculus (Tall, 1986) e Scucuglia (2006) que fez uso de calculadora gréafica. A respeito
do uso do computador, Segadas (1998) sugere como desenvolvimentos futuros para a

pesquisa sobre o tema a exploragdo de recursos digitais dinamicos.

seria interessante investigar como seu uso poderia ajudar 0s estudantes a
visualizar alguns dos mais formais aspectos do calculo, dando a eles ideias
que os ajudariam a compreender as provas. (SEGADAS, 1998, pg. 267).

Para o desenvolvimento desta pesquisa, utilizaremos o Software Geogebra* por
ser livre e gratuito, acreditando que o mesmo pode trazer inimeras contribuicbes para
esta e outras pesquisas com a utilizacdo das atividades nele produzidas. Além disso,
reiteramos a conclusdo em Grande (2013), que fez uso deste Software e considerou que
a interacdo dos alunos com o Geogebra como “a grande responsavel ndo somente pela
visualizacdo e concretizacdo dos conceitos envolvidos, como também permitiu que 0s
componentes intuitivo, algoritmico e formal fossem inter-relacionados e confrontados”
(GRANDE, 2013, p. 290).

4 Este Software é livre e o download do mesmo pode ser feito no sitio: http://www.geogebra.org/
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Esta pesquisa utiliza as possibilidades abertas pelas midias digitais para a
exploragdo visual, grafica e cinética dos conceitos estudados. Os recursos

numerico/algébricos do Geogebra também foram utilizados.

2.4  Continuidade, derivacao, integracao e o Teorema Fundamental
do Calculo

No anexo 5, apresentamos um estudo sobre abordagens e definicdes de conceitos
basicos do célculo, especificamente os tdpicos continuidade, derivacdo, integracdo e o
teorema fundamental do célculo (TFC), como apresentados em livros selecionados. Os
livros consultados foram Hughes-Hallett et al (1999), Leithold (1994), Spivak (1992),
Stewart (2012) e Guidorizzi (2001). Eles foram escolhidos por constarem das ementas
das disciplinas oferecidas na UFRRJ e serem disponibilizados na biblioteca para
consulta pelos estudantes. Seu estudo contribui para delinearmos possibilidades para as
experiéncias anteriores dos participantes, que sdo importantes para o desenvolvimento
de sua imagem conceitual e intuicdo relacionados aos conceitos que serdo investigados.
Além disso, analisamos como 0s recursos visuais sdo utilizados nos livros texto de
calculo selecionados e como o contetdo matematico é formalizado, com foco nas
defini¢bes dos conceitos. Fizemos uso desse estudo para elaborarmos as questdes do
questionario e planejarmos a oficina; e, no momento da analise do material empirico,
contrastamos as defini¢cBes conceituais dos alunos e as defini¢bes conceituais (formais)

apresentadas nos livros.
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Capitulo 3 - A preparacao da pesquisa e os objetivos das
atividades
Esta secéo tem a finalidade de descrever a preparagdo da pesquisa, bem como

expor os objetivos que tivemos ao elaborar as questdes do questionario e a oficina.

Comecaremos detalhando a elaboragdo do questionario principal.

3.1 Questionario
A primeira questdo tem por objetivo investigar aspectos da imagem e da
definicdo conceituais evocados pelos alunos participantes e relacionados a nogdo de

fungéo continua.

Questao 1

1) a) Diga o que vocé entende por funcéo continua. Dé trés exemplos diferentes de
funcBes continuas.

b) Esboce o grafico de uma funcdo descontinua. Justifique porque ela ndo é continua.

A nogdo de funcédo continua é central no enunciado e demonstragdo do Teorema
Fundamental do Calculo. Temos a intencdo de utilizar o recurso computacional de
aproximacdo (zoom-in) na oficina, para analisar a continuidade de funcdes
representadas por seu grafico, na tela do computador. As imagens conceituais evocadas
podem ser diferentes ap0s 0 experimento, uma vez que 0s recursos sdo diferentes.
Temos a intencdo de investigar como os alunos usam a noc¢do de continuidade ja

trabalhada em sala de aula ao se envolverem com a atividade no computador.

A segunda questdo tem por objetivo conhecer os modos com que 0s alunos

desenvolvem os célculos basicos de integral e que recursos sao utilizados pelos alunos.

Questao 2

2) Calcule:

a) foz(Bx2 — 4x + 1)dx
2

b) S, Ix|dx

Aqui o objetivo é investigar se os alunos utilizam o TFC e a relagéo:

se F” =, entdo [, f(x)dx = F(b) — F(a).
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Interessa-nos investigar se os alunos ficam restritos a manipulacdes algebricas
ou se utilizam algum recurso geométrico para responder as questdes propostas; por
exemplo, desenhando um esboco do(s) grafico(s) no papel e interpretando as integrais

como sendo as areas sob os gréaficos.

O proposito da questdo 3 foi conhecer as estratégias desenvolvidas pelos alunos
para resolver os problemas enunciados como area sob o gréafico.
Questédo 3
3) Em cada um dos casos abaixo, calcule a area da regido hachurada.

a)f(x) =-x2+2x +8

rr

b) f(x) = -x2 + 4x

Ah.y

s

x+1, 0<<x<1
2, 1<x<2
—2x+6, 2<x<4
2x — 10, 4<x<5

¢) f(x) =
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A intencdo € investigar como os alunos utilizam a no¢do de integral definida,
como traduzem para a linguagem matematica, em termos da integral definida, a éarea a
ser calculada, se utilizam o Teorema Fundamental do Célculo para encontra-la, se
desenvolvem técnicas de integracdo ou alternativamente, usam argumentos geométricos
quando possivel e mais econdmico em termos técnicos. No item ¢, um conhecimento
basico de area de figuras planas € suficiente para determinar a &rea desta regido. Para
calcular a area algebricamente temos que escrever a funcdo envolvida algebricamente,
dividir o intervalo de integracdo em subintervalos, e usar o0 Teorema em cada uma

destas partes.

A questdo 4 tem por finalidade conhecer que estratégias sdo utilizadas pelos
alunos ao encontrar uma integral definida que ndo corresponde a um ndmero real

especifico.

Questao 4
4)Se g(x) = [, (2t — 1)dt, determine:

a)g(2) =
b)g'(x) =
c)g'(2) =
d) O que vocé pode dizer a respeito das funcoes g e g’?

A questdo explora o entendimento de conceitos, manipulacdes algébricas e
resultado referentes ao Teorema Fundamental do Calculo; a saber, o entendimento do

resultado da integral definida como uma funcdo em X, 0 uso da linguagem matematica
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na escrita da integral nas variaveis x e t, a manipulacdo das duas variaveis na integral
proposta, a derivada g’(x) que ¢ “igual” ao integrando de g. A questdo pode ser

respondida usando o TFC, ou néo.

A questdo 5 explora as relagdes entre uma funcao, sua integral e a derivada de

sua integral.

Questdo 5

5) O grafico abaixo é o grafico da fun¢do f definida no intervalo [-1, 5].

N

a) Qual dos graficos (a), (b), (c), (d) poderia ser o grafico de F, onde F(x) =
f_xlf(t)? Justifique sua escolha.

a) - b)

/% \
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b) Qual dos grdficos (e), (f), (2), (h) poderia ser o grafico de F’? Justifique sua
resposta.

e) 3 f)
g) N h)

Aqui, relacionamos 0s conceitos presentes na questdo 4 (anterior) com suas

representacdes graficas. Ou seja, dado o gréafico de uma funcdo, a questdo é qual dos
gréficos pode ser o grafico de sua integral (sua primitiva); e dado o grafico da integral
dessa funcdo, qual serd o grafico de sua derivada (derivada da integral da funcdo dada
inicialmente). Procuramos, assim investigar de que modos o0s alunos associam as
relagcOes expressas na segunda parte do TFC, graficamente. Temos ainda a intencdo de
conhecer a imagem conceitual evocada pelos alunos, investigando se as representacdes
visuais dos mesmos estdo incluidas. Entendemos que a resolucdo desta questdo esta
intimamente ligada a resolucdo da questdo anterior, pois esta questdo tenta verificar se
os alunos conseguem reconhecer a fungdo derivada e integral de uma outra fungéo
observando apenas seus graficos, enquanto que a questdo anterior tem objetivos

semelhantes porém com foco algoritmo, e ndo gréfico.

Pretendemos, na questao 6, contrastar a imagem conceitual evocada pelos alunos

sobre integral definida com a defini¢do conceitual, e a definicdo formal do conceito.

Questdo 6
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6) Explique o que vocé entende por ff f (x)dx (a integral definida da fungéo f no
intervalo [a, b]).

Os resultados da analise das respostas a esta questdo serdo comparados com as
respostas ao exercicio anterior (5), a fim de elaborar explicacdes a partir de concep¢oes

evocadas.

Na questdo 7, o propdsito € o de analisar como os alunos resolvem esta questao;
em especial, se evocam e usam a ideia central do TFC ( fab f(x)dx= F(b) — F(a)). Aqui,

fazemos uso da representacao grafica do teorema.
Questéo 7

7) Desenhe o gréfico da funcéo area A para a funcédo dada f, como no exemplo abaixo.
Calcule a area sob o gréafico f geometricamente, primeiramente em pontos individuais,
e depois generalize para um x qualquer. Além disso, escreva a funcéo area A em fungéo

de x.

f(x) = 1,25

125 15 175 225 25 275 325 y 35 375 i

3

T

Tabela dos valores da fungdo A em cada ponto x



b)

f(x) = 0,5x + 0,5

A(X)

3

T

Tabela dos valores da fungdo A em cada ponto x

68
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Além de mapear as solugdes propostas, investigaremos se 0s alunos conseguiram
associar as ideias contidas no teorema com a representacdo grafica e resolver os itens

pedidos.

Do mesmo modo que na questdo anterior, temos a intencdo de investigar se 0s
alunos conseguem relacionar as ideias centrais do TFC utilizando recursos visuais e

gréficos, mas agora explorando a primeira parte deste teorema.
Questédo 8

8) Nas figuras abaixo estéo representados os graficos das funcdes f e g. Sabendo-se que
g’ =f(ou seja, g é a primitiva de f), calcule a &rea sob o grafico de f (ilustrado na

figura 1) no intervalo [-1, 1]. Justifique sua resposta, explicitando o método usado.

A=(1,4g(1)=(1,3,67)

B =(-4,g(-1)) = (4, 4,33)

Figura 1: Gréfico da funcéo f Figura 2: Gréfico da fun¢do g

Estamos interessados em investigar qual é a imagem conceitual que os alunos
irdo evocar ao se depararem com uma questdo em que a “simples” visualiza¢do e uso
das ideias do TFC seriam suficientes para resolver o problema. Em particular,
investigamos se 0s estudantes conseguem entender que a area sob o grafico de f em [-1,

1] é igual a calcular g(1) — g(-1), onde g é uma primitiva de f.

As questdes 1, 2, 4 e 5 foram inspiradas no questionario em Segadas (1998). A
questdo 1 foi adaptada da sua versédo original e as questdes 2 e 5 foram propostas como
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naquela pesquisa, com os graficos refeitos. Na questdo 4 acrescentamos um item, o item

d, que ndo havia sido proposto no questionario original.

As questdes 3 e 6 sdo adaptadas do questiondrio em Escarlate (2008), cuja
pesquisa € investigar o ensino e aprendizagem do conceito de integral definida. Este
autor procurou identificar os principais conflitos surgidos na aprendizagem deste
conceito por alunos de graduacdo em matematica da UFRJ. Ele questionou se a nogéao
de area pode ser considerada uma raiz cognitiva adequada para o conceito de integral
definida. Neste contexto, adaptamos duas questdes do questionario aplicados na
pesquisa de Escarlate (2008) para aplica-las nesta pesquisa, buscando verificar quais sao

0s conceitos que os alunos evocam quando questionados sobre integrais definidas.

A questdo 7 foi retirada de Kirsch (2014), com gréaficos refeitos para este
trabalho. Eu desenvolvi totalmente a oitava questdo para esta pesquisa, em sua
concepgdo e proposicao de gréaficos. Essa questdo tem estreita relacdo com as questdes
de pesquisa desta dissertacdo, por isso a mesma torna-se relevante na composicao das
respostas. Ndo encontrei em outros trabalhos questdes que explorassem tais conceitos,

como desejado para esta atividade.

A seguir, descreveremos como foram pensadas e planejadas as atividades da

oficina.

2.5.2 Oficina

Elaboramos uma oficina com quatro atividades, visando responder a questao
desta pesquisa. Propusemos atividades que explorassem a visualizagdo dos conceitos
envolvidos no TFC, que é o objeto deste estudo. No Anexo 4 estdo todas as atividades

propostas na oficina da maneira como foram apresentadas aos alunos.

A primeira atividade tem por objetivo investigar a imagem conceitual referente
ao conceito de continuidade e explorar virtualmente a nocao de uma funcéo continua em

um intervalo (ver Tall, 1991 a).

A segunda atividade explora o calculo aproximado de areas abaixo de graficos
de fungdes positivas, buscando relacionar a possibilidade do célculo com o fato de a
funcdo ser localmente horizontal por meio de uma extensdo do eixo X, que é a nogao de
continuidade explorada na atividade 1. A proposta seria trabalhar no sentido de

relacionar a continuidade e a integrabilidade de fungdes (ver Tall, 1991 a; b).
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A terceira atividade explorou a primeira parte do TFC e foi a atividade
efetivamente considerada na produgdo do material empirico para andlise, por motivo ja
justificado. As imagens visuais utilizando o software GeoGebra estdo detalhadas,

iniciando pela descricdo da atividade e objetivos.

A quarta atividade teve o objetivo de investigar o TFC, a determinacdo da
fungdo primitiva de uma funcéo e da &rea sob o grafico de uma funcgéo, relacionando

graficamente as informacdes entre os graficos de uma funcao e de sua primitiva.

Atividade 1

A Atividade 1 tem por objetivo explorar visualmente a nocéo de continuidade de
funcdo em um intervalo, como sugerido em Tall (1991 a). Esta dividida em 4 sec0es,
nomeadas por a, b, ¢ e d. Cada secdo é um sub-roteiro, com nimero variavel de

questoes.

A secdo a) propde uma exploracdo direcionada do grafico da funcdo y= x3
representada na janela de visualizacdo buscando conhecer, primeiramente, que aspectos
da imagem conceitual sobre continuidade os participantes evocam. Em seguida ha
instrugcdes sobre como nos aproximarmos de um ponto no eixo X, mantendo a escala do
eixo y inalterada, para observarmos o gréafico da funcdo que no caso, sendo continua,
fica horizontal. ApGs o experimento proposto ser realizado, busca-se conhecer as
explicacbes dos participantes sobre a imagem na tela, e as relac6es, que eles podem

estabelecer a partir do experimento, se alguma.

a) Observe a funcédo desenhada na janela de visualizagdo do Geogebra.

» Janela de Algebra X |+ Janela de Visualizagio
Funcio =
Niimera

Entrada
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1-A funcéo f dada € continua? Justifique.

Pressione a tecla Shift (mantenha pressionada) e clique em qualquer valor do eixo x e
arraste para a direita pelo menos umas 3 vezes até o final da tela. Clique com o bot&o
direito no fundo da janela e dé zoom de 400% por pelo menos 3 vezes préximo ao
gréfico.

» Janela de Algebra X | = Janela de Visualizagao
Fungio -

Nimera (2.438941E-2, 0.0008)

T 2.430E2 2.4301E-2 2.4302E-2 2.4383E-2 2.4304E-2 2.4305E-2 2.4306E-2 2.4397E-2 2.4398E-2 2.4300E-2 2.44E2 2.4401E-2 2.4402E-2 2.4403E-2

Entrada

2-0 que vocé acha que aconteceu com o grafico?

3-Qual € a aparéncia do gréfico no intervalo que vocé esta visualizando? Da forma
como vocé vé o gréfico agora, que tipo de funcéo este gréafico parece se baseando
somente nessa visualizagao?

As secdes que se seguem propdem exploracbes semelhantes, de outras fungoes;

a saber, a funcdo g(xX) = sin(e*) na secdo b), a funcdo
x*ix <=2 .
g(x)= 3: =2 <x<2 na secdo c) a funcdo h(x) = -~ na secdo d). Ao

sen(x) + 3 : caso contrario
seguir o roteiro, 0s participantes sdo convidados a explorar as funcGes representadas,
comparar o que eles vém acontecer na tela durante o zoom, estimulado a elaborar
conjecturar e investigar uma mesma funcdo em proximidades de pontos distintos, para
compara-las e levantar conjecturas sobre sua continuidade ou ndo nos pontos

investigados.

b) Observe a funcdo desenhada na janela de visualizagéo do Geogebra.
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: glx) = sen(e”)

1 —

. f\ I '”N mh |
'EEIQ'\;“\ ‘ |
i |

o

Entrada;

1-A funcéo g dada é continua? Justifique.

2-Como vocé acha que ficara o gréfico da funcéo g se fizer os mesmos procedimentos
feitos para o caso anterior?

Pressione a tecla Shift (mantenha pressionada) e clique em qualquer valor do eixo x
entre 6 e 7 e arraste para a direita pelo menos umas 9 vezes até o final da tela. Clique
com o botéo direito no fundo da janela e dé zoom de 400%uma vez proximo ao gréfico.

(8.0000037, 1.32)

60000038 6000004 60000042 ©.0000044 BO0D0DD4E B.0000048 6000005 60000052 ©000DDS4 B00D00S6 6.00000S8 6000006 60000062 60000084 6.00000E8 ©0000DES 6000007 6.0000072 6.0000074 6.0000076

(8.0000078, -0.18)
Entrada

3-0 que vocé acha que aconteceu com o grafico?

4-Qual € a aparéncia do gréfico no intervalo que vocé esta visualizando? Da forma
como vocé vé o grafico agora, que tipo de funcao este grafico parece se baseando
somente nessa visualizagdo?

5-Depois de fazer os mesmo passos do caso anterior, vocé achou que 0s tipos de
gréaficos encontrados sdo ou ndo semelhantes? Vocé acha que isso ocorrera para o0s
tipo de gréfico?

c) Observe a fungdo desenhada na janela de visualizacdo do Geogebra.
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q
\ s
7 <3

\ x v 2
s gle) = 3 —2<r<2
sen(x) + 3 caso contravio

1-A funcéo g dada é continua? Justifique.

2-Como vocé acha que ficara o gréfico da funcéo q se fizer os mesmos procedimentos
feitos para o caso anterior?

Pressione a tecla Shift (mantenha pressionada) e clique em qualquer valor do eixo x
proximo x = -2 e arraste para a esquerda pelo menos umas 6 vezes ate o final da tela.
Clique com o botéo direito no fundo da janela e dé zoom de 200% uma vez préximo
aoponto A.

(2012,5.18)

2011 201 2008 2008 -2007 2008 -2005 -2004 -2003 -2002 -2001 2 1908 -1088  -1807 -1098 -1095 .1894 1093 -1802 1081 109  -1080 -1088  -1987

(1,088, -0.44)
Entrada:

3-0 que vocé acha que aconteceu com o grafico?

4-Qual € a aparéncia do gréfico no intervalo que vocé esta visualizando? Da forma
como vocé vé o grafico agora, que tipo de funcédo diria que este gréafico seria se
baseando somente nessa visualizagéo?

5-O que acontece com o grafico nas proximidades do ponto A? Justifique.

Clique com o botéo esquerdo e depois em Visualizacdo padrao. Pressione a tecla Shift
(mantenha pressionada) e clique em qualquer valor do eixo x préximo x = 2 e arraste
para a direita pelo menos umas 6 vezes até o final da tela. Clique com o botéo direito
no fundo da janela e dé zoom de 200% uma vez préximo ao ponto B.
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(183877, 487)

180073 10008 108082 100094 100985 100088 10009 180002 199004 100098 100088 2 200002 200004 200008 200008 20001 200012 200014 200018 200018 20002 200022 200024 200026 200028

(2.00020, 0.73)

Entrada

6-O que vocé acha que aconteceu com o grafico?

7-Qual é a aparéncia do grafico no intervalo que vocé esta visualizando? Da forma
como vocé vé o grafico agora, que tipo de funcédo diria que este gréafico seria se
baseando somente nessa visualizag&o?

8-O que acontece com o gréafico nas proximidades do ponto B? Justifique.

9-Comparando a fungédo q toda com as fungdes anteriores, 0 que vocé pode dizer
guanto a caracteristica das funcdes quando as esticamos horizontalmente?

d) Observe a funcédo desenhada na janela de visualizacdo do Geogebra.

» Janela de Algebra X| | = Janela de Visualizagio
Funcio -
1
@ hix) =
x

Entrada

1-A fungdo h dada e continua? Justifique.

2-Como vocé acha que ficara o grafico da funcéo h se fizer os mesmos procedimentos
feitos para o caso anterior?

Pressione a tecla Shift (mantenha pressionada) e clique em qualquer valor do eixo x
proximo a x = 0 e arraste para a direita pelo menos umas 3 vezes até o final da tela.
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Cligue com o botéo direito no fundo da janela e dé zoom de 200% uma vez préximo a
x=0.

(0.00829, 262 43)

10063 000G35 00084 000845 00085 000855 00088 000885 00067 000676 0O0B2 000885 00060 000895 0007 000705 00071 000716 00072 000726 00072  0.00736

3-0 que vocé acha que aconteceu com o grafico para x préximo de 0?

4-Qual é a aparéncia do grafico no intervalo que vocé estéa visualizando? Da forma
como vocé vé o grafico agora, que tipo de funcédo diria que este gréafico seria se
baseando somente nessa visualizagdo? Parece com os casos anterior? Explique.

Clique com o botéo esquerdo e depois em Visualizagcdo padréo. Pressione a tecla Shift
(mantenha pressionada) e clique em qualquer valor do eixo x préximo x = 1 e arraste
para a direita pelo menos umas 6 vezes até o final da tela. Clique com o bot&o direito
no fundo da janela e dé zoom de 400% uma vez proximo a x=1.

0.8994 0.9895 0.8998 0.9897 0.8998 09899 1 1.0001 1.0002 1.0003 1.0004 1.0005 1.0008 1.0007 1.0008 1.0009 1.001

5-O que vocé acha que aconteceu com o grafico?

6-Qual é a aparéncia do grafico no intervalo que vocé esta visualizando? Da forma
como vocé vé o gréfico agora, que tipo de funcéo diria que este grafico seria se
baseando somente nessa visualizagéo?
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7-O que acontece com o grafico nas proximidades proximo x=1? Justifique.

8-Comparando a fungédo q toda com as fungdes anteriores, 0 que vocé pode dizer
guanto a caracteristica das funcdes quando as esticamos horizontalmente?

9-O que vocé diria agora, a funcéo h é continua ou nao? Justifique.
Atividade 2

O objetivo da atividade 2 é explorar virtualmente o calculo de &reas sob o
gréafico de funcdes utilizando somas de Riemman. E desenvolvida em duas secdes, que
diferem apenas pela funcdo dada; a saber, a funcdo f(x) = x2 - In(x) na secdo a) e a

x+1:x<1

funcao f(x) = {_xz +5:x >1

na secao b):

a) Iniciar a atividade apresentando o problema:

Determinar a &rea sob o grafico no intervalo [1, 2].

f

Determinar a area sob o grafico no intervalo [1, 2]
f(x) =2 - In(x)

El
n
o

Utilizar o controle deslizante para aumentar o numero de retangulos e “melhorar” a
aproximacdo da area sob o grafico. Iniciar com n=0 e aumentar até n=100. Procurar
respostas para as perguntas:

1- O que acontece com a aproximacéao da area pelos retangulos quando aumentamos o
namero de retangulos?

2-Quando n=150, a aproximagao encontrada representa o valor exato da area?



f(x) = - In(x)

38

25

05

0.6

1

78

Determinar a érea sob o grafico no intervalo [1, 2]

18 2 25 3 35 4 45 =) 658 8
Aprox=1.94

Clicar na aba Numero e depois no item Area com o botéo direito e clicar em Exibir
rétulo. Compare os valores numéricos da aproximacao e do valor real da &rea sob o

grafico.

f«prnxz 1.94
Area=1.495

3-Qual é a sua interpretacéo da situacdo? Os valores sdo iguais? Por que?

Cligue com o botéo direito no fundo da janela e dé zoom de 400%no gréfico.

n=150

4-Qual € a sua interpretacéo a respeito da situacdo? O que vocé acha agora?

5-Aumente o valor de n para 1000.
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~ Janela de Visualizagdo

[

042,173)

n=1000

6-O que vocé acha da aproximacao da area sob o gréafico e da area com n=10007?
7-Seré que elas representam graficamente a mesma coisa?

Clique com o botéo direito no fundo da janela e dé zoom de 400% por 3 vezes no
grafico.

» Jlanela de Algebra | | * Janela de Visualizagio
Funcdo -

Nimero
1@ Aprox=195 (s 12em
@ n=1000
i@ Area=195
Texto i

i 18 4215

Entrada;

8-Agora, os valores numéricos da aproximacao e da area sdo iguais?
9-Graficamente, a aproximacao € igual a area?

9-O que vocé diria sobre o valor exato da aproximacao ser igual ao da area mas
graficamente os valores ndo serem iguais? Como isso pode acontecer?

10-O que ocorre quando n vai para até o infinito. Quando isso acontece, podemos dizer
que a area vale 1,95 u.a.? Se sim, como vocé comprovaria isso?

Clique com o botéo direito no fundo branco da janela com o botéo direito e depois
clique em Visualizacé@o padrao. D& zoom de 200% no grafico. Pressione a tecla Shift e
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clique em qualquer valor do eixo x entre 1 e 2 e arraste para a direita pelo menos umas

5 vezes.

» Janela de Algebra > [ = Janela de Visualizagéio
Funcio -
Nimera

--@ Aprox=1.95
® n=-1000
® Area=1.95
Texto

(09999, 3.92)

n=1000

1.0002 10004 1.0008 1.0008 1001 10012 10014 10018 10018 1.002 10022

Enfrada:

10026

(10028, .1.48)

11-0 que acontece quando “esticamos’ o grafico horizontalmente? Qual é a aparéncia
do gréfico no intervalo que vocé esta visualizando? Vocé acha que os retangulos

descrevem bem a &rea sob o grafico?

12-Se 0 nimero de retangulos tender ao infinito e “esticarmos” horizontalmente o

grafico, o que vocé pode dizer sobre a ideia de determinacédo da area por
aproximac0des?

b)

Determinar a &rea sob o grafico da funcéo f no intervalo [0, 2].

=
n
o

J,(m):{ z4+1 cz <1 }

—a2? 4+ 5 :caso contrdrio

A= (1, 2)

Determinar a area sob o grafico da fungao f no intervalo [0, 2]

-1 [s] 1 2 \ 3 4 5 & 7 8
f

1-A funcéo f é continua? Justifique.
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2-Vocé acha possivel realizar uma boa aproximacéo da area por soma de retangulos de
forma semelhante ao do caso anterior? Por que?

Aumente o valor de n de 1 em 1 até chegar em n = 20 e analise os valores numéricos da
aproximacao para cada retangulo.

5

@ J,(m):{ z+1 rz <1 }

—a* +5 :casocontrario

3 Determinar a area sob o grafico da fungéo f no intervalo [0, 2]

A [ 1 2 a 4 5 8 7 8 o 10
T

2-O que vocé acha dos valores da aproximacéo? A medida que aumentamos os valores
de n, os valores da aproximacgado também continuam crescendo constantemente? Como
vocé explicaria isso?

3-Aumente o valor de n para 1000. Clique na aba Numero e depois no item Area com o
botdo direito e clicar em Exibir rotulo. Compare os valores numéricos da aproximacao
e do valor real da area sob o gréafico.

5
n=1000
-

J'(m}={ N, el }

—x? + 5 :easocontrario

Determinar a area sob o grafico da fungéo f no intervalo [0, 2]

f

4-Qual € a sua interpretacdo da situacdo? Os valores sdo iguais? Por que?

Cligue com o botéo direito no fundo da janela e dé zoom de 400% no grafico pelo
menos 3 vezes, proximo ao ponto A.
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| fhC~
(0575, 2.008)
n=1000

=(1.2)

5-Agora, os valores numéricos da aproximacao e da area sdo iguais?
6-Graficamente, a aproximacéo é igual a area?

7-Quando n vai para o infinito, temos uma boa aproximagéo?

Atividade 3

O objetivo da atividade 3 é possibilitar a visualizacdo de graficos que
fornecessem informagdes sobre area, funcéo primitiva, a relagao entre a funcéo r(x) = x?
e sua primitiva e a identificacdo da possibilidade do uso da primeira parte do TFC na

resolucdo da mesma.

As imagens a seguir foram gravadas em telas da atividade no Geogebra por mim
apos a realizacdo dos procedimentos indicados. Utilizamos esta secdo para que se tenha

real ideia do que foi encontrado pelo aluno ao participar da oficina.




» Janela de Algebra
Funcio
Niimero
Ponto
Segmento

a)

Explore os recursos disponiveis no gréafico. Altere os valores da variavel t.

X

v Janela de Visualizagéo

s

x|

1. Afungéo r é continua? Justifique.

2. O que acontece no grafico quando vocé altera os valores da variavel t?

} Janela de Algebra
Fungio
Nimero
Ponto
Segmento

b Janela de Algebra
Fungio
Nimero
Ponto
Segmento

€ | = Janela de Visualizaghio

v Janela de Visualizagio 2
P
w
35
£
25
S
g
) =
5
2 1

%] | = Janela de Visualizachio 2

[
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B [+ Janela de Visualizagio

-

I

W~ o

~ Janela de Visualizagho 2




Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

AP OO,

b Janelade Algebra
Fungio
Nimero
Ponto
Segmento

o ok w

-

ANZEE

~ Janela de Visualizagio

~ Janela de Visualizagio 2

-
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Entrar.

Quando t =1, o que esta representado no grafico?
Qual seria o valor desta representacéo?
E se t = 3? Qual seria o valor desta representa¢éo?

E se esta representacdo partir de x=2 e for até um x=t qualquer onde t>2?

Qual seria o valor desta representacdo nessas condi¢cBes? Como poderiamos

representar este valor encontrado?

Clique com o botdo direito do mouse na representacdo que obtemos ao alterarmos os
valores da variavel t e clicar em Exibir rétulo.

b Janelade Algebra [
Fungio
Nimero
Ponto
Segmenta

~ Janela de Visualizagio

-

P

~ Janela de Visualizagio 2

-

Entrada:

Niimero Area: Integral de rde 2at+ 2

[*] Eibir objeto

4 Exibir Rdtulo

Renomear

o

Apagar

Propriedades

7. Altere os valores da variavel t e comparar os valores descritos para a area
sob este grafico e o que encontrou para t=1 e t=3. Os valores sdo iguais ou
diferentes? Se forem diferentes, explicite qual pode ter sido a causa para tal
diferenca?
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v Janela de Visualizago 2 % ~ Janela de Visualizagdo 2 %

-"'l W~ v~

*
w
as
0

2

20

Area= 139

Clique na aba Ponto situada a esquerda e ative o ponto B.

» JaneladeAlgebra [ | ¥ Janela de Visualizacdo X
Fungio -
Nimero
Ponto
-0 A=(2,2.67)
@ B=(54167)

C=(5,2.67)

Segmento

8. Ao alterar os valores da variavel t, observe as coordenadas do ponto B e
diga: o que acontece na janela ao lado? Qual a relagcdo desta situagdo com o
valor da area para cada valor de t? Como poderiamos encontrar um outro
ponto B’ se aumentassemos ou diminuissemos o valor t? Qual a relacdo das
coordenadas de B e o valor da &rea para cada valor de t na janela da direita?



» Janela de Algebra
Funcdo
Nimero
Ponto
P A=(2,267)
i@ B=(4,2133)
C=(4,267)
Segmenta

P Janela de Algebra
Fungio
Nimero
Ponto
i A=(2,267)
@ B=(3,9)
L0 C=(3,26T)
Segmento

b Janela de Algebra
Fungio
Nimero
Ponto
0 A=(2,267)
i@ B=(2,267)
C=(2,267)
Segmenta

=4

P

E
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~ Janela de Visualizago 54 | ¥ Janela de Visualizago 2 X
~ W~ v~
50
%
o
2
B
s
.
.
. 0
30 .
.
. 25
.
.
®5=4,2133) o
20
15
10
10
Ha) = i
5
o
o
k) T <
3 z f o 3 5 5 i _
Area=1867
~ Janela de Visualizagho 5 | = Janela de visualizagéio 2 b
-~ [
Y
a5
o
o
.
35
.
B
. a0
30 4
.
. 25 l
N
.
. B
B .
B
. 15
.
.
.
J 10
0 .
®B=(3.0)
() —
rx) = &
B 5
o
P
2 i 5
3 2 f 3 T 5 :
hrea=5.33
~ Janela de Visualizagho 54 | * Janela de visualizagéio 2 5
Y
5
r
o
.
s
.
.
. B
30 *
.
. 25 q
.
.
. 20
Y .
.
. 15
D
.
D
. 10
1 o
;
o () 2
) = i?
B 5
]
o
2 § 3
3 Z T 3 4 5

9. Olhando para os rastros de B, o que vocé diria a respeito da representacio
grafica de todos os pontos B ’s? Existem algum forma geral de determina-10s?
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Cliquem na aba Funcéo e ativem a funcéo R. E perguntar:

~ Janela de Visualizagio 2 X

b

P Janelade Algebra [ |~ Janela de Visualizagio

- Fungio - v anw

@ R(x) = 033<° -

L8 ) = <2
Nimero
Ponto

-

A=(2,2.67)

i@ B=(2,267)
L0 c=(2,26T) 40
Segmenta

R(z) = 0.33 2%

3 / o

10. O que vocé pode dizer sobre a fungcdo R? Pra vocé, esta funcéo representa o
qué?

11. Se quiséssemos achar as coordenadas de outros pontos B que ndo estédo
representados na janela, o que vocé faria?

12. Qual é a relagdo entre as funcdes R e r?

Faca com que t = 0 e depois clique na aba Ponto e ativar os pontos A e C.

» Janelade Algebra < | ¥ Janela de Visualizagio %] | = Janela de Visualizagio 2
Fungio ~ -

i@ R(x) = 033%° .

Ll ox) =%
Nimero
Ponto

@ A=(2,267)

(@ B=(2,267)

@ C=(2,267) 0
Segmento

R(z) = 0.33 2!

3 2 il 0

13. Qual a relagéo entre as coordenadas desses pontos?

Altere os valores da variavel t e analise 0 que ocorre com os pontos A, B e C.
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b Janelade Algebra [ |~ Janelade ¥ | = Janela de 50 2 X
Fungé - -~ [
f _ 3
L@ R(x) = 0.33x .
L) =2 %
Numero
Ponto
L@ A=(2,267) w0
i@ B=(3,9
i@ C=(3,2867) 40
Segmenta -
t=1
) .
an
2
4
20
20
15
0
0
r(x) = u?
(x) = o .
A=(2,267)
Riz) = 0.33 % .
o C=(3,267) 0 |
2 T o 1 2 3 4
3 2 gl 1 2 3 4 5 ] '
/’ Area=6.33
P Janelade Aigebra [X] | ¥ Janelade a K| | = Janelade a0 2 X
Fungio - \
H 3
1@ R(x) = 033x .
Lex) = %
Nimero
Ponto
@ A=(2,267) 40
@ B=(4,21.33)
L@ C=(4,267) 40
Segmento s
=2
0 .
0
25
4
B=(4,21.33) B
0
15
10
10
2
M) = it
) =2
A=(2,267)
Riz) = 0337 °
0 C=(4/2.67) 0 |
-2 1 o 1 H 3 4
3 2 gl 1 2 3 4 5 [ .
/ Area= 1867
b JaneladeAlgebra ] [~ Janela de 3 % | = Janela de Vi 40 2 X
Fungio W~
H — 3
@ R(x) = 0.33x .
L8 (x) = %
ntimero
Ponto
@ A=(2,267) 40
@ B=(541.67) B= (5,41.67)
@ C=(52587) a0
Segmenta s
t=3
a0 .
)
25
<
20
20
15
10
1
r(x) = &t
@) =2 |
A=(2,267)
R(z) = 0.33 27 °
B C=(5,267) )
2 1 1 2 3 4
1 2 3 4 5 ] '
Arsa=139

Apos, clique na aba Segmento e ative os itens d e e e altere os valores da variavel t

novamente.



b Janelade Algebra  [X] |~ Janela de Visualizagio
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% |~ Janelade 2 x
~ Funcio L ~hd
3
+® R(x) = 0.33x P
L@ rx) = x* a5
Mimero
Ponto
A=(2,2.67) 4
L@ B=(54167) B=(5,41.67)
L@ C=(5267) “w
Segmente s
® d=3 _
L@ e=39 t=
30 e
0
25
4
20
20 e=39
15
0
0
) = Jj
() .
R(z) = 0.33 4
] C=1(5,267) o
2 1 o I 2 3 4 7
) 3 ] o G ;
/' Area=39
b JaneladeAlgebra [ | ¥ Janela de Visualizagio % |~ Janelade 02 B
- Funcdo A C~ W~ A~
: 3
L@ R(x) = 0.33x -
L@ x) = % ]
Mimero
Ponto
@ A=(2,267) a0
B=(4,2133)
L@ C=(4,267T) ©
Segmento -
d=2
® e=-1867 =2
0 -
0
25
q
20
20
15
0
0
mx) = J"’
(x) .
R(z) = 0.33 2%
. o
2 K o I 2 3 4 7
1) k3 ] o ] .
/ Area= 1867
» JaneladeAlgebra [ |~ Janelade 3 > | > Janela de Visualizacdo 2 b
Fungio W A
i — 3
1@ R(x) = 033x -
L@ x) = % Y
Nimero
Ponto
L@ A=(2,267T) w0
@ B=(3,9)
L@ C=(3,267T) w0
Segmento -
H a=1 -
® e-633 t=1
30 &
0
2
q
0
20
15
10
10
M) = b2
(x) = .
A=(2,2687),
Riz) = 0.33 27
o C=(3,267) o ‘
2 T o 7 2 3 3 7
3 2 g o 1 2 4 5 .
Area=633

Apbs esses passos, perguntar:

14. Explique o que séo os valores de d e e para os valores de t da janela ao lado?
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15. Vocé poderia escrever e em funcéo dos valores da fungéo R?

16. Qual é a relagdo do valor de t com o valor de d?

17. Qual ¢ a relacdo do valor da Area da janela da direita e o valor de e? Por
que isto acontece?

18. Utilizando as informacfes encontradas nesse exercicio e tendo os dois
gréficos a sua disposicao, para vocé é possivel encontrar a area sob o grafico
r num intervalo [a, b] utilizando somente as informagdes do gréafico de R?

Atividade 4

Essa atividade se divide em trés etapas, as quais tem como objetivo a
investigacdo do TFC, a determinacdo da funcao primitiva de uma funcao e da area sob o
grafico de funcbes diferentes para cada secdo; a saber, a funcdo derivada f(x) = X na

secdo a), a funcdo derivada f(x) = x+1 na secdo b) e a funcdo derivada h(x) =

e*:x<1 ~ . . . N .
In(x) + 4 na secdo c), relacionando graficamente as informacdes entre os graficos

dessas fungdes e de suas primitivas.

a) Observe a funcao f. Altere o valor da variavel a.

~ Janelade Aigepra | | » Janela de Visualizagio
[ =i~ fir
Fungia 20
Nimero a=-5
Ponto
Tero w ®

X

~ Janela de Visualizagio 2 X

a5

25

20

Entrada:



w Janela de Algebra [
I~ fiv
Fungio
Ndmere
Ponto
Texto

Entrada

IAEEIR A

» Janela de Visualizagho

~ Janela de Visualizagho 2

[
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O que acontece no gréafico quando vocé altere o valor da variavel a?
Quando a = 0, o que esta representado no gréafico?
Qual seria o valor desta representacéo?

E se a =5, 0 que esta representado no grafico?
Qual seria o valor desta representacéo?

Clique na aba Texto e habilite o item Texto 1 e faga a=5 .

6. Compare os resultados obtidos nos itens anteriores e no valor real da
representacdo obtida. O que vocé tem a dizer sobre os valores encontrados?

7. Calcule: f_55 f(x).dx.

Clique na aba Texto e habilite o item Texto 2. Altere o valor da variavel a.

~ Janela de Algebra X|

[~ fiv

Funcio

Numero

Ponto

Texto

® textol = “Area
@ texto2 = “Integ

< >
Entrada.

» Janela de Visualizacio

X

~ Janela de Visualizagio 2

W o~

a=2
3
@'/
Nimeroa

A=(2,3)

0

5 T 15 ES
Area = 145
Integral = —10.5

8. Comparando os resultados obtido nos itens 5., 6. e 7., discuta cada um
desses resultados, destacando o significado de cada um deles.

9. E se esta representacdo partir de x=-5 e for até um x=t qualquer onde t>-5?
Qual seria o valor desta representagdo nessas condi¢cdes? Como poderiamos
representar este valor encontrado?
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Ap0s responder ao item anterior, clique na aba Ponto e depois ative o ponto B. Altere o
valor da variavel a.

10. O que vocé pode dizer a respeito do movimento do ponto B de acordo com
0s movimentos de a? Geometricamente, qual sua caracteristica?

11. Se vocé pudesse escolher um tipo de fungdo que melhor descrevesse este
movimento, qual seria?

~ JaneladeAlgedra [X] | » Janela de Visualizagio X [+ Janela de Visualizagéo 2 X
[=tx for o [
Fungio 20
Nimero a=5
Ponto . . ®
@ A=(55) £ i
e B-125 [vdmero a]
- Texto -
@ textol = “Area
L@ texto2 = “Integ -
0
0
5 A=t
15
B=(5,125)
o L
10 o 5 o 1s E
Area =125
Integral = 0
5
E
s 5 o 2 o 3 3 3 ]
-0
< > i
Entrada

Ap0s responder aos itens anteriores, clique na aba Funcéo e depois ative a Funcao g.

~ Janelade Algebra [ | » Janela de Visualizagio X | = Janela de Visualizagdo 2 X
| =lv fevr
Funcie

@ flx) ==x
® g(x) = 052
Nimero
Ponto

- @ A=(575)
® B=(5125
Texto
® textol = “Area
® texto? = “Integ

Area = 25
Integral = 0

< > i
Entrada:

12. Compare a funcdo g com a funcdo que vocé escolheu no item 11. Elas séo
parecidas?
13. Qual é a relagdo entre g e f?

b) Observe a funcéo f. Altere o valor da variavel a.
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X

~ Janela de Visualizagho

93

X | = Janela de Visualizagio 2 X
[l fiv - -
Fungio w
e i} s - f(x) = x +1
1. O que acontece no gréafico quando vocé altere o valor da variavel a?
2. Quando a = 10, o que esta representado no grafico?
3. Qual seria o valor desta representacéo?
v Janela de Algebra < |+ Janela de Visualizacio | | * Janela de Visualizagdo 2 X
[ -1~ S~ - [ R
Funcio -,
Peme . = o () = X +1

Clique na aba Texto e habilite o item Texto 2 e faga a=10.

4. Compare os resultados obtidos no item anterior e no valor real da
representacdo obtida. O que vocé tem a dizer sobre os valores encontrados?

5. Calcule: folof(x).dx.

Clique na aba Texto e habilite o item Texto 3. Altere o valor da variavel a.



~ Janela de Algebra
[ =i~ fiv
Fungio
Nimero
Ponto
Segmenta
Texto

@ textol="fix)=
@ texto2 = “Area = 52

L@ texto3 = “I

<

Entrada:

94

~ Janela de Visualizagio 2 X

]

X |~ Janela de Visualizagio

x+1"

ntegra

T4 om0 s 5 4 2 |0 2 4 6 5 10 12 W d6 15 20 % D P e e T T e I
- Area = 60 Integral = 60

6. Comparando os resultados obtido nos itens 3., 4. e 5., discuta cada um

desses resultados, destacando o significado de cada um deles.

7. A resposta do item anterior tem a mesma estrutura do item 8 do exercicio

a)? Se ndo, qual é a diferenca?

8. E se esta representacao partir de x=0 e for até um x=t qualquer onde t>0?

Qual seria o valor desta representacdo nessas condi¢fes? Como poderiamos
representar este valor encontrado?

Apos responder ao item anterior, clique na aba Ponto e depois ative o ponto B. Altere o
valor da variavel a.

| =lw fevr
Funcio
Nimera
Ponto
~® A=(56)
® B=(517.5)
D=(0,0)
E={50)
Segmento
Texto

® textol ="f(x)=x+1"

® texto? =
@ texto3 =

 Janela de Algebra X| | = Janela de Visualizagio X | = Janela de Visualizagdo 2 X
- W~ o~
64
a=Fh
R A f(x) =x+1
60 . 4
1
H
. g 1
H
H
52 ] 0
H
- H
H 2
“Area = -
p 5
Integra w0
L
32 A= (
o
28
5
24
20 4
B=(5 175
10 3
12
2
8
4 P
o o
14 2 0 B 8 4 2 fo 2 a4 & 8 M 12 14 is 18 20 22 5 2 c 1 2 3 4 s 7 8 5 10 1
4 .
) 1 - Area = 17.5  Integral = 60

<
Entrada

9. O que vocé pode dizer a respeito do movimento do ponto B de acordo com

0s movimentos de a? Geometricamente, qual sua caracteristica?
10. Se vocé pudesse escolher um tipo de funcdo que melhor descrevesse este
movimento, qual seria?

Apos responder aos itens anteriores, clique na aba Funcéo e depois ative a Fungéo g.
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~ Janela de Algebra X[ = Janela de Visualizagio X [+ Janela de Visualizagéo 2 X
[-1v fov = -
Fungio g
@ () =x+1 o a6
2 fix)=x+1
® £(x) = 05x+x a0 — —_—
Nimero "
Ponto 58
@ A=(56)
® B=(5,175) 52 0
D=(0,0) -
E=(50) o
Segmento a4
Texto .
® textol ="fix)=x+1"
® texto2 = “Area = |
. 38 B
@ texto3 = “Integral ;
2 A=(
s
=
s
24
20 4
B=(5,17.5)
18 R
2
2
H
a 1
S 1]
4 -1z -0 B 8 4 -2 oz 4 & 8 10 12 14 18 18 20 22 3 ) o 1 2 3 4 I 7 B o 0 11
3 > * i Kl Area =175 - Integral = 60

Entrada;

11. Compare a fungdo g com a fungéo que vocé escolheu no item 10. Elas séo
parecidas?
12. Qual é a relagdo entre g e f?

c) Observe a funcéo h. Altere o valor da variavel a.

» Jlanela de Algebra X |~ Janela de Visualizagio 5| | * Janela de Visualizagio 2 X
Funcio - -
Ntimero
Ponto 8 15
Texta t5-1
. ‘ -
13
s
2
"
4 g
a
8
a
A 7
8
2 s
4
3
P
2
// :
| — B .
2 -t o ! 2 3 4 3 2 1 o 1 2 3 @ 5 1
-1
h L
oY - € rr<1l -2
hix) = . L
In{x) +4 :caso contrario Kl
-4

Entrada

1. O que acontece no gréafico quando vocé altere o valor da variavel t?
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b Janela de Algebra X | = Janela de Visualizagio X | * Janela de Visualizagdo 2 e
Fungao W~ o~ =
Nimero —
Ponto ° 15
Texto 123 -
13
s
2
"
4 0
s
s
3
R 7
e
2 5
a
3
1
2
// ‘
__— N .
2 K o ! 2 4 3 2 1 o 1 2 3 x 5 5
Area= 13.65 -1
h
P < g
Mh(x) = . ”1;1, R i
In(xz) +4 :ecaso contrario 3
-4

Entrada:

Ap0s responder ao item anterior, cligue na aba Ponto e depois ative o ponto B. Altere o
valor da variavel t.

» Janela de Algebra

Y

+ Janela de Visualizagho B4 [+ Janela de Visualizagio 2 X
Funcao T Tdl -
Nimero — 35
Ponto 8 15 o
L@ A=(1,272) 123 .
L@ B-(3,153) . . @ i R
Texto 13 .
s )
2
.
i
4 0 .
)
9 .
8
3
& 7
s
2 5
4
3
1 .
2 ".’.'
e ) —
2 1 o 1 2 4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 L]
Arza= 1365 1
h
R —_— € r<1 2
ha) = ) .
In(x) +4 :casocontrario 3
4
Entrada:

2. O que vocé pode dizer a respeito do movimento do ponto B de acordo com
0s movimentos de t? Geometricamente, qual sua caracteristica? Mesmo sem
efetuar célculos, qual é a sua impressdo a respeito do movimento de B,
graficamente?

3. Se vocé pudesse escolher um tipo de funcdo que melhor descrevesse este
movimento, qual seria?

Apos responder aos itens anteriores, clique na aba Funcao e depois ative a Fungado H.
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» Janela de Algebra X | = Janela de Visualizagio

X

~ Janela de Visualizagio 2 X
Funciio - R4
( ix <1 —

e HE = J{ 5 )05 se-memirs ° s
L f(x) = In(x) +5 : : ®
s = .

Lorg!® ix<1
C® h(x) = | () +5 : caso contrdrio

v anw

Nimero
Ponto
@ A=(1,272)
@ B=(3,15.3)
Texto

j\
&Nubma w o 3 2 B @ © @

-2 -1 0 1 2 4

Area=13.65

Pow bl

,,[[,‘)7 € rx <1
n In(xz) +4 : caso contrario

< >

Entrada:

4. Compare a fungédo h com a fungdo que vocé escolheu no item 3. Elas séo
parecidas?
5. Qual é arelacdo entre h e H?

A0 observar suas respostas, procuramos identificar quais conceitos relacionados
aos temas anteriormente citados foram evocados, bem como a maneira como foram
expostos em suas respostas, associa-los a definicdo conceitual formal dos conceitos
evocados, julgando suas respostas com o intuito de verificar se a forma como eles

estruturam seu raciocinio é correta ou nao.

Com isso, no préximo capitulo encontram-se as respostas dos participantes desta
pesquisa aos questionarios piloto e principal e, também, as atividades da oficina. Além

disso, iremos expor nossa analise as respostas das questdes.
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Capitulo 4 - Analise do material empirico
Este capitulo apresenta a analise das respostas dos alunos ao questionario piloto,

ao questionario principal e ao relatério escrito das atividades da oficina. Iniciamos
retomando os objetivos especificos para organizar o material empirico, buscando

identificar

Que conceitos matematicos os alunos evocam ao participarem de atividades que
exploram a aplicagdo da primeira parte do Teorema Fundamental do Céalculo (TFC),
com o auxilio de recursos visuais graficos e computacionais?

Como os alunos usam os conceitos trabalhados em sala de aula ao se envolverem em
tais atividades utilizando recursos visuais gréaficos e computadores?

De que modos a intui¢do se mostra presente nas respostas dos alunos a tais atividades?

e visando responder a questao

Que contribui¢des uma proposta visual/grafica do TFC pode ter para o entendimento
deste resultado?

Na secdo a seguir, faremos a analise das respostas ao questionario piloto.
4.1 Analise das respostas ao Questionario Piloto

Os alunos A e B participaram desta fase da pesquisa como voluntarios. De sua
avaliacdo ap6s responderem as questdes, decidimos manté-las integralmente no
questionario, para a fase principal. Para responder a questdo de pesquisa colocada,
destacamos em italico os modos com que esses alunos construiram suas respostas. As
variacdes nas respostas sdo consideradas e ampliadas ao longo da analise do material
produzido utilizando o questionario principal e a oficina, que estdo apresentadas nas

secOes que se seguem.

A aluna A
A aluna A responde a Questdo 1 do questionario no item a, evocando definicéo

conceitual de funcéo, e identificando-a com seu entendimento do que é funcédo continua.
O exemplo apresentado, (embora apenas um, tendo sido solicitado trés), €, de fato, o de
uma funcdo continua. No item b, retratado na imagem a seguir, vemos que o grafico
apresentado aparenta condizer com o de uma funcdo que realmente ndo é continua;
embora o desenho nao indique uma “bola fechada” correspondendo a ordenada no ponto

g indicado no eixo x. A justificativa da aluna A para o fato da funcéo ser descontinua
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reafirma sua definicdo conceitual de fungdo continua distorcida, pois diz respeito a uma
fungdo que ndo esta definida em um ponto x real; o que ndo é consistente com a
definicdo conceitual formal de descontinuidade, mas perfeitamente coerente com a
definicdo de continuidade apresentada. Basta considerarmos o exemplo da funcéo f:R-
{0} -> R, onde y = x é continua mesmo n&o tendo o nimero 0 como integrante do

dominio.

Figura 11: Resposta da aluna A a questdo 1 do questionario

1) a) Diga o que vocé entende por fungo continua. Dé trés exemplos diferentes de
o i Uum NCD Waee R A { &% s 1) e \
fun¢des continuas. k b atllee Ll e e S dﬁ’ £y Rares it

» i i SR S
dalwmarmode  wnwlavals, detva dm odst 3 (Atmes ), J d
b) Esboce o grafico de uma fungéio descontinua. Justifique porque ela ndo ¢é

O o o« dancontiinuo.  yoStque
F s mMluxe g, o Mo ol
g e £ (%)

continua.

Fonte: Questionario

A responde a Questdo 2 desenvolvendo corretamente os procedimentos
algébricos necessarios para encontrar a integral solicitada sdo desenvolvidos. No item b
desta mesma questéo ela utiliza, corretamente, propriedades de integrais definidas para

resolver a questdo, evocando conhecimentos tedricos do célculo.

Figura 12: Resposta da aluna A ao item b) da questdo 2 do questionario

L)

Fonte: Questionario da aluna A

O item a) da questdo 3 é resolvido corretamente, porém o item b) contém um
erro no intervalo de integracdo apresentado. A aluna A evoca conhecimentos tedricos e

evoca o conceito de integral definida para determinar a area solicitada.
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Figura 13: Resposta do aluno A ao item b) da questdo 3

© | 0
S &) |

Fonte: Questionario da aluna A

No item b percebemos que a linguagem matematica ainda ndo é precisa — uma
vez que o dx esta ausente no comando da integracdo. A integracdo que ndo é realizada
como um todo de uma sO6 vez, indicando, talvez, um processo inicial do

desenvolvimento da mecanizacgédo dos procedimentos de integracéo.

Em sua solucdo para a Questdo 4 a aluna A evoca relagdes entre operagoes de
integracao e derivacdo. Podemos ver que ela associou a fung¢do g’(x) ao integrando da
integral que define a func¢do g(x) no item (b). Além disso, vemos que a partir de g’(x)
ela determinou g’(2) no item (c). Evoca relagdes entre as fungdes g e g’ como agdes ou
operacdes inversas, uma vez que g’ se trata da derivada de g. E a fungdo g, por sua vez
¢ igual a integral de g’. Interessante observar que, mesmo sendo capaz de evocar
aspectos e relacBes tedricas dos conceitos, sua linguagem matematica estad em

construgdo, com a auséncia do comando dx nas expressoes das integragoes.
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Figura 14: Resposta do aluno A a questdo 4

S
4)Se g(x) = fzx(Zt — 1)dt, determine: 4 _J; ¢+- ’L !
2

~

g2)= < - (2 -« -
b= K -4 -
9g@=3

d) O que vocé pode dizer a respeito das fungdes g ¢ g*?

M) o« 3. Adter 3 e o g (o
g (x a  Jungis Qlu(m%;/:u)‘q,ajcew g (o)

Fonte: Questionario da aluna A

Na Quinta Questdo, de multipla escolha, a aluna A relaciona graficos das
funcdes derivada e sua primitiva. Evoca o resultado sobre a derivada da primitiva de
uma funcéo, que € igual a essa funcdo. Afirmamos isso devido as respostas assinaladas

na escolha do segundo grafico, como vemos na figura a seguir.

Figura 15: Resposta do aluno A & questio 5

@ fonr a Fi = f

.

Fonte: Questionario da aluna A

Na Sexta Questdo a aluna A evoca relacéo entre integrais definidas e calculo de
area sob o grafico f(x) no intervalo [a,b], sugerindo mencéo ao processo das somas de

Riemman.

Figura 16: Resposta do aluno A & questéo 6
6) Explique o que vocé entende por fab f(x)dx (a integral definida da fun¢do f no
intervalo [a, b)). Q rowa. da. dreq fermewda .,di[ckt b] 220m L
X Toddd oA pomcaLiu /Wf; Bionkiah |

T ~ ~ -

Fonte: Questionario da aluna A

Nesta seétima questdo, a aluna A evoca a nogdo de integral para responder a

questdo sobre fungcdo area, mesmo tendo feito uso de outras representacdes,
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completando as tabelas e desenhando o gréfico relativo a fungdo que, de fato, seria
determinada pela integral da funcdo constante dada. No caso do segundo gréfico a
determinacéo da funcéo area sob o grafico dado parece ter sido menos evidente para a

aluna, que ndo completa a questéo.

Figura 17: Resposta do aluno A a questdo 7

Grafico da fungio f
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Tabela dos valores da fun¢do A em cada ponto x

Grafico da funcio A

A Questdo 8 representa uma oportunidade para exploracdo e articulacdo entre
informacdes visuais, suficientes para respondé-la. Ele escreveu apenas o0 que estd na

figura a sequir:

Figura 18: Resposta do aluno A a questéo 8

A
o= | fode
-A
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Fonte: Questionario da aluna A

Podemos constatar que a aluna A evoca 0 conceito de integral definida,
interpretando-a e escrevendo-a com limites de integracdo e nome das fungdes corretos,
usando conceitos trabalhados em sala de aula, uma vez que ja havia concluido a
disciplina de Calculo 2 que trabalha com integrais definidas. No entanto, ela néo
relaciona as informacd@es visuais entre os dois graficos apresentados na questdo e ndo
explora as informacGes visuais expressas por eles de forma a respondé-la. Além disso,
ele ndo evoca o TFC, o que pode se justificar pelo fato de que as relagbes estavam
estabelecidas visualmente ou graficamente, e ndo expressas algebricamente como

comumente sdo apresentadas em sala de aula e na maioria dos livros textos analisados.

O Aluno B
O aluno B escreve o que entende por funcdo continua e evoca definicdo

conceitual formal que se assemelham as apresentadas nos cursos de Célculo.
Observamos que sua definicdo conceitual é coerente com as que temos nos livros de
calculo, inclusive naqueles citados neste trabalho. No item (b), o grafico da funcéo por
ele esbocado corresponde ao de uma fungdo descontinua; mas o aluno ndo justificou

como solicitado.

Figura 19: Resposta do aluno B a questdo 1
® Ueno S%»MA%SAD s DO’*)&\:N(\LA_Q\& P /\0’\‘(\‘2& Kot
@ $63:D— Tm €D
) =3 Visces TORY: 2 3 &)J‘(’(\%(Y\
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Fonte: Questionario da aluna B
O aluno B resolveu o item a da questdo 2 desenvolveu corretamente o0s

procedimentos algébricos, evocando procedimentos algoritmicos referentes a integral.
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Ele utilizou, corretamente, propriedades de integrais definidas para resolver a questao,

evocando conhecimentos teéricos do célculo.

Analisando as respostas do aluno B & terceira questdo do questionario,
verificamos que ele evocou o conceito de integral definida para determinar a area entre

os gréaficos e o eixo x. O aluno B evoca conhecimentos tedricos nos trés itens desta

questao.

Figura 20: Resposta do aluno B a questdo 3

e B R
2 o __L\%Aé\ :%_O_
8} 5 *ﬂ(f5 x\—%x l\__(_ﬁ-‘_LL\BZ}—O _:;j | >
P (ST IVES 50(‘(’ 3" e :

@ A= - j(x W\A\x ;.J(»xﬂ\hb\y— [x +2x‘\ X' X \:s A+ (-OM .,32}-_

Tcuﬂc\b\x \"“‘* EWx

uU‘- "A*’
A= (%\L\kx &
S J "=(«_%Aj+z+(%-%-(‘a )
Z

" - G 34 -&O;l
% Y(Zx AN AX :X‘f f:J + 2 “"Kf-x *G% %‘ ¥ b
‘\J ~
=34 5= wA
,’,(_2% (LL\S\ 3*2\—&%&\-& 5_%% jZ

B e

Fonte: Questionario do aluno B

O aluno B, em sua resposta a questdo 4, mostrou que sua imagem conceitual
muito coerente a definicdo formal ao solucionar os itens (a), (b) e (c), evocando
relacdes entre operacdes de integracdo e derivacdo e utilizando uma linguagem
matematica adequada. No quarto item, vemos que ele fez uma associacéo correta entre
as funcdes, porém ndo evoca relagoes entre as fungoes g e g’ como agdes ou operagoes

inversas. A seguir, expomos a imagem contendo sua resposta.

Figura 21: Resposta do aluno B a questdo 4
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Fonte: Questionario do aluno B

Observando a resposta a quinta questdo dada pelo aluno B, percebemos que ele
relaciona gréficos das funcbes derivada e sua primitiva. Na escolha do primeiro
gréfico, o aluno B evocou sua definicdo formal sobre integracdo e a determinacéo de
uma funcdo primitiva utilizando o conceito de integral, almejando determinar a
expressao algébrica da funcdo dada e, posteriormente, associar a expressao algébrica

ao grafico correto. Sua resolucao para este item segue a seguir.

Figura 22: Resposta do aluno B ao exercicio 5
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Fonte: Questionario do aluno B

O aluno respondeu a questdo 6 evocou o0 conceito de calculo de area sob o
gréafico f(x) no intervalo [a,b], sugerindo menc¢&o ao processo das somas de Riemman,

pois ele evocou as ideias de soma de retéangulos.

Figura 23: Resposta do aluno B ao exercicio 6
\ ¥ A 0 - > Vad ”‘f(x\“m ”A.Y\\s(\c

LN\, 1\}0:‘1/0 Y,O‘-\\‘:\ "

Fonte: Questionario do aluno B

Questao 7

Na sétima questdo, O aluno B generalizou as informacfes da tabela para
determinar a expressao algebrica da funcdo &rea no item a e evoca a nogéo de integral
para determinar a fungdo area do item b. Este aluno associou os dados da tabela para

esbocar o gréafico da fungéo area

Figura 24: Resposta do aluno B ao item (a) do exercicio 7
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Resposta do aluno B ao item (b) do exercicio 7
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Fonte: Questionario do aluno B

Na oitava questdo aluno B relacionou as informacgfes visuais entre os dois
gréaficos e evocou o TFC de sua imagem conceitual para resolver o problema. Vemos
que ele evocou o conceito de integral definida e que ele explorou as informacdes
presentes nos gréaficos para determinar os valores de g(1) e g(-1), essenciais para a

resolucdo da questdo. A seguir, encontra-se sua resposta a referida questao.

Figura 25: Resposta do aluno B ao item (a) do exercicio 8
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Vemos na figura anterior que o aluno evocou conceitos matematicos que
forneceram ferramentas suficientes para que ele pudesse resolver o problema, tais como

aqueles que estdo relacionados a definicao conceitual formal do TFC.

Estas respostas, para nds, mostram-se como um referencial, por mostrar que sua
solugdo é acessivel, quanto ao que € esperado como resposta e ao que procuramos:
investigar a aprendizagem do TFC. Com isso consideramos que esta questio poderia ser

utilizada no questionério principal sem alteraces.
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Resultados iniciais e decisdes para o questionario principal e sua analise
Analisaremos as respostas dos alunos ao questionario utilizando as questdes que

sd0 eixos de andlise desta pesquisa.

Que conceitos matematicos os alunos evocam ao participarem de atividades que
exploram a aplicacdo da primeira parte do Teorema Fundamental do Célculo (TFC),

com o auxilio de recursos visuais graficos e computacionais?

Ambos alunos A e B evocam o0 conceito de integral definida, e escrevem
corretamente a expressdo da integral; indicando reconhecer o Teorema. No entanto, a
exploracdo das informacgfes visuais presentes no grafico e o estabelecimento de
relacdes entre as informacdes visuais, e consequentemente a identificacdo do TFC
visualmente e o uso das informaces visuais foi evidenciado na resposta de apenas um

dos alunos.

Como os alunos usam os conceitos trabalhados em sala de aula ao se envolverem em

tais atividades utilizando recursos visuais gréaficos e computadores?

Os alunos evocam defini¢cbes conceituais e conceitos trabalhados em sala de
aula e buscam relacGes entre estes e as representacdes visuais investigadas. Por outro
lado, a identificacdo do conceito da integral definida para resolver questdes de éarea,
mesmo quando a resolucdo utilizando visualiza¢do ou outras representacdes podem ser
encaminhadas, remetem a necessidade de desenvolver procedimentos algébricos, de
calcular uma integral pelos métodos aprendidos em aula. E o que inferimos pelo menos
nas respostas dos alunos a Questdo 7. Podemos entender este uso como um habito, ou
imagem conceitual constituida em nossas aulas de célculo, que favorece a resolucéo de
questdes utilizando procedimentos algébricos em detrimento do uso de métodos visuais

e gréficos.
De que modos a intui¢do se mostra presente nas respostas dos alunos a tais atividades?

Deixamos esta como uma questdo para refletirmos ao final das analises do

questionario principal e da oficina.
4.2 Questionario Principal

Nesta secdo iremos expor a analise que fizemos das respostas dos alunos as

questdes do questionério principal.
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Trazemos para esta andlise as descri¢des em italico destacadas na analise
anterior, das respostas dos alunos A e B ao questionario piloto. No entanto,
diferentemente da andlise realizada, e pelo fato de um ndmero maior de participantes

terem respondido ao questionario principal, organizaremos a analise por questdes.
Questéo 1

Ao analisarmos as respostas dos alunos verificamos que suas imagens

conceituais de continuidade ndo se mostram semelhantes quando observamos o todo.

Na letra (a), obtivemos uma diversidade de contetdos contidos que estdo
presentes nas respostas dadas pelos alunos. A seguir, vemos uma lista com alguns
desses conceitos evocados pelos estudantes ao responder a questdo. Por exemplo, nesta
tabela vemos que trés alunos definiram continuidade utilizando, na verdade, a definicédo

que pode ser entendida como a definicdo para o conceito de funcéo.

Quadro 1: respostas dos alunos ao item a) da questdo 1 do questionario

; Quantidade
Conteudos das respostas
de alunos
Funcéo 3
Evocam defini¢do conceitual Derivada 1
distorcida
Funcéo Injetora 2
Identificacdo de continuidade com um .
_ ) padrao
Evocam imagem conceitual /
visualizacéo Graficos que nao possuem lacunas ou 6
“buracos” ou “saltos”
Evocam defini¢ao conceitual de Definicdo formal de limites laterais 3
continuidade, coerente e/ou — _
_ _ Definigao formal de continuidade 1
distorcida
Em branco 1

NOs destacaremos agora, algumas das respostas dos alunos que mais se
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mostraram presentes em suas justificativas. Além disso, pontuaremos outras que

julgamos relevantes para a composicédo deste trabalho.

Quanto a definicdo de continuidade utilizando as ideias da definicdo de funcéo,
vemos que trés alunos utilizaram tal contetudo para continuidade. A figura a seguir traz

um exemplo desta categoria de resposta, realizada pelo aluno C.

Figura 26: resposta do aluno C ao item a) da questdo 1 do questionario

LULIYULVD VULILIIWGD .

Fonte: Questionario do aluno C

Alguns alunos utilizaram ideias graficas para expressar suas imagens conceituais
a respeito do conceito de continuidade. A seguir vemos a resposta do aluno H, em que o
mesmo utilizou a expressdo ‘“ndo interrompida” relacionada a continuidade.
Entendemos que esta expressdo descreve funcgdes cujos desenhos a lapis, por exemplo,

sdo feitos de forma que “ndo o retiramos do papel”.

Figura 27: resposta do aluno H ao item a) da questdo 1 do questionario

Ev UNTNON '&gu\{'f"“s QI e L:’imv\&, i
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Fonte: Questionario do aluno H

Vale salientar, ainda, que esses tipos de descricdes e relatos para funcdes
continuas foram muitos recorrentes. Relatos semelhantes ao que foi expresso na
imagem anterior foram: “fungdes que ndo tem espagos entre ela”; “fungdes que ndo
apresentam algum espago vazio no intervalo do dominio”; “fung¢do continua é aquela
que ndo possui intervalo”. Esta ultima afirmag¢do diz respeito a fungdes que possuem
algum “salto” ou, em outras palavras, que “se descolam e se movem em direcdes

diferentes”.
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A imagem a seguir retrata a resposta do mesmo aluno da imagem anterior (H) ao
segundo item, a saber (b), da mesma questdo, na qual solicitamos um esboco de uma

funcdo descontinua e a devida justificativa do que fosse apresentado.

Figura 28: resposta do aluno H ao item b) da questdo 1 do questionario

Como podemos ver neste grafico, o aluno esbogou um grafico que ndo é
continua e nem funcdo se o dominio for o conjunto dos nameros reais, por exemplo,
Vvisto que existiriam valores x para 0s quais ndo haveria imagens associadas a eles. Este
fato se repetiu muitas vezes quando analisamos as respostas dos alunos ao item (b) da
primeira questdo. O quadro a seguir descreve a quantidade e porcentagem de alunos que

evocam ruptura de gréficos para se referir a fungdes descontinuas.

Quadro 2: descricao dos conceitos evocados por alunos quando questionados sobre continuidade

Quantidade de alunos | Porcentagem de alunos

Evocam a ideia de
o 15 83,3 %
ruptura de gréaficos

N&o evocam a ideia de
o 3 16,7 %
ruptura de gréaficos

Ressaltamos que dessas 15 respostas que apresentaram rupturas nos graficos
para representar fungdes descontinuas, cinco desenharam “graficos sem retirar a caneta
ou lapis do papel”, porém sem uma ruptura acentuada, como no caso anterior, mas
apresentam pontos de descontinuidade. Mais especificamente, cada grafico apresenta
um ponto de descontinuidade ou no qual a funcdo ndo estd definida. Podemos

exemplificar este fato como o eshogo abaixo feito pelo aluno E.

Figura 29: resposta do aluno E ao item b) da questdo 1 do questionério
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Fonte: Questionario do aluno E

Associando a ideia de continuidade a funcdo que apresenta um determinado
padréo, o aluno D disse que se o comportamento da imagem de uma funcdo permanece
igual para diferentes valores do dominio, essa dada fungdo serd continua. Além disso,
pudemos observar que o exemplo dado por ele para descontinuidade revela que sua
imagem conceitual sobre este conteudo esta, de fato, relacionada a um padrédo no grafico

da funcdo, como podemos ver em sua resposta dada a seguir.

Figura 30: resposta do aluno D a questdo 1 do questionario

1) a) Diga o que vocé entende por fungdo continua. Dé trés exemplos diferentes de
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Fonte: Questionario do aluno D

O aluno L respondeu a pergunta utilizando aspectos relacionados a definicéo
formal de continuidade, dizendo que uma funcdo é continua se ela é continua em todos

0s pontos de seu dominio, como mostra o recorte de sua resposta abaixo.

Figura 31: resposta do aluno L ao item a) da questdo 1 do questionario
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Fonte: Questionario do aluno L

Apesar de este aluno ter relatado a importéncia de a funcdo ser continua em cada
ponto do seu dominio, vemos que ele nos deu exemplos de fungdes porém sem

explicitar o dominio de cada uma delas.

Com esses fatos, somos levados a acreditar que eles, de forma geral, associam a
ideia de descontinuidade a situacdes em que uma funcdo ndo esta definida ou, ainda,
para casos em que existem rupturas em seus graficos. N&o foi percebida a utilizacdo de

uma definicdo formal para continuidade (ou descontinuidade) para esta questao.

Questéao 2

No item (a) desta questdo, a grande maioria das respostas dadas contém
propriedades algébricas de integral definida que sdo ensinadas em um curso de célculo
integral. Analisando todas as respostas, vemos que apenas um aluno deixou a questéo
em branco e que outro aluno ndo conseguiu utilizar os algoritmos algébricos de integral
que pudessem fornecer uma resposta. Apesar desses dois casos descritos, 0s outros
dezesseis alunos responderam a questdo com algoritmos coerentes ao que era esperado e

conseguiram determinar uma solugéo para o problema.

Dessas dezesseis respostas, destacamos as de dois alunos que representam 0S

tipos de respostas que identificamos ao analisar a totalidade das respostas.

A imagem a sequir, retirada das respostas do aluno D, retrata uma resposta que
contém os algoritmos realmente inerentes a integral e que foram realizados de maneira
fiel a definicdo formal de integral definida. O resultado desta integral realmente é igual

a dois.

Figura 32: resposta do aluno D ao item a) da questdo 2 do questionario
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Fonte: Questionario do aluno D

O aluno T respondeu a questdo utilizando algoritmos relativos aos
procedimentos de resolucdo de uma integral definida. Porém, durante o processo ele
realizou algumas operagOes e substituicdes de forma que ndo condiz com a definicdo

formal de integral definida. Sua resposta podemos vera seguir.

Figura 33: resposta do aluno T ao item a) da questéo 2 do questionario
a) f02(3X2 — 4x + 1)dx

j‘_,“;)(z-i{\’ +_j_ L.“\/

= 3 XE— //\t) x, + J!J“/X = )("a-eﬁ)(_', + X

|"z
Je

Fonte: Questionario do aluno T

Ao analisar as respostas de outros cinco alunos, percebemos que eles tiveram
respostas cujas caracteristicas sdo semelhantes as do aluno T. No mais, outros alunos

tiveram respostas parecidas com as do aluno D.

Investigando as respostas dos alunos ao item (b) da segunda questdo, vemos que
a quantidade de alunos que deixaram a questdao em branco aumentou consideravelmente,
foram oito. E a quantidade de respostas cujos algoritmos continham aspectos que nédo
fazem parte da definicdo conceitual de integral definida para esta funcdo. Também
foram oito alunos nesta situagdo. Com isso, apenas dois alunos utilizaram suas imagens
sobre o conceito de imagem conceitual em que os procedimentos realizados sdo

condizentes com a defini¢do formal de integral definida.

Chamou-nos a atencdo o fato de nenhum dos alunos evocou a ideia gréfica para
resolver o problema. Ao desenhar o grafico de y = |x| e recordar que a integral definida
tem o seu valor igual a area sob o grafico no intervalo de integracdo, o resultado

solicitado seria igual a area sob o grafico que é composto por dois tridngulos, cujas
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dimensdes sdo de fécil descoberta. No entanto, nenhum aluno utilizou esta ideia para

solucionar o problema, apesar de esperarmos por tal resolucéo.
Questado 3

Esta questdo consiste em determinar a area sob trés graficos que foram dados em
conjunto com as suas respectivas funcdo. A area solicitada era limitadas pelos eixos x e
y e pelo gréaficos: f(x) = -x2 + 2x + 8 no intervalo [0, 4]; f(x) = -x2 + 4x no intervalo [-1,

x+1, 0<x<1
2, 1<x<?2
—2x+6, 2<x<4
2x — 10, 4<x<5

4]; e f(x) = no interval [0, 5].

Ao observarmos as respostas dos alunos, percebemos que a maioria absoluta dos
alunos evocou o conceito de integral definida, utilizando a funcéo dada e o intervalo de
integracdo percebido no gréfico para determinar as areas solicitadas. As tabelas
seguintes revelam que os alunos enfrentaram dificuldades para solucionar o item (c),
visto que uma porcentagem consideravel ndo realizou a atividade somente neste item.
Ainda, podemos ver que com excecao do item (c), quatorze alunos utilizaram a integral
definida para a determinacdo da area sob o grafico e os outros quatro alunos nédo

elaboraram nenhum tipo de solucéo.

Quadro 3: Panorama geral da questdo 3

Quantidade de | Porcentagem de

alunos alunos

Responderam a todos os itens utilizando
) ) 7 38,9 %

0 conceito de integral

Deixaram o item (c) em branco 7 38,9 %

Deixaram todos os itens da questdo em
4 22,2 %

branco

Quadro 4: Utilizacdo da integral definida x questdes em branco

Quantidade de Porcentagem de
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alunos alunos
Fizeram os itens (a) e (b) utilizando o
. : . 14 77,8 %
conceito de integral definida
Deixaram todos os itens da questdo em
4 22,2 %
branco

Com a anélise das respostas a essa questdo podemos afirmar que a imagem
conceitual de integral esta ricamente associada com a determinacdo de area sob o
grafico. Ainda que nem todos os célculos e procedimentos realizados os levassem a
resposta padrdo, vemos que este conceito estd bem registrado em suas mentes. Eles
resolveram esta questdo como se o0 Unico e mais eficiente método a ser utilizado fosse o

da integral definida.
Questéo 4

No primeiro item desta questdo solicitamos que os alunos encontrassem o valor
de g(2). Para tal, eles teriam que calcular o valor de uma integral que iria variar de 2 até
2 que, de acordo com a definicdo formal de integral definida, resulta em zero,

independente do integrando.

Assim, analisamos as respostas dos alunos e vimos que dez alunos nos forneceu
a resposta zero. Porém, destes dez, quatro ndo realizaram nenhum célculo e 0s outros
seis calcularam a integral definida de 2 a 2. Ou seja, a imagem evocada por esses seis

alunos utilizou recursos diferentes daqueles outros quatro.

Abaixo vemos a resposta do aluno P que calculou o valor da integral

completamente para determinar o valor de g(2).

Figura 34: Resposta do aluno P ao item (a) da questdo 4 do questionario

4)Seg(x) = fzx(ZL — 1)dt, determine: "
; t 2
a) g2)= ﬁ /.21[‘]___ / fo/% =D 3 - ‘-’\,l
2 2z o
i L

Fonte: Questionario do aluno P
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Dos dezoito alunos que responderam ao questionario, apenas cinco
determinaram a derivada de g’ solicitada no item (b). Dos quais, trés alunos resolveram
a integral pela qual g é definida e, s6 depois disso, derivou o resultado encontrado. Ja os
outros dois alunos reconheceram que a derivada da integral de uma funcéo (integrando
da integral pela qual g ¢é definida) era igual a essa prépria funcdo (integrando). Podemos

ver o exemplo deste fato na resposta do aluno M exposta a seguir.
Figura 35: Resposta do aluno M ao item (b) da questdo 4 do questionario

4)Se g(x) = f;(Zt — 1)dt, determine: ( b o | -

a)g2)= e ,

b) g'(x) = o 4

0g@)=

d) O que vocé pode dizer a respeito das fungdes g e g’?

e

Fonte: Questionario do aluno M

Vale a pena salientar que (4t/2) — 1 dito, por M, como sendo igual a g’(x) ¢ igual

a2t—1, que é o integrando da integral que define a funcédo g(x).

O item (c) esta intimamente ligado a resposta do interior (b), pois neste segundo
item solicitamos a funcdo g’(x), enquanto que no terceiro, g’(2). Com isso, 0 que nos
chamou atencéo no terceiro item foi que mesmo descrevendo adequadamente a resposta
do item (b), quatro alunos ndo alcancaram a resposta certa desta questdo devido a
equivocos nos procedimentos algébricos ou por evocarem ideias ndo esperadas para este

problema.

Figura 36: Resposta do aluno P ao item (c) da questdo 4 do questionario
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b) g’(x) = G5 o

©)g@)=

Fonte: Questionario do aluno P

Observando as respostas a essa questdo e, principalmente, ao item (d), vemos
que os estudantes concluiram que a func¢do g era primitiva da fungdo g’ a partir das
resolucdes dos itens anteriores, que exploravam propriedades correlatas. Um exemplo
de um aluno cujas respostas expressam este fato € a que foi fornecida pelo aluno J,

expressa abaixo.

Figura 37: Resposta do aluno J & questdo 4 do questionario

4)Se g(x) = [, (2t — 1)dt, determine:

4g2)= 0

bge= 2x- L

9g@= 3

d) O que vocé pode dizer a respeito das fungdes ge g’?
|~ = - T " . 2
g & A Fumnwcgqo DERIVGLA TA Funecde g
v 9 ¢

(

Fonte: Questionario do aluno J
Apesar deste aluno ndo expor uma elaboracdo extensa ao responder aos itens

desta questdo, vemos que sua imagem conceitual se mostra muito enriquecida. Alias,
além de rica, o aluno a evocou de forma precisa nesta questdo, mostrando bem

consciente das relagcdes requeridas nesta questao.

Apds esta analise dos itens, individualmente, podemos concluir que a imagem
conceitual dos alunos ndo esta nutrida de forma que tenhamos uma boa porcentagem de
alunos que conseguiram desenvolver adequadamente todos os itens. A saber, apenas o

aluno J forneceu todas as respostas corretas. Com isso, podemos dizer que a relacéo
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entre derivada e integral (expressa pelo TFC) nédo esta bem solidificada em sua imagens
conceituais. Provavelmente, essa questdo pode ter gerado conflitos cognitivos que os
fizeram determinar alguns questionamentos e ndo desempenharem o mesmo papel em

outros.

Questéao 5

A tabela a seguir nos fornece informacdes sobre quais foram as respostas que 0s
alunos marcaram na questdo 5, visto que a mesma era de mdultipla escolha. Com isso,
podemos ver que trés alunos marcaram o item (a) como primeiro gréafico e seis deixaram
esta mesma questdo em branco. Da mesma forma, podemos dizer que quatro alunos
escolheram o item (g) como segundo grafico e cinco alunos ndo responderam a essa

segunda parte da questé&o.

Quadro 5: respostas que 0s alunos marcaram na questdo 5 do questionario

Item Quantidade de
marcado AlUNOS Porcentagem de alunos
a 3 16,7 %
b 4 22,2 %
Grafico 1 c 1 5,6 %
d 4 22,2 %
Em branco 6 33,3%
E 3 16,7 %
F 3 16,7 %
Grafico 2 G 4 22,2 %
H 3 16,7 %
Em branco 5 27,8 %
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Apesar de essa questdo ser de maltipla escolha, dois alunos (G e J) escreveram
algo além da simples marcacdo da alternativa correta. Eles escreveram suas
justificativas para os itens. Os outros alunos nao fizeram nenhum tipo de marcagdo no

questionario, além da alternativa escolhida por eles.

A proxima imagem retrata a resposta do aluno J ao primeiro item do problema
que era o de determinar qual dos gréaficos dados seria 0 que representaria a fungédo

derivada do gréafico abaixo.

Figura 38: Resposta do aluno J a questdo 5 do questionario

. 1
[2xdx= x *C
J

5) O gréfico abaixo é o grafico da fungfo f definida no intervalo [-1, 5]. j 2 de = 2X €.

{ ._,lqu: ..-3; 3 U}(‘

Fonte: Questionario do aluno J

Vemos que este aluno expressou que sua imagem conceitual esta de acordo com
a definicdo formal de determinacdo de funcdo primitiva. Ele identificou trés partes
distintas do grafico e as representou algebricamente. Depois disso, ele evocou o
conceito de integracdo para determinacdo das primitivas calculando a integral de cada
uma das partes do grafico, formando, assim, o gréafico da primitiva, unindo as trés partes

encontradas.

O aluno G comparou o grafico do item (b) com o grafico f fornecido
inicialmente no intervalo [1, 2] onde as duas realmente sdo iguais e julgou gque a integral
de f e a propria f teria a mesma representacdo grafica. A seguir podemos verificar sua

justificativa.

Figura 39: Resposta do aluno G ao primeiro item da questdo 5 do questionario



121

. j S = [* f(t)?
a) Qual dos graficos (a), (b), (), (d) poderia ser 0 grafico de F, onde F(x) f_lf( 3)

- - se

Justifique sua escolha.

AL Volanis g L

L K A
a ) // \ .

Fonte: Questionario do aluno D

A seguir vemos sua resposta ao segundo item em que este aluno justificou a
escolha do gréfico (e) acreditando que a derivada de F’ seria igual a derivada de f, visto

que de fato este grafico representaria o grafico de f°.

Figura 40: Resposta do aluno G ao segundo item da questdo 5 do questionario

5) Qual dos gréficos (¢), (f), (g), (h) poderia ser o grafico de F*? Justifique sua resposta.

\g r . <

ﬂ/ / ( ( 2

[ SE—

Fonte: Questionario do aluno G

Este aluno evocou imagens conceituais graficas que realmente podem estar bem
representadas graficamente, porém ele ndo conseguiu relacionar as funcgdes f e F, de

forma que F seja a primitiva de f.

Esta questdo nos fornece dados que nos permite dizer que os alunos de forma
geral encontram muitas dificuldades em relacionar, graficamente, as funcbes, suas
derivadas e as primitivas. Considerando que as respostas corretas eram os graficos C e
F, temos que nenhum aluno marcou essas duas em seu questionario. Além disso, vemos
que a porcentagem dos que marcaram os itens C e F, separadamente, também sdo muito

baixos, 5,6% e 16,7%, respectivamente.

Questéao 6
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Ao solicitarmos a descricdo do que eles entendiam da integral definida,

encontramos respostas tais como as descritas na tabela abaixo. Com isso, vemos que:

onze alunos relacionaram este conceito a determinacdo da area sob o grafico no

intervalo de integracdo; quatro relacionaram a integral definida com a determinacdo da

funcgéo primitiva a fungdo do integrando; dois alunos deixaram em branco; e, um aluno

escreveu que a integral definida nos fornece a funcéo inversa da derivada de f(x)dx.

Quadro 6: respostas a questdo 6 do questionario

Quantidade de Porcentagem de
alunos alunos
Area sob o grafico no intervalo dado 11 61,1 %
Funcdo primitiva a do integrando 4 22,2 %
Em branco 2 11,1 %
Funcdo inversa da derivada de F(x)dx 1 5,6 %

A seguir, vemos as imagens das resposta dos alunos G, D e O, representando

respostas relativas aos alunos que associaram o conceito de integral definida como

sendo a ferramenta para a determinacdo da area sob o grafico, da determinacdo da

funcdo primitiva da funcdo f e a funcdo inversa da derivada de F(x)dx, respectivamente.

Aluno G

Figura 41: Resposta do aluno G a questéo 6 do questionario
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6) Explique o que vocé entende por fab f(x)dx (a integral definida da fungdo f no

intervalo [a, b]).

£s

(e

Fonte: Questionario do aluno G

Aluno D

Figura 42: Resposta do aluno D a questdo 6 do questionario
6) Explique o que vocé entende por f: f(x)dx (a integral definida da fungdo f no

intervalo [a, b]).
pe ) o
j fﬁf W) e € el & LoRET ol Vpummdme.
o

oo -{Lzr-. 2O i(m.) AONY é&%arfremﬂfz}-ﬁ WO

Fonte: Questionario do aluno G

Aluno O

Figura 43: Resposta do aluno O a questdo 6 do questionario
6) Explique o que vocé entende por f:’ f(x)dx (a integral definida da fun¢do f no
intervalo [a, b]).

fe = e g A Sa WL o % "\'H'I"—" o

Fonte: Questionario do aluno O

Com isso, podemos concluir que a imagem conceitual dos alunos esta ricamente
preenchida com o conceito de area sob o grafico. A sua relacdo com a determinacédo de

uma func¢do primitiva também se mostra muito presente nas imagens dos alunos.

Acreditamos que, apesar de a inversa da derivada de F(x)dx ndo representar a
integral definida de uma funcdo, este aluno pode ter relacionado o conceito de funcéo
inversa com a relacdo inversa entre derivacdo e integracdo. Com isso, sua imagem

conceitual sobre integral ndo se mostrou muito claro.
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Questao 7

Na sétima questdo, vemos no item (a) uma funcdo constante, representada
grafica e algebricamente, cuja area limitada por seu grafico e o eixo x estd sendo
representada no grafico indo de x = 0 até um x qualquer maior que zero. Solicitamos aos
alunos que eles calculassem a area da regido marcada de igual a zero até x igual a 1, 2, 3

e para um valor x =t qualquer, onde t € maior que zero.

No segundo item, solicitamos informac6es bem semelhantes as do item anterior.
Porém, ao invés de se tratar de um grafico de uma funcdo constante, agora temos o

desenho e a expressdo algébrica de uma funcao afim (1° grau).

Foi dada uma tabela para preenchimento desses dados e um eixo para que eles

pudessem esbocar o grafico da funcao area A em cada caso.

As tabelas abaixo mostram como os alunos responderam aos itens (a) e (b),

respectivamente.

Quadro 7: Respostas ao item (a) da setima questdo

Quantidade de Porcentagem de
alunos alunos
Em branco 9 50,0 %
Funcéo afim 5 27,8 %
Constante 4 222 %

Quadro 8: Respostas ao item (b) da sétima questao

Quantidade de Porcentagem de
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alunos alunos

Em branco 8 44,4 %
Funcéo afim 8 44,4 %
Funcdo Quadratica 2 11,2 %

Podemos ver que nove alunos deixaram o primeiro item em branco, cinco
esbocaram graficos de uma funcdo afim e quatro representaram a fungdo &rea com uma
funcdo constante. Destacamos que todas as quatro fungdes constantes representadas
eram exatamente iguais a funcdo dada. Além disso, as cinco respostas que apresentaram
funcdes afim como a funcdo area eram iguais entre si e representavam a primitiva da
funcdo dada, apesar de somente dois deles expressarem os calculos de integracdo para a
determinacdo da primitiva. Os outros utilizaram as informacGes da tabela para

generalizar seus resultados.

Em relacdo ao segundo item, temos que oito representaram a funcdo area com
uma funcdo afim e outro oito deixaram o item em branco. A seguir, vemos a resposta ao

item (b) fornecida pelo aluno O.

Figura 44: Resposta do aluno O a questdo 7 do questionario
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b A(x)

3

t

Tabela dos valores da fun¢do A em cada ponto x

Fonte: Questionario do aluno O

Podemos perceber que apenas dois alunos responderam fornecendo uma funcao
quadratica como resposta. Além disso, esses alunos foram os alunos que haviam
respondido ao item anterior utilizando a integral para determinar a funcdo area e que

evocaram 0S meus conceitos de suas imagens para auxilia-los neste item.

Com essas informac6es, podemos dizer que as imagens conceituais presentes nas
respostas dos alunos demonstram que eles ndo conseguiram associar a relacdo de area
sob o grafico, em uma situacdo em que ela varia, com a da primitiva da funcdo dada. Ou
ainda, podemos dizer que a imagem conceitual evocadas deles mostraram, de forma
geral, que eles encontraram dificuldades para calcular os valores solicitados na tabela e,
a partir dos dados obtidos, generalizar para o caso em que x fosse igual a t, esbogando o

seu respectivo gréafico.
Questado 8

Ao analisarmos as respostas dos alunos ao questionario principal, constatamos
que houve 12 alunos que ndo responderam nada a oitava questdo, 1 (um) que apenas fez
algumas marcac6es, dois alunos que escreveram que ndo sabiam resolvé-la e trés que
deram uma resposta a essa questdo. Os alunos que ndo responderam nada foram: F, E,
C,DJG L MNQREeS.
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Apesar de ndo trazer uma solugdo a essa questdo, o aluno T fez algumas
marcacOes nos gréaficos dados na parte superior da folha fornecida para resolucdo da
questdo que podem fornecer informacdes sobre suas imagens mentais associadas ao

problema.

Como vemos na figura abaixo, ele fez tracos limitando a area da figura 1 — cujo
valor era pedido — e as distancias verticais entre o eixo X e os pontos A e B na figura 2,
que era igual ao valor da area da figura 1. Com isso, podemos dizer que ele explorou as
informacdes visuais expressas pelos graficos. Mesmo nao estabelecendo uma resposta a
questdo utilizando esses tracos ao TFC, vemos que ele evocou sua imagem conceitual
que contém contetdos que podem ser associados (ou ndo) com a 12 parte do TFC.
Observando o que este aluno “rabiscou” na parte superior de sua folha, vemos que sua
imagem conceitual também pode conter elementos conceituais sobre a segunda parte do
TFC, uma vez que ele estabelecer uma relacdo entre a funcdo derivada (f) e sua
primitiva (g). Com isso, podemos dizer que ele evoca o TFC, ainda que ndo fosse
formal ou completa. Ainda assim, ele ndo associou sua imagem a defini¢do conceitual
formal deste teorema, ndo evocou o conceito de integral definida e ndo relacionou as
informacdes visuais entre esses dois graficos para responder a questdo. A seguir,

podemos observar sua resposta.

Figura 45: Resposta do aluno T & oitava questdo do questionario
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8) Nas figuras abaixo estéio representados os graficos das fungdes f ¢ g. Sabendo-se que

g =f(ouseja, géa prin/x;tiva de f), calcule a drea sob o grafico de f (ilustrado na figura

1) no intervalo [-1, 1]. Justifique sua resposta, explicitando o método usado.
| g 1
pere) | /
| I

/| | 1‘ g A= (1, i) =01, 287)

| t X |

[ ¥ 1 3 {

o i | ‘ Teta
i i ; |/

[ § ey S N S S S
| E i
[ - ‘ W

‘ “ }J 2

[ | i | } ¥

= 2 \ |/
! 1 4 P
<1 | ‘ B={,g{-1)) = (-1, 4.33)
| | /
[ \ /
! 2 \\\/// |
| |
Figura 1: Gréfico da fungdo f Figura 2: Grafico da fungdo g

Fonte: Questionario do aluno T

Os alunos H e O escreveram em seus questionarios que ndo sabiam responder a
oitava questdo. O aluno O explorou as informagdes visuais do grafico da figura 2,
fazendo marcacdes dos valores de g(1) e g(-1), circulando-os com a caneta, mas mesmo
assim ndo evocou conceitos relacionados ao TFC para resolver a questdo e disse que
ndo sabia dar resposta.

Vemos nas imagens das respostas do aluno | a seguir que ele tentou utilizar o
que ele chamou de “método de Riemann” para determinar a area da figura 1. Para tal,
ele utilizou a ideia de determinacdo de area sob um grafico por soma de retangulos,
mesmo ndo havendo informacdes suficientes para que ele o fizesse utilizando este
recurso. Além disso, a solucdo esperada ndo envolvia o “método de Riemann”.
Portanto, podemos entender que ele evocou conceitos de sua imagem sobre este
conceito que tem alguma relagdo com o problema, mas que, de fato, ndo é uma
ferramenta com potencial para a resolucdo do mesmo. O uso dessas ideias para
resolucdo desta questdo da maneira que foi feita pode ter sido fortemente influenciada
pela agdo do professor em sala, visto que esta construgdo é comumente feita nas aulas

de célculo. Com isso, podemos dizer que este aluno explorou as informacdes visuais
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para estabelecer sua solugcdo, mas ndo evocou conceito de integral definida, ndo
relacionou as informac6es visuais entre os dois gréaficos e, também, ndo evocou o TFC

para solucionar a questao.

Figura 46: Resposta do aluno | a questéo 8 do questionario

Fonte: Questionario do aluno |

Figura 47: Resposta do aluno | & questdo 8 do questionario (continuacao)
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Fonte: Questionario do aluno |

A imagem abaixo é do questionario do aluno K. Nela podemos observar que este
aluno explorou as informac@es visuais da questdo, mas ndo estabeleceu uma relacéo
entre os dois graficos de modo coerente, visto que ele particularizou a questdo
utilizando procedimentos conhecidos por ele, identificando o grafico da fungdo g’=f da
figura 1 como de uma funcdo do 2° grau, ainda que tal grafico claramente ndo se
assemelhe a forma grafica de uma pardbola. Apos ele considerar g’ como sendo
quadrética, ele evocou e utilizou o conceito de integral definida, evocando, também, o

TFC para responder a questao.

Figura 48: Resposta do aluno K a questéo 8 do questionario
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O aluno P utilizou um recurso geométrico de area, que ndo era esperado nesta
questdo, o de decomposicao de figuras. Ele explorou as informac@es visuais presente no
grafico da figura 1, identificando visualmente que uma parte da figura “completaria” a
outra formando um retangulo, cuja area pode ser determinada mais facilmente. Ele ndo
evocou o TFC, nem o conceito de integral definida e, também, ndo relacionou as
informacdes visuais entre os dois graficos para solucionar o problema, pois sé utilizou
as informacGes do primeiro grafico. Porém, sua visualizacdo e sua intuicdo agiram

potencialmente para determinar a area do grafico 1, como podemos ver a seguir.

Figura 49: Resposta do aluno P a questdo 8 do questionério
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4.3 Oficina

Nesta secdo iremos analisar as respostas dos alunos que participaram da oficina
apos terem respondido ao questionario principal. A terceira atividade proposta na
oficina mostra-se central no que diz respeito ao presente trabalho por ter um grande
potencial para fornecer dados relevantes para compor a resposta a sua questdo de
pesquisa. A transcricdo de todas as respostas dos alunos a essa atividade encontram-se
no anexo 6. Almejamos explorar a visualizacdo gréafica, incentivando sua associagdo a
definicdo formal do TFC a fim de procurar respostas aos problemas propostos.
Procuramos analisar quais imagens conceituais os alunos evocam que estéo relacionadas
ao TFC e sua visualizacdo gréafica. Além destas, observaremos respostas diversas que
podem evidenciar que suas imagens conceituais sobre o TFC ndo existem, esta
empobrecida ou se elas geram conflitos conceituais com outros conceitos na mente dos

alunos.

A realizacdo das atividades se deu de forma individual e em dupla. Planejamos a
realizacdo das atividades em duplas, porém alguns alunos solicitaram a participacdo das
atividades de forma individual. Na tabela a seguir estdo os alunos e suas respectivas

duplas ao participarem da oficina.

Quadro 9: alunos e duplas participantes da oficina
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Alunos

Individual

HeR

leT
Duplas

MeN

DeK

Vale a pena ressaltar que outros trés alunos participaram somente da oficina e
ndo da aplicacdo do questionario principal. Com isso, suas respostas ndo foram
analisadas, pois pretendiamos analisar as respostas dos alunos que participaram das

duas etapas de pesquisa e ndo apenas de uma delas.
Atividade 3

Algumas questdes consecutivas da atividade 3 da oficina podem ser vistas como
extensdes umas das outras, cujas respostas se complementam e se relacionam. Com
isso, decidimos organizar a analise das respostas dos alunos em quarto grupos de
questdes, como descrito na tabela a seguir. As questdes contidas em um grupo estéo
estritamente relacionadas. A tabela a seguir mostra o detalhamento das questées que

pertencem a cada grupo.

Quadro 10: divisdo das questbes da atividade 3 da oficina em grupos
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Grupos | Questdes

Grupol |1-7

Grupo2 |8-9

Grupo3 |10-13

Grupo4 |14-18

As questdes que pertencem ao grupo 1, exploram os conceitos de continuidade e
0 de determinacdo da area sob um gréafico. As questfes pertencentes ao segundo grupo
buscam verificar se 0s alunos conseguem determinar um ponto de uma funcao
primitiva, dada uma funcdo derivada. Com o terceiro grupo de questdes buscamos
investigar se os alunos conseguem relacionar algébrica, visual e graficamente os
graficos da funcdo derivada e de sua primitiva. O grupo 4 de questdes explora as
relacOes visuais e graficas expressas pela primeira parte do TFC.

A seguir, iremos explorar e analisar as respostas dos alunos a cada grupo

separadamente.
Grupo 1

No primeiro grupo de questdes vemos que os alunos identificaram a funcéo r
como sendo continua. Alguns deles justificaram e outros ndo o fizeram, como quantifica

a tabela a seguir.

Quadro 11: justificativas para continuidade da funco r da atividade 3
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o ] Porcentagem de
Justificativa Numero de alunos
alunos
Continua sem
I 3 37,5%
justificativa
E Polinomial 1 12,5%
Continua com Nao tem
S _ 3 2 25%
justificativa interrupcdes
Tem um padrdo 2 25%

De forma geral, vemos nas respostas dos alunos que quando o valor de t varia, 0
valor da area sob o grafico de r varia também. Das oito respostas analisadas, vemos que
em seis delas ocorre uma variacao da area sob o grafico e que nas outras duas que existe
uma variacdo no intervalo em x. Provavelmente, esses dois ultimos alunos, a saber o

aluno P eaduplal e T, visualizaram o intervalo em x em que a area varia.

Em relacdo a identificacdo da area fornecida pelo grafico ao variarmos os
valores de t, temos que a maioria dos alunos (seis) identificou a representacdo pedida
como sendo a area sob o grafico no intervalo [2, 3] do dominio da fungdo. As outras
duas respostas associavam o valor de t, ou seja, 0 tamanho do intervalo [2, 2+t], que é
igual a t, a area. Por exemplo, a dupla M e N disse que “quando t=1, temos um area
igual a 1”. Dessas seis respostas, podemos ver que todas elas utilizaram integral para
determinar a area solicitada, os quais dois deles cometeram equivocos nas resolugdes
das integrais. Destacamos, também, a resposta da dupla D e K na qual podemos ver que
para eles a area valeria 1 (um), associando o valor da area ao tamanho em x do intervalo
[2, 3], pois fez algo semelhante a isso quando, na questdo seguinte, para t=3, a area

também seria igual trés, visto que o intervalo em x da area seria de [2, 5].

Na questdo seguinte, cujo objetivo era semelhante ao anterior, mas para o valor
de t igual a cinco, vemos que seis alunos utilizaram integral para solucionar a questéo,

na qual um aluno se equivocou na utilizagdo dos seus procedimentos. As outras duas
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respostas foram das duplas M e N e de D e K, que responderam de forma semelhante a

questdo anterior.

A respeito da generalizagdo da determinagdo da area sob o gréfico de r no
intervalo [2, 2+t], pedida na questdo 6, observamos que trés respostas estavam em

branco. Além desses, a dupla D e K confirmou as suas afirmacdes anteriores, dizendo

, ;- . . 5
que o valor da éarea é igual ao valor de t. O aluno L utilizou a integral foo x> para
. , . . t , . .
determinar a area pedida. A dupla I e J disse que fz x> é maior que zero, com t>2, pois
2 ;- N ~ ™
f2 x> é igual a zero. O aluno O e a dupla | e J responderam a questdo utilizando a

. t , ..
integral f2 x? para descrever a area solicitada.

Ao comparar o valor real da area sob, fornecido pelo software, como planejado
para a atividade, para valores de t igual a um e trés, vemos que o aluno J deixou a
questdo em branco. AsduplasM e N, I e T, D e K e os alunos P e L responderam que 0s
valores para area que eles encontraram ndo eram iguais ao valor real da area. Além
desses, temos que os alunos O, H e R determinaram a area que é exatamente igual a

fornecida pelo Geogebra.
Grupo 2

Em relagéo ao rastro do ponto B ao alterarmos os valores de t, o aluno P disse
que “quando o valor de t aumenta ou diminui a diferenca de y — x no par (X, y)”, do
ponto B, “é bem proxima a da area”. J& o aluno L disse que o valor da coordenada x de
B é o mesmo que no grafico ao lado. O aluno J registrou que existe uma variacdo da

area quando o ponto B se move.

A dupla D e K relatou que ndo ha relacdo entre o valor da area sob o gréafico de r
e o rastro do ponto B, porém ndo relatou como poderiamos determinar o valor do ponto
B. A dupla H e R disse que “B é o valor da area no ponto O selecionado por t”. A dupla
I e T disse que os pontos B’s coincidem com a fungéo r no intervalo [2, 5]. O aluno O

disse que “o ponto B ¢ a relacdo de x e a integral da &rea de 0 a X, ou seja, disse que
. k
determinamos os valores das coordenadas de B(X, y), onde y = fz x?, para um k>2

qualquer do dominio.
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Perguntamos, também, se o rastro dos pontos B’s poderia ser modelado por
alguma funcdo. Para o caso afirmativo, solicitamos um exemplo desta fungdo cujo
grafico contenha todos os pontos B’s. Analisando as respostas dos estudantes vemos 0s
alunos P e L que disseram que a funcdo que descrevia o rastro visto no Software seria a
funcédo f(x) = x3, o aluno J disse que seria a fungdo f(x) = x3/3. A dupla | e T disse que
se 0 ponto B tem coordenadas (a, b), entdo o valor b — a é aproximadamente igual & area
sob o grafico de r. A dupla D e K disse que ndo existe solugcdo, ou seja, que nao existe
uma funcdo que descreva tal rastro. A dupla H e R disse que ndo sabe responder,
enquanto que a dupla M e N, e o aluno O ndo responderam a questdo. O quadro a seguir

mostra como podemos organizar as respostas dos alunos.

Quadro 12: como os alunos relacionam um funcéo e as coordenadas dos pontos de sua primitiva

) Porcentagem de
Numero de alunos
alunos
Funcéo polinomial do 3° grau 3 37,5%
Nao sabe, ndo tem solucéo ou em
4 50 %
branco
Se B(a, b),entdob-aé
) ) ) 1 12,5 %
aproximadamente igual a area sob r.

Grupo 3

Na décima questdo perguntamos o que os alunos poderiam dizer a respeito da
fungdo R e o que ela representa. O aluno O disse que “para valores a esquerda de 0, a
funcdo vai para -o e que, para valores maiores que 0, a funcdo vai para +oo. O aluno L
disse que a fungdo R se trata de “uma parabola cortada ao meio” com “uma das partes
invertida”. Ja o aluno J relatou essa fungdo “representa a area de sua derivada”. A dupla
D e K disse que apenas que “as coordenadas mudariam”, ainda que essa justificativa
nao seja muito clara e ndo revele a que se refere. A dupla H e R disse que R ¢ “a fungao
de x¥”. Te T disseram que a fungdo R “representa uma funcgdo logaritmica”. A dupla M e
N ndo respondeu ao questionamento e o aluno O disse que poderiamos determinar a

funcdo R calculando ““a integral no ponto x no gréfico que tem a funcéo r(x) = x?”.
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Quanto a determinacdo de um ponto B(X, y) qualquer, pedimos que eles
dissessem como poderiamos descobrir suas coordenadas. O aluno P substituiria valores
arbitrarios de x na fungdo f(x)=0,33x3, tal que y=f(x). O aluno L disse que atribuiria
“valores de x e formar y para obter 0s pontos”, mas nédo especificou em qual fungdo. De

forma semelhante ao aluno P, o aluno J disse que iria “supor valor para x e substituir em

3
f(x) = x? para encontrar f(x)”, onde y = f(x). Diferen¢a nas respostas desses dois alunos

é que P provavelmente utilizou a forma algébrica de R(x)=0,33x® dada no Software,
cujo coeficiente tem sua forma decimal truncada no segundo digito, e J utilizou a forma

algébrica determinada por ele em questdes anteriores.

A dupla H e R disse que para determinar o um ponto B qualquer ele mudaria o

valor de t, obtendo novas coordenadas para este ponto. O aluno O disse que obteria o

ponto B “calculando a integral [ 02 x*.

A dupla D e K respondeu com a palavra “ndo” a essa pergunta. Enquanto que as

duplas M e N, I e T ndo responderam.

Quanto a relagdo entre as funcdes r e R, podemos ver que o aluno P e a dupla D
e K identificaram que R tem um grau maior que r. Ja o aluno L disse que “quanto maior
for o valor de t, maior sera o valor da area e maior serd o espacgo percorrido por B”, mas,

de fato, ndo expressou uma relacdo entre as duas funcoes.

O aluno J disse R € a fun¢do primitiva da funcéo r, enquanto que o aluno O disse
que R é a integral de r. Esses dois resultados expressam conceitos semelhantes, porém

escritos de formas distintas.
A dupla H e R disse que os pontos B’s sdo iguais nas duas fungdes.

Os alunos | e T revelaram que ao alterarmos o valor de t, o valor de d é igual ao
detee éigual a area sob o gréfico, porém ndo determinou a relagdo entre R e r. A dupla

M e N deixou a questdo em branco.

Grupo 4
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Solicitamos que os alunos nos dissessem 0 que representavam os valores de d e

de e expostos no gréafico de R.

O aluno P escreveu que eles sdo “lados de um triangulo”, cujo terceiro lado ¢ um
“pedago” do grafico da fungdo R(x)=x%3. O aluno L disse que d é “0 tamanho da area
da base”, se referindo a medida da base da area sob o grafico r. J& o aluno J disse que “d
significa a medida de 2 a 5 na funcdo r(x) e e significa a area da funcdo r(x) de 2 a 5”.
De forma semelhante ao aluno J, vemos que as duplas H e R, I e T consideraram que “d
éigual atee éigual a area”. O aluno O disse que d é o crescimento da area em relacéo

a distancia Xx.

A dupla D e K respondeu a essa questao, simplesmente, com a palavra “nao”. A

dupla M e N ndo respondeu.

Na décima quinta questdo, o aluno P disse que poderiamos escrever e de R de
forma que e se obtenha com o resultado da subtracdo ys - ya, em que ya € yg S80 as

ordenadas dos pontos A e B, respectivamente.

O aluno L disse que se y = x?, entdo y = e. O aluno J escreveu apenas que X =
3/3y. A dupla H e R escreveu que e = fzt x?. Jaadupla D e K disseram que néo poderia

expressar e em funcao de R. Além disso, temos que o aluno respondeu apenas “sim”,

enquanto que as duplas M e N, | e T ndo responderam a quest&o.

Na questdo 16, temos das oito respostas dadas, temos que 6 delas vemos o relato
de que as medidas de d e t sdo iguais, a saber os alunos P, Le O,easduplasDe K, He
R, T e T. O aluno J escreveu, apenas, que “a distancia varia”, ndo detalhando seu

raciocinio. Além disso, a dupla M e N deixaram essa questdo em branco.

Sobre a relagdo entre os valores de e e da area sob o gréafico de r, vemos que 0s
alunos P, L,Je Oeasduplas D e K, I e T disseram que essas duas medidas sdo iguais.
Além disso, temos que H e R disse que ndo sabe e a dupla M e N deixou a questdo em

branco. A tabela a seguir retrata o resultado das analises das respostas a questdo 17.

Quadro 13: relagdo entre o valor de e e a area sob o gréafico de r
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Numero de alunos | Porcentagem de alunos

A medida de e é igual a medida da
) o 6 75 %
area sob o graficode r

N&o sabem ou néo responderam 2 25 %

Vale salientar, ainda, que o aluno J utilizou a palavra “equivalente” para

descrever a igualdade entre as medidas de e e da area sob o grafico der.

Na ultima questdo desta atividade, podemos verificar que para o aluno P que “o
parametro t do segundo grafico é exatamente o parametro de d. E a area é o parametro e
do segundo grafico”. Ja o aluno L diz que ¢é possivel determinar o valor da area sob r
utilizando apenas as informacdes do grafico de R, porém ndo diz como encontréa-lo. De
forma semelhante, temos os alunos J e O e as duplas D e K, H e R que disseram que a
questdo € possivel, mas que ndo sabiam como explicar tal conclusdo ou que
simplesmente ndo apresentaram uma justificativa. A dupla | e T disse que “¢ possivel,

pois e = area”. Por fim, a dupla M ¢ N ndo respondeu a essa questao.
Panorama geral das analises das respostas a oficina

Verificando as respostas ao primeiro grupo de questbes, percebemos que as
imagens conceituais relativas as ideias de continuidade para o caso de funcGes
polinomiais estdo bem solidificadas, especialmente a funcdo r(x) = x2 cujo gréafico ja

estava plotado no software.

Os resultados mostram que eles tiveram dificuldades em determinar de forma
precisa o valor da area por si sO, e quando o valor da area real foi dado, o contraste entre
os valores encontrado e dado no problema podem ter gerado conflitos conceituas
relativos ao valor da area. Somente dois alunos associaram o0s valores reais das areas

dados pelo software com os obtidos por eles anteriormente.

Salientamos que as imagens conceituais dos estudantes relativas a determinacéao

da area sob o grafico de r estdo muito enriquecidas com o conceito de integragéo.

De forma geral, os alunos identificaram que os rastros dos pontos B’s poderiam

ser modelados por uma fungéo polinomial do 3° grau. Suas respostam foram as fungdes
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f(x) = x3 e g(x) = x3/3. A segunda delas foi determinada por alunos que utilizaram
integral para encontrar a &rea sob o gréfico anterior e, assim, determinando a primitiva
de r que é igual a g. Pode-se dizer que a imagem conceitual deles quanto as
caracteristicas graficas da primitiva de uma funcdo quadratica estd bem consolidada e
representada por eles por uma funcdo do 3° grau que variou pela multiplicacdo de uma

constante.

Ao solicitarmos que eles descrevessem a relacdo entre as fungdes r e R, alguns
ndo as relacionaram como sendo derivada e primitiva, uma da outra. Chamou-nos
atencdo o fato de que as respostas apresentadas ndo levaram em consideracao a funcgéo
R que estava descrita na janela ao lado no Software, o que poderia ajuda-los a pensar

em tal relacdo.

Ao tentar determinar uma forma geral para as coordenadas do ponto B(X, y), no
grafico de R, vemos que os alunos evocaram imagens relativas aos aspectos ndo formais

de tal conceito.

Ao analisarmos as respostas dos alunos as questdes do grupo 4 da atividade 3 da
oficina objetivamos responder a questdo desta pesquisa. Para isso, observamos quais
conceitos os alunos evocaram ao apresentar solucdes a esse grupo de questfes, que eram

estritamente ligadas ao TFC e foco principal de nossa analise das respostas da oficina.

Podemos ver que os alunos P, L, J e a dupla | e T exploraram as informacoes
visuais e relacionaram as informacdes entre os dois graficos. Porém, eles ndo
evocaram o conceito de integral definida e nem o TFC. O aluno P descreveu bem o
valor de e, associando-0 a area sob o grafico de r. O aluno L disse que os valores de e e
da area eram iguais, porém sem apresentar uma justificativa. A dupla | e T néo
respondeu a questdo que perguntava se era possivel escrever e utilizando as informacdes
do gréfico de R e, na Gltima questdo, disse que € possivel escrever a area sob o grafico
de r em um intervalo utilizando o gréafico de R, pois o valor de e é igual ao da area.
Apesar de ndo ser evidente, podemos pensar que eles podem ter evocado conceitos
relativos ao TFC, pois tal resultado permitiria, de maneira formal, estabelecer o

resultado que essa dupla apresentou.

A dupla D e K exploraram as informacdes visuais, relacionaram as informagdes

entre os dois graficos e ndo evocou o conceito de integral definida e nem o TFC. Esta
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dupla disse que nao é possivel escrever o valor e em funcdo dos valores de R, porém o
mesmo associou este valor & area sob o grafico de r, dizendo que é possivel descrever e
utilizando as informacGes de r. Sua resposta revela que sua imagem conceitual pode
haver imagens conflituosas que ndo o permitiu apresentar uma resposta coerente a

questao.

A dupla H e R, e oaluno O exploraram as informac0es visuais, relacionaram as
informacg0es entre os dois graficos. Além disso, eles evocaram o conceito de integral
definida, revelando que eles podem ter evocado conceitos relativos ao TFC, pois ambos
utilizaram a integral da funcéo r para determinar uma medida presente no grafico da

funcdo R, esta tltima sendo a primitiva da primeira.

A dupla M e N ndo apresentou nenhuma resposta a esse grupo de questoes.
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Capitulo 5 - Resultados

Esse presente trabalho contém as anélises de diversas pesquisas sobre o TFC,
aprendizagem, intuicdo, e as dificuldades no ensino do calculo de forma geral
fornecendo um panorama geral das pesquisas relativas aos temas citados,
principalmente, no Brasil. Essa pesquisa traz contribuicdes relativas a investigacdo dos
aspectos visuais e gréfico do Teorema Fundamental do Célculo (TFC) que ndo foram
explorados em outras pesquisas. As pesquisas em Tall (1991a; 1991b) trazem recursos
que foram importantes para a investigacao sobre possibilidades de visualizacdo grafica

do TFC, para a formulagdo das questdes e atividades do questionario e da oficina.

Desenvolvendo as etapas deste trabalho observamos que nossa analise das
respostas escritas dos alunos as questdes do questionario e as atividades da oficina
forneceram informacGes relevantes para o escopo desta pesquisa, ajudando-nos a

responder a questao de pesquisa.

Ao investigarmos que conceitos matematicos os alunos evocam ao participarem
de atividades que exploram a aplicacdo da primeira parte do Teorema Fundamental do
Célculo (TFC), com o auxilio de recursos visuais graficos e computacionais, obtivemos

os resultados que passamos a apresentar.

Os resultados de nossa analise das respostas dos participantes ao questionario
indicam que cerca de metade dos alunos evoca o conceito de integral definida e em sua
maioria explora as informaces visuais fornecidas pelos graficos. Também em torno da
metade dos participantes evoca o TFC, embora a porcentagem de alunos que conseguem
evocéa-lo relacionando as informagdes visuais entre dois gréaficos seja muito baixa, 12,5
%, ou seja, apenas um aluno. Da mesma forma, essa porcentagem se repete para 0 caso
em que houve uma particularizacédo da questdo de modo a serem usados procedimentos

conhecidos pelo aluno.

O quadro a seguir resume esta analise. Vale a pena salientar que consideramos
os alunos que participaram do questionario piloto, uma vez que ndo houve alteracdo de
nenhuma questéo para a aplicacéo principal. Além disso, o percentual em cada item nao
representa 0 numero total de alunos, uma vez que alguns alunos evocaram ou

evidenciaram mais de uma imagem que sdo associadas aos conceitos a seguir.
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Quadro 14: Uma anélise das respostas ao questionario referentes a aplicagdo da primeira parte do

Teorema Fundamental do Céalculo (TFC), com o auxilio de recursos visuais graficos

NUmero de alunos

Evocam o conceito de integral definida 3
Exploram as informacdes visuais 6
Relacionam informag®@es visuais entre dois graficos 1
Evocamo TFC 3

Particularizam a questao de modo a usar procedimentos

conhecidos

Relembrando os resultados obtidos nas analises das respostas ao questionario,
doze (12) alunos ndo responderam a oitava questdo deste questionario, ou seja, somente
oito responderam a essa questdo, incluindo os dois participantes do questionario piloto.

Logo, considerando apenas as respostas validas, temos as seguintes porcentagens:

Quadro 15: Percentual de respostas véalidas referentes ao Quadro 14

Porcentagem de
alunos
Evocam o conceito de integral definida 37,5%
Explora as informacdes visuais 75 %
Relaciona informac®es visuais entre dois gréaficos 12,5 %
Evocao TFC 37,5%
Particularizou a questao de modo a usar procedimentos 125 %
por ele conhecidos

Das atividades da oficina utilizando computadores, de um modo interessante, ha
algumas diferengas que valem um destaque. Todos os alunos que forneceram respostas
no relatério solicitado evidenciaram que eles exploraram as informacGes visuais e
relacionaram as informacdes visuais entre dois gréaficos fornecidos pelo Geogebra na
atividade proposta. Um pouco mais de um quarto das respostas continham aspectos que
indicavam que o aluno evocou o conceito de integral definida. Esta mesma porcentagem
se repete para os que evocaram o TFC. Houve, portanto, uma porcentagem menor de

alunos que evoca o conceito de integral definida relacionando-o ao célculo de areas do
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que no questionario, e um acréscimo no ndmero dos que exploram as informagoes
visuais. Esta observacdo pode ser natural, mas pode também indicar que os recursos de
geometria dindmica se mostram eficientes na tentativa de construcdo visual da relagédo

expressa pelo TFC.

Em sintese, obtivemos oito respostas a oficina, oriunda das quatro duplas que
participaram juntos e outros quatro alunos que participaram de forma individual. Das
oito respostas, uma dupla ndo apresentou respostas ao grupo 4 de questdes da atividade
3 da oficina. O Quadro 3 exp0e a quantidade e porcentagem de alunos que evocaram ou

utilizaram os conceitos nela expressos.

Quadro 16: Uma andlise das respostas no relatorio da oficina referentes & aplicacdo da primeira parte do

Teorema Fundamental do Célculo (TFC), com o auxilio de recursos visuais graficos

NUmero de Porcentagem
alunos de alunos
Evocam o conceito de integral definida 2 28,5 %
Exploram as informacdes visuais 7 87,5%
Relacionam informac6es visuais entre dois
o 7 87,5 %
graficos
Evocamo TFC 2 28,5 %

Da nossa andlise sobre como os alunos usam os conceitos trabalhados em sala
de aula ao se envolverem em tais atividades utilizando recursos visuais graficos e
computadores, destacamos que os alunos evocam defini¢fes conceituais e conceitos
trabalhados em sala de aula, e buscam relacgdes entre estes e as representacdes visuais
investigadas. Este é o caso do conceito de integral definida, identificado com a nocédo de
area sob grafico de uma funcdo. Mesmo quando a visualizacdo pode fornecer uma
solucdo rapida para a questdo do calculo de éareas, os participantes favoreceram
utilizacdo de métodos algébricos. Outro fato que detectamos foram alguns fatores de
conflito potencias, incluidos nas imagens conceituais sobre integral que foram evocadas,
pois a integral definida foi identificada como sendo a area sob o grafico num intervalo;
mas quando questionados da area entre o grafico e o eixo x em um grafico com regides
negativas, as respostas se mostraram equivocadas, ndo considerando o modulo das

partes negativas, abaixo do eixo x. Com isso, ao somarem o valor da &rea negativa com
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a positiva, o resultado diminuia e ndo aumentava como se espera. Assim, podemos
concluir que as imagens conceituais evocadas a respeito do uso de integrais definidas

estdo em conflito com a nogéo de area entre um grafico e o eixo x na mente dos alunos.

Sobre o conceito de funcdo continua, imagens conceituais e definices
conceituais evocadas refletem os cenarios descritos em Vinner (1991) de que mesmo em
contato com a definicdo formal do conceito, esta pode ser reconstruida ou pode
permanecer como antes, compartimentalizada, ou distorcida. Ainda assim o0s
participantes sdo capazes de desenvolver os procedimentos algébricos e enunciar
relacGes que estdo presentes no enunciado. Ou seja, desconsiderando, ou como em
Segadas (1998) sem compreender, o papel central da continuidade na hipotese do TFC.
Além disso, na atividade 3 da oficina, os alunos identificaram as relacbes entre os
graficos propostos, porém eles ndo evocaram uma imagem conceitual relacionada ao
TFC, pois nenhum aluno citou ou justificou sua resposta baseando-se neste resultado,
mas sim no célculo de areas e integral definida. Os alunos ndo generalizaram 0s
contetdos relacionados ao TFC utilizando as informagdes contidas nos gréaficos de uma
funcdo e sua primitiva. Essas informacdes evidenciam o fato de que quando se trata de
aspectos visuais e gréaficos, de forma geral eles ndo evocam conceitos formais

relacionados ao TFC para solucionar questdes relacionadas a esse tema.

Na entrevista ao final da oficina, quando questionados, os participantes
manifestaram que a pesquisa tratava-se da relacdo entre derivada e integral; mas nao
mencionaram o TFC. Estes resultados reforcam um modelo de aprendizagem ou de
construcdo do conhecimento que ndo se da de modo linear, hierarquico, organizado;
mas sim pela constituicdo de imagens conceituais relacionadas aos conceitos, nem
sempre coerentes e consistentes, que podem conter fatores de conflito, como concebido
em Tall e Vinner (1981), ou Vinner (1991), por exemplo.

Ao refletirmos de que modos a intuicdo se mostra presente nas respostas dos
alunos a tais atividades, retomamos REIS, nocdo de intuicdio do TALL, e do
FISCHBEIN.

Conjecturamos que um entendimento global das representagdes que estédo sendo
exploradas, e portanto uma cognigdo intuitiva, é requerida para estabelecermos as
relagcOes entre representacfes visuais distintas, e entre estas e resultados matematicos

expressos simbolicamente ou formalmente. Como constatamos nesta pesquisa, apenas
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um aluno foi capaz de relacionar as duas representaces, uma fungéo, sua primitiva, o

calculo de uma area e o Teorema Fundamental do Calculo.

Os alunos mostraram imensas dificuldades para resolver questfes relativas ao
TFC tanto quando os graficos estavam impressos em papel, ou seja, representados de
forma estatica, quanto no modo dinamico, utilizando o computador que permitisse a
visualizagdes dos gréficos. Os resultados mostram que juntando as respostas ao
questionario piloto com as do questionario principal somente o aluno B evocou o0s
conceitos necessarios e efetivamente os usou, solucionando a oitava questdo do
questionario utilizando as ferramentas fornecidas pelo TFC, visto que essa questdo

explorava muito fortemente a relacdo expressa por este teorema.

Deste modo, analisando essas informacdes referentes as respostas dos alunos as
questBes do questionario e da oficina, podemos concluir que nas atividades em que
exploram as caracteristicas visuais e graficas expressas pelo TFC de forma dindmica
com o auxilio do computador, pode ser possivel desenvolvermos aspectos intuitivos dos
conceitos matematicos, uma vez que os alunos evidenciaram que eles exploraram as
informagdes visuais dadas e relacionam informagdes visuais entre os dois graficos, em
algumas situacbes. Com isso, em resposta a que contribuicbes uma proposta
visual/grafica do TFC pode ter para o entendimento deste resultado, podemos dizer que
esta pode contribuir para o desenvolvimento de aspectos intuitivos dos conceitos
matematicos, com o fortalecimento das imagens conceituais sobre as relac@es existentes
entre o gréafico de uma funcdo e sua derivada, bem como entre a area sob um gréfico e o

valor deste resultado expresso pelo grafico de sua primitiva.

Assim, podemos entender que o ensino de calculo, mais especificamente o
ensino do TFC, necessita ser mais amplo, explorando seus variados aspectos, porém de
forma dindmica, utilizando softwares que fornecam estas possibilidades. Além disso, a
variacdo de exemplos que efetivamente representem a ideia expressa pelo TFC, pelas
defini¢cbes de continuidade, de diferenciabilidade, de integrabilidade, para que a imagem
conceitual dos alunos seja ampliada com exemplos do que caracteriza e do que néo
caracteriza sua definicdo, com exemplos que causem conflitos conceituais para que
sejam explorados e solucionados em conjunto com os alunos. Assim, cremos que a

imagem conceitual dos alunos sobre os conceitos fica muito mais enriquecida, gerando
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maiores possibilidades de aprendizado e, consequentemente, aumento o desempenho da

intuicdo na resolucao de problemas relacionados a eles.

Acreditamos que os docentes podem utilizar as ferramentas gréficas e visuais,
com o auxilio de um computador ou de outra midia, para ministrar suas aulas utilizando
estes recursos para auxilia-los na construcdo das ideias de teoremas, resultados e
definicdo de conceitos, desenvolvendo os aspectos intuitivos sobre os resultados antes
de estabelecer uma prova formal. As respostas dos alunos confirmam esta afirmacao,
pois suas respostas mostram que suas imagens conceituais relacionadas aos aspectos
formais do TFC se mostram empobrecidas, pois eles ndo evidenciaram respostas que
contivessem tais aspectos quando expostos a atividades que exploram aspectos gréaficos
deste resultado. Com isso, vemos que existe uma lacuna na aprendizagem dos alunos
quanto a esse Teorema, no que diz respeito a sua aplicacdo na resolucdo de questbes e
da fundamentacao tedrica que ndo esteve presente nas respostas dos alunos. Entdo, com
os resultados apresentados neste trabalho cremos que a utilizagcdo de recursos visuais
para o enriquecimento das imagens conceituais dos alunos relativas aos aspectos visuais

e gréficos formais relacionados ao TFC.
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Consideracgoes Finais

Acreditamos que esta pesquisa possa servir como inspiragéo e, principalmente,

como fonte de recursos de dados matematicos ligados ao seu ensino.

Em respeito as questdes motivadoras desta pesquisa, a saber: “E possivel
explorar/desenvolver um entendimento visual/grafico do TFC de forma que tais
aspectos (visuais) sejam parte integrante da sua demonstracao?”’; “Como poderiamos
interpretar (entender) as relagdes expressas pelo TFC graficamente?”; “Se derivada ¢ a
inclinacdo da reta tangente a uma curva e integral ¢ a area sob um gréafico, como
podemos associar essas duas informacBes em um so resultado como o faz o TFC,
representando-o graficamente?”’; “Que conceitos estdo obscuros em meu entendimento
para que eu ndo entenda o TFC em modos em que as relacdes enunciadas sao
estabelecidas conceitual e visualmente?”’; podemos dizer que elas nao foram exploradas
e respondidas em sua totalidade, pois ndo eram foco desta pesquisa. Elas evidenciam

um caminho para novas pesquisas relacionadas com estes questionamentos.

Estudando para esta pesquisa e analisando as respostas as suas etapas, outros
questionamentos emergiram cheios de potencialidades para futuras pesquisas no campo

de pesquisa do Ensino de Matematica:

1. Como relatado anteriormente, ndo conseguimos aplicar todas as atividades da
oficina. Acreditamos que pode haver outras pesquisas que utilizem essas ideias
para novas pesquisas, trazendo novos dados e concluses.

2. Quais contribuicbes uma intervencdo de ensino que proponha o ensino do
Calculo que associe a intuicdo e o rigor com a exploragdo dos recursos visuais
gréficos, digitais ou ndo, para o desenvolvimento e prova de resultados e
teoremas pode gerar na relacdo aprendizagem dos alunos? Como o professor
pode se preparar para estar em condicOes para intervir nestas condi¢des?

3. A visualizacdo no ensino de matematica: quais sdo as suas potencialidades?
Como usé-la em aulas de matemaética?

4. Existe um grande investimento no Brasil na producéo, revisdo e distribuigédo de
livros didaticos para alunos da educacao bésica, vide o PNLD (Plano Nacional
do Livro Didatico). Apesar da crescente producdo de livros na versdo digital,

quantos utilizam de ferramentas visuais graficas dinamicas como as que vemos
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aqui? Serd que a utilizacdo emergente deste tipo de recurso tornaria a
aprendizagem matematica mais significativa naqueles casos onde a visualizacdo
realmente tem influéncia? Que contribuicdes didaticas a disponibilidade desses
recursos podem nos fornecer?

5. E possivel utilizar informagbes visuais graficas para provar resultados e
teoremas de forma rigorosa, permitindo que a intuicdo esteja ricamente atuante
no pensamento matematico e os graficos sejam parte integrante da demonstracao

de resultados que contenham conceitos com aspectos geométricos?

Seria um grande prazer fazer parte de uma pesquisa cujo tema fosse algum dos

descritos acima, pois se mostram muito relevantes e nos motivam de forma bem intensa.
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Anexos

Anexo 1 - Termo Consentimento

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO
Caro aluno,

Vocé estd sendo convidado (a) para participar da pesquisa “Aspectos visuais e graficos
do Teorema Fundamental do Calculo”. ApOs receber a autorizacdo do coordenador
do curso de Matemaética e com a professora de Calculo 2, convido os alunos dessa
disciplina a fazer parte da pesquisa. Sua participacdo ndo serad obrigatdria, e consistira
em freqlentar trés encontros durante o horario de aula de Calculo 2 participando das
atividades propostas. Posteriormente, vocé poderd ser convidado para participar de
entrevistas sobre os encontros realizados, convite que, como antes, vocé tem total
liberdade em aceitar ou ndo. As observacdes feitas nos encontros serdo registradas por
meio de suas anotacdes, caderno de campo, audio e entrevistas, para esclarecimentos
sobre respostas as atividades realizadas. Os objetivos desse estudo sdo: investigar se a
utilizacdo de recursos visuais e graficos pode ou ndo contribuir para a aprendizagem
matematica, especialmente do Teorema Fundamental do Calculo, e quais processos sao
estimulados por meio de tal pratica pedagdgica. Os resultados desta pesquisa referem-
se, principalmente, as analises das respostas ao questionario e da discussdo sobre alguns
aspectos levantados nas entrevistas, incluindo reflexdes sobre as eventuais intervengoes
do professor-pesquisador. A pesquisa se justifica pelo alto indice de reprovacdo em
calculo e o carater central que o Teorema Fundamental do Calculo representa nesta
disciplina. Tenho a expectativa de tornar Gtil esse estudo, promovendo uma reflexdo
sobre o processo de ensino-aprendizagem e sobre recursos didaticos. As informacdes
dessa investigacdo, além de serem usadas apenas na pesquisa em questdo, serdo
confidenciais e asseguramos 0 sigilo sobre sua participacdo. Os dados ndo serdo
divulgados de forma a possibilitar sua identificacdo, pois os participantes podem optar
por serem identificados por nomes ficticios no trabalho final. Vocé recebera uma copia
desse termo onde consta 0 endereco eletronico do pesquisador, podendo tirar suas
duvidas em relacdo ao projeto e sua participacao, agora ou a qualquer momento.

Aluno

Mestrando Erasto Piedade Alonso - E-mail: erasto.alonso@yahoo.com.br
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Anexo 2 - Ementa do Curso de Calculo 2 da UFRR]

Caplrulo &: Linhas Curricul ares

].l"i."h.'l'.'i.rjli.t".i'l. Cdleula I
Cddigo Pré-roquisitos Clarga Hordria Criditos
IM402 | Célenla T G0 h Tefricns Praticos
4 1]
Emonta

A intepral de Riemann de Funcbes de Uma Varideel Real. Funcdes Reais de Virias
Varidveis: limites ¢ continuidade.

Conteitdo Programitico

UNIDADE I - 1?‘~"J']'Lf'.H_-"'LE_]_-‘T'1(}

1. A Intepral indefinida:

2. Integrais definidas: interpretacio geométrica. Propriedades béisices ¢ operachos.
Teorema Fundamental do Cilowlo:

3. Integracho por mudanca de varidvel simples:

4, Cileulo de drcas.

UNIDADE II - TECNICAS DE INTEG RACAO
1. Integracho por partes;

2. Integracio por substituicio trigonomatrica:

3. Integracio de fungbes racionais;

4. Substituicbes diversas.

UNIDADE II - _-"'11‘].1[3_-"{;{}]",5 DA INTEGRAL

1. Volume de sdlido de rewolucior métodos do disco circular e da casca clindrica:
2. Comprimonto do arco:

3. Extonsdes do conceito de intepral: Integrais improprias:

4 Convorgincia ¢ divergincia do intograis improprias: critério do comparacio.

UNIDADE II - ]"L':“'-'[:_](_}]'LS REAIS DE VARIAS VARIAVEIS
1. Funches reais de duas on mais wari Aveis:
Giraficos o conjuntos do nivel :
3. Noghes de conjuntos abertos ¢ fochados no "
. Limito o continnidade. Dofiniches o propried ados.
Bibliografia
1. LEITHOLD, L., & Cdleulo com Geometria Analitios - volumes 1 ¢ 2, Sao Panlo:
Harbra, 1994
2. STEWART 1. Célewls - volumes 1 ¢ 2, Sio Paulo: Pioneita, 2002,
3. THOMAS G. B. Céleulo - volumes 1 ¢ 2. Sao0 Paulo: Pearson, 2002
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Anexo 3 - Questionario
1) a) Diga o que vocé entende por funcdo continua. Dé trés exemplos diferentes de

fungdes continuas.

b) Esboce o grafico de uma funcdo descontinua. Justifique porque ela ndo é

continua.

2) Calcule:

a) f02(3X2 — 4x+ 1)dx
2

b) J, Ix|dx

3) Em cada um dos casos abaixo, calcule a &rea da regido hachurada.

a) f(x)=-x2+2x+8

1

()

n

L3 .
T
.

i .5
e e

-

b) f(x) =-x2+4x
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-

x+1, 0<<x<1

_) 2 1<x<?2
0= Jox+6 2<x<4
2x — 10, 4<x<5

-~y

w

-2

4) Se g(x) = [, (2t — 1)dt, determine:
) 9(2) =
b)g’(x) =

0)g'(2) =
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d) O que vocé pode dizer a respeito das fungdes g e g’?

5) O gréfico abaixo € o grafico da funcéo f definida no intervalo [-1, 5].

a) Qual dos graficos (a), (b), (c), (d) poderia ser o grafico de F, onde F(x) = f_xlf(t)?

Justifique sua escolha.
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\‘j |
K 0 1 2 3 4 5 =

b) Qual dos gréficos (e), (f), (g), (h) poderia ser o grafico de F’? Justifique sua resposta.

e) f)
8) h)

N

6) Explique o que vocé entende por fab f(x)dx (a integral definida da funcdo f no

intervalo [a, b]).

7) Dada a funcdo f, complete a tabela com os valores da funcdo A para cada x indicado,
tal que a funcdo A é a funcéo areasob o gréfico def.Alem disso, escreva a funcdo area A

em funcéo de x e esboce seu grafico.
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Grafico da funcéo f
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Tabela dos valores da funcdo A em cada ponto x
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Gréfico da fungdo A
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f(x)= 0,5% + 0,5

_________________________________________________________________
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ol

A(X)

3

t

Tabela dos valores da funcdo A em cada ponto x
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8) Nas figuras abaixo estdo representados os graficos das funcdes f e g. Sabendo-se que
g’ =f (ou seja, g € a primitiva de f), calcule a area sob o grafico de f (ilustrado na figura

1) no intervalo [-1, 1]. Justifique sua resposta, explicitando o método usado.

A=(1,9(1)=01,3,67)

B = (- g(1)) = (4, -4.33)

f

Figura 1: Gréfico da funcéo f Figura 2: Gréfico da fungéo g
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Anexo 4 - Roteiro e Atividades da oficina

Atividades
Atividade 1

a) Observe a fungdo desenhada na janela de visualizacdo do Geogebra.
1. Afuncdo f dada é continua? Justifique.

Pressione a tecla Shift (mantenha pressionada) e clique em qualquer valor do eixo x e arraste
para a direita pelo menos umas 3 vezes até o final da tela. Clique com o botéo direito no fundo
da janela e dé zoom de 400% por pelo menos 3 vezes proximo ao gréfico.

2. O que vocé acha que aconteceu com o gréfico?

3. Qual é a aparéncia do grafico no intervalo que vocé esta visualizando? Da forma como
vocé vé o grafico agora, que tipo de funcédo este gréafico parece se baseando somente
nessa visualizacdo?

b) Observe a funcdo desenhada na janela de visualizagdo do Geogebra.
1. A funcdo g dada é continua? Justifique.
2. Como vocé acha que ficard o gréafico da funcdo g se fizer os mesmos procedimentos
feitos para o caso anterior?

Pressione a tecla Shift (mantenha pressionada) e clique em qualquer valor do eixo x entre 6 e 7
e arraste para a direita pelo menos umas 9 vezes até o final da tela. Clique com o botdo direito
no fundo da janela e dé zoom de 400%uma vez proximo ao gréfico.

3. O que vocé acha que aconteceu com o grafico?

4. Qual é a aparéncia do grafico no intervalo que vocé esta visualizando?Da forma como
vocé vé o grafico agora, que tipo de funcdo este grafico parece se baseando somente
nessa visualizacao?

5. Depois de fazer os mesmo passos do caso anterior, vocé achou que os tipos de graficos
encontrados sdo ou ndo semelhantes? Vocé acha que isso ocorrerd para os tipo de
grafico?

c) Observe a funcdo desenhada na janela de visualizagdo do Geogebra.
1. A func¢do g dada é continua? Justifique.
2. Como vocé acha que ficard o gréfico da funcdo g se fizer os mesmos procedimentos
feitos para o caso anterior?

Pressione a tecla Shift (mantenha pressionada) e clique em qualquer valor do eixo X préximo x
= -2 e arraste para a esquerda pelo menos umas 6 vezes até o final da tela. Cliqgue com o botdo
direito no fundo da janela e dé zoom de 200% uma vez proximo aoponto A.

3. O que vocé acha que aconteceu com o grafico?

4. Qual é a aparéncia do gréafico no intervalo que voceé esta visualizando? Da forma como
vocé vé o gréfico agora, que tipo de funcdo diria que este gréfico seria se baseando
somente nessa visualizagdo?

5. O que acontece com o grafico nas proximidades do ponto A? Justifique.
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Clique com o botdo esquerdo e depois em Visualizacdo padrdo. Pressione a tecla Shift
(mantenha pressionada) e cligue em qualquer valor do eixo x préximo x = 2 e arraste para a
direita pelo menos umas 6 vezes até o final da tela. Cliqgue com o bot&o direito no fundo da
janela e dé zoom de 200% uma vez préximo aoponto B.

6. O que vocé acha que aconteceu com o gréfico?

7. Qual é a aparéncia do grafico no intervalo que vocé esté visualizando? Da forma como
vocé vé o grafico agora, que tipo de funcdo diria que este grafico seria se baseando
somente nessa visualizagdo?

8. O que acontece com o grafico nas proximidades do ponto B? Justifique.

9. Comparando a funcdo g toda com as funcdes anteriores, 0 que vocé pode dizer quanto
a caracteristica das func6es quando as esticamos horizontalmente?

d) Observe a fungédo desenhada na janela de visualizagcdo do Geogebra.
1. A funcdo h dada é continua? Justifique.
2. Como vocé acha que ficard o gréafico da funcdo h se fizer os mesmos procedimentos
feitos para o caso anterior?

Pressione a tecla Shift (mantenha pressionada) e clique em qualquer valor do eixo x préximo a
x = 0 e arraste para a direita pelo menos umas 3 vezes até o final da tela. Cliqgue com o bot&o
direito no fundo da janela e dé zoom de 200% uma vez préximo a x=0.

3. O que vocé acha que aconteceu com o gréfico para x proximo de 0?

4. Qual é a aparéncia do grafico no intervalo que vocé esté visualizando? Da forma como
vocé vé o grafico agora, que tipo de funcdo diria que este grafico seria se baseando
somente nessa visualizagdo? Parece com os casos anterior? Explique.

Cligue com o botdo esquerdo e depois em Visualizacdo padrdo. Pressione a tecla Shift
(mantenha pressionada) e clique em qualquer valor do eixo x préximo x = 1 e arraste para a
direita pelo menos umas 6 vezes até o final da tela. Clique com o botdo direito no fundo da
janela e dé zoom de 400% uma vez proximo a x=1.

5. O que vocé acha que aconteceu com o grafico?

6. Qual é a aparéncia do grafico no intervalo que vocé esté visualizando? Da forma como
vocé vé o grafico agora, que tipo de funcdo diria que este grafico seria se baseando
somente nessa visualizagao?

7. O que acontece com o grafico nas proximidades proximo x=1? Justifique.

8. Comparando a func¢éo g toda com as funcdes anteriores, 0 que vocé pode dizer quanto
a caracteristica das fungdes quando as esticamos horizontalmente?

9. O que vocé diria agora, a fungdo h e continua ou nao? Justifique.

Atividade 2

a) Iniciar a atividade apresentando o problema:
Determinar a area sob o gréfico no intervalo [1, 2].

Utilizar o controle deslizante para aumentar o namero de retangulos e “melhorar” a
aproximacdo da area sob o grafico. Iniciar com n=0 e aumentar até n=100. Procurar respostas
para as perguntas:
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1. O que acontece com a aproximagdo da &rea pelos retdngulos quando aumentamos o
namero de retdngulos?
2. Quando n=150, a aproximacao encontrada representa o valor exato da area?

Clicar na aba NUmero e depois no item Area com o botdo direito e clicar em Exibir rotulo.
Compare os valores numéricos da aproximacao e do valor real da area sob o gréfico.

3. Qual é a sua interpretacdo da situacdo? Os valores sdo iguais? Por que?
Clique com o botdo direito no fundo da janela e dé zoom de 400%no gréfico.

4. Qual é a sua interpretacdo a respeito da situacdo? O que vocé acha agora?
Aumente o valor de n para 1000.

5. O que vocé acha da aproximacéo da area sob o grafico e da &rea com n=1000?
6. Sera que elas representam graficamente a mesma coisa?

Clique com o botéo direito no fundo da janela e dé zoom de 400% por 3 vezes no grafico.

7. Agora, os valores numéricos da aproximacao e da area sdo iguais?

8. Graficamente, a aproximagcdo € igual a area?

9. O que vocé diria sobre o valor exato da aproximacdo ser igual ao da area mas
graficamente os valores ndo serem iguais? Como isso pode acontecer?

10. O que ocorre quando n vai para até o infinito. Quando isso acontece, podemos dizer que
a rea vale 1,95 u.a.? Se sim, como vocé comprovaria isso?

Clique com o botéo direito no fundo branco da janela com o botdo direito e depois clique em
Visualizacdo padrdo. Dé zoom de 200% no grafico. Pressione a tecla Shift e clique em
qualquer valor do eixo x entre 1 e 2 e arraste para a direita pelo menos umas 5 vezes.

11. O que acontece quando “esticamos” o grafico horizontalmente? Qual ¢ a aparéncia do
grafico no intervalo que vocé estd visualizando? Vocé acha que os retangulos
descrevem bem a area sob o grafico?

12. Se o nimero de retangulos tender ao infinito e “esticarmos” horizontalmente o grafico,
0 que vocé pode dizer sobre a ideia de determinacdo da area por aproximacdes?

Determinar a area sob o gréfico da fungdo f no intervalo [0, 2].
1. A fungdo f é continua? Justifique.
2. Vocé acha possivel realizar uma boa aproximacdo da &rea por soma de retangulos de
forma semelhante ao do caso anterior? Por que?

Aumente o valor de n de 1 em 1 até chegar em n = 20 e analise os valores numéricos da
aproximacao para cada retangulo.

3. O que vocé acha dos valores da aproximacao? A medida que aumentamos os valores
de n, os valores da aproximagdo também continuam crescendo constantemente? Como
voceé explicaria isso?
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Aumente o valor de n para 1000. Clique na aba Nimero e depois no item Area com o bot&o
direito e clicar em Exibir rotulo. Compare os valores numéricos da aproximacao e do valor real
da area sob o gréfico.

4. Qual é a sua interpretacdo da situacdo? Os valores sdo iguais? Por que?

Cligue com o botéo direito no fundo da janela e dé zoom de 400% no grafico pelo menos 3
vezes, proximo ao ponto A.

5. Agora, os valores numéricos da aproximacdo e da area sdo iguais?
6. Graficamente, a aproximacdo € igual a area?
7. Quando n vai para o infinito, temos uma boa aproximacdo?

Atividade 3
a)

Explore os recursos disponiveis no grafico. Mexa na variavel t.

A funcéo r é continua? Justifique.

O que acontece no grafico quando vocé move a variavel t?

Quando t = 1, 0 que esta representado no grafico?

Qual seria o valor desta representacdo?

E se t = 3?7 Qual seria o valor desta representagéo?

E se esta representacdo partir de x=2 e for até um x=t qualquer onde t>2? Qual seria
o valor desta representacdo nessas condigdes? Como poderiamos representar este
valor encontrado?

© s~ whE

Clique com o botdo direito do mouse na representacdo que obtemos ao variar t e clicar em
Exibir rétulo.

7. Mexa com a variavel t e comparar os valores descritos para a area sob este grafico e o
gue encontrou para t=1 e t=3. Os valores sdo iguais ou diferentes? Se forem
diferentes, explicite qual pode ter sido a causa para tal diferenca?

Clique na aba Ponto situada a esquerda e ative o ponto B.

8. Ao mexer com a variavel t, observe as coordenadas do ponto B e diga: o que
acontece na janela ao lado? Qual a relagdo desta situagdo com o valor da éarea para
cada valor de t? Como poderiamos encontrar um outro ponto B’ se aumentassemos
ou diminuissemos o valor t? Qual a relagdo das coordenadas de B e o valor da area
para cada valor de t na janela da direita?

9. Olhando para os rastros de B, 0 que vocé diria a respeito da representagdo grafica de
todos os pontos B’s? Existem algum forma geral de determina-los?

Cliquem na aba Funcéo e ativem a fungéo R. E perguntar:

10. O que voceé pode dizer sobre a funcdo R? Pra vocé, esta funcdo representa o qué?

11. Se quiséssemos achar as coordenadas de outros pontos B que néo estdo representados
na janela, o que vocé faria?

12. Qual é a relacdo entre as funcdes R e r?
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Faca com que t = 0 e depois clique na aba Ponto e ativar os pontos A e C.
13. Qual a relacdo entre as coordenadas desses pontos?

Mexa na variavel t e analise 0 que ocorre com os pontos A, B e C. Apos, clique na aba
Segmento e ative os itensc e d e mexa na variavel t novamente. Apos esses passos, perguntar:

14. Explique o que sdo os valores de ¢ e d para os valores de t da janela ao lado?

15. Vocé poderia escrever e em fungéo dos valores da funcdo R?

16. Qual é a relacdo do valor de t com o valor de d?

17. Qual € a relacdo do valor da Area da janela da direita e o valor de e? Por que isto
acontece?

18. Utilizando as informagdes encontradas nesse exercicio e tendo os dois graficos a sua
disposicao, para vocé € possivel encontrar a area sob o grafico r num intervalo [a, b]
utilizando somente as informacdes do gréfico de R?

b)
Mexa na variavel t. Perguntar:

1. A fungdo f é continua?
2. O gue acontece no grafico quando vocé move a variavel t?

Clique na aba Ponto situada a esquerda e ativar o ponto B.

3. Ao mexer na variavel t, qual é o comportamento do ponto B na janela ao lado?

4. O comportamento de B é parecido com o do caso anterior da funcéo r? Justifique.

5. Olhando para os rastros de B, 0 que vocé diria a respeito da representacdo grafica de
todos os pontos B’s? Existem algum forma geral de determina-los?

Cligue na aba Funcéo e ative a funcéo F.

6. O que vocé pode dizer sobre a funcdo F? Pra vocé, esta funcdo representa o qué? Ela
é continua?
7. Qual é a relacdo entre as funcoes F e f?

Faca com que t = -1 e para clique na aba Ponto, ative os pontos C e D e mexa na variavel t e
analise o que ocorre com 0s pontos B, C e D. Apoés, clique na aba Segmento e ative os itensde
ee mexa na variavel t novamente.

8. Explique o que s&o os valores de c e d para os valores de t da janela ao lado?

9. Vocé poderia escrever e em funcdo dos valores da fungdo R?

10. Qual é a relacdo do valor da Area da janela da direita e o valor de e? Por que isto
acontece?

11. Utilizando as informagdes encontradas nesse exercicio e tendo os dois graficos a sua
disposicdo, para vocé é possivel encontrar a area sob o grafico r num intervalo [a, b]
utilizando somente as informagdes do grafico de R?

Atividade 4

d) Observe a funcdo f. Mexa na variavel a.
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14. O que acontece no grafico quando vocé move a variavel a?
15. Quando a =0, o que esta representado no grafico?

16. Qual seria o valor desta representacao?

17. E se a =5, 0 que esté representado no gréafico?

18. Qual seria o valor desta representacao?

Clique na aba Texto e habilite o item Texto 1e faga a=5 .

19. Compare os resultados obtidos nos itens anteriores e no valor real da representacao
obtida. O que vocé tem a dizer sobre os valores encontrados?

20. Calcule: [ f(x). dx.

Clique na aba Texto e habilite o item Texto 2.Mexa com o valor de a.

21. Comparando os resultados obtido nos itens 5., 6. e 7., discuta cada um desses
resultados, destacando o significado de cada um deles.

22. E se esta representacdo partir de x=-5 e for até um x=t qualquer onde t>-5? Qual
seria 0 valor desta representacdo nessas condi¢cGes? Como poderiamos representar
este valor encontrado?

Apobs responder ao item anterior, cliqgue na aba Ponto e depois ative o ponto B. Mexa na
variavel a.

23. O que vocé pode dizer a respeito do movimento do ponto B de acordo com o0s
movimentos de a? Geometricamente, qual sua caracteristica?

24. Se vocé pudesse escolher um tipo de funcdo que melhor descrevesse este
movimento, qual seria?

Apos responder aos itens anteriores, clique na aba Funcao e depois ative a Funcéo g.

25. Compare a fungdo g com a funcdo que vocé escolheu no item 11. Elas sdo
parecidas?
26. Qual é arelagdo entre g e f?

e) Observe a funcdo f. Mexa na variavel a.
13. O que acontece no grafico quando vocé move a variavel a?
14. Quando a = 10, o que esta representado no grafico?
15. Qual seria o valor desta representacao?

Clique na aba Texto e habilite o item Texto 2e faca a=10.

16. Compare os resultados obtidos no item anterior e no valor real da representacdo
obtida. O que vocé tem a dizer sobre os valores encontrados?

17. Calcule: fow f(x). dx.

Clique na aba Texto e habilite o item Texto 2.Mexa com o valor de a.

18. Comparando os resultados obtido nos itens 3., 4. e 5., discuta cada um desses
resultados, destacando o significado de cada um deles.
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19. A resposta do item anterior tem a mesma estrutura do item 8 do exercicio a)? Se
ndo, qual é a diferenca?

20. E se esta representacdo partir de x=0 e for até um x=t qualquer onde t>0? Qual
seria 0 valor desta representacdo nessas condi¢cGes? Como poderiamos representar
este valor encontrado?

Apdbs responder ao item anterior, clique na aba Ponto e depois ative 0 ponto B. Mexa na
variavel a.

21. O que vocé pode dizer a respeito do movimento do ponto B de acordo com o0s
movimentos de a? Geometricamente, qual sua caracteristica?

22. Se vocé pudesse escolher um tipo de funcdo que melhor descrevesse este
movimento, qual seria?

Apos responder aos itens anteriores, clique na aba Fungéo e depois ative a Funcgéo g.

23. Compare a funcdo g com a funcdo que vocé escolheu no item 10. Elas sdo
parecidas?
24. Qual é a relacdo entre g e ?

f) Observe a fungéo h. Mexa na variavel a.
6. O gque acontece no grafico quando vocé move a variavel a?

Apdbs responder ao item anterior, clique na aba Ponto e depois ative o ponto B. Mexa na
variavel a.

7. O que vocé pode dizer a respeito do movimento do ponto B de acordo com o0s
movimentos de a? Geometricamente, qual sua caracteristica? Mesmo sem efetuar
calculos, qual é a sua impressao a respeito do movimento de B, graficamente?

8. Se vocé pudesse escolher um tipo de fungdo que melhor descrevesse este
movimento, qual seria?

Apos responder aos itens anteriores, clique na aba Funcgéo e depois ative a Funcéo H.

9. Compare a funcdo h com a funcéo que vocé escolheu no item 3. Elas sdo parecidas?
12. Qual é arelacéo entre h e H?

Anexo 5 - Continuidade, derivacao, integracio e o Teorema
Fundamental do Calculo

Continuidade
Stewart (2012) define funcdo continua em um ponto de seu dominio como:

“Uma fungdo f é continua em um numero a se limf(x) = f(a).” (p.109). O autor
X —a

complementa ainda dizendo que esta definicdo implicitamente requer trés condigdes

para a continuidade de f em a, que séo:
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1. f(a) esta definida (Isto €, a estd no dominio de f);

2. lim f(x) existe;

X—a

3. }(1_1)2 f(x) = f(a). (ibid, p. 109)

E temos ainda, que se uma ou mais de uma dessas condi¢gbes ndo forem

verificadas em a, a funcéo f sera descontinua em a.

Este autor diz que a defini¢do de continuidade tem “correspondéncia bem
proximo ao significado da palavra continuidade no uso comum” e diz que “um processo

continuo ¢ aquele que ocorre gradualmente, sem interrup¢des ou mudancas abruptas”

(STEWART, 2012, p.).

O livro Hughes-Hallett et al (1999) apresenta uma definicdo de continuidade
bem proxima a de Stewart (2012), descrita anteriormente. Porém, acrescenta a defini¢do
de continuidade em um intervalo, estabelecendo que “uma fungdo ¢ continua num

intervalo [a, b] se for continua em cada ponto do intervalo.” (p. 111)

Ja Leithold (1994) inicia dizendo que a funcéo f sera continua a direita em um
nimero a se e somente se forem satisfeitas as trés condicdes anteriores para
continuidade, porém considerando os limites como sendo os laterais & direita, ou seja,

usando lim f(x) ao invés de lim f(x), como nos dois livros anteriores. A continuidade
X—a

x—-at
a esquerda é definida de modo analogo, dizendo que a funcéo f sera continua a esquerda
em um namero a se e somente se as trés condicdes anteriores também forem satisfeitas,
porém considerando os limites como sendo os laterais a esquerda, ou seja, usando

lim f(x) ao invés de lim f(x).
X—a

X—a"

Prossegue definindo continuidade em um intervalo fechado, dizendo que “uma
funcdo cujo dominio inclui o intervalo fechado [a, b] sera continua em [a, b] se e
somente se ela for continua no intervalo aberto (a, b), continua a direita em a e continua

aesquerdaem b.” (p.109) .

Além disso, ele aborda outras duas situagdes:

uma funcéo cujo dominio inclui o intervalo semi-aberto [a, b) serd continua
em [a, b) se e somente se ela for continua no intervalo aberto (a, b), continua
a direita em a.” e “uma fun¢do cujo dominio inclui o intervalo semi-aberto
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(a, b] sera continua em (a, b] se e somente se ela for continua no intervalo
aberto (a, b), continua a esquerda em b.

Leithold acrescenta, ainda, que definicdes similares as dadas anteriormente

podem ser dadas para a continuidade nos intervalos [a, +) e (—o, b].

A respeito da continuidade de funcdes, vale refletirmos sobre um exemplo do
livro do Leithold (1994) que pode elucidar o caminho para decidirmos se uma funcéo é
continua ou ndo, quando olhamos para o seu dominio. Em meu entender, este tipo de
exercicio pode tornar-se problematico se os alunos considerarem o dominio da fungéo o
conjunto dos numeros reais, sem considerar as restri¢coes desta funcdo. Desconsiderando
a restricdo, evidentemente chegariamos a resultados equivocados. No exemplo a seguir,
se testdssemos a continuidade para x=3, por exemplo, a resposta seria negativa ou até
ndo teriamos como responder, pois 0 nimero 3 ndo estd no dominio da funcdo, como
explicado na resolucdo da questdo na Figura 50 a seguir.

Figura 50: Exemplo de continuidade em um caso em que o dominio ndo é o conjunto dos nimeros reais.

EXEMPLO 3 Determine o maior intervalo (ou unido de intervalos) em que
a fun¢do a seguir é continua:

/25 — x?
=N TR

Solugdo Primeiro determinamos o dominio de f. A func¢éo é definida em
qualquer parte, exceto quando x = 3 ou 25 — x* < 0 (isto &, quando x > §
ou x < —35). Portanto, o dominio de f¢é [—-5, 3) U (3, 5]. Como

lim f(x)=0 e lim fix)=0
K=+ = f xr—=5-

= f(=3) =15

fécontinua a direita, em — 5 ¢ a esquerda, em 5. Além disso, f ¢ continua nos
intervalos abertos (— 5, 3) e (3, 5). Logo, f¢é continua em [—5, 3) U (3, 5].
Fonte: Leithold (1994, p. 110)

Derivacao
Para estudarmos o processo de derivada, iremos expor o contetdo do livro de

Célculo do Stewart (2012), pois ele retne todas informacgdes presentes em outros livros
e o faz de forma a se adequar aos propositos desta pesquisa.

Stewart (2012) inicia o capitulo sobre derivadas refletindo sobre como
determinar a inclinacdo de retas tangentes ao grafico de funcdes. O calculo desta
inclinac@o envolve um limite, chamado derivada. Além disso, ele diz que uma outra

interpretacdo para derivada € a taxa de variacao.
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Iremos explorar duas ideias para interpretagdo do conceito de derivada:
inclinacdo da reta tangente e taxa de variagdo. Comecemos pela primeira, como
colocado por Stewart (2012).

Consideremos uma curva C cuja equacdo € y = f(x). Para encontrar a reta
tangente a C em um ponto P(a, f(a)), consideremos um ponto proximo Q(X, f(x)), onde
X#4a, a inclinacdo da reta secante PQ €

_f(x)—f(a)
~ x-a

mrqQ

A figura abaixo ilustra este fato e mostra a reta secante PQ.

Figura 51: Reta PQ secante a curva C

¥

Qlx, f(x)

flx)-fia)

Fonte: Stewart (2012, p. 131)
Ao fazermos x tender a a, teremos Q se aproximando de P ao longo da curva C.
Se mpq tender a um nimero m, entdo definimos a tangente t como a reta que passa por

P e tem inclinagdo m, como ilustrado na figura a seguir.

Figura 52: Reta PQ secante a curva C
r4

ANIR

=
r

)

Fonte: Stewart (2012, p. 131)
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Assim, a reta tangente a curva y = f(x) em um ponto P(a, f(a)) é a reta passando
por P com a inclinacao

m = lim 0—'@
x—-a X—a

desde que esse limite exista.

Segue uma reflexdo sobre a relacdo da inclinagdo da reta tangente com uma
curva continua e diz que, nesta situagdo, podemos entender a “inclinagdo da reta
tangente como a inclina¢do da curva no ponto.” (STEWART, 2012, pg. 131) Ele
complementa dizendo sobre o recurso computacional zoom (ou aproximacgdo) no
grafico, dizendo que “se dermos zoom (suficiente) em dire¢cdo ao ponto, a curva
parecera quase uma reta” (STEWART, 2012, p. 131) e diz que quanto maior for o zoom,
“a curva se torna quase indistinguivel de sua reta tangente” (STEWART, 2012, p. 131),

como ilustra a figura a seguir.

Figura 53: Aproximag&o (zoom) em uma curva
2 15 i1

Ln an (L1

0 - 2! 05 <15 09 11
Fonte: Stewart (2012, p. 132).

Se fizermos h = x — a, entdo x = a + h e, assim, podemos determinar a inclinacédo
da reta da tangente, ou seja, a derivada de uma funcdo f em um namero a, denotada por

£*(a), como

f(a+h)— f(a)

@ = i =

se o limite existir. A visualizacdo desta definicdo pode ser feita na figura abaixo, onde t

é a reta tangente ao grafico da funcéo f no ponto P quando h tende a a.

Figura 54: Visualizag8o da tangente ao grafico f no ponto P
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Qlath, flath))

Ya /

fla+h)—=f(a)

HTY

ﬂ/fﬁajl-.h

Fonte: Stewart, (2012, p. 131)

Utilizando a notacéo anterior, também que
f(2)=lim W@
Como y = f(x), se x variar de X1 a Xz, entdo a variagdo em x (tambem chamado
de incremento de x) sera
Ax = X2- X1
e a variacgdo correspondente em y sera
Ay = f(x2) — f(x1).

Stewart define o quociente das diferencas

by _ f(xp) - f(xq)

Ax X2 — X1
e 0 denomina como taxa média de variacdo de y em relacdo a x no intervalo [x4, X5] €
pode ser interpretado como a inclinacdo da reta tangente PQ, como podemos ver na

figura abaixo.

Figura 55: Taxa de variacao e a secante PQ ao grafico f
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Q(x, flxy))

Fonte: Stewart (2012, p. 135)

O limite dessas taxas médias de variacdo € chamado taxa (instantéanea) de
variacdo de y em relacdo a x em x = x,. Esta € interpretada como a inclinacdo da reta
tangente a curva y = f(x) em P(x,, f(x;)), ou seja,

Taxa instantanea de variagio = lim Yo pim o),

x-04X  x,-ox; X2—X

Uma outra interpretacdo da derivada f’(a) é a de inclinacdo da reta tangente a
curva y = f(x) quando x = a, ou também, a derivada f’(a) é a taxa instantanea de
variacdo de y = f(x) em relacdo a x quando x = a.

Podemos, também, entender a derivada como uma fun¢do, quando, ao invés de
calcularmos a derivada f’(a) em um ponto fixo a, calcularmos a derivada de f em uma

variavel x de seu dominio, denotada por f’(x), € que podemos expressar como

f(x+h)— f(x)
e

ro = fim

Assim, dado qualquer nimero x para o qual esse limite exista, atribuimos a x o
namero f’(x). Com isso, podemos considerar f> como uma nova funcdo, chamada
derivada de f e que € definida pela equacao anterior.

Para ilustrar graficamente a ideia de que dada uma funcéo f podemos obter f’
como uma funcdo, caso o limite anterior exista, retiramos o exemplo da pagina 140 de
Stewart (2012) em o que o mesmo solicita o esboco do gréafico de f*, dado o gréfico da
funcdo f. Como > é uma funcdo, pode-se esbocar se grafico. Isto fica representado e

explicado a seguir.

Figura 56: Exemplo sobre o entendimento de f como uma fungéo
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REEIEEEE O gréfico de uma fungho f¢ ilustrado na Figura 1. Use-o para esbogar o gréfico
da derivada ',

¥=f(x}

0 i \\/ Cx

FIGURA 1

SOLUGAD Podemos estimar o valor da derivada para qualquer valor de x tragando a tangente
no ponto (x, f(x)) e estimando sua inclinagdo. Por exemplo, para x = 5 tragamos a tangente
.em P na Figura 2(a) e estimamos sua inclinagfio como cerca de 3, entfio f'(5) = 1,5. Isso nos
permite desenhar o ponto P'(5; 1,5) sobre o gréfico de f' diretamente abaixo de P. Repetindo
esse procedimento em vérios pontos, obteremos o gréfico ilustrado na Figura 2(b). Observe
que as tangentes em A, B e C sdo horizontais; logo, ali a derivada é 0 e o gréfico de f' cruza
0 eixo x nos pontos A', B' e C' diretamente abaixo de A, Be C. Entre A e B, as tangentes t€m
inclinagfio positiva; logo, f'(x) é positiva ali. Mas entre B & C as tangentes tém inclinagéo ne-
gativa; logo, f'(x) 14 € negativa.

Fonte: Stewart (2012, p. 140)

Figura 57: Exemplo sobre o entendimento de f* como uma fungéo

¥
B
m=10 m=10
1 ¥y = f(x)
A \
0 1 : 5 x
m=10
[a)
(a)
¥
P'(5;1,5)
14 y =1
A'/.\B’ : c ,
] 1 5 x
(b)

Fonte: Stewart (2012, p. 141)

Integracao
Restringindo o estudo novamente ao livro de Stewart (2012) para a defini¢éo do

conceito de integral, comecemos com o problema de determinacdo da area da regido S

que esta sob a curva y = f(x) de a até b, como ilustrado na Figura 9 a seguir.
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Figura 58: Figura: Determinacdo da area S sob o grafico de y
et

Fonte: Stewart (2012, p. 326)

Para a definicdo de inclinacdo de uma reta tangente a um grafico de uma funcéo

y = f(x) em um ponto (a, f(a)), primeiro aproximamos a inclinacdo da reta tangente por
inclinagdes de retas secantes passando pelo ponto e, depois, tomamos o limite dessas
aproximacfes. De modo semelhante podemos pensar, intuitivamente, na area S no
plano pelo método denominado de Exaustéo: “aproximando a regido S por retangulos e
depois tomando o limite da soma das areas desses retangulos, a medida que
aumentamos o numero de retangulos” (STEWART, 2012, p. 326) e cuidando para que
as dimensoes de todos eles tendam para zero.
Ideias como essa estdo muito difundidas em livros didaticos, por professores em suas
aulas e por pesquisadores, pois esse insight fornece ferramentas intuitivas para que
possamos entender essa construcdo e até, quem sabe, estabelecermos nossas préoprias
construcdes desse resultado.

Na figura a seguir, um exemplo de como podemos fazer isso para uma funcéo
especifica y = f(x), considerando a area S como a area abaixo de seu grafico e acima do
eixo X, num intervalo especificado. O exemplo foi extraido do livro (STEWART, 2012,
pg. 326) com o objetivo de ilustrar como este procedimento, para a construgdo dessa

definicdo, é apresentado, de um modo geral.
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Figura 59: Exemplos de determinacdo de area por aproximacdes de retangulos

BEAlHiEd  Use retdngulos para estimar a 4rea sob a pardbola y = x? de 0 até 1 (a regifo
parabdlica S ilustrada na Figura 3},

SOLUCAG Observamos primeiro que a rea de § deve estar em algum lugar entre 0 e 1, pois
§ estd contida em um quadrado com lados de comprimento 1, mas certamente podemos fazer
melhor que isso. Suponha que § seja dividida em quatro faixas §), 5, §3 e Sy, tragando as
retas verticais x = §, x = } e x = 3, como na Figura 4(a).

¥ ¥
1,1)

7

1 x 0 1

alue
B

1
2
FIGURA 4 (a) ®)
t
Podemos aproximar cada faixa por um retingulo com base igual 4 largura da faixa e altu-
ra igual ao lado direito da faixa [veja a Figura 4(b)]. Em outras palavras, as alturas desses
retdngulos sdo os valores da fungdo f(x) = x? nas extremidades direitas dos subintervalos

[01 1:]1 [%l% L [%‘ E] € [%! ]']
Fonte: Stewart (2012, p. 326)

1
f

El—

Figura 60: Exemplos de determinacdo de area por aproximacdes de retdngulos

Cada retangulo tem Jargura de L e altura de (3%, (3)?, (3) e 12 Se R. for a soma das dreas

dos retdngulos aproximantes, teremos y1 1
(11
Re=4+(&f +5 (BF +1- G + 417 = 5= 046875 .

Da Figura 4(b) vemos que a frea A de § € menor que R, logo
A < 0,46875

Em vez de usarmos os retingulos na Figura 4(b), poderfamos usar os retingulos meno- N
res na Figura 5, cujas alturas seguem os valores de f nas extrernidades esquerdas dos subin- 1
tervalos. (O retingulo mais & esquerda desapareceu, pois sua altura € 0.) A soma das dreas
desses retdngulos aproximantes € . FIGURA 5

Lo=4- 02+ (3F +1- (3 + 5+ GF = 5= 021875

™

Vemos que a drea de S é maior que L. e, entdo, temos estimativas inferior e superior para A:

0,21875 < A < 0,46875

Podemos repetir esse procedimento com um nimero maior de faixas. A Figura 6 mostra
o que acontece quando dividimos a regifo § em oito faixas com a mesma largura.

(! 1 x

8

FIGURA &
(4) Usando as extremidades esquerdas (b) Usando as extremidades direitas Aproximando S por 8 retdngulos

Fonte: STEWART (2012, pg. 327)

Figura 61: Exemplos de determinacdo de area por aproximacdes de retangulos
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Caleulando a soma das 4reas dos retngulos menores (Ls) e a soma das dreas dos retén-
gulos maiores (Rg), obtemos estimativas inferior e superior melhores para A:

0,2734375 < A < 0,3984375.

Assim, uma resposta possivel para a questdo € dizer que a verdadeira drea de S estd em algum
lugar entre (,2734375 e 0,3984375.

Podemos obter melhores estimativas aumentando o nimero de faixas. A tabela na lateral n Ln Ry
mostra os resultados de célculos similares (com um computador) usando n retingulos cujas | 10 | 0,2850000 | ©0,3850000
alturas sdo encontradas com as extremidades esquerdas (L,) ou com as extremidades direi- 20 | 03087500 | 03587500
tas (R,). Em particular, vemos que usando 50 faixas a drea estd entre 0,3234 e 0,3434. Com 30 | 03168519 | 03501852
1000 faixas conseguimos estreitar a desigualdade ainda mais: A estd entre 0,3328335 e 50 | 03234000 | 03434000
0,3338335. Uma boa estimativa ¢ obtida fazendo-se a média aritmética desses nimeros: 100 | 0,3283500 | 0,3383500
A =0,3333335. i 1000 | 03328335 | 0,3338335

Dos valores na tabela, parece que R, aproxima-se de 1 & medida que aumentamos . Con-
firmamos isso no préximo exemplo.

HETFITET Para aregido S do Exemplo 1, mostre que a soma das éreas dos retdngulos apro-
Ximantes superiores tende a 3, isto &,

Fonte: STEWART (2012, p. 327)

Figura 62: Exemplo de determinagdo de area por aproximacoes de retdngulos

¥ ", SOLUCAD R, € a soma das dreas dos » retiingulos na Figura 7. Cada retngolo tem UM Ja
nn gura 1/n, e as alturas sdo os valores da fungo f(x) = x* nos pontos 1/n, 2/n, 3/n, ... n,
isto €, as alturas sa (1/nF, (2/n), (3/0) ..., (n/n)%. Loge, Bk
1 ¥ | 2 2
R RICa—
ni\n nin n\n ni\n
1 1
- 12+ 2P+ 3+ - 4 pf
* n o n? ( 3 n
1
=P+ 2+ 3 -0 4 n)
n

FIGURA 7

Utilizames aqui a fdrmula para a soma dos quadrades dos n primeiros inteiros positivos:

1] 11r+2'f+3“+~..+n1.._._._"(“""?;2“"'1)

Telvez vocé jé tenhe visto essa férmula antes. Ela estd demonstrada no Exemplo 5 no Apéy-
dice E.

Colocando a Férmula 1 na nossa expressio para B, temos

1. n{n + 1)(2n + 1} - (n+ 1{2n + 1)

Ry=
n? 6 tn®

Estamos calculando agui o limite da saquéncia

{R.}. Sequéncias e seus limites sio discdiics  Entfio, temos

in Uina Apreseriapio do Célowo B serdo esuda-

dng em detalhes ra Sagdo 110, A ideis @ bas- n+ 120 + 1

tanile similsr 8o limita no infinit (Sesfo 26), lim &, = lim (;(7,]
e frr) "

EACEAD (U A0 CSLIBNET 1im .= nda resiringimos
n+ 1 2n + 1
n n

B 0 nimero intsin positive. Em particulsr, sabe- (
0 1 1 1 1
Quenda escrevemes Hime—= f = §. quersmos = lim E 14+=}Jl2+—
"

||ml—0
r—a

mos que = lim L
dhaer ue podemos Fazer que R, seja o mais prévi- nee
i de | que deselamos 20 tornar n suficlente-

menta grande.

Fonte: STEWART (2012, p. 328)

Nas figuras a seguir, podemos ver que quando n aumenta, Ln e Rn se tornam

aproximacoes cada vez melhores da area de S. Assim, Stewart (2012) define a area A
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como sendo limite das somas das areas desses retangulos “aproximantes”. No caso do

exemplo que apresentamos, o valor da area indicada, utilizando a defini¢do dada, serd

n- o 3

A=lim R, = lim L, =2
n— oo

Figura 63: Graficos das aproximacdes de area por retangulos superiores e inferiores

n=10 Ry=0385 =30 Ry=0,3502

[} 1R 0 1 X
FIGURA 8 As extremidades da direita produzem somas superiores pois flx)= X € creseente

y ¥

n=10 L,,=0,285 n=30 Ly ~03169

FIGURA 9 As extremidades da direita produzem somas inferiores pois flx) = 1 & crescente

Fonte: Stewart (2012, p. 329)

Generalizando as ideias dos dois exemplos particulares explorados para
considerar uma regido S geral, podemos subdividir § em n faixas Sq, Sz, ... , S, de

iguais larguras, como ilustra a figura a seguir.

Figura 64: Subdiviséo da regido S em n partes

Fonte: Stewart (2012, p. 329)

Esta ‘largura’ da faixa esta definida por subdivisdes no intervalo [a, b] em que a
funcdo considerada esta definida. A medida ou ‘largura’ de um intervalo [a,b] é b - a.

Assim, a ‘largura’ de cada uma das n faixas que tem cada subintervalos como base é

b—a
Ax = —.

n
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As faixas produzem, e podem ser pensadas como resultado de, uma subdivisado do
intervalo [a, b] em n subintervalos: [xg, x1], [x1, X2], [x2, x3], ..., [Xn—1, Xn], ONde xo =

ae x, =b. As extremidades direitas dos subintervalos sdo

X1 =a+Ax
X, = a+ 2Ax
x3 = a+ 3Ax

O procedimento a ser utilizado consiste em aproximar a i-ésima faixa Si por um
retangulo com largura Ax e altura f(x;), que é o valor de f na extremidade direita®, como
na figura abaixo. Entdo, a area do i-ésimo retangulo é f(x;).Ax. O que consideramos
intuitivamente como a area de S é aproximado pela soma das area desse retangulos, que
é

Rn = f(x1).Ax + f(x3). Ax + -+ + f(x,).Ax

Figura 65: Subdivisdo da regido S em n partes pela direita
¥y

T N

Fly)

=Y

0 a x x X Xy X b
Fonte: Stewart (2012, p. 330)

Se aumentarmos o valor de n, de forma que n — oo, a aproximacao ira se tornar
cada vez melhor, assemelhando-se cada vez mais com a area real da regido. Assim, a
area A da regido S que esta sob o grafico de uma func¢éo continua f e acima do eixo x €
definida como sendo o limite da soma das areas dos retangulos aproximantes:
A= nli_r)nOo Ry = nli_)moo[f(xl). Ax + f(x5). Ax + -+ + f(xp,). Ax]
ou

A= lim L, = lim [f(xg).Ax + f(x). Ax + -+ + f(x,_1). Ax],
n— o

n — oo

para 0 casos de usarmos as extremidades esquerdas aproximantes.
Usando a notacdo de somatdria podemos escrever, ainda, de outra maneira:
A= lim YL, f(x;).Ax.
n - oo

5> Na verdade, poderiamos considerar a extremidade & esquerda ou o valor da funcdo em qualquer ponto
do intervalo.
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Assim foram exploradas as condicOes intuitivas e formais para entendermos e
enunciar a definicdo de integral definida, ou Integral de Riemman. Para tal conceito,

Stewart (2012) escreve que

Se f é uma funcéo continua definida em a < x < b, dividimos o intervalo [a,
b] em n subintervalos de comprimentos iguais Ax = (b - a)/n. Sejam Xo (=a),
X1, X2, ..., Xn (=b) as extremidades desses subintervalos, e sejam x1*, X2", ...,
Xn" pontos amostrais arbitrarios nesses subintervalos, de forma que xi" esteja
no i-ésimo subintervalos [x. 1, Xi]. Entdo a mtegral definidade fdeaabé

J-f(x)dx = llm Zf(x ). Ax

desde que o limite eX|sta e dé o mesmo valor para todas as possiveis escolhas
de pontos amostrais. Se ele existir, dizemos que f é integravel em [a, b]. (pg.
337)

Caso f seja positiva, entdo a integral definida (ou soma de Riemann) pode ser

interpretada como uma soma de area de retangulos aproximantes, como ilustrado nas
. . . b . p
figuras abaixo. Assim, a fa f(x)dx pode ser interpretada como a area sob a curva 'y =

f(x) de a até b.

Figura 66: Area sob o gréafico de uma fungéo positiva

\ [\ ?=™
| | PN
! I | \]
0f x Oi a b x
FIGURA 1 FIGURA 2
Se f(x) >0, a soma de Riemann & ) ax Se f(x) =0, a integral jbf{x) dx € a érea
¢ a soma das éreas de retdngulos. sob a curva y = f(x) de :z até b,

Fonte: STEWART (2012, p. 338)

Para o caso em que f assume valores positivos e negativos, como na figura a
seguir, entdo a integral definida, ou soma de Riemann, como foi definida, resulta na
soma das areas dos retangulos que estdo acima do eixo x e do oposto das areas dos

retangulos que estdo abaixo do eixo X, isto é,
b

jf(X)dX = A1 - Az,
a

onde A1 é a area da regido acima do eixo x e abaixo do grafico de f, e Az € a area da

regido abaixo do eixo x e acima do grafico de f.

Figura 67: Area entre o grafico e o eixo x, com valores positivos e negativos de f
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¥4

Fonte: Stewart (2012) p. 338.

Outro conceito importante, por ser a operacao inversa da diferenciacdo, € o de
antidiferenciacdo, que passa a ser definido também em termos de integracdo. Em
Leithold (1994, p. 286), temos a seguinte definicdo para este conceito:

“Uma fungdo F serd chamada de antiderivada de uma funcdo f num intervalo I se
F'(x) = f(x) paratodoxem1.”

Ainda, segundo este autor, antidiferenciacéo

€ 0 processo de encontrar o conjunto de todas as antiderivadas de uma

funcdo. O simbolo [ denota a operagéo de antidiferenciacio e escrevemos

ff(x)dx =Fx)+ C

onde F’(x) = f(x) e C € uma constante real. (LEITHOLD, 1994, p. 287).
Para exemplificar esta definicdo o autor traz o seguinte exemplo:

Figura 68: llustracdo sobre o conceito de antidiferenciaco
P ILUSTRACAO 1 Se F for definida por

Fx)=4x* +x*+5
entdo, F'(x) = 12x* + 2x. Assim, se f for a funcdo definida por
S(x) = 12x* + 2x

logo, afirmamos que f é a derivada de F e que F é uma antiderivada de f. Se
G for a fungdo definida por

Gix) =4x* + x* = 17

entio, G também serd uma antiderivada de f, pois G'(x) = 12x? + 2x. Na rea-
lidade, toda fung¢ao cujos valores funcionais sdo dados por 4x* + x* + C, on-
de C € uma constante qualquer, ¢ uma antiderivada de f. «

Fonte: Leithold (1994, p. 286)

Em seguida, livros de Caélculo apresentam maiores detalhes a respeito sobre
como lidar com os somatdrios, bem como as propriedades de integral, técnicas de

integracdo e alguns teoremas sobre integral.
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Teorema Fundamental do Calculo
O Teorema Fundamental do Calculo (TFC), que tem carater central nas

disciplinas de célculo diferencial e integral, estabelece uma relagdo entre esses dois
conceitos. Nos livros didaticos, encontramos este teorema dividido em duas partes, com
diferentes abordagens quanto a ordem de sua apresentacdo. Por exemplo, os livros do

Stewart (2012) e Leithold (1994) apresentam a primeira parte deste resultado
Se f for continua em [a, b], entdo fff(x)dx = F(b) - F(a), onde F é qualquer

primitiva de f, isto é, uma fung¢do tal que F’ = f.

que é um enunciado semelhante ao da segunda parte do TFC, apresentada em Hughes-
Hallett et al (1999) e Guidorizzi (2001). Tais escolhas alteram o foco da integracdo, do
conceito de integral definida e de integragdo como instrumento para o calculo de area
(ou de uma variagdo acumulada como proposto em Hughes-Hallett et al (1999)), para o
conceito de antiderivada ou primitiva e de integragdo como operagdo inversa da
derivacdo, como em Stewart (2012) (embora amplamente referenciado em
visualizacdo), e Leithold (1994).

Por isso, € necessario escolher de abordagem. Seguiremos em nossa pesquisa a
abordagem em Hughes-Hallett et al (1999) e Guidorizzi (2001), enunciando o Teorema
Fundamental do Célculo de modo a focar primeiramente o conceito de integral definida,

evocando o conceito de area sob a curva:

Parte 1. Se f for integravel em [a. b] e se F for uma primitiva de f em [a, b], entéo

b
f f(x)dx = F(b) — F(a).

Parte 2. Se f for uma fun¢édo continua num intervalo e se a for qualquer nimero desse

intervalo, entdo a funcdo G definida por

X

Gx) = ff(t)dt

a

tem derivada f, isto &, G’(x) = f(x).
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A respeito da aplicacdo deste resultado, a segunda parte do TFC, destacamos
exemplos apresentados em Leithold (1994) sobre como utiliza-lo para solucdo de

problemas.

Figura 69: lustragdo do uso da primeira parte do TFC

P ILUSTRAGCAO 1 Vamos aplicar o segundo teorema fundamental do Célculo
para determinar

J-: x? dx

Agqui f(x) = x% Uma antiderivada de x? & £ x?. Dai escolhemos
s .

X

gix) = 3

Logo, do Teorema 5.8.2,

3, _£3
Lx dx—3]

1
— 1
=91
— 6
- 3

Fonte: Leithold (1994, p. 348)

Figura 70: Exemplo de como usar a primeira parte do TFC
EXEMPLO 2 Calcule

_|" (x? — 6x% + 9x + 1) dx

172
Solugdo
LY L 3 _ & 3 _ ' 2 4 4
[ 6 —6x? 4 9x +.l]t.i'x—j”2x dx ﬁj‘mx dx +9 mxdx+.|1ﬂdx
x* x* x? +
—T—ﬁ T+9 ?+XJ”2
=(64— 128+ T2+ 4)—(H-1+3+D
= 678

-

Fonte: Leithold (1994, pg. 349)

Figura 71: Exemplo de como usar a segunda parte do TFC
EXEMPLO 1 Calcule as seguintes derivadas:

(a) % jx —-I— dt (b) % J-x JJcos ¢ dt

L+ 5
Solugédo

(a) De (7) com f(9) = temos

S —
?+ 1

d [* 1 g — |
dx |, P +17  xP+1

Fonte: Leithold (1994, pg. 346)

Figura 72: Exemplo de como usar a segunda parte do TFC
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(b) Usamos a regra da cadeia com # = x?, e temos
d = d [ : du
— t=— | JJeostdt —
dx _L cos ¢ d du L dx
De (7) com f(f) = +/cos t e como % = 2x, temos

xt
%j JJoos t dt = \Jcos u (2x)
? = 2x+/cos x?

Fonte: Leithold (1994, p. 347)

Os exemplos anteriores propdem e resolvem questdes intrinsecas a matematica,
com destaque para procedimentos algéebricos. Certamente a utilizacdo deste resultado
poderia ser explorada de outros modos. Por exemplo, em estudos sobre curvas integrais,
articuladas a questdes sobre movimento de particulas, conhecida a funcéo velocidade do
movimento. Poderia representar uma introducao, interessante, de questdes estudadas em
equacOes diferenciais de primeira ordem. No entanto acreditamos nao haver ddvidas
sobre a simplicidade e concretude maior das questdes de areas sob curvas em relacdes
ao estudo de curvas integrais. Por isto mantemos a escolha sobre a organizacdo do TFC
ja proposta.
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Anexo 6 - Transcricdo das respostas as atividades da oficina

Aluno P

1.

2.

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

Sim/ De modo grosseiro, pode ser desenhada sem tirar o lapis do papel.
Intervalo varia

Area no intervalo [2, 3]

Valor da &rea = 6,33

Valor da &rea = 39

Em branco

Diferentes. Tamanho do intervalo

Quando o valor de t aumenta ou diminui a diferenca de y — x no par (X, y) é bem
proxima da area.

F(x) =x3

Para valores a esquerda de 0, a funcdo vai para -oo e que para valores maiores
que 0 a funcdo vai para +oo.

Daria um valor pra x e calcularia f(x)=0,33x3
R tem maior grau.

Em branco

Lados de um triangulo.

Sim, subtraindo o valor de yg - ya

Sdo iguais.

Sdo iguais

O parametro t do segundo gréafico € exatamente o parametro de d. E a area é o
parametro e do segundo grafico.

Aluno L

1.

2.

Sim.

Mantém sua inclinagéo, delimitando um intervalo/area sob a fungéo entre 2 e 4.
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3. f23x2
5. fzsxz
6. fixz
7. Nao

8. O x acompanha nos dois graficos

9. Aparenta ser uma fungéo x3

10. E uma parébola cortada ao meio e uma das partes invertida.
11. Atribuiria valores de x e formar y para obter pontos

12. O x de r é igual ao x de R / quanto maior for o valor de t, maior sera o valor da
area e maior sera o espaco percorrido por B.

13. Em branco

14. d é o tamanho da area da base.

15.y=x?,sendoy=¢e

16. quanto maior o t, maior serd o d / eles tem 0 mesmo tamanho
17. Eles tem 0 mesmo tamanho

18. Sim, pois os dois tem as mesmas medidas.

Aluno J
1. Sim

2. Varia a area rachurada

3. Adéreadafuncdo de x=2 a x=3

5 5% 2% 125 8 117
== .= __=——"=39
3 3 3 3 3

6. Em branco

7. Em branco



10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.
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Variagdo crescente da area
Funcdo do 3° grau / f(x) = x?
Representa a area de sua derivada

3
Supor valor para x e substituir em f(x) = x? para encontrar f(x)

A fungédo R(x) = %3 ¢ a primitiva de r(x) = x2
Em branco
d significa a medida de 2 a 5 na funcéo r(x) e e significa a area da funcdo r(x) de

245
Sim, a distancia varia
equivalente, porém ndo sabe explicar.

Sim, porém ndo sabe explicar

Alunos D e K

1.

2.

8.
9.

10.
11.

12.

Sim, porque o gréafico tende ao infinito / a funcdo nunca muda
A éarea pintada aumenta ou diminui
Representa a area entre 0 2 € 0 3 NO €iX0 X
Representacdo igual a 1

3

A representacdo seria exatamente o valor de t
Sdo diferentes. O intervalo mudou

Né&o tem relacéo

Né&o

N&o pois as coordenadas mudariam

Né&o

Serad maior
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13. Comprimento
14. Néo

15. Néo

16. Séo iguais
17.0eéaarea

18. sim

AlunosHeR

1. sim
2. aumenta a area sob o grafico

3. uma area com o tamanho 1,de 2a 3

4. [)x*=6333..

5. [ x?= 39

6. fzt x?, com t>2 / utilizando limite, aonde encontrariamos o limite pela direita.
7. Os valores sdo iguais

8. B é o valor da area no ponto O selecionado por t
9. Na&o sabe

10. E a funcdo de x3

11. Mudariaot

12. Os pontos B sdo iguais para as duas funcdes

13. C é o ponto de intersecdo de A e B

14.d éigual atee éigual a area

15.e = [, x?

16. € 0 mesmo.

17. Nao sabe

18. Sim, é a mesma
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AlunosleT

1.

2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

Sim, pois a fungéo néo sofre interrupgao.
O intervalo [a, b] aumenta

A area do intervalo [2, 3]

O valor seria 19/3

O valor seria 117/3=39
Nessa representacdo, o valor da &rea sera sempre maior que 0, pois fzz x*dx =0.

Os valores sdo diferentes. O intervalo [a, b] aumenta e também a funcdo tem
influéncia.

A janela contém os pontos de B que coincidem com a funcdo no intervalo [2, 5]

A relagdo entre as coordenadas (a, b) de B e a area é que b — a se aproxima da
area.

Representa uma funcdo logaritmica.

Em branco

Repara-se que ao movert,d =tee=4areader
Relacdo de igualdade

d=t e e=area

em branco

d=t

os valores sdo iguais

é possivel, pois e = area

Alunos M e N

1.
2.
3.

4.

sim, para qualquer valor em x teremos resultados positivos da funcao.
Aumenta o valor da area
Quando t=1, temos um area igual a 1

r(X) = t+2 => A=3-2=1.t=1
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5. t=3/A=5-2=3.
6. Em branco

7. Diferente, pois quanto mais alto for o ponto no gréfico, maior serd minha area.
8. Em branco.

9. Em branco.

10. Em branco.

11. Em branco.

12. Em branco.

13. Em branco.

14. Em branco.

15. Em branco.

16. Em branco.

17. Em branco.

18. Em branco.

Aluno O
1. Sim, é uma funcdo polinomial
2. Aparece a area sob a curva num intervalo.

3. Adreadafuncdoentre2e3

4. 19/3
5. 117/3

t 2_ x|t x|2
6. J‘Zx T3 3

0 0

7. lguais
8. O ponto B é arelacdo de x e a integral da area de 0 a x.
9. Em branco

10. Sim, calculando a integral no ponto x no grafico que tem a fungéo r(x) = x3.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Calculando a integral de f02 x?

R e aintegral der

Né&o sabe

e € a diferenca do eixo x / d é o crescimento da area em relacdo a distancia x
Sim.

d=0+t

e= fotxz - f02x2

sim.
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