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RESUMO

Nesta pesquisa analisamos os enunciados e as solugdes das questdes de provas de
Célculo | disponibilizadas por uma equipe de professores, buscando descrever 0s
conhecimentos sobre limites, continuidade e derivada que vém sendo considerados
relevantes para a formacao esperada dos alunos de turmas em que o modelo de prova
unificada é adotado. Adotamos a perspectiva da Teoria Antropoldgica do Didatico, de
Yves Chevallard, pelo seu potencial de analisar a realidade matematica que emerge de
praticas especificas que se relacionam com a transmissao de contetdo. Da organizacao
matematica observada, destacamos que o bloco técnico é altamente valorizado e,
mesmo que seja possivel identificarmos a tecnologia nas solugdes divulgadas, ndo ha
preocupacdo em deixa-la mais visivel, mas sim de manté-la em um segundo nivel de

importancia em relag&o a técnica.

Palavras-chave: Calculo I, Teoria Antropoldgica do Didatico, Educacdo Matematica

no Ensino Superior.



ABSTRACT

This research presents an analysis of exam questions and their solutions of a calculus
course, provided by a team of professors, with the aim of describing the mathematical
knowledge about limits, continuity and derivative that have been considered relevant to
students attending courses in which a model of exam unified for various calculus
courses is applied. We adopt the perspective of the Anthropological Theory of
Didactics, by Yves Chevallard, due to its potential to analyse the mathematical reality
emerging from specific practices related to content knowledge transmission. For the
mathematical organization observed, the technical block is highly valued and, even if it
is possible to identify the technology in the solutions presented to some of the questions,
it appears there is no concern about leaving it more visible, but to keep it in a secondary
level of importance in relation to the technique.

Keywords: Calculus courses; Anthropological Theory of Didactics; Mathematics
Education at University.
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INTRODUCAO

O Instituto de Matematica da UFRJ adota o regime de prova unica como forma
de avaliacdo dos alunos da Escola Politécnica e da Escola de Quimica cursando a
disciplina Calculo I*. Sendo assim, acreditamos que apesar de ficar a cargo da equipe de
professores estabelecer o ritmo da matéria em sala de aula e escolher as técnicas de
ensino que irdo adotar, este formato de exame expressa uma expectativa dos docentes
em garantir uniformidade no ensino do conteido por meio da proposta de um modelo de
prova unica, além de listas de exercicios propostos, que servem como preparacdo para
tais avaliagdes.

Tal escolha demanda um consenso por parte da equipe de professores quanto ao
contetido das questdes a serem elaboradas para os exames e trabalhadas em sala de aula
durante o semestre, de forma a tornar possivel um mesmo nivel de cobranca do
contetdo em todas as turmas, e de destacar a importancia de certos topicos da ementa
do curso, para delimitar um desenvolvimento do conteGdo da disciplina que,
idealmente, busca ser homogéneo em todas as salas de aula.

Uma vez que cada prova é elaborada pelo grupo de professores que lecionam a
disciplina em cada semestre, tal sistema de avaliagdo nos parece revelar a importancia
atribuida aos conceitos trabalhados em Calculo | por cada equipe envolvida em um

determinado semestre, além de aplicar um modelo de avaliacdo no qual a prova pode

! Na pégina da disciplina Calculo I, encontramos a informaco: “(...) A partir do primeiro semestre de
2008 a Escola Politécnica, a Escola de Quimica e o Departamento de Métodos Matematicos do Instituto
de Matematica instituiram o regime de prova Unica para os cursos de Célculo da Engenharia. (...)” Equipe
de professores de Calculo I. cod. MAC118. Turma Engenharia. http://www.im.ufrj.br/~calculol (acesso
em 25/02/2013).
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exercer um papel diferenciado no processo de ensino, dado que a aprovagdo do aluno

depende exclusivamente do seu desempenho nesta forma de exame.

No trecho a seguir, publicado na péagina da disciplina Célculo I, fica clara a
intencdo da equipe de professores desse curso, ao propor esta estratégia de prova
unificada, em implementar uma abordagem comum e nivelada do conteudo:

“Os cursos unificados ttm como objetivo assegurar que todos os
alunos das diversas especialidades de Engenharia da Escola
Politécnica e dos cursos diurnos da Escola de Quimica sejam
avaliados sobre todos os topicos constantes do programa da disciplina,
realizem as mesmas provas e tenham suas provas corrigidas da forma
mais uniforme possivel.” (Equipe de professores de Calculo I.
http://www.im.ufrj.br/~calculol, acesso em 25/02/2013).

O enunciado e solucdo das questbes de tais provas, em sua edicdo em Vvarios
semestres, sdo tornados publicos para os alunos na pagina da disciplina Célculo I. Estes
podem ser amplamente consultados nos periodos de exames, em cada Ssemestre,
servindo de suporte e orientacdo para os alunos no periodo de preparacdo para aqueles.
Acreditamos, assim, no papel central deste conjunto de questes e abordagens em sua
solucdo na construcdo pelos alunos do conhecimento matematico sobre os temas
abordados em Caélculo 1, pois sdo tomados como referéncia de modelo de prova para a
preparacdo das avaliagdes semestrais seguintes.

Neste contexto, podemos investigar, a partir dos enunciados e das solucdes das
questdes das provas disponiveis, 0s conceitos, topicos e abordagens que vém sendo
considerados relevantes para a formacdo esperada dos alunos de turmas em que o
modelo de prova unificada é adotado.

Diante disso nos propomos a elaborar uma analise das questdes e solugdes
propostas nas provas unificadas, tornadas publicas na internet. Adotamos a perspectiva
da Teoria Antropoldgica do Didatico, de Yves Chevallard, pelo potencial de descrever e

analisar a realidade matematica que emerge destas praticas especificas que se
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relacionam com a transmissdo do conteddo da disciplina, e que vem sendo
desenvolvidas pelas diversas equipe dos professores e alunos de Célculo 1 do Instituto

de Matematica e da Escola Politécnica da UFRJ.

Nesta versédo da nossa pesquisa, organizamos a distribuicdo do texto em seis
capitulos, sendo o primeiro, esta Apresentacdo da nossa proposta de investigacao, onde
informamos brevemente a respeito do Curso Unificado de Célculo | e da forma como
pretendemos analisar o sistema avaliativo a partir das provas anteriores e de seus

gabaritos, tendo como base o instrumento tedrico mencionado no paragrafo anterior.

No capitulo 2 (A Pagina da Disciplina Calculo 1), descreveremos as informacoes
disponiveis em http://www.im.ufrj.br/~calculol, como forma de ancorarmos nosso
estudo seguindo a proposta do curso unificado desta investigacdo, respeitando a ementa
e a bibliografia indicada pela equipe de professores nesse curso, além de outras

informacdes que poderdo auxiliar em nossa pesquisa.

No capitulo 3 (Objetivos e Justificativas), procuraremos refletir sobre o que
queremos entender com esta analise. Discutiremos alguns pontos relacionados a
avaliacdo e também sobre o nosso interesse em querer identificar que matematica
emerge dessa pratica de prova Unica. Ao final desse capitulo, tentaremos formular a

nossa questao de pesquisa.

No capitulo 4 (Referenciais Teorico-Metodoldgicos), buscaremos explicitar a
Teoria Antropoldgica do Didatico na perspectiva de Chevallard (1992, 1997, 1999,
2001, 2005), segundo a qual acreditamos ser possivel elaborar nosso estudo.
Reformularemos a questdo inicial de pesquisa bem como o0s objetivos, sob a perspectiva

tedrica que nos parece adequada a investigacdo que pretendemos realizar. Ainda nesse
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capitulo, apresentaremos 0s instrumentos metodolégicos que serdo utilizados para a

construcdo de nossa analise, bem como as justificativas para a sua aplicacéo.

O capitulo 5 (Revisdo da Literatura) reporta o conhecimento produzido em
outras pesquisas nesta area do Ensino de Matematica, e situa a pesquisa que vamos
desenvolver em campo de conhecimento relacionado, buscando explicitar a sua

contribuicdo para a area.

No capitulo 6 (Uma analise dos dados), faremos uma analise das provas de
Célculo | aplicadas desde o primeiro semestre de 2008, conforme prevista na descricao

da metodologia realizada no Capitulo 4.

No ultimo capitulo (Sintese dos resultados), buscaremos responder as questdes
de pesquisa a partir das interpretagdes feitas dos dados analisados em nossa
investigacgdo, respeitando as referéncias tedrico-metodoldgicas adotadas. Apontaremos
algumas contribuicBes desta pesquisa na area de Ensino da Matematica, e indicaremos

possibilidades para seu desdobramento.

Além dos capitulos mencionados, acrescentamos, em anexo, as provas que serao

analisadas e suas respectivas resolugoes.
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CAPITULO 2

A PAGINA DA DISCIPLINA CALCULO |

Neste capitulo apresentaremos uma breve descrigdo das informacdes contidas no

site: http://www.im.ufrj.br/~calculol (acesso em 25/02/2013) e, que estdo disponiveis

ao acesso de todos os alunos, servindo como veiculo de informacdo da equipe de
professores da disciplina. No trecho destacado a seguir a equipe responsavel sugere aos
alunos que se mantenham atualizados em relacdo ao Curso de Célculo | por meio da
pagina da disciplina.
“Recomendamos que leiam os diversos itens desta pagina para
poderem direcionar adequadamente os seus esforcos, reduzindo o
tempo dedicado a buscar a informacdo e aumentando o tempo

disponivel para o estudo. [...]” (Equipe de professores de Calculo 1.
http://www.im.ufrj.br/~calculol, acesso em 25/02/2013).

Tomamos como base a atualizacdo do site de 25 de fevereiro de 2013, feita pela
equipe de professores daquele momento, a fim de fixar uma data; porém, grande parte
das mudancas ocorridas pelas alteracdes semestrais desta pagina parece se restringir
apenas a manutenc@es necessarias e eventuais, como, por exemplo, as datas das provas,
horarios dos monitores, etc. Entretanto, outras mudancas podem ser realizadas por cada
equipe dos professores da disciplina, conforme julguem necessario aperfeicoar a pagina
do curso. Destacamos, por exemplo, a inser¢do de uma nova se¢do no indice, realizada
pela equipe responsavel pelo site neste periodo que tomamos como referéncia, cuja
finalidade da nova sec¢do foi incorporar algumas atividades planejadas para o ensino de

Célculo 1.

Para esclarecer melhor essa situacdo, apresentamos o quadro abaixo com um
indice mais antigo - atualizac&o de 5 julho de 2012 — para compara-lo com o indice mais
recente - atualizacdo 25 de fevereiro de 2013. No indice encontramos todos os assuntos
julgados uteis pela equipe de professores desse curso aos alunos, e foi acrescida uma

secdo — a de nimero 7, que ndo existia no indice anterior: - Cronograma do curso.


http://www.im.ufrj.br/~calculo1
http://www.im.ufrj.br/~calculo1
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Assuntos Assuntos

1 Introducéo 1 Introducéo

2 Monitoria 2 Monitoria

3 Ementado curso 3 Ementado curso

4 Bibliografia indicada 4 Bibliografia indicada

5 Exercicios recomendados 5 Exercicios recomendados

6 Matéria das provas 6 Matéria das provas

7 Datas das provas 7 Cronograma do curso

8 InstrucBes para as provas 8 Datas das provas

9 Provas Aplicadas 9 InstrucBes para as provas

10 Notas das provas 10 Provas Aplicadas

11 Vista e revisdo de prova 11 Notas das provas

12 Calculo damédia final 12 Vista e revisdo de prova
13 Calculo da média final

Quadro 2.1: Comparativo dos indices da péagina de Calculo 1. (Equipe de professores de
Calculo 1. http://www.im.ufrj.br/~calculol, acessos em 05/07/2012 e 25/02/2013).

Relatamos a situacdo acima para mostrar que a equipe em vigor pode realizar
intervencdes na pagina do curso mediante uma nova proposta para o Sistema Unificado de
Calculo 1. Ainda na primeira péagina, também estdo disponiveis avisos atualizados pela

equipe vigente.

Na Introducdo, € informado aos alunos que o objetivo da unificacdo da disciplina
¢ “assegurar que todos os alunos sejam avaliados sobre todos os topicos constantes do
programa da disciplina” (Equipe de professores de Célculo I. cod. MAC118); para isso,
a acdo adotada foi a de que todos os alunos devem ser submetidos as mesmas provas,
elaboradas e aprovadas, em geral, pelos professores da equipe, cuja realizacdo deve ser
na mesma data e horéario. A correcdo da prova tambeém segue um critério prévio
definido pelo grupo de professores da disciplina. Fica claro no texto do site da disciplina
que ja o andamento do curso, o controle da presenga e o langamento final das notas séo

de responsabilidade do professor da turma. A equipe de professores esclarece que:

“Ao lancar os resultados da sua turma no Siga, o professor devera
lancar o grau do aluno (que certamente é o grau da prova unificada) e
o total de horas que o aluno faltou, caso tenha controlado a presenca
de seus alunos”. Se um aluno faltar a mais de 25% do total de aulas
ficard reprovado por falta, independentemente da média obtida na
disciplina[...].”  (Equipe de professores de Calculo I
http://www.im.ufrj.br/~calculol, acesso em 25/02/2013).
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http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse11.html#x12-1100011
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse12.html#x13-1200012
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse13.html#x14-1300013
http://www.im.ufrj.br/~calculo1
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E ainda, essa mesma equipe decide que “O controle da presenca é uma decisdo
de cada professor, ndo sendo obrigatorio” (idem, ibidem). Porém, recomendam aos
alunos que, “procurem assistir as aulas de seu professor e se reporte a ele sempre que

tiverem alguma pendéncia” (idem, ibidem).

E prevista uma equipe de monitores para colaborar com os professores da
disciplina, dando atendimento aos alunos. Os horarios da monitoria sdo divulgados em

http://www.im.ufrj.br/monitoriadmm, conforme indicado na secdo 2 da pagina e, ha a

recomendacéo aos alunos, com dificuldades na matéria, que procurem os monitores. Na
secdo 3 do indice estd exposta a ementa do curso de Célculo | e, na se¢do 6 a matéria

das provas como a seguir:

Na primeira prova de 2012-1 serdo avaliados 0s seguintes topicos

1. Limites:
Definicdo de Limites;
Teoremas sobre Limites
Limites Unilaterais
Limites no Infinito
Limites Infinitos
f. Assintotas Horizontais e Verticais
2. Continuidade:
a. Definigdo de Continuidade;
b. Teorema sobre Continuidade:
c. Soma, Diferenca, Produto,Quociente, Composta e o0 Teorema do Valor
Intermediario;
3. A Derivada:
a. Reta tangente ao Gréafico da Funcao;
b. Definicdo de Derivada;
c. Relacgdo existente entre Diferenciabilidade e Continuidade.
4. Célculo das Derivadas:
a. Derivadas de somas, diferencas, produtos e quocientes;
b. Derivadas das fun¢des trigonométricas;
c. Derivadas de funces compostas (Regra da Cadeia)
d. Derivada da funcéo poténcia para expoentes racionais;
e. Derivadas de ordem superior.
5. Funcdo Inversa:
a. Teorema da fungéo inversa;
b. As inversas das fungdes trigonométricas e suas derivadas;
c. Funcoes logaritmicas e exponencial;
d. Derivada de funcéo poténcia com exponente real.
6. Aplicagdes da Derivada:
a. Taxas relacionadas;
b. Valores maximos e minimos de uma fungdo (Absoluto e Relativo)

P00 T
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Teorema de Rolle e 0 Teorema do Valor Médio;
Funcdes crescentes e decrescentes e o teste da derivada primeira;
Teste da derivada segunda p/maximos e minimos relativos;
Concavidade e ponto de inflex&o;

g. Esboco de graficos.
7. Regra de L’Hospital;
8. Diferenciacéo implicita;

—hD oo

Para a segunda prova serdo avaliados os topicos ministrados apds a primeira prova.
Como a derivacdo e a integracdo estdo intimamente relacionadas, é fundamental saber
derivar.

1. Problemas de otimizac&o.
2. Integral Definida:
a. Definigdo de integral definida.
3. Integral Indefinida;
a. Propriedades da integral,
b. Integracdo por substituicao;
c. Teorema do valor médio para integrais;
d. Teorema fundamental do célculo.
4. Aplicag0es da Integral Definida:
a. Avreas;
b. Volume de sélido de revolucgao;
c. Comprimento de arco.
5. Técnicas de Integracéo:
a. Integragdo por partes;
b. Integracdo por substituicdo simples;
c. Integracdo por substituicdes trigonométricas;
d. Integragéo por fracdo parcial.
6. Integral impropria

Quadro 2.2: Ementa do curso de Célculo | e a matéria das provas. (Equipe de professores
de Caélculo I. http://www.im.ufrj.br/~calculol, acessos em 05/07/2012 e 25/02/2013).

A terceira prova ou segunda chamada é cumulativa, isto é, podem ser cobrados
todos os topicos constantes nas duas primeiras avaliacdes.

Na secéo 4 (Bibliografia indicada), ha a indicacéo do livro-texto adotado:
e Stewart, James. Calculo Volume I. Editora Thomson.
Porém, sdo também indicados outros livros como bibliografia complementar:

e Leithold, Louis. O Céalculo com Geometria Analitica-Volume |. Ed. Harbra;
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e Thomas, George B.; Finney, Ross L.; Weir, Maurice D. e Giordano, Frank R.
Célculo Volume 1. Ed. Pearson;

e Santos, Angela R., Bianchini, Waldecir. Aprendendo Célculo com Maple —
Célculo de Uma Variavel. Ed. LTC;

¢ Rivera, Jaime E. M. Calculo Diferencial e Integral Vol.l.

Ainda nesta secdo, sdo divulgados outros titulos que podem ser utilizados pelos alunos,

tais como:

e Munem, Mustafa A. Calculo vol. 1. Ed. LTC;

e Guidorizzi, H. Um Curso de Célculo vol. 1. Ed. LTC,;

e Boulos, P. Célculo Diferencial e Integral. v 1. Ed. Makron Books;

e Auvila, Geraldo. S. S. Calculo I: Funcdes de uma variavel. v 1. Ed. LTC;

e Edwards, C.H. Jr.; Penney, David E. Calculo com Geometria Analitica vol. 1.
Ed. Prentice-Hall do Brasil.

Ainda segundo a equipe de Calculo 1 (http://www.im.ufrj.br/~calculol,acesso em

25/02/2013), para os alunos mais interessados nos fundamentos de Calculo séo

recomendados:

e Spivak, Michael. Calculo Infinitesimal vol.1. Ed. Reverté;
e Apostol, Tom. Calculus vol. 1. Ed. Reverté;
e Courant, Richard; John, Fritz S. Introduction to Calculus and to Analysis vol. 1.

Ed. Interscience.
Embora fique claro que nédo seja esta a proposta do curso, no trecho a seguir:

“Observemos que o enfoque das avaliagdes ndo devera ser fortemente
analitico e, portanto, este aprofundamento, embora desejavel para um
melhor embasamento tedrico, ndo deverd influenciar o desempenho
dos alunos nas provas.” (Equipe de professores de Calculo I
http://www.im.ufrj.br/~calculol,acesso em 25/02/2013).

Na sec¢do 5, h4d uma lista contendo 0s numeros dos exercicios recomendados do
livro-texto. Na secdo 7 (Cronograma do curso) estd disponivel o arquivo com a
distribuicdo de aulas e as atividades para o semestre. As datas, horarios e local das

provas séo informados na secdo 8.
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As instrucdes para as provas de Céalculo | sdo encontradas na secéo 9. As regras

a serem seguidas pelos alunos durante as realizagdes da prova estdo no quadro abaixo.

Com relagéo a prova,

o Os alunos deverdo levar um DOCUMENTO DE IDENTIDADE ORIGINAL VALIDO
E COM FOTO.

e Antes da prova o professor responsavel distribuira os cadernos de prova, previamente
preenchidos, nas carteiras da sala. Cada aluno devera sentar na carteira onde se
encontra o seu caderno de provas.

e O aluno deve responder a primeira questdo da prova na primeira folha da prova, a
segunda questdo na segunda folha e assim por diante. Os alunos que responderem as
guestdes em folhas incorretas nao terdo, inicialmente, estas questfes corrigidas.

e Os alunos ndo poderdo se ausentar da sala de prova durante a prova.

e N&o € permitido ( nem seré necessario ) o uso de calculadoras.

e O material devera ser colocado na mesa do professor ou, caso ndo haja espaco, em
local fora do alcance dos alunos. Junto com o aluno deve ficar somente borracha, lapis,
lapiseira e caneta. Se algum aluno for pego com material adicional, independente de ter
consultado ou ndo, 0 caso serd tratado como consulta indevida, pois todos foram
avisados que o material deve ficar fora do alcance do aluno.

e N&o é permitido o uso de celular, nem mesmo como reldgio. Eles devem ser mantidos
desligados.

o Ndo é permitida consulta a qualquer fonte.

e A duracdo da prova sera informada ao seu inicio mas devera variar entre duas horas e
duas horas e meia, dependendo do nimero de questdes.

Qualquer aluno pego consultando alguma fonte ou colega terd, imediatamente, atribuido
grau zero na prova. O mesmo ocorrerd com o aluno que facilitar a consulta do colega ( “der
cola” ). Casos mais graves, envolvendo algum tipo de fraude, deverdo ser punidos de forma
bem mais rigorosa. Evitem este tipo de solu¢do aparentemente “facil” pois o risco envolvido é
grande.

As provas versardo sobre a ementa oficial da disciplina como reproduzida na segéo 6 e
poderdo ser resolvidas a lapis ou caneta. Caso o professor tenha abordado tépicos que ndo
constam da ementa, estes ndo serdo cobrados nas provas.

Quadro 2.3: As instrucdes para as provas de Calculo I. (Equipe de professores de Céalculo 1.
http://www.im.ufrj.br/~calculol, acessos em 05/07/2012 e 25/02/2013).

Na secdo 10 estdo disponiveis os arquivos pdf com as provas aplicadas em
semestres anteriores e seus respectivos gabaritos. As notas das provas de Calculo | sdo
divulgadas na secdo 11, em cada semestre. As normas sobre revisdo da corregéo de

provas escritas encontradas na se¢do 12 podem ser lidas no quadro a seguir.

As normas da UFRJ e do Instituto de Matematica relativas a revisao sao:
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Normas sobre revisdo da correcédo de provas escritas

Serdo transcritas, a seguir, as normas aprovadas pelo CEG concernentes a vista de prova
escrita, revisdo de prova escrita e recurso da revisdo de prova escrita e também as
normas complementares aprovadas pela COAA do |Instituto de Matematica,
concernentes ao recurso da revisao da prova escrita.

Resolucédo do CEG 4/96
Disp0e sobre revisdo da correcéo da prova escrita

O Conselho de Ensino de Graduacao, em sessao de 31 de julho de 1996, no uso de suas
atribuicbes regimentais, resolve: Baixar as seguintes normas sobre revisdo da prova
escrita.

Do Objetivo

Art. 1 E direito de todo discente a vista e revisio de qualquer avaliacio.
Paragrafo 1 A vista de prova tem como objetivo orientar o aluno em seu aprendizado.
Paragrafo 2 Entende-se por revisdo de prova o ato pelo qual o(s) docente(s) responsavel
(eis) pela correcdo da prova faz(em) uma reandlise da correcdo da(s) questdo(des)
solicitada(s) pelo discente, a luz dos critérios e/ou gabarito e/ou distribuicdo de pontos
utilizados.

Da vista de Prova Escrita

Art. 2 A vista de prova deveré ser solicitada em até dois (02) dias Uteis e concedida em
att dez (10) dias uteis ap6s a divulgacdo puablica das notas.

Art. 3 Durante a realizacdo da vista de prova, o discente devera estar preferencialmente
acompanhado pelo(s) docente(s) responsavel(eis) pela correcéo.

Paragrafo 1. Cabera ao(s) docente(s) responsavel(eis) pela disciplina, de comum acordo
com os discentes da turma, operacionalizar(em) a vista de prova, cuja data e local
deverdo ser divulgados com um minimo de 02(dois) dias Uteis de antecedéncia.

Paragrafo 2. No ato da vista, o discente tera acesso aos seguintes documentos e
informacdes: 1.questdes da prova; 2.critérios/gabarito de correcdo; 3.distribuicdo de
pontos por questdo; 4.prova corrigida.

Da Revisédo de Correcao da Prova Escrita
Art. 4 O discente, apds a vista de prova, tem o direito de solicitar, ao(s) docente(s)

responsavel(eis) pela correcdo, pessoalmente, ou através do departamento responsavel
pela disciplina, a revisdo da correcdo da prova.
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Paragrafo 1. A solicitacdo devera ser feita por escrito num prazo de 02 (dois) dias uteis
a partir da vista de prova.

Paragrafo 2. Na solicitacdo, o discente deverd indicar a(s) questdo(Bes) que sera (ao)
objeto de reanalise, segundo o disposto no art. 1, paragrafo 2, acompanhada de
justificativa.

Paragrafo 3. O resultado da revisdo, com acréscimo, manutencéo ou decréscimo da nota,
precederd a realizacdo da prova seguinte, sempre que possivel.

Do Recurso

Art. 5. Havendo discordancia do discente quanto ao resultado da revisdo da correcao da
prova, este podera solicitar recurso ao departamento responsavel pela disciplina, que
nomeara uma banca para examina-la.

Paragrafo 1. A banca serd composta de 03 (trés) docentes, dos quais, necessariamente,
dois nédo participaram da correcao.

Paragrafo 2. A banca terd livre acesso a documentacéo e informac6es dispostas no art.
3, paragrafo 2

Paragrafo 3. Cabe a unidade responsavel pela disciplina regulamentar a tramitagéo dos
processos de recurso a revisao de provas.

Normas internas do Instituto de Matematica para a tramitacdo dos processos de
recurso a revisao de prova escrita

A COAA do Instituto de Matematica da UFRJ, reunida em 16/04/2003, com base na
Resolucdo CEG 04/96, que estabelece normas para a tramitacdo de processos de recurso
a revisdo de prova escrita, resolve baixar as seguintes normas internas no IM para 0s
pedidos de recurso a revisao de prova escrita de disciplinas sob sua responsabilidade.
Os pedidos de recurso a revisdo de provas escritas parciais deverdo ser formalizados por
meio de processo dentro do periodo letivo correspondente ao periodo em que a
disciplina foi lecionada. Os pedidos de recurso a revisdo de prova escrita final e segunda
chamada deverdo ser formalizados por meio de processo antes da data marcada para o
inico do periodo seguinte. Os pedidos de recurso a revisdao de prova escrita serdo
encaminhados ao departamento responsavel pela disciplina, que formara uma banca
composta por trés professores, da qual o professor da disciplina sera convidado a
participar. Caso ele decline, o departamento nomeara um terceiro professor para a
banca. De acordo com o segundo parégrafo do artigo quinto da Resolugcdo CEG 04/96, o
professor da disciplina, participando ou ndo da banca, deverd fornecer toda a
documentacao necessaria ao recurso a revisao (ver segundo paragrafo do artigo terceiro
da mesma resolucdo). 4. Caberd a banca revisar enganos de correcdo com base na
documentacdo fornecida pelo professor da disciplina.

Quadro 2.4: As normas sobre revisdo da correcdo de provas escritas de Calculo I. (Equipe
de professores de Calculo I. http://www.im.ufrj.br/~calculol, acessos em 05/07/2012 e
25/02/2013).
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O modelo para o célculo da meédia final, na secdo 13, segue o procedimento
definido pelo Centro de Ciéncias Matemaéticas e da Natureza (CCMN). Para o célculo
da Média Parcial basta obter a média aritmética simples das notas das duas primeiras
provas. Se o valor obtido for maior ou igual a 7,0 o aluno esta aprovado com Média
Final igual a Média parcial; Se a média parcial for inferior a 3,0 o aluno estarad
reprovado com tal média. Se a média parcial for maior ou igual a 3.0 e menor que 7.0, 0
aluno tera de fazer mais uma prova (final ou segunda chamada), pois, caso ndo faga, a
média final serd a média parcial dividida por dois. A média final sera obtida somando a
nota da terceira prova realizada (prova final ou segunda chamada) com a média parcial e
dividindo por 2. Ser&o aprovados os alunos com media final igual ou superior a 5.0. Os
alunos que por um motivo qualquer ndo puderam realizar alguma das duas primeiras
provas serdo avaliados da seguinte forma: a média parcial serd a media da prova
realizada e da final. Se o aluno obtiver média parcial entre 3,0 e 6,9 devera fazer a
segunda chamada e a sua média final sera obtida somando a média parcial com a nota
da segunda chamada e dividindo por dois. H& a recomendacdo de que os alunos evitem

faltar as provas. Se o aluno faltar as duas primeiras provas recebera média zero.

A primeira prova, obviamente, avaliara os topicos abordados até a sua
realizacdo. A segunda prova avaliara os topicos abordados apds a primeira prova. Como
a matéria do curso € interdependente, diversos conceitos utilizados na primeira prova
serdo necessarios para a segunda, mesmo ndo havendo uma questdo especifica sobre

estes. E, como ja dissemos a prova final e a segunda chamada avaliara toda a disciplina.

Apos esta descricdo que fizemos das informacbes contidas na pagina da
disciplina de Calculo 1, acumulamos algum conhecimento a respeito desse curso
unificado, para que possamos discutir sobre alguns aspectos que acreditamos ter relacdo
com a realidade matematica que emerge dessa pratica. No préximo capitulo, teremos o

objetivo de esclarecer a justificativa desta pesquisa.
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CAPITULO 3

OBJETIVO E JUSTIFICATIVAS

O objetivo desta pesquisa € investigar, por meio da andlise das questbes que
compdem as provas unificadas de Calculo | e das suas solugbes, que topicos do
conteido de Calculo I vém merecendo destaque nos ultimos anos, bem como qual a
forma com que estes sdo abordados, avaliando ainda a importancia atribuida a alguns
conceitos em relacdo a outros, expressa nas escolhas dos temas a serem avaliados, nas
estratégias para solucdo dos problemas propostos, na frequéncia com que questdes
enfocando determinados topicos da ementa ocorrem nas diversas avaliagdes do curso e
as relacdes entre elas ao longo do semestre.

Nessa pesquisa buscamos descrever e investigar aspectos, que acreditamos terem
um papel central relacionado a préatica de ensino do contetdo de Célculo | desenvolvida
no sistema do curso unificado. Ainda neste plano, ha duas direcdes, pelo menos, em que

a investigacao proposta transita.

Como nossa analise estd baseada principalmente nas provas, temos uma
preocupacdo natural em conhecer quais sdo 0s objetivos de uma avaliacdo em
matematica, e discuti-los, principalmente no curso unificado de Célculo 1. Entendemos
gue uma avaliacdo matematica em um ambiente educacional ndo deva ter apenas um
papel de instrumento diagndstico, mas que também seja um instrumento de
aprendizagem. Como diz Buriasco (1999, p.67), “seria mero modismo se 0s problemas
que a avaliacdo pode denunciar ficassem encerrados nos resultados, mesmo porque,
segundo Meirieu (apud Buriasco, 1999 p.67), “[...] a obsessdo do termometro nunca fez

baixar a temperatura.”” Ainda, concordamos com Abrantes (2001) em sua colocacédo
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que a avaliacdo dos alunos — na disciplina de Matematica, como em todas as outras —
“envolve interpretacdo, reflexdo, informacéo e decisdo sobre 0s processos de ensino e
aprendizagem” (Abrantes, 2001). Portanto, a primeira direcdo desta pesquisa diz
respeito a uma discussdo sobre os possiveis fenébmenos relacionados a avaliagdo, em
particular o fendmeno “teaching to the test”, onde a pratica educativa pode se tornar
fortemente focada na preparagdo para um “teste”. Os opositores desta pratica
argumentam que nela ocorre a limitagdo do estudo a um intervalo do conhecimento ou
de habilidades, a fim de aumentar o desempenho na prova. Em um artigo de Richard P.

Phelps, destacamos o seguinte trecho:

“[...] A preparagéo excessiva incide mais sobre o formato do teste e a
realizacdo de prova técnica do que sobre o assunto, e a redistribuicdo
do tempo de aula para temas sobre os quais 0s estudantes ndo sao
testados para aqueles em que sdo.[...]” (PHELPS, 2012,p.38-42)

Assim, a melhoria dos resultados por parte dos alunos nos exames pode
significar apenas que eles aprenderam a fazer 0s exames, mas ndo que sabem o

conteddo da disciplina. Por outro lado, Phelps também comenta que:

Uma critica mais sutil é que ensinar para a prova pode ndo ser ruim.
Se os curriculos sdo cuidadosamente desenvolvidos por educadores e
a prova é escrita com o curriculo em mente, entdo o ensino para a
prova significa ensinar aos alunos exatamente o conhecimento e as
habilidades que concordamos que deva ser aprendido e que nossos
professores sao legalmente e eticamente responsaveis por fazer. (idem,
ibidem).

Sendo assim, podemos pensar que nossa discussdo ndo deva ser uma critica a
opcdo de uma prova unificada, mas tentar entender as implicacGes relacionadas ao
ensino de matematica que possam ser geradas em tal sistema de avaliacdo. Dessa forma,
ndo estamos querendo tornar invalida essa forma de curso, mas apresentar informagdes
gue possam contribuir para o desenvolvimento do ensino de Calculo | nesses cursos de

graduacéo.
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A segunda direcdo deste projeto estd relacionada a descricdo e anélise do
conhecimento inerente aos assuntos de Calculo Diferencial e Integral possiveis de serem
identificados nas escolhas dos exercicios propostos nas questdes das provas disponiveis
e, nas estratégias aplicadas em suas solugdes apresentadas nos gabaritos disponiveis.
Dessa forma, observaremos nas estruturas dos enunciados das questdes e de suas
solucBes as possiveis informacbes, mesmo que parciais, que possam contribuir para a
aprendizagem, ou seja, se 0s procedimentos necessarios para a resolucdo das questdes
podem ser desenvolvidos através de treinamento, tendo como base os exercicios das
provas anteriores e, se, por outro lado, estes demandam uma compreensdo mais ampla
de conceitos matemaéticos, requerendo o entendimento das justificativas tedricas como

imprescindiveis na aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral.

Essas duas dire¢cbes mencionadas apontam caminhos diferentes. Na primeira,
estamos mais preocupados em caracterizar a avaliacdo no sentido pedagdgico, ou seja,
em perceber se a avaliacdo unificada cumpre seu papel como componente no processo
de ensino e aprendizagem. Na segunda, manifestamos nosso interesse em averiguar, a
partir das questdes cobradas em prova e do tipo de solucdo apresentada, que
caracteristicas do tipo de conhecimento sobre limites, continuidade, derivada e integral
nos parece serem esperados pela equipe de professores nesse curso de célculo 1, em
relacdo aos alunos, e de que forma isso vem sendo feito — embora reconhecendo o
sentido geral da investigacdo, e ndo especifico em cada sala de aula ou da correcéo
efetiva da prova de cada aluno pela equipe de professores, nos procedimentos de analise

de documentos previstos na realizagéo desta pesquisa.

Porém, apesar de apontarmos dois rumos distintos a principio, eles estdo em um

mesmo plano dessa pesquisa — Uma Analise das provas unificadas de célculo 1 da



29
UFRJ. Nossa justificativa em querer investigar um possivel fendbmeno associado ao tipo
de prova unificada decorre da preocupagéo que temos como educadores em respeitar as
funcgdes atribuidas a avaliagdo enquanto parte importante do processo de aprendizagem.
Para esclarecer, retomo Vianna (2001) em sua afirmagao:

“A avaliagdo deve esclarecer controvérsias, dirimir davidas sobre
falsos pressupostos e possibilitar agbes que resultem da compreensao
do objeto avaliado.” (VIANNA, 1997, p.73).

Nesse sentido, a avaliacdo deve ser vista como uma etapa fundamental no
processo de aprendizagem, em que o aluno é levado a refletir sobre uma diversidade de
situacdes problematicas. A avaliacdo também deve possibilitar aos alunos um momento
para que possam desenvolver suas habilidades matematicas e comunica-las em

diferentes situacdes.

Ja a nossa justificativa em querer observar a forma como 0s exercicios presentes
nessas provas tratam os conceitos, definicdes e propriedades referentes aos contetidos da
matéria, revela o nosso interesse em saber o esta sendo julgado como relevante para 0s
alunos aprenderem no curso de Calculo 1 das turmas de diversas especialidades de

Engenharia da Escola Politécnica e dos cursos diurnos da Escola de Quimica.

Em suma, nossa pesquisa tem por objetivo obter dados que nos revelem que
matematica esta sendo construida, e de que forma podemos entender como 0s alunos
seriam capazes de aprender os conteidos de Calculo | nesse modelo de prova Unica. Ou
seja, se as questdes requerem, ou ndo, apenas um entendimento superficial no qual o
conhecimento das técnicas nao tem relagdo com a teoria e se o formato do exame acaba,
ou nao, estimulando no aluno apenas uma preocupacdo excessiva em obter resultado

satisfatorio.
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Diante do esbogo que tragamos aqui, a respeito dos aspectos relacionados a um
sistema de avaliacdo de prova unificada, tendo bem definidas a instituicdo? e a
existéncia de uma cultura de avaliacdo reconhecida pelos alunos e professores dessa
mesma institui¢do, escolhemos como base tedrica para o desenvolvimento da pesquisa 0
quadro teorico proposto por Y. Chevallard (1992, 1997,1999, 2000); em especial, a
nocdo de Praxeologia, dado que, em nosso caso, consideramos adequado tomar as
questdes de provas como um conjunto de Tarefas, no sentido de Chevallard (1999) uma
vez que estas estdo relativamente bem circunscritas e, cujas realizagdes das mesmas
resultam colocar em acdo as técnicas relacionadas, possiveis tecnologias e teorias

relacionadas, no caso expressas nas solucdes das questdes divulgadas ao publico.

Com este olhar, elaboramos a seguinte questdo geral a considerar:

Que implicacGes podemos destacar a partir da opcdo de unificar o
curso de calculo I como forma de assegurar uma avaliacdo uniforme sobre
todos os tdépicos do programa da disciplina, no que diz respeito ao

conhecimento matematico esperado pela Instituicéo?

A expressdo adotada “questdo geral” foi sublinhada, pois queremos enfatizar o
nosso desejo de respondé-la tendo em vista as duas dire¢bes mencionadas anteriormente
(identificacdo das possiveis fungdes desse tipo de avaliagdo; e descricdo do contetido

construido).

? Para Yves Chevallard, uma instituicdo pode ser um 6rgdo governamental, uma escola, uma classe, um
curso, a familia, a sociedade, os programas de ensino.
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CAPITULO 4

REFERENCIAIS TEORICO-METODOLOGICOS

Este trabalho consiste de uma analise do modo como conceitos do Calculo |
estdo sendo avaliados nas questdes das provas unificadas, e que sugere indicios da
forma com que foram abordados em sala de aula, revelado na proposicéao e solucdes das
questBes divulgadas na pagina da disciplina. O aporte teérico fundamentado na Teoria
Antropolégica do Didatico (TAD) de Yves Chevallard (1992, 1997, 1999, 2001, 2005)
parece-nos adequado para elaborar uma analise que busca fundamentar tal descricéo.
Segundo Chevallard (1992), TAD permite identificar as relagfes institucionais
existentes, bem como as possiveis relagdes pessoais a serem desenvolvidas, quando se
considera o trabalho do professor e do estudante no tocante as atividades matematicas.
Em nosso caso, temos ciéncia de estarmos considerando o trabalho da equipe de
professores quanto a preparagdo do contetdo presente nas questdes dos exames supondo
que haja um consenso por parte destes; tomando genérica a resolucao das questdes pelos
alunos, pois focaremos no conhecimento que se espera estar sendo produzido; e a
atividade matematica sendo expressa nas proposicdes e solucGes relativas as provas de
Célculo I nesse tipo de sistema avaliativo.

Nesta pesquisa, temos como resultado da atividade matematica, no espago da
sala de aula na universidade, as provas de Calculo I e suas solugdes; tal atividade esta
contida no conjunto de atividades humanas e das instituicbes sociais. Consideramos
como objetos as proposicOes presentes nessas provas e nas solucdes e, que
inevitavelmente sdo reconhecidas pela equipe de professores de Calculo | dessa

instituicdo bem como se espera pelos seus alunos.
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Assim, estabelecemos a construcdo de uma relagdo institucional em nosso
estudo, conforme Y. Chevallard (1992) introduz:

“Um objeto existe desde que uma pessoa X ou uma instituicdo I
reconheca esse objeto como existente (para ela). Mais precisamente,
se dird que o objeto O existe para X (resp. para I) se houver uma
relacdo, que represento por R(X,0) (resp., R (O)) e que chamo relagdo
pessoal de X a O (resp., relacdo institucional de I a O)"
(CHEVALLARD, 1992, p. 9).

Dessa forma, Chevallard (1992) introduz como possibilidade ndo s6 uma relacdo
pessoal com o objeto, mas também uma relacdo institucional associada a um objeto.
Define esta relacdo por um conjunto de tarefas, que se executam por meio de técnicas.
Estas duas Ultimas sdo determinadas por pessoas, e estas pessoas estdo subordinadas a
relagOes institucionais esperadas.

A seguir, descreveremos com mais detalhes a teoria concebida por Chevallard,
discutindo sua viabilidade em uma andlise que responda as questfes de pesquisa de
nossa investigagdo. Comecaremos pelo estudo das nogdes trazidas pelo autor sobre
relagdes institucionais e pessoais e, em seguida, sobre a constru¢do de uma organizacao

praxeologica.

4.1 RelagGes Institucionais e Pessoais

Chevallard (1992) introduz o uso de trés termos primitivos que em sintese
podem ser expressos cComo a seguir:
= Os objetos (O): séo os entes matematicos a serem observados.
= As institui¢Bes (I): sdo dispositivos sociais que permitem ou estabelecem
a seus sujeitos maneiras proprias de fazer e de pensar. Estas podem ter

sentido mais amplo do que o uso corrente, por exemplo, uma escola, uma
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sala de aula, um livro, etc. Em nosso caso, diremos que a instituicdo | € a

disciplina unificada de Calculo I, cujas provas serdo analisadas e as

informacdes estdo disponiveis no site j& mencionado no capitulo anterior.

= As pessoas (X): sdo o0s sujeitos submetidos aos objetos reconhecidos

pela instituicdo. Em nossa pesquisa, os alunos e professores da disciplina
em questéo.

Segundo Chevallard (1992), um objeto O existe em uma determinada instituicdo
| quando as pessoas X de I, o reconhece como existente. Nesse caso, h4 uma relagdo
pessoal de X com O, denotada por R(X, O); respectivamente, uma relacdo institucional
de 1 com O ¢é representada por R(l, O).

Assim, a cada instituicdo | estd associado um conjunto de objetos O, (objetos
institucionais). E a relacdo institucional R, (O) indica o que ¢ feito com o objeto O na
instituicdo I, qual o tipo de abordagem ou como é tratado o objeto O nessa instituicao.

Chevallard (1992) assume que héa aprendizagem pelo aluno X em relagdo ao
objeto O, quando a relagdo do sujeito ao objeto sofre alteracdo. Dada uma instituicao I,
Chevallard (1992) chama de Educacéo Institucional ao conjunto de alteracdes operadas
nas relacdes pessoais R (X, O), em que O é um objeto institucional quando X é sujeito
de 1. Dessa forma, ao analisarmos as questdes de provas, estamos investigando aspectos
que a Instituicdo espera que ocorram com a relacdo R (X, O). O objetivo por parte da
instituicdo | para que ocorram alteragcdes nas relacbes R(O, X) se deve a Intengdo
Didatica dessa mesma institui¢éo, ou seja, o objetivo de ensinar.

“O que realmente distingue a relagdo didatica de todas aquelas
relacbes ternarias em que algum corpo de conhecimento esta
envolvido, é algo ainda a ser formulado. E a intencéo didética, ou seja,
a intengéo de ensinar (...).” (CHEVALLARD,1989, p.9).

A Intengdo Didatica em | se manifesta na formagdo de Sistemas Didaticos

(sistema constituido por trés polos: professor, alunos e saber, e suas inter-relagdes) ao
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redor de um objeto do saber (O) e formado pelas pessoas dessa Institui¢édo (no caso X,

séo 0s professores e X, sdo 0s alunos).

Tomando como ponto de partida uma primeira relagdo do aluno com o objeto de
estudo R (X, O), podemos ter o conjunto das acOes P, (a) desenvolvidas pela Instituigéo
para que o aluno altere a sua relagdo com um objeto matematico (Investimento Didatico

de I).

4.2 A Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD)

A TAD é um quadro tedérico que pressupde a atividade matemaética e,
consequentemente, a atividade de estudar matematica, como incluida no conjunto das
atividades humanas e das institui¢cbes sociais (Chevallard, 1999, p. 1-2). No entanto,
esta posicdo epistemoldgica conduz a um entendimento de que todas as pessoas estdo
submetidas a objetos institucionalizados e, condicionadas a muitas fronteiras

institucionais, dentro das quais devem ser mantidas.

Chevallard (1999, 2001) atribui a didatica o status de ciéncia que estuda a
difusdo do conhecimento da matematica (ou de qualquer outro campo do saber) em um
grupo social. Ou seja, que se propde a estudar as condi¢Ges de possibilidades e
funcionamento de  sistemas didaticos, entendidos na inter-relacéo
sujeito/instituicdo/saber, diferente de uma visdo particularista de entendimento da
didatica, em que se evidencia apenas o papel de dois atores sociais (aluno/professor)

separadamente do saber da matematica.
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Em sua abordagem antropoldgica para a didatica, Y. Chevallard (1999)

reconhece que:

“Toda a atividade humana regularmente realizada pode ser descrita a
partir de um modelo Unico, que estd aqui resumida pela palavra
praxeologia ou organizagdo praxeoldgica”. (CHEVALLARD, 1999, p.
221-266)

Pode-se dizer que a praxeologia aborda as agdes realizadas e pensadas pelas
pessoas, e a forma como sdo feitas. Neste sentido, a didatica da matematica diligencia
uma “praxeologia da matematica”, isto é, investiga, descreve e analisa o que fazemos e

pensamos no ato de “fazer matematica”.

Para esclarecer a nogdo de Praxeologia, conforme Y. Chevallard (2005),
podemos primeiro, fazer uso da defini¢do presente em alguns dicionarios: a Praxeologia

é 0 estudo da agdo e conduta humana (http://www.merriam-webster.com/dictionary,

acesso em 11/05/2013). Ou recorrendo a etimologia da palavra Praxeologia, temos que,
praxis (palavra de origem grega) significa acdo, atividade préatica e logos (palavra de
origem grega) desde tempos pré-socraticos, refere-se ao pensar e raciocinar do ser

humano. Com isso, 0 autor faz a seguinte representacdo do termo:

e Préaxis ou parte prética é representada por P;

e Logos ou parte intelectual é representado por L.

Com estas denominacOes, prople representar uma praxeologia pelo registro
[PIL]. Como P e L s&o interligados formando uma praxeologia, e como eles interferem

um ao outro? A resposta se remete ao Principio Fundamental da TAD:

“Nenhuma acdo humana pode existir sem que seja, a0 menos
parcialmente, explicada, inteligivel, justificavel, representavel em um
modelo de forma racional.” (CHEVALLARD, 2005, p.3).


http://www.merriam-webster.com/dictionary
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Chevallard (1999) acrescenta que “Praxis” implica “Logos” (P — L), e este por

sua vez faz o “backup da Prdxis”. A existéncia de parte prética P é suficiente para dar
garantia de que h&a uma explicacdo L para justificar a sua aplicabilidade e, dada a
existéncia de alguma explicacdo de seu uso, essa podera possibilitar que a anterior seja
aprimorada, gerando um mecanismo cujo funcionamento ocorre COMo em um Processo
iterativo, onde a qualidade da justificativa podera colaborar com a producgéo de técnicas
melhores enquanto que outras técnicas podem cair em desuso. Porém, também podem
existir técnicas dificeis de serem descartadas, pois estdo enraizadas na cultura de uma

instituicao.

Segundo Chevallard (2005) o antropologo Marcel Mauss, esclarece que uma
Praxeologia ¢ uma “Idiossincrasia Social”, isto €, uma forma de fazer e pensar artificial
dentro de uma dada sociedade. (idem, ibidem), ou seja, uma caracteristica
comportamental fisica ou mental peculiar a um grupo de individuos determinado por
uma cultura em comum. Por exemplo: As pessoas ndo andam, e sequer assuam 0 hariz
da mesma forma ao redor do mundo. As praxeologias estdo abertas a mudanca,

adaptacédo e melhoria.

As Praxeologias sdo desenvolvidas para resolver problemas, ou seja, para
responder a perguntas. A situacdo basica a esse respeito pode ser resumida da seguinte
maneira: Uma questdo Q é gerada, e 0 que se procura é uma resposta. Por exemplo:
“Como podemos viver juntos em paz?” ou “Como ¢ possivel trabalhar com ntimeros tao
grandes que a calculadora do celular se recusa a operar?”. Em quaisquer das perguntas
ndo podemos reduzir suas respostas simplesmente a uma praxis (P), ou melhor, uma

praxis (P) deve corresponder algum logos (L), de modo que qualquer resposta possa ser
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pensada como parte de uma praxeologia. Assim, o propésito de praxeologias através da

sociedade pode ser explicado em termos de perguntas e respostas.

Em uma dada instituicdo I, uma questdo Q emerge, e as pessoas dessa instituicao
procuram respostas A para Q, isto é uma praxeologia A=[P|L]. Assim segue que todo
saber é ligado ao menos a uma instituicdo, na qual é desenvolvido, num dado dominio
real. O ponto essencial €, portanto, que um saber ndo existe “in vacuo”, num vazio

social.

Chevallard (1999) utiliza a nocdo de praxeologia (como conceito chave) para
estudar as praticas institucionais relativas a um objeto do saber, em particular, as

préticas sociais em matematica.

Propde, para isto, a Teoria Antropologica do Didatico-TAD (Chevallard, 1999),
baseando-se no pressuposto de que todas as acdes e condutas decorrentes da atividade
humana regular podem ser descritas por uma praxeologia ou organizacdo praxeoldgica
indicada por [T/ 7 /6/@], onde 0s simbolos: T (tarefa), 7 (técnica), 6 (tecnologia) e ©
(teoria) sdo os Componentes basicos da Praxeoldgica (idem, ibidem), que passo a

descrever.

4.2.1 A nocéo de tarefa

Uma tarefa t é tudo aquilo que se pede a uma pessoa para fazer. Quando uma

tarefa t é parte de um tipo de tarefa T escrevemos: t € T . Na maioria dos casos, uma
tarefa é expressa por um verbo, mas deve ter um objetivo preciso a ser realizado; por
exemplo, subir uma escada, lavar a louca, calcular a derivada de uma fungdo em um
ponto séo tarefas, ou melhor, tipos de tarefas. Mas subir, lavar, calcular, etc. tratam-se

de géneros de tarefas, que pede um determinativo (pede um objeto).

Os géneros de tarefas s existem sob a forma de diferentes tipos de tarefas em

que o conteudo é estritamente especificado. Portanto, determinar € um género de tarefa,



38

mas determinar o valor de uma funcé@o f em um ponto dado € um tipo de tarefa. Assim,
durante toda a nossa formacdo escolar e também académica, os géneros: calcular,
determinar, construir, demonstrar, expressar, etc. serdo acrescidos com novos tipos de

tarefas.
4.2.2 A nocéo de técnica

Para um tipo de tarefa t, dada. Uma praxeologia em t requer uma maneira de
executa-la, ou seja, uma forma particular de fazer chamada a uma técnica ®. Assim,
uma praxeologia relativa ao tipo de tarefa T contém, em principio, uma técnica ®,
formando um “bloco” designado por [T/ 1], conhecido por bloco prético-técnico ou
“saber fazer”. Vale destacar ainda que uma técnica ndo é necessariamente de natureza
algoritmica, axiomatizar determinada area da matematica, pintar uma paisagem ou
escrever uma redacdo sdo tipos de tarefas para as quais nao existe praticamente uma

algoritmetizagéo.

Chevallard acrescenta que uma técnica z tem éxito em uma parte P(z ) das tarefas
do tipo T, mas tende a falhar em T\P(z ); ou seja, pode haver um intervalo de validade
da técnica em relacdo a um tipo de tarefa T exigida. Dessa forma, pode haver em P(z)

uma técnica z ; com maior aplicabilidade que outra técnica 7 ».

Finalmente, dada uma instituicdo I, para um determinado tipo de tarefa T ha, em
geral, um ndmero limitado de técnicas institucionalmente reconhecidas. Porém, pode
haver outras técnicas alternativas que sdo excluidas da instituicdo I, mas aceitas em
outra instituicdo. Neste sentido, podemos observar que as técnicas institucionais
admitidas pelos individuos de I sdo aquelas naturalizadas na mesma instituicao 1.

4.2.3 A nogéo de tecnologia

Indicada pelo simbolo 0, a tecnologia é compreendida aqui como o discurso
racional cujo objetivo é justificar a técnica z, e certificar-se que esta permite executar o
tipo de tarefa T correspondente. A forma de racionalidade da tecnologia varia de acordo

com a instituicdo I na qual se insere.
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Em uma instituicdo I, qualquer que seja o tipo de tarefa T, se esta admite uma
técnica z entdo ha ao menos um “vestigio” de tecnologia 6 que a justifique. Porém, pode
haver uma técnica “canénica”, em principio a Unica reconhecida e a Unica empregada,
considerada “‘autotecnologica” e que ndo necessita de justificativa, pois € a boa

maneira de fazer as coisas em |I.

H& muitos casos em que os elementos tecnoldgicos estdo integrados a técnica.
Este fato ocorre quando o mesmo discurso apresenta dupla funcdo — técnica e

tecnoldgica — permitindo ao mesmo tempo encontrar e justificar o resultado esperado.

Outra funcdo da tecnologia € a de explicar, tornar inteligivel, esclarecer a
técnica. Enquanto que a primeira fungdo da tecnologia — justificar a técnica — é garantir

que a técnica forneca o que se pretende, esta indica que a técnica esta correta.

Por fim, a terceira funcdo da tecnologia é o papel de produzir novas técnicas, ou

seja, possibilita a exploracdo de potenciais tecnolégicos.

4.2.4 A nocao de Teoria

O discurso da tecnologia contém afirmacfes que necessitam de fundamentos
especulativos para a sua validagdo. Portanto, a teoria ® ¢ todo discurso racional que

justifica e explica a tecnologia.

Na verdade as instrucdes tedricas muitas vezes aparecem como abstratas;
distantes das preocupacdes dos “simples” tecnologos e técnicos. Este efeito de abstragdao
esta correlacionado com o que fundamenta a generalidade das demonstracdes tedricas:

sua capacidade para justificar, explicar e produzir.

4.2.5 Organizagdo Praxeoldgica

Em torno de um tipo de tarefa T, em principio, temos uma tripla formada por
pelo menos uma técnica z, uma tecnologia & que justifica tal técnica e, uma teoria @. A

quadra indicada por [T /z/6/®] constitui uma organizacao praxeologica pontual, ou
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seja, uma Praxeologia em relacdo a um Unico tipo de tarefa T. Tal praxeologia €
formada por um bloco prético-técnico [T /z]constituindo o saber fazer e, um bloco
tecnoldgico-tedérico [@/®] que vem a ser o saber explicar. No caso, a quadra

[T /z1610] representa uma organizagdo praxeologica pontual completa.

Em geral, numa institui¢éo |, a teoria ® comprova varias tecnologias 6; que, por
sua vez, justificam e tornam inteligiveis vérias técnicas tjj que correspondem a tantas

outras tarefas T;. As organizacOes pontuais[T/z/6/®] podem ser combinadas,
primeiramente, em organizagOes locais[T. /7, / 8/ ®], centradas em uma determinada
tecnologia 0; depois em organizaces regionais[T; / z; / 6,/ @], centradas na teoria ©.
Seguindo, obtemos uma organizacao global[T,, /z; /8, /©,], formada pela agregagéo

de vérias organizacGes regionais correspondentes a varias teorias.

Na passagem de uma organizagdo pontual [T/z/60/®] a local
[T. /7, / 6/ ®]destaca-se a tecnologia 6, da mesma maneira que ao passar desta, a
regional [T, /z;/6;/®]trard em primeiro plano a teoria ®. Em ambos os casos,

estende-se a visibilidade do bloco do saber [6/®] em detrimento ao saber fazer.

A situacdo logo acima descrita tem a seguinte justificativa: Se o tipo de tarefa T

precede o bloco [#/®], que aparece como meio de produzir e justificar uma técnica
apropriada a T, ndo € menos verdade que, estruturalmente, o saber [/ ®] permite gerar
7 para qualquer T dado. Por esta razéo, o bloco saber fazer [T /7] pode ser entendido

como uma aplicacdo de [@/0].

A nocdo de praxeologia aparece como uma nog¢do genérica, cujo estudo deve ser
desenvolvido mais especificamente através de estudos empiricos e da observacédo e

analise dos dados coletados.
4.2.6 Um Estudo das Organizac¢des Praxeologicas

Segundo Chevallard (1999), um universo institucional em que as atividades
humanas sdo governadas por praxeologias bem adaptadas para executarem todas as

tarefas de forma eficaz, segura e inteligivel ndo existe. Na verdade, as praxeologias
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tendem a se tornarem obsoletas e, seus componentes tedricos e tecnologicos podem cair
em desuso, ao passo que novas tecnologias emergem substituindo-as. Este processo

segue indefinidamente e de forma dindmica.

Constantemente, em uma dada instituicdo I, surgem novas praxeologias,
consideradas necessarias para 0 bom funcionamento de I. Estas praxeologias sédo
produzidas, ou reproduzidas, na medida em que ja existam em qualquer outra instituicdo
I’, a partir da qual possa ser “importada”. Porém, ¢ claro, as praxeologias ndo sdo
reproduzidas de forma idéntica, mas nesta transferéncia sofrem modificacdes

adaptativas, ou seja, ocorre uma “transposigé03 “del’al

Outro fato discutido em Chevallard (1999), no que tange a analise das praticas
docentes, diz respeito a possivel escassez de componentes praxeoldgicas, primeiramente
pela falta da técnica — como executar tarefas do tipo T? — ou ainda, pela eficiéncia —
qual a melhor forma de executar a tarefa do tipo T? Para resolver essa questdo ha a

producéo de técnicas. Em geral, para dado tipo de tarefa T deve existir uma técnica z;

apropriada. Com isso, a questdo “Como realizar a tarefa do tipo T?” surge como

geradora da praxeologia pontual O, =[T /7 /6 /®]a ser construida (ou reconstruida).

Considerando como tarefa principal a analise de certa pratica docente (T),

podemos propor o esquema genérico: Diante do estudo da técnica z, relativa a tarefa T

podemos considerar um problema mais amplo que articula quatro tipos de tarefas
principais. Dado um objeto orelativo as praticas de ensino em uma atividade de
matematica, temos: a observacdo do objeto o ou (T1); a descricdo e analise do objeto o
ou (Ty); a avaliacdo do objeto 0 ou (T3) e o desenvolvimento do objeto 0 ou (T4). Em
conformidade com estes tipos de tarefas sdo construidos os outros componentes

(técnica, tecnologia e teoria) da praxeologia considerada.
Quanto ao tipo de objeto 0 de um tema @ de estudo da matematica podemos ter:

a) A realidade matematica construida durante uma atividade;

¥ Um caso particular de Transposicdo é o de Transposicdo Didatica: “Um contetdo de saber que tenha
sido definido como saber a ensinar, sofre, a partir de entdo, um conjunto de transformacGes adaptativas
que irdo torna-lo apto a ocupar um lugar entre os objetos de ensino. O ‘trabalho’ que faz de um objeto de
saber a ensinar, um objeto de ensino, é chamado de transposigdo didatica.” (Chevallard, 1991, p.39)
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b) A maneira na qual pode ser construida essa realidade matematica e decidir a

maneira como pode ser realizado o estudo do tema.

Em (a) temos uma praxeologia matematica ou organiza¢cdo matematica OM,, e em

(b) uma organizacdo didatica OD,, .

O trabalho de estudo por realizar diz respeito, principalmente a descricdo e analise
da Organizacdo matematica (OM) que estd sendo desenvolvida no Curso Unificado de
Célculo I. Para isso, faremos um estudo praxeoldgico das atividades matematicas
propostas nos enunciados e resolucfes das provas, ou seja, investigaremos as tarefas e
técnicas referentes aos contelidos matematicos, elementos tecnoldgicos que justificam
as técnicas e possiveis elementos tedricos que ddo fundamentacdo as tecnologias

utilizadas.

No que diz respeito & Organizacdo Didatica (OD) em uma instituicdo de ensino,
podemos entendé-la como sendo um conjunto de situacbes desenvolvidas pelos
professores no decorrer do trabalho didatico em torno de uma organizagdo matematica
(OM), a fim de torna-la compreensivel aos alunos. Chevallard (1999) apresenta o
processo de estudo voltado para a funcionalidade de uma OD a partir de seis momentos

didaticos (ou momentos de estudo) cuja ordem entre eles é amplamente arbitréaria.

e O primeiro momento representa 0 contato inicial com a organizagdo

matematica a ser estudada.

e O segundo momento é destinado a exploracdo do tipo de tarefas que estdo
sendo estudadas e da elaboracdo de pelo menos uma técnica relativa a este
tipo de tarefas. Neste momento o que estd no coracdo da atividade
matematica € principalmente a elaboracdo de técnicas mais gerais do que a

resolucéo de problemas isolados.

e No terceiro momento de estudo temos a construcdo do bloco tecnolégico-

tedrico relativo & técnica aplicada, em que se visa obter o seu dominio.
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e O quarto momento é destinado ao trabalho da técnica, tornando-a mais eficaz
e confiavel. Neste momento convém explorar mais a técnica, visando sua

precisdo, validade e alcance.

e No quinto momento serdo oficializados o0s objetos da organizacdo

matematica mediante o proposito da instituic&o.

e O sexto momento é o da avaliacdo, que se articula com o momento de
institucionalizagdo. Neste momento sdo examinados 0s assuntos que devem
ser aprendidos de uma organizagdo matematica pelas pessoas, conforme a

normalizacdo estabelecida na relagéo institucional.

Como nossa pesquisa dispde, essencialmente, das provas realizadas e de suas
resolucbes propostas pela equipe de professores do curso Unificado de Célculo I, mas
ndo das aulas ministradas por esses professores, nossa investigacdo apresenta uma
vocacdo natural para descrever a organizacdo matematica presente nos exames
ocorridos nesse sistema de ensino. Porém, nosso trabalho, desde o primeiro capitulo,
tem um olhar atento as discussdes da avaliacao, afinal estamos lidando com as questdes
das provas e o sistema de prova unificada é o que caracteriza esse Curso de Célculo |.
Portanto, tentaremos verificar a organizacdo didatica posicionando-nos apenas com
vistas a0 momento de estudo destinado a avaliacdo. Tal ato nos remete aos seguintes

questionamentos:

Quanto vale, de fato, a organizacdo matematica que foi construida e
institucionalizada? Mais além da interrogagdo sobre o dominio, por
gualquer pessoa, de tal ou qual técnica, encontramos entdo a
interrogacdo sobre a técnica em si mesma — € potente, manejavel,
segura, robusta também? (CHEVALLARD, 1999, p.31).

A luz do referencial tedrico que acabamos de expor, podemos reformular nossa
questdo de pesquisa da seguinte forma:

Analisar, para compreender, as organizacfes didatica e matematica da

instituicdo em estudo.
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De forma mais especifica:

= |dentificar, em nossa andlise das questbes das provas, o que tal
instituicdo | espera que ocorra com a relacdo R (X, O).

= Compreender as possiveis fun¢es de o bloco saber fazer [T /7] nessa

instituicdo. Isto €, analisar as possibilidades de sua extensdo a
visibilidade de uma organizacdo praxeoldgica completa, ou de esta ser
autotecnoldgica (ndo necessita do reconhecimento de uma justificativa

tedrica para realiza-1o).

4.3 METODOLOGIA

Esta secdo tem como objetivo apresentar as justificativas e a descricdo da
metodologia empregada, que em consonancia com o referencial tedrico adotado,

consideramos adequados para esta investigagéo.

Em nossa proposta de pesquisa, solicitamos acesso e permissdo para analisar 0s
arquivos de provas de Célculo | disponiveis e a distribuicdo dos contetdos de Calculo |
apresentado na secdo 6 (matéria da prova) do indice de assuntos na pagina da disciplina.
Assim sendo, faremos uma andlise das tarefas presentes nessas provas e de suas
resolucdes propostas, a fim de obtermos uma visdo da organizacdo praxeoldgica,
mesmo que parcial, do Curso Unificado de Calculo I, considerado como instituicdo, no
sentido da TAD.

Para isso, uma vez de posse de todos os documentos (em especial, as provas e
seus gabaritos) pretendemos organiza-los e categoriza-los, procurando identificar os
topicos do contetdo que mereceram destaque pela equipe de professores do curso em
cada semestre e, como foram abordados nesses exames, buscando com isso, discutir as
possiveis implicagdes que porventura possam ser geradas na apropriagdo dos conceitos
conforme nosso aporte teorico pressupde (a realidade matematica que esta sendo
construida). Nesse sentido, ao refletirmos diante do panorama que esta sendo erguido ao

longo desta pesquisa, ampliando nosso entendimento a respeito do conhecimento em
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ensino de matematica que emerge de uma andlise de provas de Calculo I neste curso de
avaliacdo Unica, a abordagem qualitativa apresenta-se como conveniente para a tentativa

de obtermos uma compreenséo detalhada dos fendmenos que queremos descrever.

Com relacdo a esta opc¢éo pela pesquisa qualitativa, concordamos com Andrade

e Holanda:

“A pesquisa busca manter uma relagdo constante entre quatro
diretrizes: a teoria, 0 momento empirico, 0s instrumentos e 0 processo
de construcdo e interpretacdo de informagdes com a producdo de
conhecimentos, em um desenvolvimento continuo, estabelecido tanto
pelo pesquisador como pelo pesquisado. Assim, a pesquisa qualitativa
ndo corresponde somente a uma definicdo instrumental, ela é
epistemoldgica e tedrica e apoia-se em processos singulares de
construgdo de conhecimento [...]”. (ANDRADE; HOLANDA, 2010,
p.260)

Como a analise que faremos € qualitativa e nossa investigacdo ocorrerd mediante
um levantamento de dados e do porqué desses dados, podemos ainda classificar essa
pesquisa, segundo seus objetivos, como descritiva (BOENTE; BRAGA, 2004).

A pesquisa propde uma analise documental, das questdes propostas e solugdes
apresentadas em exames divulgados em site, técnica que “ busca identificar informacdes
factuais nos documentos a partir de questdes ou hipoteses de interesse.” (ANDRE;
LUDKE,1986, p.46-47). Na andlise documental, destaca-se principalmente, como

instrumento, a analise de conteldos.

“Sobre a analise de contetdos, pode-se dizer que é uma técnica de
pesquisa destinada a fazer inferéncias validas e replicaveis dos dados
para 0 seu contexto, ou ainda, um método de investigacdo do contetdo
simbolico das mensagens, as quais podem ser abordadas sob
diferentes formas e &ngulos: palavras, sentencas, paragrafos, ou até o
texto como um todo, podem ser analisados de acordo com uma
estrutura ldgica de expressdes e elocucdes ou até com uma analise

tematica. [...].” (idem, ibidem).

A Anaélise de Contetdo, como proposta em Bardin (1977), se organiza em trés

momentos: pré-analise, exploracdo do material e o tratamento dos resultados.
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Na pré-anélise, escolnemos os documentos que serdo analisados, formulamos as
hipoteses ou as questdes norteadoras e, elaboramos indicadores que fundamentem a
interpretacdo final. O primeiro contato com os documentos se constitui no que Bardin
(1979) chama de “leitura flutuante”. Através da leitura flutuante, surgem as primeiras
hipdteses e objetivos do trabalho. Em seguida, faz-se a constituicdo do corpus
documental, que é a delimitacdo do material a ser submetido a analise. O momento
seguinte da Andlise de conteldos € a exploracdo do material, quando ocorrem as
realizacbes das decisdes desenvolvidas na fase anterior. E por fim, o tratamento dos

resultados para que as informacGes possam ser interpretadas.

O material resultante da Analise de Conteudos das provas € organizado em
fichas de leituras, cujos itens serdo formulados para atender as condi¢cGes que 0 Nosso

quadro tedrico precisa para que esta analise seja possivel.

Para a elaboracdo das fichas de leitura, seguiremos as instrugdes disponiveis em
Fiorentini (1994) e Oliveira (2003), buscando organiza-las em categorias segundo o
nosso referencial tedrico, neste sentido, nossas escolhas foram feitas a partir da
descricdo de organizacdo praxeoldgica realizada no capitulo 4, e também de
procedimentos realizados nos trabalho de Parra e Otero (2007, 2009) e Souto (2010).
Em sintese, porém sem descaracterizar os procedimentos previstos em uma Analise de

Conteldos, o procedimento metodoldgico desta pesquisa prevé trés etapas.
4.3.1 Analise das Questodes

Na primeira etapa, faremos a analise dos enunciados das questdes das provas de
Célculo 1 e de suas solugdes elaboradas pelo grupo que lecionaram a disciplina em cada
semestre. Para isso, descreveremos, principalmente, as tarefas e as técnicas que foram

utilizadas em cada caso.

4.3.2 Fichamento das Provas

Nesta etapa, faremos os fichamentos das provas, com o objetivo principal de

preparar 0 material para a analise. Para isso, tomaremos 0s seguintes itens informativos:
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Tipo de avaliacdo. Podendo ser P1, P2 ou P3;

Ano/semestre/data de aplicacéo da prova;

NUmero de questdes e nimero de itens da prova (quando for o caso);

Temas abordados na prova ou tema de estudo (conforme a ementa do curso ou

matéria da prova, ambos apresentados no capitulo 2 — A Pagina da Disciplina

Célculo 1.

Géneros de tarefas: neste item iremos categorizar oS géneros de tarefas

predominantes em cada prova analisada.

Tipos de Técnicas: esta categoria se relaciona com o procedimento observado

para a resolucdo das questdes nos gabaritos.

Os itens i, ii, iii, iv e v visam fornecer informacdes gerais sobre as provas, para
categoriza-las ou ordena-las, posteriormente. Nos itens v e vi, comegaremos a reunir
informagdes para que possamos iniciar nosso estudo em relagdo a descricdo da

organizacao praxeologica.

A seguir, apresentamos o cabecalho da ficha de prova contendo os itens

informativos.

Tipo de Ano. Semestre /Data de Quant. de questdes/
avaliacao. aplicacéo da prova; guant. de itens por
questao
QUESTAO TEMAS GENERO DE TIPOS DE TECNICAS

ABORDADOS TAREFAS

Tabela 4.1: Modelo da ficha de Prova.

Para completarmos as colunas referentes aos itens v e vi (géneros de tarefas e
tipos de técnicas) utilizaremos a descri¢do realizada na etapa anterior de cada uma

das tarefas e das técnicas presentes nos enunciados e nas resolucdes das provas de
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calculo analisadas. No caso da coluna v, temos como objetivo dispor os géneros de
tarefas que estdo relacionados a cada uma das questdes conforme a linha na qual

pertencem.

A coluna vi sera preenchida com os tipos de técnicas utilizadas pelas equipes de
professores do curso unificado de Calculo I na resolucdo de cada uma das questfes
abordadas, e que muito pode nos revelar a respeito da maneira de executar ou de
realizar as tarefas escolhidas por essas mesmas equipes. Para isso, resolvemos
categorizar cada técnica a partir da sua natureza, ou seja, através das caracteristicas
constitutivas presentes na estrutura do seu desenvolvimento e na estratégia que

envolve.

A seguir apresentaremos as categorias dos tipos de técnicas e suas devidas
explicacbes. Devemos deixar claro que essas categorias foram obtidas a partir da
nossa experiéncia e da observacdo de exercicios em Calculo I, tendo como objetivo
principal a organizacdo e simplificagdo do estudo que faremos aqui. Ressaltamos
ainda que uma mesma técnica pode ser incluida em mais de uma categoria e outras

categorias podem ser criadas para atender a novas técnicas.

e Procedimental: diz respeito a técnica que se efetua ou se realiza a partir
de um procedimento preestabelecido, podendo ser realizada de forma
automatica sem que os individuos se deem conta das justificativas

necessarias ao seu processo de execucao.

e Operacional: quando a técnica se resume ou exige principalmente a

utilizacdo de operacdes ou propriedades operatdrias.

e Identificacdo (ou aplicacdo) conceitual: quando a técnica corresponde a
identificacdo de conceitos matematicos ou se desenvolve a partir do

significado a respeito de algum objeto matematico.

e Identificagdo (ou aplicacdo) de definicdo: neste caso, a técnica se

caracteriza pelo uso de alguma definicdo matemaética.

e Aplicada: quando a funcdo da técnica € o emprego de algum conceito

matematico a outra area do conhecimento.



49

e Roteirizada: a técnica consiste em executar uma sequéncia de etapas

previamente estabelecidas.

e Manipulativa: a técnica consiste no manuseio e em substituicbes de

simbolos, equaces, formulas, etc.
e Gréfica: a tecnica envolve leitura ou construcdo de graficos.
Acrescentamos ainda, algumas outras possiveis técnicas como exemplo:

e Demonstrativa, Modelagem, Estimativa, Axiomatica.

Ao fazermos essa opcdo de categorizacdo poderemos obter alguma
compreensdo de que habilidades matematicas estdo sendo desenvolvidas ou
favorecidas nesse curso unificado de Calculo | para a formacdo pensamento

cientifico nesses cursos de engenharia.

4.3.3 Sintese dos Resultados

4.3.3.1 A Exploragdo do Material

Nesta fase da pesquisa, exploracdo do material, discutiremos as possiveis
tecnologias e teorias que possam ser identificadas nas questdes e em suas solucdes
em cada prova, buscando, com isso, descrever, mesmo que parcialmente, a

organizacédo praxeologica desenvolvida.
4.3.3.2 A Organizagéo das Informacoes

Nesta etapa, organizaremos uma matriz contendo todas as informac6es coletadas
na exploracdo do material em todas as provas. E por fim, o tratamento dos

resultados para que esses possam ser interpretados.
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No capitulo 6, iniciaremos a analise das provas de Calculo I conforme prevista
em nossa metodologia e, no capitulo a seguir, reportaremos alguns trabalhos que
apresentam discussdes e abordagens relacionadas a nossa pesquisa.
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CAPITULO 5

REVISAO DA LITERATURA

Neste capitulo pretendemos rever o conhecimento produzido por pesquisas ja
concluidas, destacando algumas discussdes e abordagens que tem relacdo com a analise
que propomos, e para as quais a nossa pesquisa possa acrescentar. Nesse momento
estamos preocupados em destacar pesquisas no ensino superior, que adotaram oS

mesmaos referenciais tedrico-metodologicos.

Na literatura de pesquisa produzida no pais, retomamos alguns trabalhos que, no
que diz respeito a andlise de contelidos matematicos em livros didaticos, empregaram
como referencial teérico a Teoria Antropolégica do Didatico. Primeiro, os estudos
desenvolvidos por Marilena Bittar e Rosane Nogueira (2008), que utilizaram o conceito
de Organizacdo Didatica proposto por Chevallard (1998) para investigar a forma como
sdo realizadas a apresentacdo e condugdo do contetdo no ensino de Algebra pelos
autores de livros didaticos. Destes confirmamos o potencial do referencial teérico para
descricdes e analises a partir da identificacdo e classificacdo de técnicas e tarefas

propostas em textos escritos.

Em uma abordagem semelhante, a pesquisa de Souto (2010), também fez uso da
TAD para investigar como o conceito de nimero irracional/real é organizado nos livros
didaticos. Tal estudo descreve os tipos de tarefas no sentido de Chevallard, em uma
analise articulada a Duval (2003). Os livros didaticos tiveram suas tarefas classificadas,
verificadas as técnicas, descritas as tecnologias e teorias utilizadas e, discutida a
organizacdo praxeoldgica desenvolvida pelos livros analisados. O objetivo principal
dessa pesquisa foi revelar o que se encontra no livro didatico brasileiro a respeito do

conceito de numero irracional/real.

Ja Parra e Otero (2009), no contexto de um curso de Analise Matematica
aplicado a Economia e Administracdo, descrevem a praxeologia didatica de um

professor universitario e investigam um fenémeno, denominado autismo. Nessa
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pesquisa foram analisadas as dificuldades do professor em responder aos problemas
didaticos gerados na Universidade com relacéo aos conceitos de limites e continuidade
de funcdes.

Parra e Otero (2009) afirmam que existem varias pesquisas que lidam com as
dificuldades presentes no estudo da matematica no ensino médio e superior, como € o
caso das investigagOes propostas por Artigue (1991, 1993, 1995, 1998), Artigue &
Ervynch (1992), Farfan (1993) e Tall (1991), Tall e Vinner (1981), entre outros, que se
relacionam com o estudo do Calculo ou da Analise Elementar, e as dificuldades geradas
por seu estudo. Mas apenas algumas delas se referenciam na Teoria Antropoldgica
(Chevallard, 1999, 2000; Gascon, 1997, 2002, 2003, 2004; Bosch, 2003, 2004) para
descrever e analisar como estudar e 0 que € estudado em uma classe de matematica.
Segundo as autoras, € interessante considerar e descrever o que acontece nos primeiros
anos dos estudantes no ensino superior, pois é nesta fase em que ha as maiores taxas de
abandono e desisténcia no ensino superior, e porque a Universidade ndo estaria imune
de outros fendmenos didaticos identificados em outros niveis de ensino, tais como o
fendmeno denominado de autismo* (Chevallard, 2001, p. 6 -9; Gascon, 2003, p. 26-33),

no ambito da Teoria Antropoldgica do didatico.

Para Parra e Otero (2009), o processo de estudo, a organizacdo matematica e a
organizacdo didatica sdo trés aspectos inseparaveis do trabalho de ensino de
matematica. Assim, o processo de estudo pode ser entendido como as etapas de
construcdo do saber matematico, onde a estruturacdo das questdes matematicas é uma
organizacdo matematica e, a maneira de organizar este estudo é uma organizacao

didatica.

Na pesquisa de Parra e Otero (2008), os procedimentos metodoldgicos incluiram
categorias para descrever a organizacdo didatica utilizada no ensino de limites e
continuidade de fungbes do curso em questdo: Ator Principal (Professores e alunos de
quatro classes); Géneros das tarefas predominantes (tipo de questdes aplicadas nas
classes); Momentos de estudo predominantes (formas de exploracdo das tarefas e

investigacao das técnicas apropriadas); formas de validacdo (forma dedutiva, indutiva e

* De acordo com Chevallard (2001, p.6), em geral se observa um abandono da organizacdo didética por
parte do professor de nivel superior, provocando um retraimento de sua agdo sobre o nivel dos temas de
ensino, gerando o fendmeno de “autismo tematico do professor”.
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visual-ostensiva); tipos de representacbes semidticas (representacdes numeéricas,
algébricas, verbais, pictéricas); Indicadores de autismo em relacdo a avaliagdo (o
professor é quem menciona os tipos de tarefas as quais os alunos devem ser avaliados;
ou o0s estudantes que perguntam sobre os tipos de tarefas que serdo avaliados); tipos de
atividades matematicas (integracdo entre teoria e pratica, separacdo entre teoria e
pratica). A partir destas categorias foram descritas as caracteristicas dos processos de
estudos por classes. Parra e Otero (2009) concluiram que o trabalho permitiu reconhecer

e descrever a presenca do fendmeno de autismo na Universidade.
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CAPITULO 6

ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo apresentaremos nossa analise das provas do Curso Unificado de
Célculo I conforme previsto no Capitulo 4.

Optamos pelas provas realizadas no inicio de cada periodo, desde o primeiro
semestre de 2008 até o segundo semestre de 2012, totalizando dez provas. Durante esses
anos ndo houve alteracdo dos itens avaliados em relacdo a matéria do curso de Célculo
I; com isso podemos fixar nossa atencdo sobre os mesmos topicos da disciplina
avaliados em cada prova. Limitamos nossa investigacao em relacdo aos contetidos da
ementa cobrados na primeira avaliagdo semestral: Limites, Derivada, AplicacOes da
Derivada, Regra de L’Hospital e Diferenciagdo implicita.

Nas secdes que seguem desse capitulo trataremos das situacOes referentes as
etapas investigativas previstas em nosso referencial tedrico-metodoldgico, que
englobam as analises das questbes e os fichamentos das provas, para que possamos
realizar a exploracdo do material e a organizacdo das informacgdes para as nossas

interpretacdes com respeito ao curso unificado de Calculo 1.

6.1. Os enunciados e as resolucdes das provas de Calculo 1 e o Bloco

Pratico-Técnico

Nesta secdo exibiremos os enunciados das questbes propostas em cada prova,
procurando tipificar as tarefas em cada caso. Também acrescentaremos as resolucoes
originais e que estdo disponiveis na pagina da disciplina. Discutiremos a respeito das
possiveis técnicas que poderiam estar sendo empregadas pela equipe de professores da
mesma disciplina naquele semestre. A partir dai, faremos os fichamentos dessas provas,
seguindo as orientacfes expostas no capitulo 4.

Reunimos as questfes das provas em quatro grupos de assuntos mais frequentes
nas provas analisadas, da seguinte maneira: Questdes envolvendo limites e

continuidade, Questdes envolvendo Derivadas, Questdes envolvendo esbogo de gréaficos
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de funcgdes, questdes envolvendo Taxas Relacionadas. Porém, queremos deixar claro
que outros tépicos da ementa de Céalculo 1 cobrados em prova estdo presentes em algum

dos grupos como poderemos ver a seguir.

6.1.1. Analise das questdes envolvendo limites e continuidade.

Nesta secdo estaremos analisando principalmente as questes da primeira prova
de Calculo 1 que avaliam os topicos sobre Limites, Teoremas sobre Limites, Limites
Unilaterais, Limites no Infinito, Limites Infinitos, Continuidade, Teorema sobre
Continuidade (Soma, Diferenca, Produto, Quociente, Composta) e o Teorema do Valor
Intermediario; também incluimos nesta se¢do os casos de Limites envolvendo a Regra
de L'Hospital.

Analise da QUESTAO 1
Enunciado:

(a) Calcule o seguinte limite. Justifique sua resposta.

JX+5
Jx+5

(b) Determine o valor de b para que a fungdo f :R — Rdefinida abaixo seja

lim
X—>+00

continua. Justifique sua resposta.

3/x .
F(X) = (1+sen 2x)” se x>0;
b se x<0.

Analise do enunciado: Esta questdo apresenta dois itens, e propde duas tarefas distintas
e identificadas pelos proprios enunciados.

t1a: Calcular o limite.

t1p: Determinar o valor de b para que a funcéo dada seja continua.

Segundo os enunciados dos itens, também temos o tipo de tarefa “justificar”,
porém veremos nas resolucdes desses itens que a justificativa consiste em realizar os

proprios calculos cobrados nas tarefas t; e ts.

Solugéo proposta: Primeiramente, resolvendo a parte (a):
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lim \/m = lim \/_\/m = lim \/m
x>0 \[X +5 X—’*w«/_(1+5/\/_) X—>+°"(1+5/x/_)

(b) f é continua se, e somente se, b= I|m(1+ sen 2x)**.

Para In f (x) = In(L+sen 2x)¥* = 3In1+sen 2x)
X

Aplicando L'Hospital, obtemos I|m In f(x)=lim beos 2x =6

x>0+ 1+sen 2X

Como a fungdo logaritmo é continua em (0, +0) ,temos:

6=lim Inf(x)= In(XILrR f(x)):>xlirgl f(x)=e®.

X—0+
Portanto, f é continua se, e somente se, b =g®.

Analise da solucdo: Observando o procedimento adotado na resolucdo do item (a)
questdo acima, podemos descrever a seguinte técnica:

T 1. Colocar em evidéncia a mais alta poténcia de x que ocorre no numerador e

. n ~ . 1
denominador. Deste modo, aparecerdo expresses do tipo — que tendem a zero
X

guando X —> +o0
Na resolucéo do item (b), podemos destacar a seguinte técnica predominante:

T 1p: Como f é continuaem aeR, aplicamos que lim f (x) = f(a).
X—a

Porém, nesse item, o limite obtido requer a utilizacdo de outras técnicas

coadjuvantes para a resolugdo. Com isso, acrescentamos:

T 1p: Quando lim f(x) é uma indeterminacéo do tipo 1°, 0°,00°; tomaremos os
X—a

logaritmos de ambos os membros da funcdo, para que possamos reescrevé-lo

lim 9 como um quociente do tipo 0 ou 2. E, a partir dai, temos que
x>a  h(X) 0 ©
lim @: lim w quando este existe.

x—a h(x) x—>a | '(X)

Analise da QUESTAO 2

Enunciado: Determine os valores de a e de b para que a funcdo f :R — R definida

abaixo seja continua em R . Justifique sua resposta.
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(cosh x+ax)®™ se x > 0;
f(x)=<e sex=0;
ax+b se x> 0.

X

e
(Lembramos que COSh X = — ).

X

Andlise do enunciado: Identificamos a tarefa:
t;: Determinar os valores de a e de b para que a funcéo dada seja continua.
Podemos observar novamente a ocorréncia do tipo de tarefa “justificar” para reforcar a

necessidade do desenvolvimento dos calculos na resolucédo da questéo.

Soluc&o proposta: Para f(x) ser continuaem x=0, XILrgl_ f(x)= lergl f(x)=f(0).
Como e= f(0) = lim f(x) = lim (ax+b)=b, temos b=e.

Quando vamos calcular o limite lateral |ir(7)1 f (X), encontramos uma indeterminago do
x—0+

tipo 1° . Mas:
. i lim g(x) bIn(cosh x + ax
)!Lr(r)l f(x)= xll—g)leg()() — eanS+g X , onde g(x) = ( )

Quando vamos calcular o limite lateral Iirp g(x), encontramos uma indeterminagao do
x—0+

tipo % e podemos aplicar L'Hospital:

bln(cosh x+ax) lim b(senhx+a) ab
x>0+ (cosh X + ax)

limg(x)=lim
x—0+ X—0+

Portanto, X|Ir(T)1 f(x)=e® = f(0)=e, o que implica ba =1. Temos assim, a = 1
—0+ e

Analise da solugdo: Na resolucdo da questdo podemos destacar a seguinte tecnica

predominante:

T,: Como f écontinuaem « eR, aplicamos que Xlimi f(x)= XIim f(xX)=f(a).
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T2. Obter cada um dos valores a e b a partir da resolucdo de cada uma das

igualdades lim f(x) = f(a) e lim f(x) = f(a).

Porém, os limites laterais encontrados requerem a utilizacdo de outras técnicas

coadjuvantes para a resolugdo. Com isso, acrescentamos uma delas:

;. COMO |XIFT; f(X) é uma indeterminacdo do tipo 1°; escreveremos que
-

. . h
lim f (x) =lime*®  onde limg(x) =lim (x)

X—a [(X)
temos que Iimm = Iimw , quando este existe.
xoa |(X)  xoa |'(X)

é um quociente do tipo % E, a partir dali,

Andlise da QUESTAO 3.
Enunciado: a) Determine, caso existam, os limites:

iy lim(e*—x%).

X—>+00

X+ X[ (1+x
Lf(x), sendo f(x) uma funcdo continua x=0em tal

iy lim

x—0
que f(0)=3.
b) Sejauma funcdo f :R — R, derivavel para todo x € R. Determine os valoresde ae b

f(x)—a—-b(x-10) _

0.
x—-10

lim
paraque !IM

Andlise do enunciado: Temos as tarefas:

t1si: Determinar, caso exista, o limite no infinito de uma funcdo dada do tipo
f(x)=9(x)~h(x), onde limg(x) =cce limh(x) =co.

t1aii: Determinar, caso exista, o limite de uma funcdo produto dada, onde um de seus
fatores é uma funcao contendo modulo e o outro fator € uma fungdo continua cujo valor
da mesma no ponto é fornecido.

tip: Determinar os valores de a e b para que o limite de uma funcgdo diferenciavel seja

igual a um dado valor.
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Solucgéo proposta: a)

X—>+00 2

e x
i) Considere f(x)=(e*—x*)=x? (?—q . Vamos analisar o lim (e—j.
X

o0
Como este limite é da formag , podemos usar L'Hospital e temos:

Assim, lim f(X) =,
X—>0
ii) Considere . Devemos considerar dois casos:

X+|x| (L +X) £(0 = lim X+ X1+ X)

Xx—0+ X

f(X).

Parax>0, |x|=x e temos lim
X—0+

Como f(x)é uma funcédo continua em 0,

lim g(x) = lim (2+X)f (x) =6.

Parax <0, ‘X‘:—x e!g(ﬂw X—X(1+Xx)

f(x).

9=t
Iir(r)1 g(x) = Iirgl(—x)f(x) =0
Portanto X|I_QJ1+ g(x) = )!I_)rgl_ g(X) . Assim, ndo existe o IXILT(] 9(x).

b) Se limf(x)-a-b(x-10)#0 o limite lim 1 () —a-b(x~10)

= O 3
x>10 x—10 nao

existiria.

Portanto, devemos ter IirI(l) f(xX)—a—b(x-10)=0=a= f(10), pois f(x)é continua.
Como f é uma funcéo diferenciavel em x =10,

lim 0 =0 1900 _0= b= f(10).

x—10 Xx-=10
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Analise da Solucgéo: Para o primeiro item da questdo temos a técnica:

T1ai. escrever a funcdo como f(x)=g(x)—h(x)= h(x)(ﬁé)) Jpara que ocorra
X

Iim@ it ; aplicar que lim=——= 9(x) =lim——= 9 () , enquanto houver indeterminagdo. A

X—00 h(x) 00 X—>00 h(x) x—o N'(X ( )

partir dai, Ilmf(x)_llmh(x) Ilm(g( ) 1}.
h(x)

Para (ii) podemos escrever a técnica:

T1ai. EScrever os limites laterais respeitando as sentencas que definem a funcgéo

modular; obter xllgl h(x) f (x):XILrB h(x).f(a) e x"_gl h,(x) f (x) = XILT+ h,(x).f(a),

onde f é continua no ponto x=a; o limite de tal fungdo existird somente se esses
limites laterais existirem e forem iguais.
A resolucdo do item (b) apresenta, na forma de uma condicional, uma justificativa

inicial para a técnica utilizada, ou seja, uma tecnologia que escrevemos como:

01p: Se I|m p(x) =0, entdo lim P
X—a X—a

=+00 QU — 0

E entendemos, que provavelmente, pelo menos outras duas tecnologias estdo sugeridas
nesse desenvolvimento da solucgéo:

01,2 Se p é continuaem e € R, limp(x)— p(ax)=0.

01: Se f é diferenciavel em « € R, entdolim————= f(x ) f(a) —f'(@)=0.

X—a

Observando a solugdo apresentada, constatamos que 01, 01y € 0, €stdo fortemente
integradas a técnica, com isso, resumiremos a técnica principal utilizada nessa questao
como sendo a manipulacdo de tais tecnologias operacionais. Assim, em simbolos,
temos:

Tip: O1pF O1p + Oy,
Andlise da QUESTAO 4.

Enunciado: a) Considere a funcdo g: R — Rdefinida por:
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cos[(x—l)zsin( 31 ﬂ sex=1l
g(x) = x* =1

0, sex=1

Determine o valor de Iinl1 g(x).

b) Considere as func¢des f,g:R — Rdefinidas por:
f(x)=x*—x+1leg(x)=x’1+sinx).

Mostre que os graficos de f (x)e g(x) se interceptam pelo menos em um ponto.

Analise do enunciado: Resumidamente, podemos escrever as tarefas:
t1a: Determinar o limite de uma funcéo dada.

tip: Mostrar que os graficos de duas fungbes dadas se interceptam pelo menos em um

ponto.

Solucéo proposta:

a) Primeiro temos que

Iim(x—l)zsin( 31 ):o (1)
x—1 X 1

De fato, —(x—1)* < (x—l)zsin( ! 1js(x—l)z.

—

Logo, como Iin;—(x—l)2 = Iin}(x—l)2 =0, podemos usar o teorema do confronto para
X—. X—.

mostrar (1).

Além disso, sendo a fungdo cos(x) continuaem R, temos: |ilTll g(x)=0.

b) Seja h(x) = f (x) —g(x). Sendo h(x) a diferenca de duas fungdes continuas, h(x) é

continua. Além disso, temos que
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h(0)=1>0 e h()=1-(l+sinl)<0.

Logo, usando o Teorema do valor Intermediario, existe c € (0,1) onde h(c) =0, isto é

f(c)=9(c).

Anélise da solugdo: Podemos resumir as principais etapas da resolugdo acima, pelas
seguintes técnicas:

11, identifique duas fungBes I,m  tais que 1)< fF(X)<m(x) e
liml(x) =limm(x) =k, entdo lim f(x) =K.

X—a X—a Xx—a

T12. Identifique que sendo a fungdo g continuaem a <R, temos que limg(x) =g(a).
Para o item (b), temos:

T1p: EScrever as fungdes como a diferenca h(x) = f (x) — g(x), sabendo que esta

também é continua. Concluir que como h(a) >0 e h(b) <0, entéo existe ¢ € (a,b)

tal que f(c)=0.

Analise da QUESTAO 5.
Enunciado: Calcule os seguintes limites.

cos(sin(x)) —cos(x)

a) lim 5
X

x—0

b) |im[i— X Zj
il Inx  (x=1)

Anélise do enunciado: Podemos escrever que a tarefa é apenas:
ts: Calcular os limites.
Solucgéo proposta:

a) Temos a indeterminagéo 0/0. Aplicando a regra de L'Hospital temos:

lim cos(sin(x)) —cos(x) lim [—sin(sin(x)) cos(X) +sin(x)}
2 - 2X

x—0 X x—0
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_lim —sin(sin(x)) cos(x) T lim sin(x)
x—0 2X x->0  2X

Usando o fato que lim sin()

x—0 X

=1, teremos que

 ljm ~SIN(EIN09) cos(x) :—llim{sm(_sm(x)) Sintx) .cos(x)} -2,
x>0 2X 20 sin(x) X 2

Logo lim cos(sm(x)z) —c0s(x) _ 1 +1 s
x—0 X 2 2

b) Este limite é da forma oo—oo Escrevendo

1 x _(x=1)’-xInx_0
Inx (x-1)> (x-)°Inx 0

Podemos usar L'Hospital. Assim

"1(1 X ]:Iim 2(x=1) -1-Inx

Inx (x=12) 1 (x=1%/x+2(x-1)Inx

Andlise da solugdo: A técnica principal é dada por:

T5a. Como o limite lim M

=2 h(x)

, . . 0 0
é um quociente do tipo 5 o temos que
0

lim 9% _jjm 9

x>a h(x) *a h'(x)

Porém, as condi¢Oes para a utilizacdo dessa técnica ndo sdo mencionadas.

Na mesma solucdo, devemos considerar outras técnicas coadjuvantes. Destacamos

apenas que:

Ts- Use 0 fato que lim sin(x) =1.

x—0 X
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Tsh: Quando lim f(x) é uma indeterminacdo da forma co—oo, podemos reescrevé-lo
X—a

como lim % e obter um quociente do tipo % ou 2. A partir dai, temos que
Xx—a X o0
9(x) 9'(x)

=lim .
x—a h(x) x—a h'(x)
Novamente a Regra de L'Hospital foi aplicada para resolver o limite, mas sem

mencionar as condigdes na resolucdo do problema.

Analise da QUESTAO 6.

Enunciado: a) Calcule:

2

i) lim XX (i) lim x(z—arctanxj

x40 X4+ X—>+00 2

X—a

) —— sex=#4 . . .

b) Seja f(X)=14/x—x+2 . Determine a e b, de modo que f seja continua
b sex=4

em x=4.

Anélise do enunciado: Podemos escrever as tarefas:
t1a: Calcular os limites dados.
tip: Determinar os valores de a e b, para que uma fun¢do dada seja continua.

Solucéo proposta.

1
N X( ? 1+
x Y ox_yg

lim = lim ——uw—=
a) I) x>+ X471 X—>+00 1 X—>-+00
X +
X X

. 7r/2—arctan x
i) Note que I|m X E—arctanx = lim _

X—>400 ]/ X

Aplicando a Regra de L'Hospital,
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_ 2 2
jim YDy XL
X—>+00 _]/X x>+ 1 4+ X 1+]/X
b) Se é f continuaem x=4:
(1) Existe f(4); (2) Existe Iirq f(x); (3) Iirr} f(x)=f(4).

: . . X—a . .
Para que exista lim f (x) =lim—————, devemos ter lim(x—a)=0, ouseja, a=4.
x—4 X—4 X—X+2 x—4

Isto porque, uma vez que Iim(\/;—x+2) =0, se o limite da expressdo no numerador
X—4

: . X—a . - : N -
for diferente de zero, Iqu—znao existira. Para satisfazer a condigdo (3) e
x4 X — X+

. X—a : <
encontrar o valor f(4)=b, vamos calcular Iqu—z. Veja que a expressdo do
x4\ X — X+

limite corresponde a uma indeterminacéo do tipo % Usando a Regra de L’Hospital:

] 1 4
lim =lim =——
x—4 X_X+2 X—4 1 _1 3
2%
Assim, b= —f .
3

Analise da solucdo: Observando o procedimento adotado na resolucdo do item i de (a),
podemos descrever a seguinte técnica ja utilizada na primeira questdo da primeira prova
analisada.

T 1qi. Colocar em evidéncia a mais alta poténcia de x que ocorre no numerador e

. u ~ . 1
denominador. Deste modo, aparecerdo expressoes do tipo — que tendem a zero
X

quando X —> +0

Para o item ii de (a), temos:
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T 1aii: Quando lim f (x) é uma indeterminac&o do tipo .0, podemos reescrevé-lo
X—a

lim 93 como um quociente do tipo 0 ou 2. E, a partir dai, temos que
Xx—a (X) 0 0
lim 9(x) =lim w quando este existe.

x—a h(x) x—>a | '(X)

A técnica utilizada na resolucdo da questdo (b) acima apresenta uma justificativa que

escrevemos como a tecnologia:

01o: Uma vez que limq(x) =0, se o limite da expressdo no numerador for diferente de
X—>a

. X—a
Zero, lim
X—a q(x)

Assim, podemos resumir a resolu¢do em uma Unica técnica.

nao existira.

t,: Utilizar 0y, para obter o valor de a, e utilizar o fato de que lﬁg:(;)g =f(a)=b
para obter b.

Analise da QUESTAO 7.

Enunciado: Nesta questdo, ndo use a regra de L'Hospital.

1. Calcule os limites:

o 2x° =33 +2x% -1
a) lim z
x>—o  3X°—4X+1

2 —
b) lim arctg[(L+h)“ +1]—arctg?2

lim . . (dica: vocé reconhece alguma derivada?)
o

2. Dé o valor de A para que a fungdo abaixo seja continuaem x=0.

2
Senx flj cos[1

f(x)= e{(X Xﬂ x#0
A ., x=0
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Analise do enunciado: Os limites devem ser resolvidos sem usar a Regra de

L'Hospital, mas o enunciado ndo esclarece 0s motivos.

Temos as tarefas:

t1a: Calcular um limite dado.

typ: Calcular um limite dado fornecendo uma dica.

tic: Calcular o valor de A para que uma funcdo dada seja continua.

Solucéo proposta:

(b) Seja g(x) = arctg(x® +1) . Temos que

arctg[(1+h)? +1]—arctg[1* +1] lirm 27Ctd [(L+N)* +1]—arctg?2

h h—0 h

g'() =1lim

Portanto, o limite procurado é igual a g'(1). Derivamos usando a regra da cadeia,

btend g'(X)—L
obtendo 1+(x*+1)°
Logo,
2
lim arctg[(1+h) +1]—arCt92:g-(1):+:3_
h—0 h 1+(1 +1) 3

2. Para que seja f continua em x =0 devemos ter |XI_II)I f(x)=f(0)=A.
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X

1< cos[lj <1.
X

2
senx
Para qualquer x=0. Multiplicando a desigualdade por [T —lj >0, obtemos

o _I(senx Y 1
Vamos primeiramente calcular lim| | ———1| cos ]| - Temos que

2
. ( senx
Paratodo X # 0. Como Im(‘)l(T— j =(1-1)°=0,

Senx

2
. 1
Segue do Teorema do sanduiche que 'X'L‘E} KT - j cos (;ﬂ =0,

Usando a continuidade da funcdo exponencial, temos que

lim e{(sexnx_l)z m@} =’ =1

x—0

Portanto, devemos ter A=1.

Analise da solucéo: Selecionamos as técnicas:

T1a. Colocar em evidéncia a mais alta poténcia de x que ocorre no numerador e

, « x : 1
denominador. Deste modo, aparecerdo expressoes do tipo — que tendem a zero
X

quando X — +©

T1p: Identificar no limite dado a definicdo da derivada de certa funcgéo, e recorrer a regra
de derivagéo correspondente.

Na resolucédo do item (b), podemos destacar a seguinte técnica predominante:

T,: Como f écontinuaem ae R, aplicamos que lim f(x) = f(a).
X—a
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Porém, o limite obtido requer a utilizacdo de outras técnicas coadjuvantes para a
resolucdo. Acrescentamos a principal:

T: construir a expressdo da funcdo de maneira que g(x) < f(x) <h(x), onde as duas

outras funcdes possuem o mesmo limite no ponto dado.

Anélise da QUESTAO 8.

Enunciado:

Seja f :R — Ruma funcéo satisfazendo| f (x) -3 < 2|x— x0|2 , para todo X.

(a) Calcule XILnXﬂ0 f(x).

(b) Suponha f continua no ponto xo. Mostre que, entdo, f é derivavel no ponto xq e

calcule f'(x,).

Justifique suas respostas.

Anélise do enunciado: ts,: Calcular o limite de uma fungdo que ndo é dada, mas que
satisfaz certa condicdo apresentada por uma inequagdo modular dada.

Solucéo proposta: (a) Primeiramente observe que
|f(x)—3|<2|x— x0|2 = 3—2|x—x0|2 < f(x) <3+2|x— x0|2. *)

Como lim |x— x0| =0, segue do Teorema do Confronto (sanduiche),

X—>Xp

lim f (x) =3.
X*)XO

(b) Como estamos supondo f continua, tem-se necessariamente f(x,) =3,
ouf(x)=3="Ff(x)—f(x,).
Logo, dividindo ambos os membros da desigualdade (*) por x— X, , obtemos:

F(x) = (%)

—2|X—X,| <
|X—X,| < —

<2|x—X,|

E, novamente pelo Teorema do Confronto, segue que:

F1(x,) = lim TN =T%) g
X=X, X=X,
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Analise da solucéo:

Tsa: Identifique duas fungdes g, h cujos limites no ponto dado sejam iguais e tais que

g(x) < f(x) <h(x).

Tsa: CoONstruir a expressdo da derivada da funcdo de maneira que g(x) < f '(x) <h(x),

onde as duas outras fungdes possuem o mesmo limite no ponto dado.

Andlise da QUESTAO 9.

Enunciado:
. T
Seja f(x)=2x+ arcsenx—E :

1. Mostre, usando o Teorema do Valor Intermediario, que existe um nimero c tal que
f(c)=0.

2. Mostre que existe no maximo um ndmero c tal que f(c)=0.

Anélise do enunciado:
ts1: Mostre que a funcdo dada possui pelo menos uma raiz.

tso: Mostre que existe no maximo uma raiz para a funcéo dada.
Solucéo proposta:

1. Como f(O):—%<O, f1)=2>0 e a funcdo f(x)é continua em seu

dominio [-1,1], segue pelo teorema do valor intermediario que existe ¢ €(0,1) tal que

f(c)=0.

2. Como f'(X)=2+ =>0, a funcdo é estritamente crescente em

1-x

(—1,2) e s6 pode ter um zero.

Analise da solucéo:

Neste caso, a primeira técnica € a aplicacdo direta do teorema do valor intermediério.
751: Encontre dois ndmeros a e b pertencentes ao dominio da fungéo f, sendo f continua
em [a,b], tal que f(a).f(b)<O.
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751 Verifique que o sinal da derivada primeira da funcdo é mantido em todo o seu

dominio.

6.1.2. Analise das questdes envolvendo Derivadas.

Nesta secdo estaremos analisando principalmente as questdes da primeira prova
de Calculo 1 que avaliam os tdpicos sobre Derivadas, Reta tangente ao Grafico de uma
Funcdo, Relacdo existente entre Diferenciabilidade e Continuidade, Calculo das
Derivadas (Derivadas de somas, diferencas, produtos e quocientes), Derivadas das
funcgdes trigonométricas, Derivadas de fungdes compostas (Regra da Cadeia), Derivada
da funcdo poténcia para expoentes racionais, Derivadas de ordem superior, Teorema da
funcdo inversa, as inversas das funcdes trigonométricas e suas derivadas, Funcdes
logaritmicas e exponencial, Derivada de funcédo poténcia com exponente real. Também
incluimos nesta secéo os problemas sobre Diferenciagdo implicita, Teorema de Rolle e
0 Teorema do Valor Médio.

Andlise da QUESTAO 1.

Enunciado: Determine a equacdo de uma reta paralela a x+y=1 e tangente a curva
y®+xy+x* =0 em um ponto (X,,Y,),com x,<0 e y, <0.

Analise do enunciado: Para esta questdo, podemos, resumidamente, associar a tarefa:
to: Determinar a equacdo de uma reta que seja paralela a reta dada e tangente a curva
dada.

A questdo acrescenta que o ponto de tangéncia deve satisfazer a condigdo: x, <0e
Y, <0.

Solucéo proposta: A reta x+y=1 possui inclinagdo igual a -1. Se a fungédo y = f (x)
esta implicita na equacdo y®+xy + x> =0, tem-se derivando implicitamente em relag&o

ax,
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y +3x°

Y Y+ Y +xy+3x°=0=y'=— =
X+ 3y

Portanto, y'=-1< x+3y* =3x>+y < x—y =3(X—y)(X+ ).
Temos duas possibilidades: ou x=you x+y=1/3. No primeiro caso, substituindo na

equacio, obtemos 2x*+x*=0=>x=00u x=-1/2.

No segundo caso, substituindo na equacao, temos:
. (1 1 Y . )
X+ X| ==X [+| ==X | =0= impossivel.
3 3
Portanto, a reta paralela € obtida para os pontos x, =-1/2 e y, =-1/2, isto €,

1 1
+—=—| X+= |=>x+y+1=0.
yeg=-(xe3 ) xey

Andlise da solucdo: Destacamos a técnica predominante:

T, Aretaprocuradaé y—vy, = f'(X,)(X—X,),onde f'(x,)=m (coeficiente angular da
reta dada), e (X,,Y,) € obtido por esta mesma igualdade.

Porém, outras técnicas foram utilizadas, em especial, a derivacdo implicita.

Andlise da QUESTAO 2.
Enunciado: Seja y = f (x) uma funcdo derivavel implicitamente pela equacéao
59
X’y +16y* _2X+E =x*+3,
préximo do ponto (1,%) . Determine o angulo que a reta tangente ao gréfico de

y = f(x) no ponto (1, %) , faz com o eixo x.

Analise do enunciado: A questdo pode ser resumida pela tarefa:
t;: Determinar o angulo de inclinacdo da reta tangente ao grafico de uma fungdo em um

ponto, dada a equacéo da funcdo na forma implicita.
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Podemos entender essa tarefa como uma composicédo das tarefas: Calcular a derivada de
uma funcgéo definida implicitamente; Obter o angulo de inclinagdo de uma reta tangente

ao grafico de uma fungdo em um ponto, ap0s ter calculado a sua derivada.

Solucéo proposta:

Derivando em relagéo a x, temos:

dy 2X
2xy +64y° 2 —2=—"—__
dx 2x2 +3
1 d
Substituindo (X, ¥) =(,=) , temos: & 1
4 dx

Portanto, o angulo que a reta tangente faz com o eixox é 7 /4.

Analise da solucdo: Observando a solugdo apresentada, podemos descrever a técnica
conforme o procedimento:

7 1. derivar ambos 0s membros da equacéo em relagéo a x; substituir x e y na equacéo,

dado que (X,y)=(X,,Y,); obter o valor de %; descobrir o angulo de inclinacdo da
X

reta tangente, admitindo que o valor encontrado para % é a tangente deste angulo, ou
X

seja, @ = arctan (ﬂ (xo)j :
dx

Andlise da QUESTAO 3.

Enunciado:

a) Considere a funcdo f :R — R definida por f(x)=arctgy5+x* . Calcule f'(x).
b) Determine o valor y'(x) de no ponto P =(1,1), sabendo que 3In X155,
y X
c) Sejam A e B os pontos em que o grafico de f(x) =x*—ax com intercepta o eixo X.
Determine « para que as retas tangentes ao grafico de f, em A e em B, sejam
perpendiculares.
Anélise do enunciado:
toa: Calcular a fungéo derivada de uma funcédo dada.

top: Determinar o valor da derivada de uma fungéo implicita em um ponto dado.
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toe: Determinar um numero desconhecido presente na expressdo de uma certa funcao,
para que as retas tangentes ao grafico dessa funcdo e, que intersectam o eixo X em dois

pontos, sejam perpendiculares.

Solucéo proposta:

a) f(g(x)= arctgx/5+ x* onde f (z) =arctg z e g(x) =5+ X" . Assim,
1 2x°

eg'(x)= .
1+2° 90 V5+x*

f'(2) =

XS

2
(6+x*)5+x*

p Bn=-5y—0
y X

Portanto, f'(x)=

— Xy X, Xy'—
3X(y y)_5_(y2y
y X

X'y )=0.Como y(1) =1temos:

31-y)-5(y-1)=0=2y'=2=y'=1,

0 f(X)=x—axo x(x—a)=0<x=00ux=0a.

Assim, o gréafico de f intercepta 0 eixo X nos pontos A = (0,0) ¢ B = (a, 0). Como
f'(X)=2x—a,temosque f'(0)=-ca e f'(a)=«.

Para que as retas tangentes ao grafico de f, em A e em B, sejam perpendiculares,
devemos ter f '(0).f '(a) =-1, ou seja, (—a)a=-1.

Portanto, ()’ =1e a ==1.

Anélise da solucgdo: O item (a) segue da técnica principal:

Toa. €screver a funcdo dada como uma composicdo de funcdes f(g(x))e, calcular
[f(9())] = f (9(x)).g'(x) para obter a derivada da fungéo.

Outras técnicas coadjuvantes foram aplicadas diretamente, por exemplo, as regras
bésicas de derivacdo, derivada da funcdo Arco tangente e saber fazer a composicgédo de
funcoes.

Para o item (b), temos:

Top. derivar ambos os lados da equacdo em relacdo a x, lembrando que y € uma funcéo

de x, isolary'.
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E para (c) entendemos a técnica:

toc: Fazer f(x)=0 para obter as abscissas x, e X, dos pontos onde o grafico intersecta

0 eixo X; substituir esses valores em f'(x) e determinar o recorrendo 4a

f'(¢).F'(x,) =-1.
Anélise da QUESTAO 4.

Enunciado: (a) Determine f'(x); onde f(x)=In(sin*(x)).

(b) Determine as equagdes das retas tangentes ao grafico de f (x) = x* —3x que passam

pelo ponto (3,-4).

(c) Ache a equacdo da reta tangente ao grafico da funcdo implicita definida por

x> +y*® =6xy, no ponto (3,3).
Anélise do enunciado: As tarefas sdo:
t;: Determinar a fungédo derivada de uma funcéo dada.

to: Determinar as equacdes das retas tangentes ao grafico de uma funcgéo dada e que

passam por um certo ponto.

t3: Achar a equacdo da reta tangente ao grafico de uma funcdo dada na forma implicita,

em um ponto.

Solucéo proposta:

a) Sendo g(x)=In(x), h(x) =x*, u(x) =sin(x), temos que f(x)=gohou(x). Pela
Regra da cadeia, f'(x)=g'((hou)(x)).h'(u(x)).u'(x). Logo

f'(x)= %.Zsin(x).cos(x) = 2cot(X) .
sin“(x)

b) O ponto dado ndo pertence ao grafico de f . Por outro lado, a equagdo da reta

tangente ao grafico de f no ponto (X,, f(x,)) €

y() = (%) + T '06)(X=%)
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Onde f'(x,)=2%x,-3 e f(x,)=x.-3x,. O ponto (3,—4) pertence a reta tangente,

logo, obtemos:
4= x5 —3x%,+ (2% —3)(3—X%,) = x> +6x,—9.
Resolvendo a equagéo, obtemos: x, =1 ou X, =5. Entédo, as equacdes obtidas séo:

y+Xx+1=0ey—-7x+25=0.

c¢) Derivando a equacdo implicitamente:

dy 2y-x°
dx  y?—2x
No ponto (3,3) temos que % =-1, e aequacdo da reta tangente & x+y=6.
X

Anélise da solucdo:

T2a. ESCrever a fungdo dada como uma composicéo de fungdes gohou(x) , e calcular

f'(X) =g '((hou)(x)).h'(u(x)).u'(x) para obter a derivada.

Ton: EScrever a equacdo da reta tangente ao grafico de fem (x,, f(x,)), substituir
(x,, y,) dado para encontrar X,, e por fim, substituir esse valor, para obter a equagdo da

reta.

Tc. Calcular a derivada da fungdo implicita no ponto dado, e escrever a equagdo da reta

tangente nesse ponto.

Andlise da QUESTAO 5.

Enunciado:

a) Encontrar os pontos da curva x* —xy + y* = 3onde a reta tangente é horizontal.
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b) Suponha que f(2)=7e f'(x)>2para xe[2,5]. Qual o menor valor que f (5)pode

ter?
Anélise do enunciado:

toa: Encontrar os pontos de uma curva onde a reta tangente € horizontal, dada a equacéo

implicita da curva.

top: Determinar o menor valor de f(b), supondo que f(a)=«a e f'(X)>f para

x [a,b].

Solucéo proposta:

a) Derivando implicitamente com relacdo a X:

2x—y—xﬂ+2yﬂ=0

dx dx
Logo, %:y__zx
dx 2y-x
A reta tangente no ponto (x,y)sera horizontal se, e somente se, 3—y=00u,
X

equivalentemente, y = 2x. Substituindo na equacéo da curva:
X —X(2X)+4x* =3 3x* =3 x=+1
Portanto, os pontos da curva onde a reta tangente e horizontal séo (1,2) e (-1,-2).

b) Podemos aplicar o Teorema do Valor Médio ao intervalo [2,5], pois é diferenciével

(logo, continua) em toda parte. Entdo, existe um nimero ctal que:

f'(c):%: f(5)=f(2)+3f'(c)=7+3f'(c).

Como f'(x)=2em [2,5], teremos f'(c)>2 e, portanto, f(5)>13. Logo, 0 menor

valor de f(5) é 13.
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Analise da solucéo: No item (a) a técnica principal pode ser escrita como o seguinte

roteiro:
. N . , . . dy
T34 derivar a equacdo em relacdo a X, lembrando que y € uma funcdo de X, isolar A
X
Utilizar o fato de que devemos ter % =0, e substituir a expresséo obtida na equagéo
X

dada da curva.

Podemos destacar um vestigio de tecnologia sugerido:

03a: A reta tangente no ponto (X, y)sera horizontal se, e somente se, ﬂ =0.

dx

Para o item (b):

f(b)-f(a)
b-a

obter b dado que devemos ter f'(c)> S.

T3p: Utilizar f'(c) = para encontrar f (b)em relacdo a f '(c), e por fim

No texto acima, a técnica utilizada esta sendo justificada pelo uso do teorema do valor
Médio. Apesar de essa justificativa ndo ser discutida na resolucao da questdo, a

acrescentamos como uma tecnologia.

B3 Sendo f continua em [a,b] e derivavel em (a,b), entdo existe ¢ < (a,b)tal que

f(b)—f(a)=f'(c)(b—a).
Andlise da QUESTAO 6.

Enunciado: (a) Encontre uma equagéo da reta tangente a curva y = Inx que passe pelo

ponto (0,0).

X*+ax+b

(b) Encontre aeb de modo que as retas tangentes aos graficos dey = 1

ey =+/2x+1 no ponto P = (0,1) sejam perpendiculares.

Analise do enunciado:

toa: Encontra a equacdo da reta tangente a uma curva dada e que passa por um certo

ponto.



79

top: Encontrar dois numeros a e b de modo que as retas tangentes a duas curvas dadas

em um certo ponto sejam perpendiculares.

Solucéo proposta: (a). Em primeiro lugar observe que o ponto (0,0) ndo pertence a
curva y=Inx. Sejaentdo (a,Ina) o ponto de tangéncia, conforme indicado na figura

abaixo.

Figura 6.1: Grafico do item (b) da questdo 6 envolvendo derivada.

O coeficiente angular da reta tangente é o valor da derivada de y=Inx em
X=a, ouseja, 1/a. Por outro lado, como a tangente passa pelos pontos (0,0) e

Ina-0 Ina Ina 1
=——.Logo, — ==¢,
a a a

(a,Ina) seu coeficiente angular é também dado por

portanto, a=e.

Sendo assim, a reta tangente tem coeficiente angular 1/e e equacdo y=x/e.

2
(b) para que o ponto P =(0,1)esteja no gréficoy :La><1+b, é necessario que b=1
X+

(substitua x =0na expressao!).

Para achar as inclinagdes das retas tangentes, vamos derivar as duas funcGes. Primeiro,

usando a regra do quociente, temos

d (X +ax+b) _ @x+a)(x+1)-(x*+ax+b) _x*+2x+(a-1)
dx|  x+1 | (X +1)? (X472
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o o X +ax+b .
Logo, a inclinagdo da reta tangente ao grafico Yy = T no ponto (0,1) é igual a

a—1. Agora, usando a regra da cadeia, temos

dix/2x+ = 2 L
X

2d2x+1 2x+l

Logo, a inclinacdo da reta tangente & curvay =+/2x+1 no ponto (0,1)¢é igual a 1.

Portanto, para que as retas tangentes sejam perpendiculares, é necessario que

a-1l=-1<a=0.

Analise da solucdo: Para (a) apontamos a técnica predominante:

Toa. Tomar um ponto (@, f(a)) da funcdo conhecida, e obter o nimero a a partir da

igualdade f@)-%
a_

= f'(a), onde o ponto (x,, y,) € dado do problema.

A resolucdo acima menciona uma justificativa integrada a técnica, e que pode ser

descrita por uma tecnologia que resumimos como:
0240 A reta que incide no ponto (X,,Y,)e é tangente ao grafico da fungdo y= f(x)no

ponto (a, f(a)), tem coeficiente angular @Yo _y '(a).
%

Em (b) a técnica principal pode ser escrita como o procedimento:

Top: Substituir o ponto dado a expressao de uma das fungfes para obter um dos valores

pedidos; derivar as duas fung¢Oes para encontrar seus coeficientes angulares f'(x,)e

g'(x,), e utilizar o fato de que f'(x,).9'(x,) =—1 para obter o outro valor pedido.

Andlise da QUESTAO 7.

Enunciado: Seja a funcéo

f(x) =(x-a)(x=b)g(x)
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I um intervalo aberto contendo[a,b], onde g(x), xe I , € continua em [a,b]e g(x) >0,
para todo xe[a,b]. Suponha que g'(x) € continua em [a,b]e que existe g"(x) em
(a,b).

(a) Mostrar que f(x) ndo se anulaem (a,b) e que f (x) tem um ponto critico em (a,b).
(b) Mostrar que existec e (a,b) tal que f"(c)=g(a)+g(b).
Analise da solucéo:

Resumimos as tarefas em:

t4a: Mostrar que uma fungdo dada néo se anula em um certo intervalo, e que tal fungéo
tem um ponto critico nesse mesmao intervalo.

tsp: Mostrar que existe um ponto de um certo intervalo no qual a derivada segunda nesse
ponto assume um valor especifico.

Solucéo

(@ f(x)=0se e somente se x=a,x=b oug(x)=0. Logo, ndo existe xe(a,b) que
faga f(x)=0.

Como g(x) é continua em [a,b] eg(x) € derivavel em(a,b) também teremos f(x)
continua em [a,b] e f(x)derivavel em(a,b). Assim, podemos aplicar o Teorema do
Valor Médio a f no intervalo [a,b]e existe c € (a,b)tal que

fo)=10=1@ _,
b-a
O que mostra que f (x) tem um ponto critico em(a,b).
(b) Como g'(x)é continua em [a,b]e g'(x)é derivavel em(a,b), também teremos

f '(x) continua em [a,b] e derivavel em(a,b). Assim, podemos aplicar o Teorema do
Valor Médio a f 'no intervalo [a,b] e existe c e (a,b)tal que

_fb)-f'@ _(b-ag(b)-(a-b)g@ _b-a)[gb)+g9(@)]

b a " P g(b)+g(a)

f"(c)

Como queriamos demonstrar.

Analise da solugdo: Nesse caso, possiveis tecnologias estdo incorporadas as técnicas, e
durante a resolucdo do problema alternamos momentos em que executamos a tarefa e
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imediatamente justificamos cada etapa da resolucdo. Destacaremos algumas tecnologias
observadas no item (a):

0420 f(X)=(x—2a)(x—b)g(x) =0 se, e somente se x=a,x=b oug(x)=0. Mas como
g(x) >0 em (a,b), entdo ndo existe xe(a,b) / f(x)=0.

021 Se g ehsdo continuas em [a,b] e derivaveis em(a,b) também teremos g.h
continua em [a,b] e derivavel em(a,b).

040 Se f € continua em [a,b] e derivavel em(a,b), entdo existe ce(a,b)tal que

f)=0-1@ (bk)):;(a).

A técnica em (a) pode ser escrita como uma composicao de tais tecnologias. Assim,

t4a = 8451“ (94&1' (04a ))

Em (b) também podemos descrever uma técnica com dupla funcdo, como fizemos
acima.

6.1.3. Analise das Questdes Envolvendo Esboc¢o de Gréaficos de Funcoes.

Nesta secdo estaremos analisando principalmente as questdes da primeira prova de
Célculo 1 que avaliam os topicos sobre construcbes de graficos com aplicacdes da
Derivada: Valores méximos e minimos de uma funcdo (Absoluto e Relativo), Fungdes
crescentes e decrescentes e o Teste da derivada primeira, Teste da derivada segunda
p/maximos e minimos relativos; Concavidade e ponto de inflexdo e Esbogo de gréaficos.
E também conjunto Dominio e Imagem, Zeros de funcdes e Assintotas Horizontais e

Verticais.

Andlise da QUESTAO 1.

Enunciado: Seja f :R\{-1} — R a funcéo definida por f (x) ="/,
(a) Encontre as assintotas verticais e horizontais;
(b) Encontre os intervalos onde a fungéo é crescente e onde é decrescente;

(c) Encontre os valores de maximo e minimo locais;
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(d) Encontre os intervalos de concavidade e os pontos de inflex&o;

(e) Use as informac@es acima para fazer um esbogo do gréfico de f.

Analise do enunciado: Nesta questdo, temos as tarefas:

tza: Encontrar as assintotas verticais e horizontais da funcédo dada.

tsp : Encontrar os intervalos de crescimento e de decrescimento da funcéo dada.
tsc: Encontrar os valores de maximo e minimo locais.

tsq¢ : Encontrar os intervalos de concavidade e os pontos de inflexao.

tse : Fazer um esbogo do gréafico da funcdo dada.

Solucéo proposta: Observe que o dominio de f é o conjunto (—o0,—1) U (-1,00) . Vamos
escrever f(x)=e™ onde g(x) = (x—1)(x+1).
(a) Primeiramente observamos que

limg(x)=1= Iirp f(x)=e.

X—>to0

Logo, areta y=e € assintota horizontal. Por outro lado,

lim g(x) =—0= Iir_r11 f(x)=0.

X—>—1+
lim g(x) =+ = lim f(x) =0
X——1- X—>—1+

Portanto, a reta x+1=0 é uma assintota vertical.

(b) Analisando o crescimento de f. Temos g(x) = x-1 =g'(X)= 2 >0, Vx=-1.
X

+1 (x+1)?

Logo, f(x)=e%™ = f'(x)=e9™.g'(x) = f (x). >0, vx=-1.. E f(x) ¢é

(X +1)?
crescente nos intervalos (—oo0,—1) € (-1,), jaque f(x)>0 paratodo x=-1.

(c) Como f € crescente em cada componente de seu dominio, f ndo possui minimos nem
maximos locais.

(d) Analisando a concavidade de f. Temos:

f "(X) — eg(x)_(g I(X))2 4 eg(x)_g "(X) =f (X)((X :-11)2 - (X :—11)3 j =—f (X)—(X‘-]:;_)A' .

Logo,

x<0= f"(x)>0= f éconvexa;
x>0= f"(X)<0= f é cbncava.
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Portanto, f € convexa (concavidade para cima) nos intervalos (—oo,—1) e (-1,0) ,e cdncava
(concavidade para baixo) no intervalo (0,+0) e 0 Unico ponto de inflexdo é
P=(0,1/¢).

(e) O gréfico de f é:

Figura 6.2: Gréfico da questdo 1 envolvendo gréfico de funcéo.

Anélise da solugdo: Podemos descrever as técnicas:

T3. Se lim f(x)=aou lim f(x)=a, a reta y=aé assintota horizontal. E se

lim g(x) =— ou Iirp g(x)=—co 0u Iirp g(x) =+ ou Iirp g(X)=+c0, entdo a reta

x—b+

X =b é uma assintota vertical.

T3p. Verifica-se o sinal da derivada nos intervalos onde a fungdo é continua. Se
f '(x) <0 no interior de um intervalo, entdo a fungdo é estritamente crescente nesse
intervalo. Mas se f '(x) >0, entdo é decrescente.

T3c. Verifica-se quando a derivada muda de sinal (pos./neg. ou neg./pos.). Caso o sinal
da derivada permaneca 0 mesmo, entdo a funcdo ndo possui maximo e nem minimo.

T3g: Caso f "(x) >0em um intervalo I do seu dominio, entdo o gréafico da fungdo possui
concavidade voltada para cima nesse mesmo intervalo. Caso f"(x)<0, entdo a
concavidade é voltada para baixo.

T3¢ Sendo a funcdo continua em um intervalo | =]a,c[, caso a sua concavidade mude
do intervalo ]a,b[ parao ]b,c[, entdo (b, f (b)) é ponto de inflex&o.

T3c. Verificar as posi¢Oes das assintotas, esbogar o grafico respeitando os intervalos de

crescimento ou decrescimento e as concavidades.
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Anélise da QUESTAO 2.

. . . In x ) ]
Enunciado: Considere a funcdo definida por f(x) = 7. Determine, caso existam:

1. O dominio e aimagem de f(x);

2. As assintotas verticais e horizontais;

3. Os intervalos onde a fucdo é crescente e onde é decrescente;
4. Os valores de maximo e minimos locais e/ ou absolutos;

5. Os intervalos de concavidade e os pontos de inflex&o;

Use as informacdes anteriores para fazer um esbogo do gréfico de f .

Analise do enunciado: Nesta questdo, temos as tarefas:

t31 : Determinar o dominio e a imagem da fungédo dada.

ts2 : Determinar as assintotas verticais e horizontais da fungéo dada.

ts3 : Determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento da fungéo dada.
ta4 : Determinar os valores de maximo e minimo locais e/ ou absolutos.

tss : Determinar os intervalos de concavidade e os pontos de inflexéo.

tss : Fazer um esboco do gréfico da fungdo dada.

Solucéo proposta:

1. A fungdo esta definida para X >0.

. 1 . Inx ) .
2. Como lim(Inx)=—we lim==co, lim——=-0ey=0 é uma assintota
X—0+ x—>0+x X—0+ X

vertical.
1
. . , . . Inx oy ,
Como lim(Inx) =00 e limx=oo, por L'hospital, im—=Ilim=>=0ex=0 é uma
X—>00 X—>00 x> X x—o 1

assintota horizontal.

1-1 :
3. Como f'(X):%, f'(xX)=0 quando X=¢,f'(X)>0quando O0<x<e e

f'(x) <0 quando X>¢€.

4. Portanto, o ponto (&, T (€)) =(e,1/€) é um ponto de maximo local.
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A funcdo ndo possui minimo local nem minimo absoluto. O ponto (e, f(e))=(e,1/e)é
um ponto de méximo absoluto.
1. Aimagemde f(X)é (—oo,1/€);

X(—3+2Inx)
4

5. Como f"(X)= , F"(X)=0 quando x=e"®, f"(x)>0 quando

x>e”® e f"(X) <0 quando 0< x<e¥?.

: , . 2 : .
A concavidade esta voltada para cima quando X > e¥ e a concavidade esta voltada

para baixo quando 0 < X < €*?.

3/2 3 e—3/2

Portanto o ponto (€ 'S ) é um ponto de inflex&o.

Um esboco do grafico pode ser visto com seu professor.

Anélise da solucdo: No primeiro item, a técnica utilizada para determinar dominio

pode ser descrita por apenas:

1
131 : O logaritmo (In x) esta definido para X > 0. E devemos ter x=0 em ; :
A resposta para a imagem da funcdo dada foi colocada ap6s o desenvolvimento
do item 4 da questéo.
No segundo item, podemos utilizar como a técnica principal, a mesma técnica utilizada

na 3?2 questao da prova anterior.

132: Se lim f(x)=aou lim f(x)=a, a reta y=aé assintota horizontal. E se

X—>—0

lim g(x) =—0 ou Iirp g(x)=—o0 0u Iirp g(x) =400 0u Iirp g(x) =400, entdo a reta

X—b+

X =b é uma assintota vertical.

Porém, para encontrar a assintota horizontal, o calculo do limite nessa questdo requer

uma aplicagéo da regra de L'hospital como técnica coadjuvante.
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13.  Quando limg(x) =00 e IirT; h(x)=o. Entdio  temos  que
X—a X—>

. g(x) . 9'(x) _
lim 222 —|im 22
xoa h(x) *oa h.(X),quandoesteeX|ste.

Para o terceiro item podemos apontar a técnica principal:
T3,. Verifica-se o sinal da derivada nos intervalos onde a funcdo é continua. Se

f '(x) <0 no interior de um intervalo, entdo a funcdo é estritamente crescente nesse

intervalo. Mas se f'(x) >0, entdo é decrescente.

O célculo da derivada primeira dessa funcdo quociente foi uma técnica necessaria,

porém coadjuvante.

No quarto item da questdo, a resolucdo esta concluida a partir do desenvolvimento

apresentado na questao anterior, mas destacamos a técnica:

134: Verifica-se quando a derivada muda de sinal neg./pos. (ou pos./neg.) em um ponto
critico ( f '(x) =0), que este é ponto de maximo (ou minimo) local.

No desenvolvimento da resolucdo da questdo ndo esta muito claro como se chegou a
conclusdo de que o ponto indicado é de méaximo absoluto, porém tomamos a técnica

seguinte como possivel, apesar de nos parecer oculta:

134: Se f(X;)= f(X) para todo x em D, onde D é o dominio de f entdo

(X, T(X,)) é ponto de maximo absoluto.

Este parte completa a resolugdo do item 1 da questdo. A resposta é colocada diretamente

como conclusdo das etapas anteriores. Escrevemos a técnica resumida:

115 Deduzir dos itens anteriores o conjunto Im, ={y e R/y = f(x) paraalgum x € D} .
Para o Ultimo item escrevemos:

134: Caso f "(x) >0em um intervalo | do seu dominio, entdo o grafico da funcdo possui
concavidade voltada para cima nesse mesmo intervalo. Caso f"(x)<0, entdo a

concavidade é voltada para baixo.
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734": Sendo a fungédo continua em um intervalo | =]a,c[, caso a sua concavidade mude

do intervalo ]a,b[ parao Jb,c[, entdo (b, f (b)) € ponto de inflex&o.

No gabarito dessa prova nao foi incluido o grafico da funcdo, mas sugerido que o aluno
veja o grafico com o seu professor. Porém, na figura abaixo acrescentamos o grafico da
func@o proposta, onde A é o ponto de méximo absoluto e B é o ponto de inflexao.
Apenas observando o grafico construido ndo conseguimos perceber muito bem os
pontos de maximo absoluto e de inflexdo. Talvez um esboco feito pelo professor
responsavel em cada uma das turmas de Calculo I, pudesse deixar mais claro a

identificacdo desses pontos.

)
N

|
~
1

I
@
1

'
@
n

Figura 6.3: Grafico da questéo 2 envolvendo gréafico de funcg&o.

Andlise da QUESTAO 3.

2
Enunciado: Considere a fungdo f(x) = xze(X]. Determine:

a) O dominio e a imagem da funcéo f(x).

b) As assintotas horizontais e verticais, caso existam.

c) Os intervalos onde a fungdo cresce e onde decresce, e 0s pontos de méximo e de
minimo relativos, caso existam.

d) Os intervalos onde o grafico da funcdo f(x) é concavo para cima e onde é concavo

para baixo, e os pontos de inflexdo caso existam.
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e) Faca um esboco do grafico da funcao f(x).

f) Determine 0 m&ximo e minimo absoluto, caso existam.

Solucéo proposta:

t4a: Determinar o dominio e a imagem de uma funcéo dada.

tap: Determinar as assintotas horizontais e verticais da funcéo dada.

t4c: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento , e 0s pontos de maximo e
de minimo da fun¢éo dada.

t4g: Determinar os intervalos onde a funcdo é cdncava para cima ou para baixo, e 0s
pontos de inflexdo.

t4e: Esbocar o grafico da funcao.

tss: Determinar o maximo e o minimo absoluto.

Solucgéo proposta:

a) Dominio de f: R—{O}. Imagem: (0,+x).

2 2
b) Iirp XZG[X) é da forma 0.0. Fazendo f(x) :% onde g(x)=e*e h(x):izo
x—>0+ X X
Iiry %é agora da forma E, e podemos aplicar L'Hospital tantas vezes quanto for
X—>0+ X o0
necessario.
i X i "(x

Assim, lim 909 _ lim g_() isto é:

X—0+ h(x) x—0+ h (X)

lim xze@ = lim Ze(ij = 400 |

x—0+ Xx—0+

%

0.

, , . H 2
A reta x = 0 é uma assintota vertical e |IIOII Xe
x—0-

2

¢) f'(x)= 2e[XJ(x—l), ef'(X)=0< x=1.
Para X € (—0,0) U (0,1) temos que f '(x) <0, logo f é decrescente.
Para x >1temos que f'(x)>0, logo f é crescente. Como f (1) =0temos que X =1 ¢

ponto de minimo relativo para f(x) e (1) =¢”.
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o sendo 1100 =26 1) emos que f"(x)=e£*j(2—§+xi;)_

4 4 2x*—4x+4
Como 2_;4_?:7 >0vemos que f"(X)>0, Vxe R—{O} .
Portanto, como ndo existem pontos de inflexao, o grafico de f(x) é concavo para cima.

e) Gréfico de f(x).

Figura 6.4: Grafico da questdo 3 envolvendo gréafico de funcéo.

) A funcéo f(x) ndo possui extremos absolutos.

Analise da solucdo: Como no primeiro item da questdo as repostas foram colocadas
diretamente, a técnica usada pode ser apenas:

T4a: €SCrever o conjunto dominio e o conjunto imagem respeitando as restrigoes.

No segundo item da questdo a tarefa € determinar as assintotas, porém na resolucéo da
mesma, o calculo do limite recebeu maior destaque. Assim, logo abaixo, apresentamos a
técnica que corresponde a tarefa identificada de forma mais simplificada que em outras
provas ja analisadas, e acrescentamos a técnica referente ao calculo do limite com status

de técnica principal.
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T4p. EScCreva o limite Iirp f (X) para verificar se x = 0 é assintota vertical.
x—0+

T4 - Como lim f(x) é uma indeterminacdo do tipo 0.co0 ; faremos f(x) =%, para que
X—a X

R . X . .0 o0 . ,
possamos reescrevé-lo lim 9 como um quociente do tipo 0 ou —. E, a partir dai,
o0

x—a (X)

temos que lim 3% _jjm 9

, tantas vezes quanto for necessario, quando este
X—a h(X) X—a h'(X)

existir.

Em (c), temos:

T4c1: Determinar o valor de x quando f'(x)=0. Verifica-se o sinal da derivada nos
intervalos onde a funcgdo é continua. Se f '(x) <0 no interior de um intervalo, entdo a

funcdo é estritamente crescente nesse intervalo. Mas se f '(x) >0, entdo é decrescente.

T4c2: Verifica-se quando a derivada muda de sinal neg./pos. (ou pos./neg.) em um ponto
critico ( f '(x) =0), que este é ponto de méaximo (ou minimo) local.

Para o item (d):

T4¢9: Caso f "(x) >0em um intervalo | do seu dominio, entdo o grafico da fungdo possui
concavidade voltada para cima nesse mesmo intervalo. Caso f"(x)<0, entdo a

concavidade é voltada para baixo.

T4¢: Sendo a funcdo continua em um intervalo | =]a,c[, caso a sua concavidade mude
do intervalo Ja,b[ parao Jb,c[, entdo (b, f (b)) é ponto de inflexdo. Caso contrério, ndo
ha ponto de inflexao.

14e:Verificar as posicdes das assintotas, esbocgar o grafico respeitando os intervalos de
crescimento ou decrescimento e as concavidades.

Nessa questdo a tarefa de identificar extremos absolutos é colocada apds a construcao
do gréfico, portanto tomamos como técnica nesse caso, a identificagdo de maximos ou

minimos a partir da observacédo do gréafico esbocado.

. Verificar no gréfico se existe x, €D tal que (X)) = f(X)(ou f(x,)<f(x))

para todo X em D, onde D ¢é o dominio de T , entdo (X,, f(X,)) é ponto de méaximo

absoluto (ou ponto de minimo absoluto, resp.).
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Andlise da QUESTAO 4.

Enunciado: Considere a funcdo definida por f(x)=x"®+2x"®. Determine, caso
existam:

a) O dominio e aimagem de f(x).

b) As assintotas verticais e horizontais.

¢) Os intervalos onde a funcéo € crescente e onde é decrescente.

d) Os valores de maximo e minimo locais e/ou absolutos.

e) Os intervalos de concavidade e os pontos de inflexao.

f) Use as informaces anteriores para fazer um esboco do grafico de f .
Analise do enunciado: Temos as tarefas com respeito a uma fungéo dada:
t3a: Determinar o dominio e a imagem.

tsp: Determinar as assintotas verticais e horizontais.

tsp: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento.

t3p: Determinar os valores de maximo e minimo locais e/ou absolutos.
tsp: Determinar os intervalos de concavidade e os pontos de inflexao.
tsp: Esboce o grafico da funcdo utilizando as informacdes obtidas.
Solucéo proposta:

a) A fungdo esta definida para x € R. Logo veremos que a imagem de f (x)é [-3/8,x)
(ver item (d)).

b) Como o dominio de f(x)é R, ndo existem assintotas verticais. Além disso, como
. . 1 . . 1 ~ .

lim f (x) = lim x*¥* (—+2j:ooe lim f(x)= lim x** (—+2j:oo, ndo  existem
X—0 X—>0 X X—>—00 X—>—00 X

assintotas horizontais.

1+8x

¢) Como f'(x)=3—2 Os pontos criticos correspondem aos valores x=-1/8
X

/3 "
(pois f'(-1/8)=0) ex=0(pois f '(0)ndo existe).
Estudando o sinal da derivada, note que x?* > 0 para qualquer x # 0. Logo

f'(x) >0 quando x>-1/8 e f'(x) <Oquando x <-1/8.
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Assim, a funcéo f (x) é crescente quando em (—oo, —%) e é decrescente em (—% ,00) .

d) Pelo estudo de sinal da derivada primeira, 0 ponto (—%—g] € um ponto de minimo
local e o ponto (0,0) ndo é ponto nem de maximo nem de minimo local. Logo o ponto

(—%,—gj € um ponto de minimo absoluto. Podemos concluir também que a imagem

de f éointervalo [—g,oo).

e) Como f"(x)=§(4xf/_31), entdo f "(x)=0quando x=1/4e ndo existe f"(x)=0
X
. . A = 1 3
quando x=0. Logo, os candidatos a pontos de inflexdo séo: | =,—~ |e (0,0). Pelo
4’234

estudo de sinal da derivada segunda:

f"(x)>0 quando x<0oux>1/4.

f "(x)<0quando O0<x<1/4.

Portanto, a concavidade esta voltada para cima em (—x,0) e (1/4,) e a concavidade

esta voltada para baixo em (0,1/4) . Assim, os pontos (0,0) e (E%j sdo pontos de

4234

inflexdo.

f) Um esboco do grafico:
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Y

Figura 6.5: Gréfico da questdo 4 envolvendo gréfico de funcéo.

Andlise da solucgdo: As técnicas utilizadas seguem o roteiro:
T35. O dominio é R.
T3p:Quando o dominio € R, ndo existem assintotas verticais.

t3p:  Verifigue que quando lim f(x)=2cce lim f(x)=100, entdo ndo existem
X—>0 X—>—00
assintotas horizontais.

Na resolucdo acima para o item (c) também temos o inicio da técnica correspondente ao
item seguinte, porém respeitaremos a ordem das questdes.

73.. Verifica-se 0 sinal da derivada nos intervalos onde a funcdo é continua. Se
f '(x) <0 no interior de um intervalo, entdo a funcdo é estritamente crescente nesse
intervalo. Mas se f '(x) >0, entdo é decrescente.

T34: Verifica-se quando a derivada muda de sinal neg./pos. (ou pos./neg.) em um ponto
critico tal que f '(x) =0, que este € ponto de méximo (ou minimo) local.

Quanto ao ponto (0,0), apenas é dito que este ndo € ponto de minimo e nem de
maximao.

Para verificar o ponto de minimo absoluto tomamos a técnica seguinte como possivel,

apesar de nos parecer oculta:
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130 Se f(x,)< f(x) para todo X em D, onde D é o dominio de f  entdo

(%, T(X,)) é ponto de minimo absoluto.
3. Caso f "(x) >0em um intervalo | do seu dominio, entdo o gréafico da funcdo possui
concavidade voltada para cima nesse mesmo intervalo. Caso f"(x)<0, entdo a

concavidade é voltada para baixo.

3¢ - Sendo a funcdo continua em um intervalo | =]a,c[, caso a sua concavidade mude

do intervalo ]a,b[ parao ]b,c[, entdo (b, f (b)) é ponto de inflex&o.

Analise da QUESTAO 5.

Enunciado: Seja f(x) =x%“ . Obtenha, caso existam:
a) As assintotas horizontais e verticais do grafico de f .
b) Os intervalos onde f é crescente e onde é decrescente.

c) Os intervalos onde o grafico de f é cOncavo para cima, onde € concavo para baixo e
0s pontos de inflexdo.

Usando as informacGes acima, esboce o grafico de f e determine seus valores extremos
(relativos e absolutos) caso existam.

Analise do enunciado:
tsa: Obter as assintotas horizontais e verticais do grafico de uma funcdo dada.
t4p: Obter os intervalos de crescimento e decrescimento de uma funcdo dada.

t4c:ODbter os intervalos onde o gréafico de uma funcéo dada é concavo para cima e onde é
cdncavo para baixo.

t4g: Esbocar o grafico da funcdo dada e determinar seus valores extremos, caso existam.

Solucgéo proposta:

a) Assintotas Horizontais:

X2 . 2x .2 o ey
=lim——=lim——=0 ¢ limx%e"" =0,

=4y — Yoo

lim x%e“™ = lim

X—>00 X—>0 e(x_4) X—>00 e(x‘4) x—0 @

Logo, y =06 uma assintota horizontal do gréfico de f .
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Assintotas Verticais: ndo possui, pois f & continua nos reais.

b) f'(x)=2xe"*—x%" =e"*(2x-x?).

4-x . : .
Como € ¢ & sempre maior que zero, f'(x)>0<2x—x*>0. Entdo, se

x€(0,2), fé crescente. f'(X)<0<>2x—x*><0. Logo, se X & (—0,0)U(2,0),
f & decrescente.

c) fr(x)=2e""—4xe"™ +x%" = (x* —4x+2)e*™.

Assim, se X e (—0,2—+2)U(2++2,2), f"(x) >0 e o grafico de fé concavo para
cima. Se x e (2—-+2,2++/2), f "(x) <0e o grafico de f é cdncavo para baixo.

Em vista disso, (2—+/2, f(2—+/2)) e (2++/2, f(2++/2)) sdo os pontos de inflex4o.

n
4
O

Figura 6.6: Gréfico da questao 5 envolvendo gréfico de funcéo.

Valores extremos.

De acordo com o item (b) e da observacdo do grafico, temos:

Maximo relativo, 4e’em x=2.

Minimo absoluto, 0 em x=0.

Anélise da solugéo: Para o primeiro item temos:
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40 Se lim f(X)=aou lim f(x)=a, a reta y=aé assintota horizontal. E se

X—>—00

lim g(x) =—0 ou Iirp g(x)=—o0 0u Iirp g(x) =400 0u Iirp g(x) =400, entdo a reta

X—b+

X =b é uma assintota vertical.

Para o item (b) podemos apontar a técnica principal como ja fizemos em outras questdes
anteriores.
73,. Verifica-se 0 sinal da derivada nos intervalos onde a funcdo é continua. Se

f '(x) <0 no interior de um intervalo, entdo a fungdo é estritamente crescente nesse
intervalo. Mas se f '(x) >0, entdo é decrescente.

No item (d), praticamente repetimos as técnicas usadas em questBes de provas
anteriores cujas tarefas eram equivalentes.

T49: Caso f "(x) >0em um intervalo I do seu dominio, entdo o grafico da fungdo possui
concavidade voltada para cima nesse mesmo intervalo. Caso f"(x)<0, entdo a

concavidade é voltada para baixo.

T4¢ Sendo a funcdo continua em um intervalo | =]a,c[, caso a sua concavidade mude
do intervalo ]a,b[ parao ]b,c[, entdo (b, f (b)) é ponto de inflex&o.

T4q+: Verificar as posicOes das assintotas, esbocar o grafico respeitando os intervalos de
crescimento ou decrescimento e as concavidades. Identificar os pontos de méaximo e de

minimo observando o grafico.

Andlise da QUESTAO 6.

Enunciado: Considere a fungdo definida por f(x) = x|(x*-2x), que possui

derivada f '(x) = x| (4x* —4) . Determine, caso existam:

(@) O dominio e os zeros de f (x) ;

(b) As assintotas verticais e horizontais;

(c) Os intervalos onde a funcéo é crescente e onde é decrescente;

(d) Os valores de maximo e minimo locais e/ou absolutos;

(e) Os intervalos onde seja concava para baixo e concava para cima e 0s pontos de
inflex&o.
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Use as informac0es anteriores para fazer um esboco do grafico de f .

Analise do enunciado: Com relacdo a uma funcéo dada e também fornecida a sua
derivada primeira, temos as tarefas:

tza: Determinar o dominio e os zeros dessa funcéo.

tsp: Determinar as assintotas verticais de horizontais dessa funcéo.

tsc: Determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento dessa fungéo.
tsq: Determinar os valores de maximo e minimo locais e/ou absolutos.

tze: Determinar os intervalos onde a funcdo é cdncava para cima ou para baixo, e 0s
pontos de inflexdo.

tar: Esbogar o grafico da funcéo.

Solucéo proposta:

(@) O dominio de f (x) é o conjunto dos numeros reais.

Como f(x) = x| x(x* —2), temos f (x) =0 quando x =0 ou quando x> —2=0.
Logo os zeros de sdo x=0, x=+2 e x=—2.

(b) Como a funcdo é continua emR, ndo existem assintotas verticais no grafico de

f(x).
Como lim f(x) =lim| x| x(x* —2) =0
e lim f(x) = lim | x| x(x* —2) = o

Ndo existem assintotas horizontais no grafico de f(x).

(© A funcéo f(x)é crescente onde f'(x)>0. Como

()= x| (4x*—4)=4| x| (x*-1) e |x|>0para x=0, fazendo o estudo de sinal de
x*—1, f(x)é crescente em (—o,—1)U(Lo). A fungdo f(x)é decrescente
onde f '(x) <0, isto é, em (-1,0)u(0,1).
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(d) Os pontos criticos sdo os pontos onde ndo existe f'(x)e onde f '(x)=0. Teremos

somente pontos criticos onde a derivada se anula. Como f'(x) =4|x|(x*—1), 0s zeros
de f'sdoquandox=0,x=1ex=-1.

Como f(x)é crescente em (—o0,—1) e decrescente em (-1,0), o ponto (-1,1)é um
ponto de maximo local. Como f (x) é decrescente em(0,1) e crescente em(1,), 0
ponto (1,—1) e um ponto de minimo local. Como f (x) é decrescente em (-1,0)w(0,1),
0 ponto néo é ponto (0,0) ndo é ponto nem de méximo nem de minimo local.

Comolim f (x) =c e lim f(x) =—0, ndo existem nem maximo absoluto nem minimo
X—>—00

X—>0

absoluto.

(e) Para x>0, f'(X)=4x(x*-1) =4x>-4x e f"(x)=12x* 4.

Para x<0, f'(X)=—4x(x*-1) =—4x>+4x e f"(X)=—12x*+4.

1 N ' 3_
Temos f,"(0) = lim M: lim u:
x—0+ X—0 x—0+ X

4 ¢

f "(0) = lim 4,

x—0—

FO-F'0) _ i, —4x*+4x _
X

-0 x—0— X

Logo, néo existe f "(0).

A funcdo seréa céncava para cima onde f "(x) >0, isto €, em (—\E OJU(\E’OO] e sera

cbncava para baixo onde f "(x)<0, isto &, em (—oo,—\/g]u(o, \EJ Os pontos de

inflexdo sdo os pontos onde muda a concavidade, isto €, (0,0), (1/\/5,—5/9) e

(-1//3,5/9).

O gréficode f sera:
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Figura 6.7: Gréfico da questdo 6 envolvendo gréafico de funcdo

Anélise da solucdo:
T3a. ESCrever o conjunto dominio respeitando as restrigcdes.

T3o-: Identificar os valores de x quando f(x)=0.
T3 Se lim f(x)=aou lim f(x)=a, a reta y=aé assintota horizontal. E se
X—>—00 X—>+00
lim g(x) =— ou lim g(x) =—c0 ou lim g(x) =40 ou lim g(x)=+c, entdo a reta
Xx—b+ x—b— Xx—b+ Xx—b+
X =b € uma assintota vertical. Caso ndo ocorra, entdo ndo ha assintotas.

Podemos apontar a técnica para o item (c):
t3.. Verifica-se o sinal da derivada nos intervalos onde a funcdo é continua. Se
f '(X) <0 no interior de um intervalo, entdo a fungdo é estritamente crescente nesse

intervalo. Mas se f'(x) >0, entdo é decrescente.
134: Verifique os pontos onde nédo existe f '(x)e onde f ‘(x) =0. Obtidos os intervalos,

verificar quando a derivada muda de sinal (pos./neg. ou neg./pos.). Caso o sinal da
derivada permaneca 0 mesmo, entdo a fungdo ndo possui maximo e nem minimo.
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T3e: Caso f "(x) >0em um intervalo | do seu dominio, entdo o grafico da fungdo possui
concavidade voltada para cima nesse mesmo intervalo. Caso f"(x)<0, entdo a
concavidade é voltada para baixo.

T3e: Sendo a fungdo continua em um intervalo | =]a,c[, caso a sua concavidade mude

do intervalo ]a,b[ parao ]b,c[, entdo (b, f (b)) é ponto de inflex&o.

t3r. Esbocar o gréfico respeitando os intervalos de crescimento ou decrescimento e as

concavidades.

6.1.4. Analise das questdes envolvendo Taxas Relacionadas.
Nesta secdo estaremos analisando principalmente as questdes da primeira prova de

Caélculo 1 que avaliam os problemas sobre Taxas Relacionadas.

Analise da QUESTAO 1.

Enunciado: Considere o triangulo isdsceles ABC inscrito em uma circunferéncia (veja
figura). Suponha que o raio da circunferéncia cresce a uma taxa de 3 cm/s e a altura AD
do triangulo cresce a uma taxa de 5cm/s. Determine a taxa de crescimento da area do

tridangulo no instante em que o raio mede 10 cm e a altura AD mede 16 cm.

A

BNCD_~C

Figura 6.7: Figura da questdo 1sobre taxas relacionadas.

Analise do enunciado:
t4: Determinar a taxa relacionada ao crescimento da area do triangulo isosceles inscrito

em uma circunferéncia.
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Solugé@o proposta: Sejam r(t)e h(t), respectivamente, o raio da circunferéncia e a

altura do tridngulo. Entéo, temos % =3cm/s, % =5cm/s.

Se denotarmos porb(t) ex(t), respectivamente, o comprimento dos segmentos BD e

OD, sendo O o centro da circunferéncia, entdo x*>+b’*=r®> e h=Xx+r. Assim,

X=h-r e, substituindo na equag&o anterior, temos:
r’=(h-r)*+b* =b=+2hr—h?.

Portanto, a area A(t) do triangulo é dada por A(t) =h+/2hr —h? e, consequentemente,

dA hr'+h'r-hh'
—=h'yJ2hr-h? +h| ———— (™
dt ( \2hr —h? ]

No dado instantet, , temos:

r(t,) =10, h(t,) =16, r'(t,) =3, h'(t,) =5.

Portanto, substituindo em (*), obtemos:

A'(t,)=76cm’/s.

Anélise da solucdo: Podemos Interpretar a técnica utilizada nesta questdo através de
um roteiro.

T4. escrever as variaveis envolvidas em funcdo do tempo; escrever a funcdo cuja taxa
deve ser calculada em funcdo de variaveis identificadas; derivar tal funcdo, e substituir

os valores no instante dado.

Andlise da QUESTAO 2.

Enunciado: Um cilindro reto esta inscrito em uma esfera. Se o raio da esfera cresce a
uma taxa de 2 cm/s e a altura do cilindro decresce a uma taxa de 1 cm/s, com que razdo
estad variando a area lateral do cilindro no momento em que o raio da esfera é 10 cm e a

altura do cilindro 16 cm? A éarea lateral do cilindro estd aumentando ou diminuindo?
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Anélise do enunciado:
ts: Determinar a taxa relacionada a area lateral de um cilindro circular reto inscrito em
uma esfera.

t4': Verificar se a area lateral estd aumentando ou diminuindo.

Solucéo proposta:

Sejar e h o raio e a altura do cilindro circular reto. Seja R o raio da esfera. Sabemos

drR dh
—=2e —=-1
A gt dt
A érea lateral do cilindro é dada pela formula A= 27rh . Logo:
d—A = 27r£h+27zr@ =327z£—27rl’ .
dt dt dt dt
dr
Basta calcularmos I' e E no instante do problema.

h 2
Por Pitagoras, I’ +(E] =R’ Logo, r =6.

dR dr 2hdh dr
Derivando com relacdoat: 2R—=2r—+—— oquenosdaque —=4.
¢ dt ot 4 d Y € Tt

dA
Logo — =116
9 "t
A area do cilindro esta aumentando a razdo de 116z cm?/s.

Analise da solucdo: Podemos interpretar a técnica desenvolvida através do seguinte

roteiro:

74. Expressar as taxas em termos de derivadas; escrever a fungdo cuja taxa deve ser
calculada em funcgdo de variaveis identificadas; utilizar a regra da cadeia para derivar tal
funcdo em relagéo a t, obter uma equacdo que relacione as variaveis do problema e, por

substituicdo dos dados na equacéo original, encontre a taxa desconhecida.
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Andlise da QUESTAO 3.

Enunciado: Considere um triangulo retdngulo ABC no plano XY de forma que seu

angulo reto esteja no vértice B, tenha um vértice fixo A no ponto (0 ,0), e o terceiro
- . 7
vertice C sobre o arco de pardbolay :1+£x2, comx>0. O ponto B parte de (0,1) no

instante t = 0, movendo-se com velocidade constante e igual a 2cm/s ao longo do eixo
Y em seu sentido positivo. Determine com que rapidez a area do triangulo ABC
aumenta quando t =7/2 s.

Anélise do enunciado:
t3: Determinar com que rapidez a area de um tridangulo retdngulo aumenta em um certo
instante, dado que um de seus Vvértices esta fixo, o vértice cujo o angulo é reto move-se

no eixo Y e o0 outro vértice esta sobre o arco de uma parabola de equacédo dada.

Solucgéo proposta:

A area do triangulo ABC é dada por S :%xy, onde Yy :l+%x2. Derivando a area S

em relacdo a t (tempo), segue as = l(dx y+ﬂxj :

dt 2ldt”  dt
Como ﬂzZtemos 2:1 ZX% :%:ﬁ.
dt 36 dt dt  7x

Como y=1+2t, parat :%temos y=8.De 8=1+3—76x2 , Segue que X =6, poisx>0.

I N ds
Substituindo os valores de x e y na expressado dea obtemos;

d—s=i(%y+2x):1(§8+12)=@cm2/s.
dt 2\ dt 2\ 7 7

Anélise da solugdo:

13: Escrever uma equagdo relacionando a drea do tridngulo retangulo com x e y;
Expressar a taxa pedida e as informagdes dadas em termos das derivadas; escrever uma
equacdo que relacione as grandezas do problema; substituir as informacdes dadas ou

obtidas na expressao da taxa pedida e resolver tal equagéo.
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Anélise da QUESTAO 4.

Enunciado: Um triangulo is6sceles ABC tem o vértice A em (0,0). A base deste
tridangulo que esta situada acima deste vértice € paralela ao eixo X, e tem os vértices B e
C localizados sobre a parabola y =9—x*. Sabendo que o lado BC aumenta a razdo de

2cm/s, determine a taxa de variacdo da area do triangulo, no instante em que o lado BC
mede 4cm.

Analise do enunciado:

t4: Determinar a taxa de variacdo da area de um triangulo, dado um vértice fixo e
sabendo-se que a base é paralela ao eixo x e tem os Vvértices localizados sobre uma
curva dada.

Solucéo proposta:

Denotando-se AD = h(t) e BC = 2x(t), a area do triangulo ABC é escrita como:
S(t) = M =h(t)x(t)

Y

Figura 6.9: Figura da questdo 4sobre taxas relacionadas.

Assim, S(t) = h(t)x(t) = (9—x*)x(t) = S(t) =9x — x°.

Logo d—S:9x'—3x X"
dt
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Como (2x(t))'=2x"'=2cm/s, entéao x'(t)y=1cm/s. Sendo

BC =4 =2x(t) = x(t) = 2cm. Logo, ‘Z—? =9-12=-3cm?/s

: dS .
Assim, como m <0, a area decresce.

Analise da solucéo:
74 Escrever a area do tridngulo em funcdo das varidveis identificadas; expressar as
taxas em termos de derivadas; e, por substituicio dos dados, encontrar a taxa

desconhecida.

Analise da QUESTAO 5.

Enunciado: No desenho, o ponto A representa um objeto que se desloca sobre uma
semicircunferéncia de raio 5 m, com velocidade constante 0,1 m/s. Em cada instante, h é
a distancia de A até o diametro PQ.

Durante 0 movimento de subida, qual serd a taxa de variacdo da distancia h no
movimento em que ela medir 4 m?

0,1 m/s

o

Eh.
G o . }

P Q

Figura 6.10: Figura 1 da quest&o 5 sobre taxas relacionadas.

Andlise do enunciado:

t3: Determinar a taxa de variacdo da distancia de um objeto, que se desloca sobre uma
semicircunferéncia, a um determinado segmento horizontal. Dados o raio da
circunferéncia e a velocidade do objeto.

Solucéo proposta:
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Se raciocinarmos como nas aulas de fisica, encontraremos uma solucdo muito simples.
Basta observarmos que a taxa de variacdo de h é dada pela componente vertical da
velocidade do ponto A.

Deixamos esta solugédo para vocé completar e apresentamos abaixo uma outra(um pouco
maior) que utiliza ideias normalmente desenvolvidas nas aulas de calculo.

0,1 m/s

P B C Q
Figura 6.11: Figura 2 da questdo 5 sobre taxas relacionadas.

Do triangulo ABC:

h =5send = % = 5COSt9d—9
dt dt
Do setor circular CAP:
s=5¢9:>§:5%:>0,1=5d—9:>d—9:0,02.
dt dt dt dt

Ou seja, h=55en49:%=50039.0, 02=0,1cos@. Quando h=4, BC =3e, portanto,

% = 0,1.§ =0,06 m/s.
dt 5

Analise da solucéo:

13. Escrever uma equacéo relacionando a altura do objeto ao angulo correspondente na
semicircunferéncia; Expressar a taxa pedida e as informacfes dadas em termos das
derivadas; substituir as informacdes dadas ou obtidas na expresséo da taxa pedida.
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As informacdes contidas nas provas analisadas estdo organizadas nas fichas

abaixo. As duas colunas da direita também foram preenchidas, e respeitam a anélise que

fizemos, os tipos de técnicas foram preenchidos conforme a categorizagdo que adotamos

no capitulo 4.

6.2.1 Ficha da Prova 01

Tipo de Ano. Semestre /Data de aplicacédo da Quant. de questdes/
avaliacéo. prova; guant. de itens por
questéo
P1 2008.1/ 10 de maio. 05/2,1,5,1,2.

QUESTAO | TEMAS ABORDADOS | GENERO DE TAREFAS | TIPOS DE TECNICAS

01 Limites no infinito, | Calcular, Determinar. | Operacional, identificacdo
Continuidade, Regra e aplicacdo conceitual.
de L’Hopital.

02 Reta tangente ao | Determinar. Identificacdo de definigéo.
grafico de uma Conceitual. Operacional.
funcdo, Derivacgdo
implicita.

03 Assintotas Encontrar, esbocar | Roteirizada, identificacdo
horizontais e grafico. e aplicacdo de definicdes,

Verticais, Funcdes
cresc./decresc. (teste
da derivada
primeira), Valores
max./min, de uma
funcéo,
Concavidades e
ponto de inflex&o,

esboco de gréfico.

conceitual, gréfica.
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04

Taxas relacionadas

Determinar.

Aplicada, roteirizada.

05

Teoremas sobre
limites, teorema do
confronto, definicao

de derivada.

Calcular, Mostrar.

Identificacdo e aplicacdo

conceitual. Manipulativa.

Tabela 6.1: Ficha da Prova 01.

6.2.2 Ficha da Prova 02

Tipo de Ano. Semestre /Data de aplicacédo da Quant. de questdes/
avaliagéo. prova; quant. de itens por
questéo
P1 2008.2/ 03 de outubro. 05/1,1,5,1, 2.
QUESTAO | TEMAS ABORDADOS | GENERO DE TIPOS DE TECNICAS
TAREFAS

01 Reta tangente ao | Determinar. Identificacdo e aplicacdo
gréafico de uma conceitual, procedimental.
funcéo, Derivagéo
implicita.

02 Limites, continuidade, | Determinar, Operacional, identificacdo
regra de L'Hospital. Justificar. e aplicacdo conceitual.

03 Dominio e Imagem, Determinar Roteirizada, identificagio
Assintotas horizontais | (encontrar), esbocar | e aplicacdo de defini¢des,
e Verticais, Funcdes gréafico. conceitual, gréfica.
cresc./decresc. (teste
da derivada primeira),
Valores méx./min, de
uma funcéo,
Concavidades e ponto
de inflex&o, esboco de
grafico.

04 Taxas relacionadas Calcular, Aplicada, procedimental.

Determinar.
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05

Valor

Intermediario, funcao

Teorema do

crescente e
decrescente e o teste
da derivada primeira,

Teorema de Rolle.

Mostrar.

Identificacdo e aplicacdo

conceitual. Manipulativa.

Tabela 6.2: Ficha da Prova 02.

6.2.3 Ficha de Prova 03

Como néo consta na pagina do curso unificado a 12 prova de Calculo 1 aplicada

no primeiro semestre de 2009, mas somente a sua resolucdo, estd prova nao sera

incluida em nossa pesquisa.

6.2.4 Ficha da Prova 04

Tipo de Ano. Semestre /Data de aplicacéo da Quant. de questdes/
avaliacéo. prova; guant. de itens por
guestao
P1 2009.2/28 de outubro. 04/2,3,1,6.
QUESTAO | TEMAS ABORDADOS | GENERO DE TIPOS DE TECNICAS
TAREFAS

01 Limites, Determinar. Identificacdo e aplicacdo
continuidades, limites conceitual,  operacional,
no infinito e funcdes procedimental.
diferenciaveis.

02 Derivada, reta | Determinar, Operacional, identificacdo
tangente ao grafico de | Calcular. e aplicacéo conceitual.
funcéo, derivagéo
implicita.

03 Taxas relacionadas Calcular, Aplicada, procedimental.

Determinar.
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04

Dominio e Imagem,
Assintotas horizontais
e Verticais, Fungdes
cresc./decresc.  (teste
da derivada primeira),
Valores méx./min, de
uma funcéo,
Concavidades e ponto
de inflex&o, esboco de

grafico.

Determinar
(encontrar), esbocar
grafico.

Roteirizada, identificacéo
e aplicacéo de definicoes,

conceitual, gréafica.

Tabela 6.3: Ficha da Prova 04.

6.2.5 Ficha da Prova 05

Tipo de Ano. Semestre /Data de aplicacéo da Quant. de questdes/
avaliagéo. prova; quant. de itens por
questao
P1 2010.1/ nao consta a data. 05/2,3,6,1, 2.
QUESTAO | TEMAS ABORDADOS | GENERO DE TIPOS DE TECNICAS
TAREFAS

01 Limites, teoremas Determinar, mostrar. | Operacional, conceitual,
sobre Limites, rocedimental
Continuidade, P '
Teorema sobre
Continuidade:
Diferenca e o
Teorema do Valor
Intermediario;

02 A Derivada: Determinar, achar. Procedimental,
Reta tangente ao manipulativa, conceitual
Gréfico da Funcéo; P ' '
Calculo das
Derivadas.

03 Aplicacdes da Determinar, Esbocar. | Roteirizada,

Derivada: VValores
maximos e minimos
de uma fungao

procedimental, gréfica.
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(Absoluto e Relativo)
FuncOes crescentes e
decrescentes e o teste
da derivada primeira;
Teste da derivada
segunda p/maximos e
minimos relativos;
Concavidade e ponto
de inflexao;

Esboco de graficos.

04 Aplicaces da Determinar. Aplicada, roteirizada,
Derivada: rocedimental
Taxas relacionadas. P '

05 Regra de L’Hospital. | Calcular. Procedimental.

Tabela 6.4: Ficha da Prova 05.

6.2.6 Ficha da Prova 06

Tipo de Ano. Semestre /Data de aplicacéo da Quant. de questdes/
avaliacéo. prova; guant. de itens por
2° semestre de 2010 guestao
P1 2010.2/. 04/3,2,1,3.
QUESTAO | TEMAS ABORDADOS | GENERO DE TIPOS DE TECNICAS
TAREFAS
01 Limites, teoremas Calcular.Determinar. | Operacional, conceitual,
sobre Limites, rocedimental
Continuidade, P '
Teorema sobre
Continuidade:
Diferenca.
Regra de L'Hospital
02 A Derivada: Encontrar. Procedimental.
Reta  tangente a0 Determinar. Manipulativa. Conceitual.

Gréfico da Funcéo;
Célculo das
Derivadas. Teorema

do valor médio.
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03 Aplicacédo da Determinar. Aplicada, roteirizada,
Derivada: rocedimental
Taxas relacionadas. P '

04 Aplicagdes da Aplicacdes da Aplicacgdes da Derivada:

Derivada: Valores
mMaximos e minimos
de uma funcao
(Absoluto e Relativo)

Derivada: Valores
maximos € minimos
de uma funcao
(Absoluto e
Relativo)

Valores maximos e
minimos de uma funcéo
(Absoluto e Relativo)

Tabela 6.5: Ficha da Prova 06.

6.2.7 Ficha da Prova 07

Tipo de Ano. Semestre /Data de aplicacédo da Quant. de questdes/
avaliagéo. prova; quant. de itens por
1° semestre de 2011 questéo
P1 2011.1/.10 de maio de 2011 04 /3,2,5,2.
QUESTAO | TEMAS ABORDADOS | GENERO DE TIPOS DE TECNICAS
TAREFAS
01 Limites, teoremas Calcular. Operacional, conceitual,
sobre Limites, Determinar rocedimental
Continuidade, ' P '
Teorema sobre
Continuidade.
Derivada.
02 A Derivada: Encontrar. Procedimental.
Reta  tangente a0 Manipulativa. Conceitual.
Gréfico da Funcao;
Célculo das
Derivadas.
03 Aplicacdes da Determinar. Esbocar. | Roteirizada.

Derivada:

Valores maximos e
minimos de uma
fungéo (Absoluto e
Relativo)

Funcdes crescentes e
decrescentes e o teste
da derivada primeira;

Procedimental.

Conceitual. Grafica.
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Teste da derivada
segunda p/maximos e
minimos relativos;
Concavidade e ponto
de inflexao;

Esboco de graficos.

04 Aplicagdes da Mostrar. Manipulativa. Conceitual.
Derivada: Teorema do Demonstrativa.
Valor Médio;

Tabela 6.6: Ficha da Prova 07.

A partir da descricdo que fizemos das tarefas e das técnicas correspondentes e
que formam o bloco préatico-técnico em cada uma dessas avaliacbes de Célculo 1,
incluindo os fichamentos contendo os tipos de técnicas segundo as categorias nas quais
essas técnicas fazem parte, faremos a exploracdo do material para entendermos o bloco

tecnoldgico-tedrico nesta OM e que completa a analise que iniciamos neste capitulo.

As técnicas associadas as tarefas em cada uma das questdes observadas estdo
incluidas no conjunto das técnicas institucionalmente reconhecidas e, frequentemente
sdo adotadas em diferentes provas. Reunindo estas técnicas revelam-se as organizacdes
pontuais de nossa organizacao praxeolOgica, e prosseguindo teremos as organizacoes
regionais que estdo centradas em determinadas tecnologias. No capitulo a seguir
tentaremos destacar tais tecnologias ou verificar como se comporta essa organizagdo

matematica.
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CAPITULO 7

SINTESE DOS RESULTADOS

Neste capitulo daremos sequencia a analise anterior, visando revelar os
elementos tecnoldgicos presentes nas resolucdes das questdes das provas analisadas e

descrevendo as caracteristicas dessa OM.

7.1. A exploragéo do material e o bloco tecnologico-tedrico

Nessa secdo procuramos interpretar as informacgdes contidas nas resolugdes das
questdes das provas de Calculo 1, que possam ser identificadas como justificativas que
explicam as técnicas utilizadas, ou seja, que se assemelhem ao conceito de tecnologia
como componente de uma organizacdo praxeoldgica segundo a perspectiva da TAD.
Veremos que, de certa forma, essa etapa da investigacdo iniciou-se ao realizarmos a
descricdo dos componentes do bloco pratico-técnico durante o capitulo anterior.
Podemos observar nos gabaritos das provas, o desenvolvimento das resoluctes
contendo passagens do tecnoldgico ao técnico resumidas ou imediatas, onde o uso de
procedimento técnico foi tomado como suficiente para esclarecer toda a solugdo de um
problema, dispensando comentarios mais detalhados que pudessem explicar os motivos
pelos quais se chegou ao resultado. Ainda nesta etapa da nossa pesquisa, discutiremos
algum nivel de tecnologia presente nas resolucdes das questdes, ou pelo menos

esclareceremos as qualidades das técnicas utilizadas.

Recordamos que, em nosso caso, 0 conjunto das provas que foram selecionadas,
representam uma imagem da relagéo institucional existente nesse sistema de curso
unificado, pelo menos no que diz respeito a avaliagdo dos topicos do conteudo de
Célculo 1 mencionados. E o0 que buscamos agora, € identificar os possiveis
componentes tecnoldgicos, para que possamos entender e descrever completamente a

organizacdo praxeologica dessa OM do sistema de prova unificado que estamos
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analisando. Lembrando que em torno das técnicas utilizadas nas resolugdes das provas
h& alguma tecnologia ou pelo menos vestigios destas segundo o estudo que fizemos
sobre 0os componentes praxeoldgicos.

Discutiremos a seguir, algumas situacbes com respeito aos assuntos de Calculo 1
presentes nas resolucdes das provas analisadas e que significam alguma funcao

tecnoldgica no sentido da TAD ou técnica autotecnoldgica.

Examinando as provas e a descri¢do dos blocos técnicos que fizemos a partir das
questdes que envolvem o estudo de Limites, destacamos primeiro a ocorréncia em todas
elas das propriedades dos limites da soma, diferenca, produto e quociente de duas
funcOes, e algumas consequéncias desses teoremas, como limites de polindbmios, e
outros teoremas como limites de fungdo raiz e limites de fungdes transcendentes. Vimos
gue nesses casos 0 emprego desses teoremas foi Util para executar a tarefa de forma
procedimental. Outro caso de aplicacdo de teorema como técnica presente em trés de

nove exercicios de Limites nos gabaritos das provas foi o Teorema do Sanduiche, que

escrevemos: Suponha que f(X) <g(x) <h(x) paratodo x numa vizinhanca de a,
mas X#a. Se IXILQ f(x)= leig h(x) =L, entdo Iirg g(x)=L. E nesses casos, a

técnica e também a sua justificativa foram o proprio teorema.

Nas questdes sobre Continuidade o Teorema da Continuidade de uma funcéo em
um ponto foi amplamente tomado como técnica em seis de sete questfes observadas nas

provas, que escrevemos: Uma fungdo f :D — R é continua em a e D se, e somente se

lim f (x) = f (a). Apresentando sempre dupla fun¢&o: técnica e tecnologica.

Duas questdes das trés analisadas com o género de tarefa “Mostrar” utilizaram
técnicas integradas a tecnologia com respeito ao Teorema do Valor Intermediario: Seja
f :[a,b] > Rcontinua. Se « €[ f(a), f (b)], entdo existe ce[a,b] tal que f(c)=«.

Essas mesmas técnicas foram consideradas manipulativas ou demonstrativas.

As resolucdes das provas de Calculo 1 em todos os semestre observados
envolveram as Propriedades Operacionais de Derivacdo, Regras de derivadas de
fungdes, Regra da Cadeia e Derivada de Fungdes Implicitas, mas quase sempre 0

desenvolvimento apresentado nos gabaritos tinham a funcdo de executar a tarefa,
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dispensando uma explicacdo de seu uso. Outra situacdo frequente (seis casos em sete)
foram os exercicios envolvendo, de alguma forma, o conceito de derivada como

inclinacdo de reta tangente, que vimos como: A reta tangente a y = f(x) em (a, f(a)) é
a reta que incide em (a, f(a)), cuja inclinacdo e igual a f '(a) (a derivadade f em a),

apresentando a dupla funcéo técnica-tecnologica.

Todas as seis provas analisadas abordaram questBes para esbocar o gréafico de
uma funcdo a partir das informacBes obtidas sobre o dominio da funcéo, assintotas
horizontais e verticais, intervalos de crescimento e decrescimento, concavidades, pontos
de inflexdo, e valores de maximos e minimos. Os componentes tecnologicos nessas
questBes estdo fortemente integrados as técnicas e o conjunto destes formando um
roteiro para a construcdo dos gréaficos como podemos ver na anélise feita no capitulo

anterior.

O Teorema do Valor Médio, que escrevemos: Se f é continua em [a,b] e
derivdvel em (a,b) entdo existe ce(a,b)tal que f(b)— f(a)=f'(c)(b—a), esteve
presente em duas questdes e em uma delas associado ao género de tarefa “Mostrar”,

tendo a funcgéo tecnoldgica de justificar algum procedimento técnico.

Os limites com aplicacdo da regra de L'Hospital foram frequentes em nove entre
catorze exercicios analisados com resolucdo de limites, mas sempre como um

componente técnico.

Por fim, os problemas conhecidos como Taxas Relacionadas também ocorreram
em quase todas as provas (cinco em seis provas) que investigamos. Nesses casos a
forma de resolucéo seguiu um roteiro para obter o resultado, onde a estratégia principal
consistiu em expressar a taxa de variacdo de alguma grandeza em termos de derivadas e
da utilizacdo da regra da cadeia como forma de calcular tais derivadas. Assim,

identificamos também nessa heuristica uma funcgdo autotecnologica.

Como no momento queremos visualizar, caso haja a possibilidade, os blocos
tecnoldgico-tedricos presentes nessa organizagdo praxeoldgica, arrumamos as possiveis
tecnologias encontradas, associadas as técnicas utilizadas e aos assuntos abordados em

Célculo 1 conforme a matriz abaixo.
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Topicos avaliados na
P1

Quant.
de

guestdes

Tipo de técnica

Tecnologia utilizada

1.Limites:

a. Definicdo de Limites;
b. Teoremas sobre
Limites;

c. Limites Unilaterais;
d. Limites no Infinito;
e. Limites Infinitos.

oito

Operacional,
procedimental.

Geralmente o uso da técnica
supriu a tecnologia ou desta

temos apenas vestigios.

Em trés casos foram utilizados o

teorema do confronto.

Em dois casos, apesar de a tarefa
incluir justificar, a resolugéo

dispensou detalhes tecnologicos.

f. Assintotas Horizontais
e Verticais.

Nove

Procedimental.

Nas resolugdes das questdes

ocorreram  apenas  vestigios
tecnoldgicos, pois a técnica foi

aplicar a definicdo de assintota.

As tarefas que envolveram
Assintotas, sempre foram itens de
alguma questdo de construgédo de

gréaficos.

Em alguns casos, apesar de a
tarefa  ser  determinar  as
assintotas, a resolucdo do
problema atribuia maior destaque

ao calculo do limite.

Em todas as questdes ocorreram
apenas assintotas horizontais e

verticais.

2. Continuidade:
a. Definicdo de
Continuidade;

dez

Procedimental,

operacional e

A maioria das resolucOes

apresentou como procedimento
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b. Teorema sobre
Continuidade; Soma,
Diferenca, Produto,
Quociente, Composta e 0
Teo.do Valor
Intermediario;

manipulativa.

técnico o fato de que dada uma
fungdo f continua em aeR,

temos que: lim f(x)=f(a),

sem revelar uma justificativa em

nivel tecnoldgico.

Em alguns casos o célculo do
limite teve mais destaque que o

estudo da continuidade.

A aplicagdo do TVI ocorreu em
dois problemas, mas a técnica e a

tecnologia se confundem.

H& uma questdo manipulativa
para provar que a funcdo é

continua.

3. A Derivada:

a. Reta tangente ao
Grafico da Funcéo;

b. Definicédo de Derivada;
c. Relagdo existente entre
Diferenciabilidade e
Continuidade.

4. Célculo das Derivadas:
a. Derivadas de somas,
diferencas, produtos e
guocientes;

b. Derivadas das funcdes
trigonométricas;

c. Derivadas de fungdes
compostas (Regra da
Cadeia)

d. Derivada da fungéo
poténcia para expoentes
racionais;

e. Derivadas de ordem
superior.

Nove

Procedimental,
operacional,
aplicagdo

conceitual.

Constatamos em seis problemas
um vestigio tecnoldgico para o
calculo da inclinagdo da reta

tangente em um ponto.

Alguns problemas exigiram o0s
calculos da derivada a partir das
regras de derivacdo, e ndo ha

presenca de tecnologia.

Trés problemas utilizaram em seu
resultado o fato de que toda
funcdo derivavel em um ponto é

continua nesse ponto.

Dois problemas abordaram o
Teorema do Valor Médio, com o

procedimento técnico ancorado a
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tecnologia.
5. Funcéo Inversa: oito Procedimental, As situacGes envolvendo as
a. Teorema da funcéo . ~ . . .
. ) operacional. funcBes trigonométricas inversas
inversa;
b. As inversas das ou logaritmica e exponencial nas
funcBes trigonométricas e ~
. ) questbes estavam conectadas a
suas derivadas;
c. Funcoes logaritmicas e outros temas de Célculo 1 , mas
exponencial; . ~
pone x foram desenvolvidas resolugdes
d. Derivada de funcgdo
poténcia com exponente puramente técnicas.
real.
6. Aplicacoes da oito Roteirizada, Na resolucéo das questles a parte
Derivada: . L .
aplicada. técnica é desenvolvida como um
a. Taxas
relacionadas; roteiro, valorizando a
interpretacdo e a modelagem do
problema, mas as justificativas
em nivel tecnolégico sdo menos
exploradas, com explicacdes
apenas para a interpretacdo do
problema.
b. Valores maximos e Doze Roteirizada, Nas provas analisadas sempre ha

minimos de uma funcao
(Absoluto e Relativo)

c. Teorema de Rolle e 0
Teorema do Valor Médio;
d. Fungdes crescentes e
decrescentes e o teste da
derivada primeira;

e. Teste da derivada
segunda p/maximos e
minimos relativos;

f. Concavidade e ponto de
inflexdo;

g. Esboco de graficos.

procedimental,
identificacdo
aplicacdo

conceitual.

uma questdo de construcdo de
graficos, onde os itens sugerem
um roteiro técnico a ser seguido.
A tecnologia é sugerida pela

propria técnica.

Um problema envolvendo o
Teorema de Rolle e dois
problemas sobre o Teorema do
Valor Médio apresentam em sua
resolucdo a técnica conectada a

tecnologia.
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7. Regra de dezoito Procedimental, Treze problemas apresentaram a
L"Hospital; operacional aplicacdo da Regra de L'Hospital
8. Diferenciacéo '

implicita; em sua resolugdo, mas a técnica

foi utilizada dispensando
qualquer tecnologia.

Cinco problemas envolvem a
funcdo a forma implicita, mas a

resolucdo é apenas técnica.

Tabela 7.1: Matriz da descri¢do das principais tecnologias utilizadas.

Verificando a descri¢do das provas que fizemos no capitulo anterior, quanto ao
estudo das tarefas e das técnicas, na identificacdo de possiveis componentes
tecnoldgicos e na observacdo do quadro acima, percebemos uma forte tendéncia dessa
instituicdo em utilizar um conjunto das mesmas técnicas em diferentes provas ao longo
desses anos, dando a essas técnicas um status de importancia maior, ndo podendo deixa-
las excluidas das provas, como podemos constatar ao verificar uma a uma as técnicas

encontradas em todas as P1 investigadas.

7.2. A organizacao das informagc0es e a organizacdo matematica

Na secdo anterior organizamos informacdes que nos revelam sobre a forma de
tecnologia presente no Sistema de Provas Unificadas de Célculo 1, e pudemos perceber
que a qualidade das justificativas nessa instituicdo ndo exerce o nivel tecnolégico em
todas as funcbes da tecnologia previstas em nosso quadro tedrico. Retomando as
fungdes de uma tecnologia no sentido da TAD, verificamos que as fungdes tecnoldgicas
como explicar, tornar inteligivel ou produzir novas técnicas sdo menos exploradas aqui.
Diante disso, podemos pensar que na passagem do bloco préatico-técnico ao tecnologico-
tedrico as tecnologias estdo dissolvidas em técnicas, ndo sendo capazes de uma
construcdo da praxeologia da matematica que contemple muitos guestionamentos em

nivel tedrico. Sendo assim, podemos apenas sugerir componentes tedricos que |4 ndo
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estdo explicitos, e revelar apenas organizacdes praxeologicas pontuais e locais, mas ndo

temos como destacar as regionais ou globais.

7.3. Consideracoes Finais

Este trabalho investigou como e quais topicos do conteudo de Calculo 1 estéo
sendo abordados nos enunciados e nas resolucdes das questdes das provas em um
Sistema de Curso Unificado, revelando a importancia atribuida a alguns tépicos em
relacdo a outros, expressa na frequéncia com que foram cobrados em prova.
Entendemos como assuntos mais frequentes em prova: os limites resolvidos pela Regra
de L'Hospital, os problemas que utilizam a derivada de uma funcdo em um ponto para
obter a inclinacdo da reta tangente, as construgdes de graficos de fungdes e os
problemas sobre Taxas relacionadas; e Funcéo Inversa (Teorema da fungéo inversa e as
inversas das funcBes trigonométricas e suas derivadas) foi o item da ementa menos

frequente nas provas analisadas.

Para responder a questdo de pesquisa, em relagcdo ao conhecimento matematico
esperado pela Instituicdo sobre o contedo de Calculo 1, inferido a partir da analise de
tarefas propostas nas provas, e suas soluc@es divulgadas na internet, nos apoiamos no
estudo da organizacdo matematica dessa instituicdo e na investigacdo de seus

componentes praxeoldgicos que descrevemos a seguir:

Ao tentarmos obter as tecnologias utilizadas nas resolugbes dos problemas
propostos nas provas, percebemos que ao valorizar 0s procedimentos
predominantemente técnicos nos gabaritos das provas, o conhecimento tecnoldgico
assumiu um papel exterior, ficando a margem do contetdo de importancia do Calculo 1.
Com isso, podemos atribuir ao sistema de prova unificada de Calculo 1 , uma marcante

caracteristica técnica.

Sendo mais especificos, podemos mencionar sobre os momentos mais frequentes
nas provas e em suas resolugdes. Em um primeiro, a técnica utilizada dispensa qualquer
outro comentario explicativo como resposta para a questdo; nesse sentido notamos uma

forte tendéncia auto tecnoldgica assumida por esta instituicdo. Em outro momento, 0s
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objetos matematicos presentes nas solugfes dos problemas apresentam uma forte
tendéncia para integrar elementos tecnoldgicos as técnicas, onde o0s discursos
apresentam uma dupla fungdo: técnica e tecnolédgica. Nesses casos, podemos identificar

no seu desenvolvimento, maneiras de encontrar a solucdo e também de justifica-la.

7.4. Desdobramentos

Os dados empiricos trabalhados nesta pesquisa se referem apenas ao contetdo
do programa de Calculo 1 para a primeira prova e foram analisadas somente as provas e
seus gabaritos. Assim, podemos formular outras questdes que ainda ndo podem ser

respondidas somente com informagdes que dispomos:

Analisar como estdo sendo abordados o conceito/topico de Integral nas

provas de Calculo 1.

e Analisar a organizagdo Didatica no Sistema de Curso Unificado de

Célculo 1.

e Descrever e analisar como estudar e o que é estudado em uma classe de

Célculo 1 no sistema de Curso Unificado.

e Investigar possiveis indicadores de autismo didatico no Curso Unificado
de Calculo 1.
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