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RESUMO 

 
Nesta pesquisa analisamos os enunciados e as soluções das questões de provas de 

Cálculo I disponibilizadas por uma equipe de professores, buscando descrever os 

conhecimentos sobre limites, continuidade e derivada que vêm sendo considerados 

relevantes para a formação esperada dos alunos de turmas em que o modelo de prova 

unificada é adotado. Adotamos a perspectiva da Teoria Antropológica do Didático, de 

Yves Chevallard, pelo seu potencial de analisar a realidade matemática que emerge de 

práticas específicas que se relacionam com a transmissão de conteúdo. Da organização 

matemática observada, destacamos que o bloco técnico é altamente valorizado e, 

mesmo que seja possível identificarmos a tecnologia nas soluções divulgadas, não há 

preocupação em deixá-la mais visível, mas sim de mantê-la em um segundo nível de 

importância em relação à técnica. 

 

Palavras-chave: Cálculo I, Teoria Antropológica do Didático, Educação Matemática 

no Ensino Superior. 
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ABSTRACT 

 

This research presents an analysis of exam questions and their solutions of a calculus 

course, provided by a team of professors, with the aim of describing the mathematical 

knowledge about limits, continuity and derivative that have been considered relevant to 

students attending courses in which a model of exam unified for various calculus 

courses is applied. We adopt the perspective of the Anthropological Theory of 

Didactics, by Yves Chevallard, due to its potential to analyse the mathematical reality 

emerging from specific practices related to content knowledge transmission. For the 

mathematical organization observed, the technical block is highly valued and, even if it 

is possible to identify the technology in the solutions presented to some of the questions, 

it appears there is no concern about leaving it more visible, but to keep it in a secondary 

level of importance in relation to the technique. 

  

Keywords: Calculus courses; Anthropological Theory of Didactics; Mathematics 

Education at University. 
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INTRODUÇÃO 

 

 

O Instituto de Matemática da UFRJ adota o regime de prova única como forma 

de avaliação dos alunos da Escola Politécnica e da Escola de Química cursando a 

disciplina Cálculo I
1
. Sendo assim, acreditamos que apesar de ficar a cargo da equipe de 

professores estabelecer o ritmo da matéria em sala de aula e escolher as técnicas de 

ensino que irão adotar, este formato de exame expressa uma expectativa dos docentes 

em garantir uniformidade no ensino do conteúdo por meio da proposta de um modelo de 

prova única, além de listas de exercícios propostos, que servem como preparação para 

tais avaliações. 

Tal escolha demanda um consenso por parte da equipe de professores quanto ao 

conteúdo das questões a serem elaboradas para os exames e trabalhadas em sala de aula 

durante o semestre, de forma a tornar possível um mesmo nível de cobrança do 

conteúdo em todas as turmas, e de destacar a importância de certos tópicos da ementa 

do curso, para delimitar um desenvolvimento do conteúdo da disciplina que, 

idealmente, busca ser homogêneo em todas as salas de aula. 

Uma vez que cada prova é elaborada pelo grupo de professores que lecionam a 

disciplina em cada semestre, tal sistema de avaliação nos parece revelar a importância 

atribuída aos conceitos trabalhados em Cálculo I por cada equipe envolvida em um 

determinado semestre, além de aplicar um modelo de avaliação no qual a prova pode 

                                                           
1
  Na página da disciplina Cálculo I, encontramos a informação: “(...) A partir do primeiro semestre de 

2008 a Escola Politécnica, a Escola de Química e o Departamento de Métodos Matemáticos do Instituto 

de Matemática instituíram o regime de prova única para os cursos de Cálculo da Engenharia. (...)” Equipe 

de professores de Cálculo I. cod. MAC118. Turma Engenharia. http://www.im.ufrj.br/~calculo1 (acesso 

em 25/02/2013). 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1
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exercer um papel diferenciado no processo de ensino, dado que a aprovação do aluno 

depende exclusivamente do seu desempenho nesta forma de exame. 

No trecho a seguir, publicado na página da disciplina Cálculo I, fica clara a 

intenção da equipe de professores desse curso, ao propor esta estratégia de prova 

unificada, em implementar uma abordagem comum e nivelada do conteúdo: 

“Os cursos unificados têm como objetivo assegurar que todos os 

alunos das diversas especialidades de Engenharia da Escola 

Politécnica e dos cursos diurnos da Escola de Química sejam 

avaliados sobre todos os tópicos constantes do programa da disciplina, 

realizem as mesmas provas e tenham suas provas corrigidas da forma 

mais uniforme possível.” (Equipe de professores de Cálculo I. 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1, acesso em 25/02/2013). 

  

O enunciado e solução das questões de tais provas, em sua edição em vários 

semestres, são tornados públicos para os alunos na página da disciplina Cálculo I. Estes 

podem ser amplamente consultados nos períodos de exames, em cada semestre, 

servindo de suporte e orientação para os alunos no período de preparação para aqueles. 

Acreditamos, assim, no papel central deste conjunto de questões e abordagens em sua 

solução na construção pelos alunos do conhecimento matemático sobre os temas 

abordados em Cálculo I, pois são tomados como referência de modelo de prova para a 

preparação das avaliações semestrais seguintes. 

Neste contexto, podemos investigar, a partir dos enunciados e das soluções das 

questões das provas disponíveis, os conceitos, tópicos e abordagens que vêm sendo 

considerados relevantes para a formação esperada dos alunos de turmas em que o 

modelo de prova unificada é adotado. 

Diante disso nos propomos a elaborar uma análise das questões e soluções 

propostas nas provas unificadas, tornadas públicas na internet. Adotamos a perspectiva 

da Teoria Antropológica do Didático, de Yves Chevallard, pelo potencial de descrever e 

analisar a realidade matemática que emerge destas práticas específicas que se 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1
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relacionam com a transmissão do conteúdo da disciplina, e que vem sendo 

desenvolvidas pelas diversas equipe dos professores e alunos de Cálculo 1 do Instituto 

de Matemática e da Escola Politécnica da UFRJ. 

Nesta versão da nossa pesquisa, organizamos a distribuição do texto em seis 

capítulos, sendo o primeiro, esta Apresentação da nossa proposta de investigação, onde 

informamos brevemente a respeito do Curso Unificado de Cálculo I e da forma como 

pretendemos analisar o sistema avaliativo a partir das provas anteriores e de seus 

gabaritos, tendo como base o instrumento teórico mencionado no parágrafo anterior. 

No capítulo 2 (A Página da Disciplina Cálculo I), descreveremos as informações 

disponíveis em http://www.im.ufrj.br/~calculo1, como forma de ancorarmos nosso 

estudo seguindo a proposta do curso unificado desta investigação, respeitando a ementa 

e a bibliografia indicada pela equipe de professores nesse curso, além de outras 

informações que poderão auxiliar em nossa pesquisa. 

No capítulo 3 (Objetivos e Justificativas), procuraremos refletir sobre o que 

queremos entender com esta análise. Discutiremos alguns pontos relacionados à 

avaliação e também sobre o nosso interesse em querer identificar que matemática 

emerge dessa prática de prova única. Ao final desse capítulo, tentaremos formular a 

nossa questão de pesquisa. 

No capítulo 4 (Referenciais Teórico-Metodológicos), buscaremos explicitar a 

Teoria Antropológica do Didático na perspectiva de Chevallard (1992, 1997, 1999, 

2001, 2005), segundo a qual acreditamos ser possível elaborar nosso estudo. 

Reformularemos a questão inicial de pesquisa bem como os objetivos, sob a perspectiva 

teórica que nos parece adequada à investigação que pretendemos realizar. Ainda nesse 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1
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capítulo, apresentaremos os instrumentos metodológicos que serão utilizados para a 

construção de nossa análise, bem como as justificativas para a sua aplicação. 

O capítulo 5 (Revisão da Literatura) reporta o conhecimento produzido em 

outras pesquisas nesta área do Ensino de Matemática, e situa a pesquisa que vamos 

desenvolver em campo de conhecimento relacionado, buscando explicitar a sua 

contribuição para a área. 

No capítulo 6 (Uma análise dos dados), faremos uma análise das provas de 

Cálculo I aplicadas desde o primeiro semestre de 2008, conforme prevista na descrição 

da metodologia realizada no Capítulo 4. 

No último capítulo (Síntese dos resultados), buscaremos responder as questões 

de pesquisa a partir das interpretações feitas dos dados analisados em nossa 

investigação, respeitando as referências teórico-metodológicas adotadas. Apontaremos 

algumas contribuições desta pesquisa na área de Ensino da Matemática, e indicaremos 

possibilidades para seu desdobramento. 

Além dos capítulos mencionados, acrescentamos, em anexo, as provas que serão 

analisadas e suas respectivas resoluções.  
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CAPÍTULO 2 

A PÁGINA DA DISCIPLINA CÁLCULO I  

 

 Neste capítulo apresentaremos uma breve descrição das informações contidas no 

site: http://www.im.ufrj.br/~calculo1 (acesso em 25/02/2013) e, que estão disponíveis 

ao acesso de todos os alunos, servindo como veículo de informação da equipe de 

professores da disciplina. No trecho destacado a seguir a equipe responsável sugere aos 

alunos que se mantenham atualizados em relação ao Curso de Cálculo I por meio da 

página da disciplina. 

“Recomendamos que leiam os diversos itens desta página para 

poderem direcionar adequadamente os seus esforços, reduzindo o 

tempo dedicado a buscar a informação e aumentando o tempo 

disponível para o estudo. [...]” (Equipe de professores de Cálculo I. 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1, acesso em 25/02/2013). 

 

Tomamos como base a atualização do site de 25 de fevereiro de 2013, feita pela 

equipe de professores daquele momento, a fim de fixar uma data; porém, grande parte 

das mudanças ocorridas pelas alterações semestrais desta página parece se restringir 

apenas a manutenções necessárias e eventuais, como, por exemplo, as datas das provas, 

horários dos monitores, etc. Entretanto, outras mudanças podem ser realizadas por cada 

equipe dos professores da disciplina, conforme julguem necessário aperfeiçoar a página 

do curso. Destacamos, por exemplo, a inserção de uma nova seção no índice, realizada 

pela equipe responsável pelo site neste período que tomamos como referência, cuja 

finalidade da nova seção foi incorporar algumas atividades planejadas para o ensino de 

Cálculo 1.  

Para esclarecer melhor essa situação, apresentamos o quadro abaixo com um 

índice mais antigo - atualização de 5 julho de 2012 – para compará-lo com o índice mais 

recente - atualização 25 de fevereiro de 2013. No índice encontramos todos os assuntos 

julgados úteis pela equipe de professores desse curso aos alunos, e foi acrescida uma 

seção – a de número 7, que não existia no índice anterior: - Cronograma do curso.  

 

 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1
http://www.im.ufrj.br/~calculo1
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Assuntos 

1 Introdução  

2 Monitoria  

3 Ementa do curso  

4 Bibliografia indicada  

5 Exercícios recomendados  

6 Matéria das provas  

7 Datas das provas  

8 Instruções para as provas  

9 Provas Aplicadas  

10 Notas das provas  

11 Vista e revisão de prova  

12 Cálculo da média final 

Assuntos 

1 Introdução  

2 Monitoria  

3 Ementa do curso  

4 Bibliografia indicada  

5 Exercícios recomendados  

6 Matéria das provas  

7 Cronograma do curso  

8 Datas das provas  

9 Instruções para as provas  

10 Provas Aplicadas  

11 Notas das provas  

12 Vista e revisão de prova  

13 Cálculo da média final 

      Quadro 2.1: Comparativo dos índices da página de Cálculo 1. (Equipe de professores de 

Cálculo I. http://www.im.ufrj.br/~calculo1, acessos em 05/07/2012 e 25/02/2013). 

 Relatamos a situação acima para mostrar que a equipe em vigor pode realizar 

intervenções na página do curso mediante uma nova proposta para o Sistema Unificado de 

Cálculo I. Ainda na primeira página, também estão disponíveis avisos atualizados pela 

equipe vigente.  

Na Introdução, é informado aos alunos que o objetivo da unificação da disciplina 

é “assegurar que todos os alunos sejam avaliados sobre todos os tópicos constantes do 

programa da disciplina” (Equipe de professores de Cálculo I. cod. MAC118); para isso, 

a ação adotada foi a de que todos os alunos devem ser submetidos às mesmas provas, 

elaboradas e aprovadas, em geral, pelos professores da equipe, cuja realização deve ser 

na mesma data e horário. A correção da prova também segue um critério prévio 

definido pelo grupo de professores da disciplina. Fica claro no texto do site da disciplina 

que já o andamento do curso, o controle da presença e o lançamento final das notas são 

de responsabilidade do professor da turma. A equipe de professores esclarece que: 

“Ao lançar os resultados da sua turma no Siga, o professor deverá 

lançar o grau do aluno (que certamente é o grau da prova unificada) e 

o total de horas que o aluno faltou, caso tenha controlado a presença 

de seus alunos”. Se um aluno faltar a mais de 25% do total de aulas 

ficará reprovado por falta, independentemente da média obtida na 

disciplina[...].” (Equipe de professores de Cálculo I. 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1, acesso em 25/02/2013). 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse1.html#x2-10001
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse2.html#x3-20002
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse3.html#x4-30003
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse4.html#x5-40004
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse5.html#x6-50005
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse6.html#x7-60006
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse8.html#x9-80008
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse9.html#x10-90009
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse10.html#x11-1000010
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse11.html#x12-1100011
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse12.html#x13-1200012
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse13.html#x14-1300013
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse1.html#x2-10001
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse2.html#x3-20002
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse3.html#x4-30003
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse4.html#x5-40004
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse5.html#x6-50005
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse6.html#x7-60006
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse7.html#x8-70007
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse8.html#x9-80008
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse9.html#x10-90009
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse10.html#x11-1000010
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse11.html#x12-1100011
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse12.html#x13-1200012
http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse13.html#x14-1300013
http://www.im.ufrj.br/~calculo1
http://www.im.ufrj.br/~calculo1
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E ainda, essa mesma equipe decide que “O controle da presença é uma decisão 

de cada professor, não sendo obrigatório” (idem, ibidem). Porém, recomendam aos 

alunos que, “procurem assistir às aulas de seu professor e se reporte a ele sempre que 

tiverem alguma pendência” (idem, ibidem). 

É prevista uma equipe de monitores para colaborar com os professores da 

disciplina, dando atendimento aos alunos. Os horários da monitoria são divulgados em 

http://www.im.ufrj.br/monitoriadmm, conforme indicado na seção 2 da página e, há a 

recomendação aos alunos, com dificuldades na matéria, que procurem os monitores. Na 

seção 3 do índice está exposta a ementa do curso de Cálculo I e, na seção 6 a matéria 

das provas como a seguir: 

Na primeira prova de 2012-1 serão avaliados os seguintes tópicos 

1. Limites: 

a. Definição de Limites; 

b. Teoremas sobre Limites 

c. Limites Unilaterais 

d. Limites no Infinito 

e. Limites Infinitos 

f. Assíntotas Horizontais e Verticais 

2. Continuidade: 

a. Definição de Continuidade; 

b. Teorema sobre Continuidade: 

c. Soma, Diferença, Produto,Quociente, Composta e o Teorema do Valor 

Intermediário; 

3. A Derivada: 

a. Reta tangente ao Gráfico da Função; 

b. Definição de Derivada; 

c. Relação existente entre Diferenciabilidade e Continuidade. 

4. Cálculo das Derivadas: 

a. Derivadas de somas, diferenças, produtos e quocientes; 

b. Derivadas das funções trigonométricas; 

c. Derivadas de funções compostas (Regra da Cadeia) 

d. Derivada da função potência para expoentes racionais; 

e. Derivadas de ordem superior.  

5. Função Inversa: 

a. Teorema da função inversa; 

b. As inversas das funções trigonométricas e suas derivadas; 

c. Funções logarítmicas e exponencial; 

d. Derivada de função potência com exponente real. 

6. Aplicações da Derivada: 

a. Taxas relacionadas; 

b. Valores máximos e mínimos de uma função (Absoluto e Relativo) 
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c. Teorema de Rolle e o Teorema do Valor Médio; 

d. Funções crescentes e decrescentes e o teste da derivada primeira; 

e. Teste da derivada segunda p/máximos e mínimos relativos; 

f. Concavidade e ponto de inflexão; 

g. Esboço de gráficos. 

7. Regra de L’Hospital; 

8. Diferenciação implícita; 

Para a segunda prova serão avaliados os tópicos ministrados após a primeira prova. 

Como a derivação e a integração estão intimamente relacionadas, é fundamental saber 

derivar. 

1. Problemas de otimização. 

2. Integral Definida: 

a. Definição de integral definida. 

3. Integral Indefinida; 

a. Propriedades da integral; 

b. Integração por substituição; 

c. Teorema do valor médio para integrais; 

d. Teorema fundamental do cálculo. 

4. Aplicações da Integral Definida: 

a. Áreas; 

b. Volume de sólido de revolução; 

c. Comprimento de arco. 

5. Técnicas de Integração: 

a. Integração por partes; 

b. Integração por substituição simples; 

c. Integração por substituições trigonométricas; 

d. Integração por fração parcial. 

6. Integral imprópria 

 

 Quadro 2.2: Ementa do curso de Cálculo I e a matéria das provas. (Equipe de professores 

de Cálculo I. http://www.im.ufrj.br/~calculo1, acessos em 05/07/2012 e 25/02/2013). 

A terceira prova ou segunda chamada é cumulativa, isto é, podem ser cobrados 

todos os tópicos constantes nas duas primeiras avaliações. 

Na seção 4 (Bibliografia indicada), há a indicação do livro-texto adotado: 

 Stewart, James. Cálculo Volume I. Editora Thomson. 

Porém, são também indicados outros livros como bibliografia complementar:  

 Leithold, Louis. O Cálculo com Geometria Analítica-Volume I. Ed. Harbra; 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1
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 Thomas, George B.; Finney, Ross L.; Weir, Maurice D. e Giordano, Frank R. 

Cálculo Volume I. Ed. Pearson; 

 Santos, Ângela R., Bianchini, Waldecir. Aprendendo Cálculo com Maple – 

Cálculo de Uma Variável. Ed. LTC; 

 Rivera, Jaime E. M. Cálculo Diferencial e Integral Vol.I.  

Ainda nesta seção, são divulgados outros títulos que podem ser utilizados pelos alunos, 

tais como: 

 Munem, Mustafa A. Cálculo vol. 1. Ed. LTC; 

 Guidorizzi, H. Um Curso de Cálculo vol. 1. Ed. LTC; 

 Boulos, P. Cálculo Diferencial e Integral. v 1. Ed. Makron Books; 

 Ávila, Geraldo. S. S. Cálculo I: Funções de uma variável. v 1. Ed. LTC; 

 Edwards, C.H. Jr.; Penney, David E. Cálculo com Geometria Analítica vol. 1. 

Ed. Prentice-Hall do Brasil. 

Ainda segundo a equipe de Cálculo 1 (http://www.im.ufrj.br/~calculo1,acesso em 

25/02/2013), para os alunos mais interessados nos fundamentos de Cálculo são 

recomendados:  

 Spivak, Michael. Cálculo Infinitesimal vol.1. Ed. Reverté; 

 Apostol, Tom. Calculus vol. 1. Ed. Reverté; 

 Courant, Richard; John, Fritz S. Introduction to Calculus and to Analysis vol. 1. 

Ed. Interscience. 

Embora fique claro que não seja esta a proposta do curso, no trecho a seguir: 

 “Observemos que o enfoque das avaliações não deverá ser fortemente 

analítico e, portanto, este aprofundamento, embora desejável para um 

melhor embasamento teórico, não deverá influenciar o desempenho 

dos alunos nas provas.” (Equipe de professores de Cálculo I. 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1,acesso em 25/02/2013). 

Na seção 5, há uma lista contendo os números dos exercícios recomendados do 

livro-texto. Na seção 7 (Cronograma do curso) está disponível o arquivo com a 

distribuição de aulas e as atividades para o semestre. As datas, horários e local das 

provas são informados na seção 8. 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1
http://www.im.ufrj.br/~calculo1
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As instruções para as provas de Cálculo I são encontradas na seção 9. As regras 

a serem seguidas pelos alunos durante as realizações da prova estão no quadro abaixo.  

Com relação à prova, 

 Os alunos deverão levar um DOCUMENTO DE IDENTIDADE ORIGINAL VÁLIDO 

E COM FOTO. 

 Antes da prova o professor responsável distribuirá os cadernos de prova, previamente 

preenchidos, nas carteiras da sala. Cada aluno deverá sentar na carteira onde se 

encontra o seu caderno de provas. 

 O aluno deve responder a primeira questão da prova na primeira folha da prova, a 

segunda questão na segunda folha e assim por diante. Os alunos que responderem às 

questões em folhas incorretas não terão, inicialmente, estas questões corrigidas. 

 Os alunos não poderão se ausentar da sala de prova durante a prova. 

 Não é permitido ( nem será necessário ) o uso de calculadoras. 

 O material deverá ser colocado na mesa do professor ou, caso não haja espaço, em 

local fora do alcance dos alunos. Junto com o aluno deve ficar somente borracha, lápis, 

lapiseira e caneta. Se algum aluno for pego com material adicional, independente de ter 

consultado ou não, o caso será tratado como consulta indevida, pois todos foram 

avisados que o material deve ficar fora do alcance do aluno. 

 Não é permitido o uso de celular, nem mesmo como relógio. Eles devem ser mantidos 

desligados. 

 Não é permitida consulta a qualquer fonte. 

 A duração da prova será informada ao seu início mas deverá variar entre duas horas e 

duas horas e meia, dependendo do número de questões. 

Qualquer aluno pego consultando alguma fonte ou colega terá, imediatamente, atribuído 

grau zero na prova. O mesmo ocorrerá com o aluno que facilitar a consulta do colega ( ¨der 

cola¨ ). Casos mais graves, envolvendo algum tipo de fraude, deverão ser punidos de forma 

bem mais rigorosa. Evitem este tipo de solução aparentemente “fácil” pois o risco envolvido é 

grande. 

As provas versarão sobre a ementa oficial da disciplina como reproduzida na seção 6 e 

poderão ser resolvidas a lápis ou caneta. Caso o professor tenha abordado tópicos que não 

constam da ementa, estes não serão cobrados nas provas. 

 

Quadro 2.3: As instruções para as provas de Cálculo I. (Equipe de professores de Cálculo I. 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1, acessos em 05/07/2012 e 25/02/2013). 

 

Na seção 10 estão disponíveis os arquivos pdf com as provas aplicadas em 

semestres anteriores e seus respectivos gabaritos. As notas das provas de Cálculo I são 

divulgadas na seção 11, em cada semestre. As normas sobre revisão da correção de 

provas escritas encontradas na seção 12 podem ser lidas no quadro a seguir. 

As normas da UFRJ e do Instituto de Matemática relativas à revisão são: 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1/calc1_2012_2_eng/pag_calc1_2012_2_engse6.html#x7-60006
http://www.im.ufrj.br/~calculo1
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Normas sobre revisão da correção de provas escritas 

Serão transcritas, a seguir, as normas aprovadas pelo CEG concernentes à vista de prova 

escrita, revisão de prova escrita e recurso da revisão de prova escrita e também as 

normas complementares aprovadas pela COAA do Instituto de Matemática, 

concernentes ao recurso da revisão da prova escrita. 

 

Resolução do CEG 4/96 

Dispõe sobre revisão da correção da prova escrita 

O Conselho de Ensino de Graduação, em sessão de 31 de julho de 1996, no uso de suas 

atribuições regimentais, resolve: Baixar as seguintes normas sobre revisão da prova 

escrita. 

Do Objetivo 

Art. 1 É direito de todo discente a vista e revisão de qualquer avaliação. 

Parágrafo 1 A vista de prova tem como objetivo orientar o aluno em seu aprendizado. 

Parágrafo 2 Entende-se por revisão de prova o ato pelo qual o(s) docente(s) responsável 

(eis) pela correção da prova faz(em) uma reanálise da correção da(s) questão(ões) 

solicitada(s) pelo discente, à luz dos critérios e/ou gabarito e/ou distribuição de pontos 

utilizados. 

Da vista de Prova Escrita 

Art. 2 A vista de prova deverá ser solicitada em até dois (02) dias úteis e concedida em 

até dez (10) dias úteis após a divulgação pública das notas. 

 

Art. 3 Durante a realização da vista de prova, o discente deverá estar preferencialmente 

acompanhado pelo(s) docente(s) responsável(eis) pela correção. 

Parágrafo 1. Caberá ao(s) docente(s) responsável(eis) pela disciplina, de comum acordo 

com os discentes da turma, operacionalizar(em) a vista de prova, cuja data e local 

deverão ser divulgados com um mínimo de 02(dois) dias úteis de antecedência. 

Parágrafo 2. No ato da vista, o discente terá acesso aos seguintes documentos e 

informações: 1.questões da prova; 2.critérios/gabarito de correção; 3.distribuição de 

pontos por questão; 4.prova corrigida. 

Da Revisão de Correção da Prova Escrita 

Art. 4 O discente, após a vista de prova, tem o direito de solicitar, ao(s) docente(s) 

responsável(eis) pela correção, pessoalmente, ou através do departamento responsável 

pela disciplina, a revisão da correção da prova. 
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Parágrafo 1. A solicitação deverá ser feita por escrito num prazo de 02 (dois) dias úteis 

a partir da vista de prova.  

Parágrafo 2. Na solicitação, o discente deverá indicar a(s) questão(ões) que será (ao) 

objeto de reanálise, segundo o disposto no art. 1, parágrafo 2, acompanhada de 

justificativa.  

Parágrafo 3. O resultado da revisão, com acréscimo, manutenção ou decréscimo da nota, 

precederá a realização da prova seguinte, sempre que possível. 

Do Recurso 

Art. 5. Havendo discordância do discente quanto ao resultado da revisão da correção da 

prova, este poderá solicitar recurso ao departamento responsável pela disciplina, que 

nomeará uma banca para examiná-la. 

Parágrafo 1. A banca será composta de 03 (três) docentes, dos quais, necessariamente, 

dois não participaram da correção.  

Parágrafo 2. A banca terá livre acesso à documentação e informações dispostas no art. 

3, parágrafo 2 

Parágrafo 3. Cabe à unidade responsável pela disciplina regulamentar a tramitação dos 

processos de recurso à revisão de provas. 

Normas internas do Instituto de Matemática para a tramitação dos processos de 

recurso à revisão de prova escrita 

 

A COAA do Instituto de Matemática da UFRJ, reunida em 16/04/2003, com base na 

Resolução CEG 04/96, que estabelece normas para a tramitação de processos de recurso 

à revisão de prova escrita, resolve baixar as seguintes normas internas no IM para os 

pedidos de recurso à revisão de prova escrita de disciplinas sob sua responsabilidade. 

Os pedidos de recurso à revisão de provas escritas parciais deverão ser formalizados por 

meio de processo dentro do período letivo correspondente ao período em que a 

disciplina foi lecionada. Os pedidos de recurso à revisão de prova escrita final e segunda 

chamada deverão ser formalizados por meio de processo antes da data marcada para o 

iníco do período seguinte. Os pedidos de recurso à revisão de prova escrita serão 

encaminhados ao departamento responsável pela disciplina, que formará uma banca 

composta por três professores, da qual o professor da disciplina será convidado a 

participar. Caso ele decline, o departamento nomeará um terceiro professor para a 

banca. De acordo com o segundo parágrafo do artigo quinto da Resolução CEG 04/96, o 

professor da disciplina, participando ou não da banca, deverá fornecer toda a 

documentação necessária ao recurso à revisão (ver segundo parágrafo do artigo terceiro 

da mesma resolução). 4. Caberá à banca revisar enganos de correção com base na 

documentação fornecida pelo professor da disciplina. 

Quadro 2.4: As normas sobre revisão da correção de provas escritas de Cálculo I. (Equipe 

de professores de Cálculo I. http://www.im.ufrj.br/~calculo1, acessos em 05/07/2012 e 

25/02/2013). 

 

http://www.im.ufrj.br/~calculo1
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O modelo para o cálculo da média final, na seção 13, segue o procedimento 

definido pelo Centro de Ciências Matemáticas e da Natureza (CCMN). Para o cálculo 

da Média Parcial basta obter a média aritmética simples das notas das duas primeiras 

provas. Se o valor obtido for maior ou igual a 7,0 o aluno está aprovado com Média 

Final igual a Média parcial;  Se a média parcial for inferior a 3,0 o aluno estará 

reprovado com tal média. Se a média parcial for maior ou igual a 3.0 e menor que 7.0, o 

aluno terá de fazer mais uma prova (final ou segunda chamada), pois, caso não faça, a 

média final será a média parcial dividida por dois. A média final será obtida somando a 

nota da terceira prova realizada (prova final ou segunda chamada) com a média parcial e 

dividindo por 2. Serão aprovados os alunos com média final igual ou superior a 5.0. Os 

alunos que por um motivo qualquer não puderam realizar alguma das duas primeiras 

provas serão avaliados da seguinte forma: a média parcial será a média da prova 

realizada e da final. Se o aluno obtiver média parcial entre 3,0 e 6,9 deverá fazer a 

segunda chamada e a sua média final será obtida somando a média parcial com a nota 

da segunda chamada e dividindo por dois. Há a recomendação de que os alunos evitem 

faltar às provas. Se o aluno faltar às duas primeiras provas receberá média zero. 

A primeira prova, obviamente, avaliará os tópicos abordados até a sua 

realização. A segunda prova avaliará os tópicos abordados após a primeira prova. Como 

a matéria do curso é interdependente, diversos conceitos utilizados na primeira prova 

serão necessários para a segunda, mesmo não havendo uma questão específica sobre 

estes. E, como já dissemos a prova final e a segunda chamada avaliará toda a disciplina. 

Após esta descrição que fizemos das informações contidas na página da 

disciplina de Cálculo 1, acumulamos algum conhecimento a respeito desse curso 

unificado, para que possamos discutir sobre alguns aspectos que acreditamos ter relação 

com a realidade matemática que emerge dessa prática. No próximo capítulo, teremos o 

objetivo de esclarecer a justificativa desta pesquisa. 
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CAPÍTULO 3 

OBJETIVO E JUSTIFICATIVAS  

 

O objetivo desta pesquisa é investigar, por meio da análise das questões que 

compõem as provas unificadas de Cálculo I e das suas soluções, que tópicos do 

conteúdo de Cálculo I vêm merecendo destaque nos últimos anos, bem como qual a 

forma com que estes são abordados, avaliando ainda a importância atribuída a alguns 

conceitos em relação a outros, expressa nas escolhas dos temas a serem avaliados, nas 

estratégias para solução dos problemas propostos, na frequência com que questões 

enfocando determinados tópicos da ementa ocorrem nas diversas avaliações do curso e 

as relações entre elas ao longo do semestre.  

Nessa pesquisa buscamos descrever e investigar aspectos, que acreditamos terem 

um papel central relacionado à prática de ensino do conteúdo de Cálculo I desenvolvida 

no sistema do curso unificado. Ainda neste plano, há duas direções, pelo menos, em que 

a investigação proposta transita. 

Como nossa análise está baseada principalmente nas provas, temos uma 

preocupação natural em conhecer quais são os objetivos de uma avaliação em 

matemática, e discuti-los, principalmente no curso unificado de Cálculo 1.  Entendemos 

que uma avaliação matemática em um ambiente educacional não deva ter apenas um 

papel de instrumento diagnóstico, mas que também seja um instrumento de 

aprendizagem.   Como diz Buriasco (1999, p.67), “seria mero modismo se os problemas 

que a avaliação pode denunciar ficassem encerrados nos resultados, mesmo porque, 

segundo Meirieu (apud Buriasco, 1999 p.67), “[...] a obsessão do termómetro nunca fez 

baixar a temperatura.”” Ainda, concordamos com Abrantes (2001) em sua colocação 
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que a avaliação dos alunos — na disciplina de Matemática, como em todas as outras — 

“envolve interpretação, reflexão, informação e decisão sobre os processos de ensino e 

aprendizagem” (Abrantes, 2001). Portanto, a primeira direção desta pesquisa diz 

respeito a uma discussão sobre os possíveis fenômenos relacionados à avaliação, em 

particular o fenômeno “teaching to the test”, onde a prática educativa pode se tornar 

fortemente focada na preparação para um “teste”. Os opositores desta prática 

argumentam que nela ocorre a limitação do estudo a um intervalo do conhecimento ou 

de habilidades, a fim de aumentar o desempenho na prova. Em um artigo de Richard P. 

Phelps, destacamos o seguinte trecho: 

“[...] A preparação excessiva incide mais sobre o formato do teste e a 

realização de prova técnica do que sobre o assunto, e a redistribuição 

do tempo de aula para temas sobre os quais os estudantes não são 

testados para aqueles em que são.[...]” ( PHELPS, 2012,p.38–42) 

 Assim, a melhoria dos resultados por parte dos alunos nos exames pode 

significar apenas que eles aprenderam a fazer os exames, mas não que sabem o 

conteúdo da disciplina. Por outro lado, Phelps também comenta que: 

Uma crítica mais sutil é que ensinar para a prova pode não ser ruim. 

Se os currículos são cuidadosamente desenvolvidos por educadores e 

a prova é escrita com o currículo em mente, então o ensino para a 

prova significa ensinar aos alunos exatamente o conhecimento e as 

habilidades que concordamos que deva ser aprendido e que nossos 

professores são legalmente e eticamente responsáveis por fazer. (idem, 

ibidem). 

Sendo assim, podemos pensar que nossa discussão não deva ser uma crítica à 

opção de uma prova unificada, mas tentar entender as implicações relacionadas ao 

ensino de matemática que possam ser geradas em tal sistema de avaliação. Dessa forma, 

não estamos querendo tornar inválida essa forma de curso, mas apresentar informações 

que possam contribuir para o desenvolvimento do ensino de Cálculo I nesses cursos de 

graduação. 
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A segunda direção deste projeto está relacionada à descrição e análise do 

conhecimento inerente aos assuntos de Cálculo Diferencial e Integral possíveis de serem 

identificados nas escolhas dos exercícios propostos nas questões das provas disponíveis 

e, nas estratégias aplicadas em suas soluções apresentadas nos gabaritos disponíveis. 

Dessa forma, observaremos nas estruturas dos enunciados das questões e de suas 

soluções as possíveis informações, mesmo que parciais, que possam contribuir para a 

aprendizagem, ou seja, se os procedimentos necessários para a resolução das questões 

podem ser desenvolvidos através de treinamento, tendo como base os exercícios das 

provas anteriores e, se, por outro lado, estes demandam uma compreensão mais ampla 

de conceitos matemáticos, requerendo o entendimento das justificativas teóricas como 

imprescindíveis na aprendizagem do Cálculo Diferencial e Integral.  

Essas duas direções mencionadas apontam caminhos diferentes. Na primeira, 

estamos mais preocupados em caracterizar a avaliação no sentido pedagógico, ou seja, 

em perceber se a avaliação unificada cumpre seu papel como componente no processo 

de ensino e aprendizagem. Na segunda, manifestamos nosso interesse em averiguar, a 

partir das questões cobradas em prova e do tipo de solução apresentada, que 

características do tipo de conhecimento sobre limites, continuidade, derivada e integral 

nos parece serem esperados pela equipe de professores nesse curso de cálculo 1, em 

relação aos alunos, e de que forma isso vem sendo feito – embora reconhecendo o 

sentido geral da investigação, e não específico em cada sala de aula ou da correção 

efetiva da prova de cada aluno pela equipe de professores, nos procedimentos de análise 

de documentos previstos na realização desta pesquisa.  

Porém, apesar de apontarmos dois rumos distintos a princípio, eles estão em um 

mesmo plano dessa pesquisa – Uma Análise das provas unificadas de cálculo 1 da 
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UFRJ. Nossa justificativa em querer investigar um possível fenômeno associado ao tipo 

de prova unificada decorre da preocupação que temos como educadores em respeitar as 

funções atribuídas à avaliação enquanto parte importante do processo de aprendizagem. 

Para esclarecer, retomo Vianna (2001) em sua afirmação: 

“A avaliação deve esclarecer controvérsias, dirimir dúvidas sobre 

falsos pressupostos e possibilitar ações que resultem da compreensão 

do objeto avaliado.” (VIANNA, 1997, p.73). 

Nesse sentido, a avaliação deve ser vista como uma etapa fundamental no 

processo de aprendizagem, em que o aluno é levado a refletir sobre uma diversidade de 

situações problemáticas. A avaliação também deve possibilitar aos alunos um momento 

para que possam desenvolver suas habilidades matemáticas e comunicá-las em 

diferentes situações. 

Já a nossa justificativa em querer observar a forma como os exercícios presentes 

nessas provas tratam os conceitos, definições e propriedades referentes aos conteúdos da 

matéria, revela o nosso interesse em saber o está sendo julgado como relevante para os 

alunos aprenderem no curso de Cálculo 1 das turmas de diversas especialidades de 

Engenharia da Escola Politécnica e dos cursos diurnos da Escola de Química. 

Em suma, nossa pesquisa tem por objetivo obter dados que nos revelem que 

matemática está sendo construída, e de que forma podemos entender como os alunos 

seriam capazes de aprender os conteúdos de Cálculo I nesse modelo de prova única.  Ou 

seja, se as questões requerem, ou não, apenas um entendimento superficial no qual o 

conhecimento das técnicas não tem relação com a teoria e se o formato do exame acaba, 

ou não, estimulando no aluno apenas uma preocupação excessiva em obter resultado 

satisfatório. 
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Diante do esboço que traçamos aqui, a respeito dos aspectos relacionados a um 

sistema de avaliação de prova unificada, tendo bem definidas a instituição
2
 e a 

existência de uma cultura de avaliação reconhecida pelos alunos e professores dessa 

mesma instituição, escolhemos como base teórica para o desenvolvimento da pesquisa o 

quadro teórico proposto por Y. Chevallard (1992, 1997,1999, 2000); em especial, a 

noção de Praxeologia, dado que, em nosso caso, consideramos adequado tomar as 

questões de provas como um conjunto de Tarefas, no sentido de Chevallard (1999) uma 

vez que estas estão relativamente bem circunscritas e, cujas realizações das mesmas 

resultam colocar em ação as técnicas relacionadas, possíveis tecnologias e teorias 

relacionadas, no caso expressas nas soluções das questões divulgadas ao público. 

Com este olhar, elaboramos a seguinte questão geral a considerar: 

 

Que implicações podemos destacar a partir da opção de unificar o 

curso de cálculo I como forma de assegurar uma avaliação uniforme sobre 

todos os tópicos do programa da disciplina, no que diz respeito ao 

conhecimento matemático esperado pela Instituição?  

 

 A expressão adotada “questão geral” foi sublinhada, pois queremos enfatizar o 

nosso desejo de respondê-la tendo em vista as duas direções mencionadas anteriormente 

(identificação das possíveis funções desse tipo de avaliação; e descrição do conteúdo 

construído). 

  

                                                           
2
 Para Yves Chevallard, uma instituição pode ser um órgão governamental, uma escola, uma classe, um 

curso, a família, a sociedade, os programas de ensino. 
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CAPÍTULO 4 

REFERENCIAIS TEÓRICO-METODOLÓGICOS 

 

Este trabalho consiste de uma análise do modo como conceitos do Cálculo I 

estão sendo avaliados nas questões das provas unificadas, e que sugere indícios da 

forma com que foram abordados em sala de aula, revelado na proposição e soluções das 

questões divulgadas na página da disciplina. O aporte teórico fundamentado na Teoria 

Antropológica do Didático (TAD) de Yves Chevallard (1992, 1997, 1999, 2001, 2005) 

parece-nos adequado para elaborar uma análise que busca fundamentar tal descrição. 

Segundo Chevallard (1992), TAD permite identificar as relações institucionais 

existentes, bem como as possíveis relações pessoais a serem desenvolvidas, quando se 

considera o trabalho do professor e do estudante no tocante às atividades matemáticas. 

Em nosso caso, temos ciência de estarmos considerando o trabalho da equipe de 

professores quanto à preparação do conteúdo presente nas questões dos exames supondo 

que haja um consenso por parte destes; tomando genérica a resolução das questões pelos 

alunos, pois focaremos no conhecimento que se espera estar sendo produzido; e a 

atividade matemática sendo expressa nas proposições e soluções relativas às provas de 

Cálculo I nesse tipo de sistema avaliativo.  

Nesta pesquisa, temos como resultado da atividade matemática, no espaço da 

sala de aula na universidade, as provas de Cálculo I e suas soluções; tal atividade está 

contida no conjunto de atividades humanas e das instituições sociais. Consideramos 

como objetos as proposições presentes nessas provas e nas soluções e, que 

inevitavelmente são reconhecidas pela equipe de professores de Cálculo I dessa 

instituição bem como se espera pelos seus alunos.  
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Assim, estabelecemos a construção de uma relação institucional em nosso 

estudo, conforme Y. Chevallard (1992) introduz: 

“Um objeto existe desde que uma pessoa X ou uma instituição I 

reconheça esse objeto como existente (para ela). Mais precisamente, 

se dirá que o objeto O existe para X (resp. para I) se houver uma 

relação, que represento por R(X,O) (resp., R (O)) e que chamo relação 

pessoal de X a O (resp., relação institucional de I a O)" 
(CHEVALLARD, 1992, p. 9). 

 

Dessa forma, Chevallard (1992) introduz como possibilidade não só uma relação 

pessoal com o objeto, mas também uma relação institucional associada a um objeto. 

Define esta relação por um conjunto de tarefas, que se executam por meio de técnicas. 

Estas duas últimas são determinadas por pessoas, e estas pessoas estão subordinadas a 

relações institucionais esperadas. 

A seguir, descreveremos com mais detalhes a teoria concebida por Chevallard, 

discutindo sua viabilidade em uma análise que responda às questões de pesquisa de 

nossa investigação. Começaremos pelo estudo das noções trazidas pelo autor sobre 

relações institucionais e pessoais e, em seguida, sobre a construção de uma organização 

praxeológica. 

 

4.1 Relações Institucionais e Pessoais 

 

Chevallard (1992) introduz o uso de três termos primitivos que em síntese 

podem ser expressos como a seguir: 

 Os objetos (O): são os entes matemáticos a serem observados.  

 As instituições (I): são dispositivos sociais que permitem ou estabelecem 

a seus sujeitos maneiras próprias de fazer e de pensar. Estas podem ter 

sentido mais amplo do que o uso corrente, por exemplo, uma escola, uma 
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sala de aula, um livro, etc. Em nosso caso, diremos que a instituição I é a 

disciplina unificada de Cálculo I, cujas provas serão analisadas e as 

informações estão disponíveis no site já mencionado no capítulo anterior.  

  As pessoas (X): são os sujeitos submetidos aos objetos reconhecidos 

pela instituição. Em nossa pesquisa, os alunos e professores da disciplina 

em questão. 

Segundo Chevallard (1992), um objeto O existe em uma determinada instituição 

I quando as pessoas X de I, o reconhece como existente. Nesse caso, há uma relação 

pessoal de X com O, denotada por R(X, O); respectivamente, uma relação institucional 

de I com O é representada por R(I, O). 

Assim, a cada instituição I está associado um conjunto de objetos OI (objetos 

institucionais). E a relação institucional RI (O) indica o que é feito com o objeto O na 

instituição I, qual o tipo de abordagem ou como é tratado o objeto O nessa instituição. 

Chevallard (1992) assume que há aprendizagem pelo aluno X em relação ao 

objeto O, quando a relação do sujeito ao objeto sofre alteração. Dada uma instituição I, 

Chevallard (1992) chama de Educação Institucional ao conjunto de alterações operadas 

nas relações pessoais R (X, O), em que O é um objeto institucional quando X é sujeito 

de I. Dessa forma, ao analisarmos as questões de provas, estamos investigando aspectos 

que a Instituição espera que ocorram com a relação R (X, O). O objetivo por parte da 

instituição I para que ocorram alterações nas relações R(O, X) se deve a Intenção 

Didática dessa mesma instituição, ou seja, o objetivo de ensinar. 

“O que realmente distingue a relação didática de todas aquelas 

relações ternárias em que algum corpo de conhecimento está 

envolvido, é algo ainda a ser formulado. É a intenção didática, ou seja, 

a intenção de ensinar (...).” (CHEVALLARD,1989, p.9). 

 

A Intenção Didática em I se manifesta na formação de Sistemas Didáticos 

(sistema constituído por três polos: professor, alunos e saber, e suas inter-relações) ao 
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redor de um objeto do saber (O) e formado pelas pessoas dessa Instituição (no caso Xp 

são os professores e Xa são os alunos).  

 

Tomando como ponto de partida uma primeira relação do aluno com o objeto de 

estudo R (Xa, O), podemos ter o conjunto das ações PI (a) desenvolvidas pela Instituição 

para que o aluno altere a sua relação com um objeto matemático (Investimento Didático 

de I). 

 

4.2 A Teoria Antropológica do Didático (TAD)  

 

A TAD é um quadro teórico que pressupõe a atividade matemática e, 

consequentemente, a atividade de estudar matemática, como incluída no conjunto das 

atividades humanas e das instituições sociais (Chevallard, 1999, p. 1-2). No entanto, 

esta posição epistemológica conduz a um entendimento de que todas as pessoas estão 

submetidas a objetos institucionalizados e, condicionadas a muitas fronteiras 

institucionais, dentro das quais devem ser mantidas. 

Chevallard (1999, 2001) atribui à didática o status de ciência que estuda a 

difusão do conhecimento da matemática (ou de qualquer outro campo do saber) em um 

grupo social. Ou seja, que se propõe a estudar as condições de possibilidades e 

funcionamento de sistemas didáticos, entendidos na inter-relação 

sujeito/instituição/saber, diferente de uma visão particularista de entendimento da 

didática, em que se evidencia apenas o papel de dois atores sociais (aluno/professor) 

separadamente do saber da matemática.  
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 Em sua abordagem antropológica para a didática, Y. Chevallard (1999) 

reconhece que: 

“Toda a atividade humana regularmente realizada pode ser descrita a 

partir de um modelo único, que está aqui resumida pela palavra 

praxeologia ou organização praxeológica”. (CHEVALLARD, 1999, p. 

221-266) 

Pode-se dizer que a praxeologia aborda as ações realizadas e pensadas pelas 

pessoas, e a forma como são feitas. Neste sentido, a didática da matemática diligencia 

uma “praxeologia da matemática”, isto é, investiga, descreve e analisa o que fazemos e 

pensamos no ato de “fazer matemática”. 

Para esclarecer a noção de Praxeologia, conforme Y. Chevallard (2005), 

podemos primeiro, fazer uso da definição presente em alguns dicionários: a Praxeologia 

é o estudo da ação e conduta humana (http://www.merriam-webster.com/dictionary, 

acesso em 11/05/2013). Ou recorrendo à etimologia da palavra Praxeologia, temos que, 

práxis (palavra de origem grega) significa ação, atividade prática e logos (palavra de 

origem grega) desde tempos pré-socráticos, refere-se ao pensar e raciocinar do ser 

humano. Com isso, o autor faz a seguinte representação do termo: 

 Práxis ou parte prática é representada por P; 

 Logos ou parte intelectual é representado por L. 

Com estas denominações, propõe representar uma praxeologia pelo registro 

[P|L]. Como P e L são interligados formando uma praxeologia, e como eles interferem 

um ao outro? A resposta se remete ao Princípio Fundamental da TAD: 

 “Nenhuma ação humana pode existir sem que seja, ao menos 

parcialmente, explicada, inteligível, justificável, representável em um 

modelo de forma racional.” (CHEVALLARD, 2005, p.3). 

 

http://www.merriam-webster.com/dictionary
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Chevallard (1999) acrescenta que “Práxis” implica “Logos” ( P L ), e este por 

sua vez faz o “backup da Práxis”. A existência de parte prática P é suficiente para dar 

garantia de que há uma explicação L para justificar a sua aplicabilidade e, dada a 

existência de alguma explicação de seu uso, essa poderá possibilitar que a anterior seja 

aprimorada, gerando um mecanismo cujo funcionamento ocorre como em um processo 

iterativo, onde a qualidade da justificativa poderá colaborar com a produção de técnicas 

melhores enquanto que outras técnicas podem cair em desuso. Porém, também podem 

existir técnicas difíceis de serem descartadas, pois estão enraizadas na cultura de uma 

instituição. 

Segundo Chevallard (2005) o antropólogo Marcel Mauss, esclarece que uma 

Praxeologia é uma “Idiossincrasia Social”, isto é, uma forma de fazer e pensar artificial 

dentro de uma dada sociedade. (idem, ibidem), ou seja, uma característica 

comportamental física ou mental peculiar a um grupo de indivíduos determinado por 

uma cultura em comum. Por exemplo: As pessoas não andam, e sequer assuam o nariz 

da mesma forma ao redor do mundo. As praxeologias estão abertas à mudança, 

adaptação e melhoria. 

As Praxeologias são desenvolvidas para resolver problemas, ou seja, para 

responder a perguntas. A situação básica a esse respeito pode ser resumida da seguinte 

maneira: Uma questão Q é gerada, e o que se procura é uma resposta. Por exemplo: 

“Como podemos viver juntos em paz?” ou “Como é possível trabalhar com números tão 

grandes que a calculadora do celular se recusa a operar?”. Em quaisquer das perguntas 

não podemos reduzir suas respostas simplesmente a uma práxis (P), ou melhor, uma 

práxis (P) deve corresponder algum logos (L), de modo que qualquer resposta possa ser 
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pensada como parte de uma praxeologia. Assim, o propósito de praxeologias através da 

sociedade pode ser explicado em termos de perguntas e respostas. 

Em uma dada instituição I, uma questão Q emerge, e as pessoas dessa instituição 

procuram respostas A para Q, isto é uma praxeologia A=[P|L]. Assim segue que todo 

saber é ligado ao menos a uma instituição, na qual é desenvolvido, num dado domínio 

real. O ponto essencial é, portanto, que um saber não existe “in vacuo”, num vazio 

social.  

Chevallard (1999) utiliza a noção de praxeologia (como conceito chave) para 

estudar as práticas institucionais relativas a um objeto do saber, em particular, às 

práticas sociais em matemática. 

  Propõe, para isto, a Teoria Antropológica do Didático-TAD (Chevallard, 1999), 

baseando-se no pressuposto de que todas as ações e condutas decorrentes da atividade 

humana regular podem ser descritas por uma praxeologia ou organização praxeológica 

indicada por [T/ τ /θ/Θ], onde os símbolos: T (tarefa),  τ (técnica),  θ (tecnologia) e  Θ 

(teoria) são os Componentes básicos da Praxeológica (idem, ibidem), que passo a 

descrever. 

 

4.2.1 A noção de tarefa 

Uma tarefa t é tudo aquilo que se pede a uma pessoa para fazer. Quando uma 

tarefa t  é parte de um tipo de tarefa T escrevemos: t T . Na maioria dos casos, uma 

tarefa é expressa por um verbo, mas deve ter um objetivo preciso a ser realizado; por 

exemplo, subir uma escada, lavar a louça, calcular a derivada de uma função em um 

ponto são tarefas, ou melhor, tipos de tarefas. Mas subir, lavar, calcular, etc. tratam-se 

de gêneros de tarefas, que pede um determinativo (pede um objeto). 

Os gêneros de tarefas só existem sob a forma de diferentes tipos de tarefas em 

que o conteúdo é estritamente especificado. Portanto, determinar é um gênero de tarefa, 
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mas determinar o valor de uma função f em um ponto dado é um tipo de tarefa. Assim, 

durante toda a nossa formação escolar e também acadêmica, os gêneros: calcular, 

determinar, construir, demonstrar, expressar, etc. serão acrescidos com novos tipos de 

tarefas. 

4.2.2 A noção de técnica 

Para um tipo de tarefa t, dada. Uma praxeologia em t requer uma maneira de 

executá-la, ou seja, uma forma particular de fazer chamada a uma técnica Ф. Assim, 

uma praxeologia relativa ao tipo de tarefa T contém, em princípio, uma técnica Ф, 

formando um “bloco” designado por [T/ τ], conhecido por bloco prático-técnico ou 

“saber fazer”. Vale destacar ainda que uma técnica não é necessariamente de natureza 

algorítmica, axiomatizar determinada área da matemática, pintar uma paisagem ou 

escrever uma redação são tipos de tarefas para as quais não existe praticamente uma 

algoritmetização. 

Chevallard acrescenta que uma técnica τ tem êxito em uma parte P(τ ) das tarefas 

do tipo T, mas tende a falhar em T\P(τ ); ou seja, pode haver um intervalo de validade 

da técnica em relação a um tipo de tarefa T exigida. Dessa forma, pode haver em P(τ ) 

uma técnica τ 1 com maior aplicabilidade que outra técnica τ 2. 

Finalmente, dada uma instituição I, para um determinado tipo de tarefa T há, em 

geral, um número limitado de técnicas institucionalmente reconhecidas. Porém, pode 

haver outras técnicas alternativas que são excluídas da instituição I, mas aceitas em 

outra instituição. Neste sentido, podemos observar que as técnicas institucionais 

admitidas pelos indivíduos de I são aquelas naturalizadas na mesma instituição I. 

 

4.2.3 A noção de tecnologia 

Indicada pelo símbolo θ, a tecnologia é compreendida aqui como o discurso 

racional cujo objetivo é justificar a técnica τ, e certificar-se que esta permite executar o 

tipo de tarefa T correspondente. A forma de racionalidade da tecnologia varia de acordo 

com a instituição I na qual se insere. 
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Em uma instituição I, qualquer que seja o tipo de tarefa T, se esta admite uma 

técnica τ então há ao menos um “vestígio” de tecnologia θ que a justifique. Porém, pode 

haver uma técnica “canônica”, em princípio a única reconhecida e a única empregada, 

considerada “autotecnológica” e que não necessita de justificativa, pois é a boa 

maneira de fazer as coisas em I. 

Há muitos casos em que os elementos tecnológicos estão integrados à técnica. 

Este fato ocorre quando o mesmo discurso apresenta dupla função – técnica e 

tecnológica – permitindo ao mesmo tempo encontrar e justificar o resultado esperado. 

Outra função da tecnologia é a de explicar, tornar inteligível, esclarecer a 

técnica. Enquanto que a primeira função da tecnologia – justificar a técnica – é garantir 

que a técnica forneça o que se pretende, esta indica que a técnica está correta. 

Por fim, a terceira função da tecnologia é o papel de produzir novas técnicas, ou 

seja, possibilita a exploração de potenciais tecnológicos. 

 

4.2.4 A noção de Teoria 

O discurso da tecnologia contém afirmações que necessitam de fundamentos 

especulativos para a sua validação. Portanto, a teoria Θ é todo discurso racional que 

justifica e explica a tecnologia. 

Na verdade as instruções teóricas muitas vezes aparecem como abstratas; 

distantes das preocupações dos “simples” tecnólogos e técnicos. Este efeito de abstração 

está correlacionado com o que fundamenta a generalidade das demonstrações teóricas: 

sua capacidade para justificar, explicar e produzir. 

 

4.2.5 Organização Praxeológica 

Em torno de um tipo de tarefa T, em princípio, temos uma tripla formada por 

pelo menos uma técnica τ, uma tecnologia θ que justifica tal técnica e, uma teoria Θ.  A 

quadra indicada por [ / / / ]T     constitui uma organização praxeológica pontual, ou 



40 
 

seja, uma Praxeologia em relação a um único tipo de tarefa T. Tal praxeologia é 

formada por um bloco prático-técnico [ / ]T  constituindo o saber fazer e, um bloco 

tecnológico-teórico [ / ]   que vem a ser o saber explicar. No caso, a quadra 

[ / / / ]T     representa uma organização praxeológica pontual completa. 

Em geral, numa instituição I, a teoria Θ comprova várias tecnologias θj que, por 

sua vez, justificam e tornam inteligíveis várias técnicas τij que correspondem a tantas 

outras tarefas Tij. As organizações pontuais[ / / / ]T     podem ser combinadas, 

primeiramente, em organizações locais[ / / / ]i iT    , centradas em uma determinada 

tecnologia θ; depois em organizações regionais[ / / / ]ij ij jT    , centradas na teoria Θ. 

Seguindo, obtemos uma organização global[ / / / ]ijk ijk jk kT    , formada pela agregação 

de várias organizações regionais correspondentes a várias teorias. 

Na passagem de uma organização pontual [ / / / ]T     à local 

[ / / / ]i iT    destaca-se a tecnologia θ, da mesma maneira que ao passar desta, à 

regional [ / / / ]ij ij jT    trará em primeiro plano a teoria Θ. Em ambos os casos, 

estende-se a visibilidade do bloco do saber [ / ]   em detrimento ao saber fazer.  

A situação logo acima descrita tem a seguinte justificativa: Se o tipo de tarefa T 

precede o bloco [ / ]  , que aparece como meio de produzir e justificar uma técnica 

apropriada a T, não é menos verdade que, estruturalmente, o saber [ / ]   permite gerar 

  para qualquer T dado. Por esta razão, o bloco saber fazer [ / ]T   pode ser entendido 

como uma aplicação de [ / ]  . 

A noção de praxeologia aparece como uma noção genérica, cujo estudo deve ser 

desenvolvido mais especificamente através de estudos empíricos e da observação e 

análise dos dados coletados. 

4.2.6 Um Estudo das Organizações Praxeológicas  

Segundo Chevallard (1999), um universo institucional em que as atividades 

humanas são governadas por praxeologias bem adaptadas para executarem todas as 

tarefas de forma eficaz, segura e inteligível não existe. Na verdade, as praxeologias 
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tendem a se tornarem obsoletas e, seus componentes teóricos e tecnológicos podem cair 

em desuso, ao passo que novas tecnologias emergem substituindo-as. Este processo 

segue indefinidamente e de forma dinâmica. 

Constantemente, em uma dada instituição I, surgem novas praxeologias, 

consideradas necessárias para o bom funcionamento de I. Estas praxeologias são 

produzidas, ou reproduzidas, na medida em que já existam em qualquer outra instituição 

I’, a partir da qual possa ser “importada”. Porém, é claro, as praxeologias não são 

reproduzidas de forma idêntica, mas nesta transferência sofrem modificações 

adaptativas, ou seja, ocorre uma “transposição
3
” de I’ a I. 

Outro fato discutido em Chevallard (1999), no que tange a análise das práticas 

docentes, diz respeito à possível escassez de componentes praxeológicas, primeiramente 

pela falta da técnica – como executar tarefas do tipo T? – ou ainda, pela eficiência – 

qual a melhor forma de executar a tarefa do tipo T? Para resolver essa questão há a 

produção de técnicas. Em geral, para dado tipo de tarefa T deve existir uma técnica 
T  

apropriada. Com isso, a questão “Como realizar a tarefa do tipo T?” surge como 

geradora da praxeologia pontual [ / / / ]T T     a ser construída (ou reconstruída). 

 Considerando como tarefa principal a analise de certa prática docente (T), 

podemos propor o esquema genérico: Diante do estudo da técnica T  relativa à tarefa T 

podemos considerar um problema mais amplo que articula quatro tipos de tarefas 

principais. Dado um objeto o relativo às práticas de ensino em uma atividade de 

matemática, temos: a observação do objeto o ou (T1); a descrição e análise do objeto o  

ou (T2); a avaliação do objeto o  ou (T3) e o desenvolvimento do objeto o  ou (T4). Em 

conformidade com estes tipos de tarefas são construídos os outros componentes 

(técnica, tecnologia e teoria) da praxeologia considerada. 

Quanto ao tipo de objeto o de um tema  de estudo da matemática podemos ter:  

a) A realidade matemática construída durante uma atividade;  

                                                           
3
 Um caso particular de Transposição é o de Transposição Didática: “Um conteúdo de saber que tenha 

sido definido como saber a ensinar, sofre, a partir de então, um conjunto de transformações adaptativas 

que irão torná-lo apto a ocupar um lugar entre os objetos de ensino. O ‘trabalho’ que faz de um objeto de 

saber a ensinar, um objeto de ensino, é chamado de transposição didática.” (Chevallard, 1991, p.39) 
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b) A maneira na qual pode ser construída essa realidade matemática e decidir a 

maneira como pode ser realizado o estudo do tema. 

Em (a) temos uma praxeologia matemática ou organização matemática OM  e em 

(b) uma organização didática OD
.  

O trabalho de estudo por realizar diz respeito, principalmente à descrição e análise 

da Organização matemática (OM) que está sendo desenvolvida no Curso Unificado de 

Cálculo I. Para isso, faremos um estudo praxeológico das atividades matemáticas 

propostas nos enunciados e resoluções das provas, ou seja, investigaremos as tarefas e 

técnicas referentes aos conteúdos matemáticos, elementos tecnológicos que justificam 

as técnicas e possíveis elementos teóricos que dão fundamentação as tecnologias 

utilizadas. 

No que diz respeito á Organização Didática (OD) em uma instituição de ensino, 

podemos entendê-la como sendo um conjunto de situações desenvolvidas pelos 

professores no decorrer do trabalho didático em torno de uma organização matemática 

(OM), a fim de torná-la compreensível aos alunos.  Chevallard (1999) apresenta o 

processo de estudo voltado para a funcionalidade de uma OD a partir de seis momentos 

didáticos (ou momentos de estudo) cuja ordem entre eles é amplamente arbitrária. 

 O primeiro momento representa o contato inicial com a organização 

matemática a ser estudada. 

 O segundo momento é destinado a exploração do tipo de tarefas que estão 

sendo estudadas e da elaboração de pelo menos uma técnica relativa a este 

tipo de tarefas. Neste momento o que está no coração da atividade 

matemática é principalmente a elaboração de técnicas mais gerais do que a 

resolução de problemas isolados. 

 No terceiro momento de estudo temos a construção do bloco tecnológico-

teórico relativo á técnica aplicada, em que se visa obter o seu domínio. 
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 O quarto momento é destinado ao trabalho da técnica, tornando-a mais eficaz 

e confiável. Neste momento convém explorar mais a técnica, visando sua 

precisão, validade e alcance. 

 No quinto momento serão oficializados os objetos da organização 

matemática mediante o propósito da instituição. 

 O sexto momento é o da avaliação, que se articula com o momento de 

institucionalização. Neste momento são examinados os assuntos que devem 

ser aprendidos de uma organização matemática pelas pessoas, conforme a 

normalização estabelecida na relação institucional. 

Como nossa pesquisa dispõe, essencialmente, das provas realizadas e de suas 

resoluções propostas pela equipe de professores do curso Unificado de Cálculo I, mas 

não das aulas ministradas por esses professores, nossa investigação apresenta uma 

vocação natural para descrever a organização matemática presente nos exames 

ocorridos nesse sistema de ensino. Porém, nosso trabalho, desde o primeiro capítulo, 

tem um olhar atento às discussões da avaliação, afinal estamos lidando com as questões 

das provas e o sistema de prova unificada é o que caracteriza esse Curso de Cálculo I.  

Portanto, tentaremos verificar a organização didática posicionando-nos apenas com 

vistas ao momento de estudo destinado à avaliação. Tal ato nos remete aos seguintes 

questionamentos:  

Quanto vale, de fato, a organização matemática que foi construída e 

institucionalizada? Mais além da interrogação sobre o domínio, por 

qualquer pessoa, de tal ou qual técnica, encontramos então a 

interrogação sobre a técnica em si mesma – é potente, manejável, 

segura, robusta também? (CHEVALLARD, 1999, p.31). 

 

À luz do referencial teórico que acabamos de expor, podemos reformular nossa 

questão de pesquisa da seguinte forma: 

Analisar, para compreender, as organizações didática e matemática da 

instituição em estudo. 
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De forma mais específica: 

 Identificar, em nossa análise das questões das provas, o que tal 

instituição I espera que ocorra com a relação R (X, O). 

 Compreender as possíveis funções de o bloco saber fazer [ / ]T   nessa 

instituição. Isto é, analisar as possibilidades de sua extensão à 

visibilidade de uma organização praxeológica completa, ou de esta ser 

autotecnológica (não necessita do reconhecimento de uma justificativa 

teórica para realizá-lo). 

 

4.3 METODOLOGIA 

Esta seção tem como objetivo apresentar as justificativas e a descrição da 

metodologia empregada, que em consonância com o referencial teórico adotado, 

consideramos adequados para esta investigação. 

Em nossa proposta de pesquisa, solicitamos acesso e permissão para analisar os 

arquivos de provas de Cálculo I disponíveis e a distribuição dos conteúdos de Cálculo I 

apresentado na seção 6 (matéria da prova) do índice de assuntos na página da disciplina. 

Assim sendo, faremos uma análise das tarefas presentes nessas provas e de suas 

resoluções propostas, a fim de obtermos uma visão da organização praxeológica, 

mesmo que parcial, do Curso Unificado de Cálculo I, considerado como instituição, no 

sentido da TAD. 

Para isso, uma vez de posse de todos os documentos (em especial, as provas e 

seus gabaritos) pretendemos organizá-los e categorizá-los, procurando identificar os 

tópicos do conteúdo que mereceram destaque pela equipe de professores do curso em 

cada semestre e, como foram abordados nesses exames, buscando com isso, discutir as 

possíveis implicações que porventura possam ser geradas na apropriação dos conceitos 

conforme nosso aporte teórico pressupõe (a realidade matemática que está sendo 

construída). Nesse sentido, ao refletirmos diante do panorama que está sendo erguido ao 

longo desta pesquisa, ampliando nosso entendimento a respeito do conhecimento em 
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ensino de matemática que emerge de uma análise de provas de Cálculo I neste curso de 

avaliação única, a abordagem qualitativa apresenta-se como conveniente para a tentativa 

de obtermos uma compreensão detalhada dos fenômenos que queremos descrever. 

Com relação a esta opção pela pesquisa qualitativa, concordamos com Andrade 

e Holanda: 

“A pesquisa busca manter uma relação constante entre quatro 

diretrizes: a teoria, o momento empírico, os instrumentos e o processo 

de construção e interpretação de informações com a produção de 

conhecimentos, em um desenvolvimento contínuo, estabelecido tanto 

pelo pesquisador como pelo pesquisado. Assim, a pesquisa qualitativa 

não corresponde somente a uma definição instrumental, ela é 

epistemológica e teórica e apoia-se em processos singulares de 

construção de conhecimento [...]”.  (ANDRADE; HOLANDA, 2010, 

p.260) 

 

Como a análise que faremos é qualitativa e nossa investigação ocorrerá mediante 

um levantamento de dados e do porquê desses dados, podemos ainda classificar essa 

pesquisa, segundo seus objetivos, como descritiva (BOENTE; BRAGA, 2004). 

A pesquisa propõe uma análise documental, das questões propostas e soluções 

apresentadas em exames divulgados em site, técnica que “ busca identificar informações 

factuais nos documentos a partir de questões ou hipóteses de interesse.” (ANDRÉ; 

LÜDKE,1986, p.46-47). Na análise documental, destaca-se principalmente, como 

instrumento, a análise de conteúdos. 

“Sobre a análise de conteúdos, pode-se dizer que é uma técnica de 

pesquisa destinada a fazer inferências válidas e replicáveis dos dados 

para o seu contexto, ou ainda, um método de investigação do conteúdo 

simbólico das mensagens, as quais podem ser abordadas sob 

diferentes formas e ângulos: palavras, sentenças, parágrafos, ou até o 

texto como um todo, podem ser analisados de acordo com uma 

estrutura lógica de expressões e elocuções ou até com uma análise 

temática. [...].” (idem, ibidem). 

 A Análise de Conteúdo, como proposta em Bardin (1977), se organiza em três 

momentos: pré-análise, exploração do material e o tratamento dos resultados.  
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Na pré-análise, escolhemos os documentos que serão analisados, formulamos as 

hipóteses ou as questões norteadoras e, elaboramos indicadores que fundamentem a 

interpretação final. O primeiro contato com os documentos se constituí no que Bardin 

(1979) chama de “leitura flutuante”. Através da leitura flutuante, surgem as primeiras 

hipóteses e objetivos do trabalho. Em seguida, faz-se a constituição do corpus 

documental, que é a delimitação do material a ser submetido à análise. O momento 

seguinte da Análise de conteúdos é a exploração do material, quando ocorrem as 

realizações das decisões desenvolvidas na fase anterior. E por fim, o tratamento dos 

resultados para que as informações possam ser interpretadas.  

O material resultante da Análise de Conteúdos das provas é organizado em 

fichas de leituras, cujos itens serão formulados para atender as condições que o nosso 

quadro teórico precisa para que esta análise seja possível. 

Para a elaboração das fichas de leitura, seguiremos as instruções disponíveis em 

Fiorentini (1994) e Oliveira (2003), buscando organizá-las em categorias segundo o 

nosso referencial teórico, neste sentido, nossas escolhas foram feitas a partir da 

descrição de organização praxeológica realizada no capítulo 4, e também de 

procedimentos realizados nos trabalho de Parra e Otero (2007, 2009) e Souto (2010). 

Em síntese, porém sem descaracterizar os procedimentos previstos em uma Análise de 

Conteúdos, o procedimento metodológico desta pesquisa prevê três etapas. 

4.3.1 Análise das Questões 

 Na primeira etapa, faremos a análise dos enunciados das questões das provas de 

Cálculo 1 e de suas soluções elaboradas pelo grupo que lecionaram a disciplina em cada 

semestre. Para isso, descreveremos, principalmente, as tarefas e as técnicas que foram 

utilizadas em cada caso.   

 

4.3.2 Fichamento das Provas 

Nesta etapa, faremos os fichamentos das provas, com o objetivo principal de 

preparar o material para a análise. Para isso, tomaremos os seguintes itens informativos: 
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i. Tipo de avaliação. Podendo ser P1, P2 ou P3; 

ii. Ano/semestre/data de aplicação da prova; 

iii. Número de questões e número de itens da prova (quando for o caso); 

iv. Temas abordados na prova ou tema de estudo (conforme a ementa do curso ou 

matéria da prova, ambos apresentados no capítulo 2 – A Página da Disciplina 

Cálculo I). 

v. Gêneros de tarefas: neste item iremos categorizar os gêneros de tarefas 

predominantes em cada prova analisada. 

vi.  Tipos de Técnicas: esta categoria se relaciona com o procedimento observado 

para a resolução das questões nos gabaritos. 

 

Os itens i, ii, iii, iv e v visam fornecer informações gerais sobre as provas, para 

categorizá-las ou ordená-las, posteriormente. Nos itens v e vi, começaremos a reunir 

informações para que possamos iniciar nosso estudo em relação à descrição da 

organização praxeológica.  

A seguir, apresentamos o cabeçalho da ficha de prova contendo os itens 

informativos. 

Tipo de 

avaliação. 

Ano. Semestre /Data de 

aplicação da prova; 

 

Quant. de questões/ 

quant. de itens por 

questão 

   

QUESTÃO TEMAS 

ABORDADOS  

GÊNERO DE 

TAREFAS 

TIPOS DE TÉCNICAS 

    

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

    

Tabela 4.1: Modelo da ficha de Prova. 

 

Para completarmos as colunas referentes aos itens v e vi (gêneros de tarefas e 

tipos de técnicas) utilizaremos a descrição realizada na etapa anterior de cada uma 

das tarefas e das técnicas presentes nos enunciados e nas resoluções das provas de 
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cálculo analisadas. No caso da coluna v, temos como objetivo dispor os gêneros de 

tarefas que estão relacionados a cada uma das questões conforme a linha na qual 

pertencem. 

A coluna vi será preenchida com os tipos de técnicas utilizadas pelas equipes de 

professores do curso unificado de Cálculo I na resolução de cada uma das questões 

abordadas, e que muito pode nos revelar a respeito da maneira de executar ou de 

realizar as tarefas escolhidas por essas mesmas equipes. Para isso, resolvemos 

categorizar cada técnica a partir da sua natureza, ou seja, através das características 

constitutivas presentes na estrutura do seu desenvolvimento e na estratégia que 

envolve.  

A seguir apresentaremos as categorias dos tipos de técnicas e suas devidas 

explicações. Devemos deixar claro que essas categorias foram obtidas a partir da 

nossa experiência e da observação de exercícios em Cálculo I, tendo como objetivo 

principal a organização e simplificação do estudo que faremos aqui. Ressaltamos 

ainda que uma mesma técnica pode ser incluída em mais de uma categoria e outras 

categorias podem ser criadas para atender a novas técnicas.  

 Procedimental: diz respeito à técnica que se efetua ou se realiza a partir 

de um procedimento preestabelecido, podendo ser realizada de forma 

automática sem que os indivíduos se deem conta das justificativas 

necessárias ao seu processo de execução. 

 Operacional: quando a técnica se resume ou exige principalmente a 

utilização de operações ou propriedades operatórias. 

 Identificação (ou aplicação) conceitual: quando a técnica corresponde a 

identificação de conceitos matemáticos ou se desenvolve a partir do 

significado a respeito de algum objeto matemático. 

 Identificação (ou aplicação) de definição: neste caso, a técnica se 

caracteriza pelo uso de alguma definição matemática.  

 Aplicada: quando a função da técnica é o emprego de algum conceito 

matemático a outra área do conhecimento. 
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 Roteirizada: a técnica consiste em executar uma sequência de etapas 

previamente estabelecidas. 

 Manipulativa: a técnica consiste no manuseio e em substituições de 

símbolos, equações, fórmulas, etc.  

 Gráfica: a técnica envolve leitura ou construção de gráficos. 

Acrescentamos ainda, algumas outras possíveis técnicas como exemplo: 

 Demonstrativa, Modelagem, Estimativa, Axiomática. 

 

 

 Ao fazermos essa opção de categorização poderemos obter alguma 

compreensão de que habilidades matemáticas estão sendo desenvolvidas ou 

favorecidas nesse curso unificado de Cálculo I para a formação pensamento 

científico nesses cursos de engenharia. 

 

4.3.3 Síntese dos Resultados 

4.3.3.1 A Exploração do Material 

Nesta fase da pesquisa, exploração do material, discutiremos as possíveis 

tecnologias e teorias que possam ser identificadas nas questões e em suas soluções 

em cada prova, buscando, com isso, descrever, mesmo que parcialmente, a 

organização praxeológica desenvolvida.  

4.3.3.2 A Organização das Informações 

Nesta etapa, organizaremos uma matriz contendo todas as informações coletadas 

na exploração do material em todas as provas. E por fim, o tratamento dos 

resultados para que esses possam ser interpretados. 
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 No capítulo 6, iniciaremos a análise das provas de Cálculo I conforme prevista 

em nossa metodologia e, no capítulo a seguir, reportaremos alguns trabalhos que 

apresentam discussões e abordagens relacionadas à nossa pesquisa.  
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CAPÍTULO 5 

REVISÃO DA LITERATURA 

 

 

Neste capítulo pretendemos rever o conhecimento produzido por pesquisas já 

concluídas, destacando algumas discussões e abordagens que tem relação com a análise 

que propomos, e para as quais a nossa pesquisa possa acrescentar. Nesse momento 

estamos preocupados em destacar pesquisas no ensino superior, que adotaram os 

mesmos referenciais teórico-metodológicos. 

Na literatura de pesquisa produzida no país, retomamos alguns trabalhos que, no 

que diz respeito à análise de conteúdos matemáticos em livros didáticos, empregaram 

como referencial teórico a Teoria Antropológica do Didático. Primeiro, os estudos 

desenvolvidos por Marilena Bittar e Rosane Nogueira (2008), que utilizaram o conceito 

de Organização Didática proposto por Chevallard (1998) para investigar a forma como 

são realizadas a apresentação e condução do conteúdo no ensino de Álgebra pelos 

autores de livros didáticos. Destes confirmamos o potencial do referencial teórico para 

descrições e análises a partir da identificação e classificação de técnicas e tarefas 

propostas em textos escritos.  

Em uma abordagem semelhante, a pesquisa de Souto (2010), também fez uso da 

TAD para investigar como o conceito de número irracional/real é organizado nos livros 

didáticos. Tal estudo descreve os tipos de tarefas no sentido de Chevallard, em uma 

análise articulada a Duval (2003). Os livros didáticos tiveram suas tarefas classificadas, 

verificadas as técnicas, descritas as tecnologias e teorias utilizadas e, discutida a 

organização praxeológica desenvolvida pelos livros analisados. O objetivo principal 

dessa pesquisa foi revelar o que se encontra no livro didático brasileiro a respeito do 

conceito de número irracional/real.  

Já Parra e Otero (2009), no contexto de um curso de Análise Matemática 

aplicado à Economia e Administração, descrevem a praxeologia didática de um 

professor universitário e investigam um fenômeno, denominado autismo. Nessa 
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pesquisa foram analisadas as dificuldades do professor em responder aos problemas 

didáticos gerados na Universidade com relação aos conceitos de limites e continuidade 

de funções.  

Parra e Otero (2009) afirmam que existem várias pesquisas que lidam com as 

dificuldades presentes no estudo da matemática no ensino médio e superior, como é o 

caso das investigações propostas por Artigue (1991, 1993, 1995, 1998), Artigue & 

Ervynch (1992), Farfán (1993) e Tall (1991), Tall e Vinner (1981), entre outros, que se 

relacionam com o estudo do Cálculo ou da Análise Elementar, e as dificuldades geradas 

por seu estudo. Mas apenas algumas delas se referenciam na Teoria Antropológica 

(Chevallard, 1999, 2000; Gascón, 1997, 2002, 2003, 2004; Bosch, 2003, 2004) para 

descrever e analisar como estudar e o que é estudado em uma classe de matemática. 

Segundo as autoras, é interessante considerar e descrever o que acontece nos primeiros 

anos dos estudantes no ensino superior, pois é nesta fase em que há as maiores taxas de 

abandono e desistência no ensino superior, e porque a Universidade não estaria imune 

de outros fenômenos didáticos identificados em outros níveis de ensino, tais como o 

fenômeno denominado de autismo
4
 (Chevallard, 2001, p. 6 -9; Gascón, 2003, p. 26-33), 

no âmbito da Teoria Antropológica do didático.  

 Para Parra e Otero (2009), o processo de estudo, a organização matemática e a 

organização didática são três aspectos inseparáveis do trabalho de ensino de 

matemática. Assim, o processo de estudo pode ser entendido como as etapas de 

construção do saber matemático, onde a estruturação das questões matemáticas é uma 

organização matemática e, a maneira de organizar este estudo é uma organização 

didática.   

Na pesquisa de Parra e Otero (2008), os procedimentos metodológicos incluíram 

categorias para descrever a organização didática utilizada no ensino de limites e 

continuidade de funções do curso em questão: Ator Principal (Professores e alunos de 

quatro classes); Gêneros das tarefas predominantes (tipo de questões aplicadas nas 

classes); Momentos de estudo predominantes (formas de exploração das tarefas e 

investigação das técnicas apropriadas); formas de validação (forma dedutiva, indutiva e 
                                                           
4
 De acordo com Chevallard (2001, p.6), em geral se observa um abandono da organização didática por 

parte do professor de nível superior, provocando um retraimento de sua ação sobre o nível dos temas de 

ensino, gerando o fenômeno de “autismo temático do professor”. 
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visual-ostensiva); tipos de representações semióticas (representações numéricas, 

algébricas, verbais, pictóricas); Indicadores de autismo em relação à avaliação (o 

professor é quem menciona os tipos de tarefas as quais os alunos devem ser avaliados; 

ou os estudantes que perguntam sobre os tipos de tarefas que serão avaliados); tipos de 

atividades matemáticas (integração entre teoria e prática, separação entre teoria e 

prática). A partir destas categorias foram descritas as características dos processos de 

estudos por classes. Parra e Otero (2009) concluíram que o trabalho permitiu reconhecer 

e descrever a presença do fenômeno de autismo na Universidade. 
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CAPÍTULO 6 

ANALISE DOS DADOS 

 

 

Neste capítulo apresentaremos nossa análise das provas do Curso Unificado de 

Cálculo I conforme previsto no Capítulo 4.  

 Optamos pelas provas realizadas no início de cada período, desde o primeiro 

semestre de 2008 até o segundo semestre de 2012, totalizando dez provas. Durante esses 

anos não houve alteração dos itens avaliados em relação à matéria do curso de Cálculo 

I; com isso podemos fixar nossa atenção sobre os mesmos tópicos da disciplina 

avaliados em cada prova.  Limitamos nossa investigação em relação aos conteúdos da 

ementa cobrados na primeira avaliação semestral: Limites, Derivada, Aplicações da 

Derivada, Regra de L’Hospital e Diferenciação implícita.  

 Nas seções que seguem desse capítulo trataremos das situações referentes às 

etapas investigativas previstas em nosso referencial teórico-metodológico, que 

englobam as análises das questões e os fichamentos das provas, para que possamos 

realizar a exploração do material e a organização das informações para as nossas 

interpretações com respeito ao curso unificado de Cálculo 1. 

 

6.1.  Os enunciados e as resoluções das provas de Cálculo 1 e o Bloco 

Prático-Técnico  

 

  Nesta seção exibiremos os enunciados das questões propostas em cada prova, 

procurando tipificar as tarefas em cada caso. Também acrescentaremos as resoluções 

originais e que estão disponíveis na página da disciplina. Discutiremos a respeito das 

possíveis técnicas que poderiam estar sendo empregadas pela equipe de professores da 

mesma disciplina naquele semestre. A partir daí, faremos os fichamentos dessas provas, 

seguindo as orientações expostas no capítulo 4. 

 Reunimos as questões das provas em quatro grupos de assuntos mais frequentes 

nas provas analisadas, da seguinte maneira: Questões envolvendo limites e 

continuidade, Questões envolvendo Derivadas, Questões envolvendo esboço de gráficos 
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de funções, questões envolvendo Taxas Relacionadas. Porém, queremos deixar claro 

que outros tópicos da ementa de Cálculo 1 cobrados em prova estão presentes em algum 

dos grupos como poderemos ver a seguir. 

 

6.1.1. Análise das questões envolvendo limites e continuidade. 

 Nesta seção estaremos analisando principalmente as questões da primeira prova 

de Cálculo 1 que avaliam os tópicos sobre Limites, Teoremas sobre Limites, Limites 

Unilaterais, Limites no Infinito, Limites Infinitos, Continuidade, Teorema sobre 

Continuidade (Soma, Diferença, Produto, Quociente, Composta) e o Teorema do Valor 

Intermediário; também incluímos nesta seção os casos de Limites envolvendo a Regra 

de L'Hospital. 

 

Análise da QUESTÃO 1 

Enunciado:  

(a) Calcule o seguinte limite. Justifique sua resposta. 

5
lim

5x

x

x




 

(b) Determine o valor de b para que a função :f R R definida abaixo seja 

contínua. Justifique sua resposta. 

3/(1  2 )  se  0;
( )

                      se  0.

xsen x x
f x

b x

  
 


 

 

Análise do enunciado: Esta questão apresenta dois itens, e propõe duas tarefas distintas 

e identificadas pelos próprios enunciados. 

t1a: Calcular o limite. 

 t1b: Determinar o valor de b para que a função dada seja contínua. 

Segundo os enunciados dos itens, também temos o tipo de tarefa “justificar”, 

porém veremos nas resoluções desses itens que a justificativa consiste em realizar os 

próprios cálculos cobrados nas tarefas t1 e t2. 

 

Solução proposta: Primeiramente, resolvendo a parte (a): 
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   
1 5 1 55

lim lim lim 1
5 1 5 1 5x x x

x x xx

x x x x  

 
  

  
 

(b) f  é contínua se, e somente se, 
3/

0
lim(1  2 ) x

x
b sen x

 
  . 

Para 3/ 3ln(1  2 )
ln ( ) ln(1  2 ) x sen x

f x sen x
x


   . 

Aplicando L'Hospital, obtemos 
0 0

6cos  2
lim  ln ( ) lim 6

1  2x x

x
f x

sen x   
 


. 

Como a função logaritmo é contínua em (0, ) ,temos: 

  6

0 0 0
6 lim  ln ( ) ln lim  ( ) lim  ( )

x x x
f x f x f x e

     
    . 

Portanto, f  é contínua se, e somente se, 6b e . 

Análise da solução: Observando o procedimento adotado na resolução do item (a) 

questão acima, podemos descrever a seguinte técnica: 

  τ 1a: Colocar em evidência a mais alta potência de x que ocorre no numerador e 

denominador. Deste modo, aparecerão expressões do tipo 
1

nx
 que tendem a zero 

quando x   . 

Na resolução do item (b), podemos destacar a seguinte técnica predominante:  

τ 1b: Como f é contínua em a R , aplicamos que lim ( ) ( )
x a

f x f a


 . 

Porém, nesse item, o limite obtido requer a utilização de outras técnicas 

coadjuvantes para a resolução. Com isso, acrescentamos: 

τ 1b': Quando lim ( )
x a

f x


 é uma indeterminação do tipo 0 01 ,  0 ,  ; tomaremos os 

logaritmos de ambos os membros da função, para que possamos reescrevê-lo  

( )
lim  

( )x a

g x

h x
 como um quociente do tipo 

0

0
 ou 




. E, a partir daí, temos que  

( ) '( )
lim  lim  

( ) '( )x a x a

g x g x

h x h x 
 , quando este existe. 

 

Análise da QUESTÃO 2 

 

Enunciado: Determine os valores de a e de b para que a função :f R R  definida 

abaixo seja contínua em R . Justifique sua resposta. 
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( / )(cosh )  se 0;

( )                          se 0;

                  se 0. 

b xx ax x

f x e x

ax b x

  


 
  

 

(Lembramos que cosh
2

x xe e
x


 ). 

 

Análise do enunciado: Identificamos a tarefa: 

t1: Determinar os valores de a e de b para que a função dada seja contínua. 

Podemos observar novamente a ocorrência do tipo de tarefa “justificar” para reforçar a 

necessidade do desenvolvimento dos cálculos na resolução da questão.  

 

Solução proposta: Para ( )f x  ser contínua em 0x  , 
0 0

lim ( ) lim ( ) (0)
x x

f x f x f
   

  . 

Como 
0 0

(0) lim ( ) lim( )
x x

e f f x ax b b
   

     , temos b e . 

Quando vamos calcular o limite lateral 
0

lim ( )
x

f x
 

, encontramos uma indeterminação do 

tipo 1


. Mas: 

0
lim ( )

( )

0 0

ln(cosh )
lim ( ) lim , onde ( )x

g x
g x

x x

b x ax
f x e e g x

x
 

   


    

Quando vamos calcular o limite lateral 
0

lim ( )
x

g x
 

, encontramos uma indeterminação do 

tipo 
0

0
 e podemos aplicar L'Hospital: 

0 0 0

ln(cosh ) ( )
lim ( ) lim lim

(cosh )x x x

b x ax b senhx a
g x ab

x x ax     

 
  


. 

Portanto, 
0

lim ( ) (0)ab

x
f x e f e

 
   , o que implica 1ba  . Temos assim, 

1
a

e
 . 

 

 

Análise da solução: Na resolução da questão podemos destacar a seguinte técnica 

predominante:  

τ 2: Como f é contínua em  R , aplicamos que lim ( ) lim ( ) ( )
x x

f x f x f
 


   

  .  
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τ2a: Obter cada um dos valores a e b a partir da resolução de cada uma das 

igualdades lim ( ) ( )
x

f x f



 

  e lim ( ) ( )
x

f x f



 

 . 

Porém, os limites laterais encontrados requerem a utilização de outras técnicas 

coadjuvantes para a resolução. Com isso, acrescentamos uma delas: 

 

τ2b: Como lim ( )
x a

f x


 é uma indeterminação do tipo 1 ; escreveremos que 

( )lim ( ) lim g x

x x
f x e

  
 , onde 

( )
lim ( ) lim

( )x x

h x
g x

l x  
 é um quociente do tipo 

0

0
. E, a partir daí, 

temos que 
( ) '( )

lim lim
( ) '( )x x

h x h x

l x l x  
 , quando este existe. 

 

 

Análise da QUESTÃO 3. 

Enunciado: a) Determine, caso existam, os limites: 

i) 
2lim ( )x

x
e x


 . 

ii)  
0

(1 )
lim ( )
x

x x x
f x

x

 
, sendo ( )f x  uma função contínua 0x  em tal 

que (0) 3f  . 

b) Seja uma função :f R R , derivável para todo x R . Determine os valores de a e b 

para que 
10

( ) ( 10)
lim 0

10x

f x a b x

x

  



. 

 

Análise do enunciado: Temos as tarefas: 

t1ai: Determinar, caso exista, o limite no infinito de uma função dada do tipo 

( ) ( ) ( )f x g x h x  , onde lim ( )
x

g x


  e  lim ( )
x

h x


  . 

t1aii: Determinar, caso exista, o limite de uma função produto dada, onde um de seus 

fatores é uma função contendo módulo e o outro fator é uma função contínua cujo valor 

da mesma no ponto é fornecido. 

t1b: Determinar os valores de a e b para que o limite de uma função diferenciável seja 

igual a um dado valor. 
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Solução proposta: a)  

 i)  Considere
2 2

2
( ) ( ) 1

x
x e

f x e x x
x

 
    

 
. Vamos analisar o 

2
lim

x

x

e

x

 
 
 

.  

Como este limite é da forma



, podemos usar L'Hospital e temos:  

2
lim lim

2

x x

x x

e e

x x 

   
   

   
 

Usando L'Hospital uma vez mais,  

2
lim lim

2

x x

x x

e e

x 

   
     

   
. 

Assim, lim ( )
x

f x


  . 

ii) Considere . Devemos considerar dois casos: 

   Para 0x  , x x  e temos 
0 0

(1 ) (1 )
lim ( ) lim ( )
x x

x x x x x x
f x f x

x x   

   
 . 

   Como ( )f x é uma função contínua em 0, 

0 0
lim ( ) lim(2 ) ( ) 6
x x

g x x f x
   

   . 

   Para 0x  , x x   e
0 0

(1 ) (1 )
lim ( ) lim ( )
x x

x x x x x x
f x f x

x x   

   
 . 

0 0
lim ( ) lim( ) ( ) 0
x x

g x x f x
   

    

   Portanto
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

g x g x
   

 . Assim, não existe o 
0

lim ( )
x

g x


. 

b) Se 
10

lim ( ) ( 10) 0
x

f x a b x


     o limite 
10

( ) ( 10)
lim 0

10x

f x a b x

x

  



não 

existiria. 

Portanto, devemos ter 
10

lim ( ) ( 10) 0 (10)
x

f x a b x a f


      , pois ( )f x é contínua. 

Como f é uma função diferenciável em 10x  ,  

10

( ) (10)
lim '(10) 0 '(10)

10x

f x f
f b f

x


   


. 
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Análise da Solução: Para o primeiro item da questão temos a técnica: 

τ1ai: escrever a função como 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) 1
( )

g x
f x g x h x h x

h x

 
    

 
para que ocorra 

( )
lim

( )x

g x

h x





; aplicar que 
( ) '( )

lim lim
( ) '( )x x

g x g x

h x h x 
 , enquanto houver indeterminação. A 

partir daí, 
( )

lim ( ) lim ( ).lim 1
( )x x x

g x
f x h x

h x  

 
  

 
. 

Para (ii) podemos escrever a técnica: 

τ1aii: Escrever os limites laterais respeitando as sentenças que definem a função 

modular; obter 1lim ( ) ( )
x a

h x f x
 

= 1lim ( ). ( )
x a

h x f a
 

 e 2lim ( ) ( )
x a

h x f x
 

= 2lim ( ). ( )
x a

h x f a
 

, 

onde f é contínua no ponto x a ; o limite de tal função existirá somente se esses 

limites laterais existirem e forem iguais. 

A resolução do item (b) apresenta, na forma de uma condicional, uma justificativa 

inicial para a técnica utilizada, ou seja, uma tecnologia que escrevemos como: 

θ1b: 
( )

Se lim ( ) 0, então lim  =+  ou 
x x

p x
p x

x   
  


. 

E entendemos, que provavelmente, pelo menos outras duas tecnologias estão sugeridas 

nesse desenvolvimento da solução:  

θ1b': Se p é contínua em ,  lim ( ) ( ) 0
x

R p x p


 


   . 

θ1b'’: 
( ) ( )

Se f é diferenciável em ,  entãolim '( ) 0
x

f x f
R f

x


 




  


. 

Observando a solução apresentada, constatamos que  θ1b, θ1b' e θ1b'’ estão fortemente 

integradas à técnica, com isso, resumiremos a técnica principal utilizada nessa questão 

como sendo a manipulação de tais tecnologias operacionais. Assim, em símbolos, 

temos: 

τ1b:   θ1b+ θ1b' + θ1b'’. 

 

Análise da QUESTÃO 4. 

 

Enunciado: a) Considere a função :g R R definida por: 
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2

3

1
cos ( 1) sin ,  se 1

( ) 1

0,                                        se 1

x x
g x x

x

   
        

 

 

Determine o valor de 
1

lim ( )
x

g x


. 

b) Considere as funções , :f g R R definidas por: 

3 3( ) 1 e ( ) (1 sin )f x x x g x x x     . 

Mostre que os gráficos de ( )f x e ( )g x se interceptam pelo menos em um ponto. 

 

Análise do enunciado: Resumidamente, podemos escrever as tarefas: 

t1a: Determinar o limite de uma função dada. 

t1b: Mostrar que os gráficos de duas funções dadas se interceptam pelo menos em um 

ponto. 

 

Solução proposta: 

a) Primeiro temos que 

2

31

1
lim( 1) sin 0

1x
x

x

 
  

 
                              (1) 

De fato,  2 2 2

3

1
( 1) ( 1) sin ( 1)

1
x x x

x

 
      

 
. 

Logo, como 
2 2

1 1
lim ( 1) lim( 1) 0
x x

x x
 
     , podemos usar o teorema do confronto para 

mostrar (1). 

Além disso, sendo a função cos( )x  contínua em R , temos: 
1

lim ( ) 0
x

g x


 . 

b) Seja ( ) ( ) ( )h x f x g x  . Sendo ( )h x  a diferença de duas funções contínuas, ( )h x é 

contínua. Além disso, temos que  
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(0) 1 0   e   (1) 1 (1 sin1) 0h h      . 

Logo, usando o Teorema do valor Intermediário, existe (0,1)c onde ( ) 0h c  , isto é 

( ) ( )f c g c . 

Análise da solução: Podemos resumir as principais etapas da resolução acima, pelas 

seguintes técnicas: 

τ1a: identifique duas funções ,l m  tais que ( ) ( ) ( )l x f x m x   e 

lim ( ) lim ( )
x a x a

l x m x k
 

  , então  lim ( )
x a

f x k


 . 

τ1a’: Identifique que sendo a função g contínua em a R , temos que lim ( ) ( )
x a

g x g a


 . 

Para o item (b), temos: 

τ1b: Escrever as funções como a diferença ( ) ( ) ( )h x f x g x  , sabendo que esta 

também é contínua. Concluir que como  ( ) 0h a   e ( ) 0h b  , então existe ( , )c a b  

tal que ( ) 0f c  . 

 

Análise da QUESTÃO 5. 

Enunciado: Calcule os seguintes limites. 

a) 
20

cos(sin( )) cos( )
lim
x

x x

x


                  

 b) 
21

1
lim

ln ( 1)x

x

x x

 
 

 
 

Análise do enunciado: Podemos escrever que a tarefa é apenas: 

t5: Calcular os limites. 

Solução proposta: 

a) Temos a indeterminação 0/0. Aplicando a regra de L'Hospital temos: 

20 0

cos(sin( )) cos( ) sin(sin( ))cos( ) sin( )
lim lim

2x x

x x x x x

x x 

   
  

 
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0 0

sin(sin( ))cos( ) sin( )
lim lim

2 2x x

x x x

x x 


   

Usando o fato que 
0

sin( )
lim 1
x

x

x
  , teremos que 

0 0

sin(sin( ))cos( ) 1 sin(sin( )) sin( ) 1
lim lim . .cos( )

2 2 sin( ) 2x x

x x x x
x

x x x 

 
     

 
. 

Logo 
20

cos(sin( )) cos( ) 1 1
lim 0

2 2x

x x

x


    . 

b) Este limite é da forma   Escrevendo 

2

2 2

1 ( 1) ln 0

ln ( 1) ( 1) ln 0

x x x x

x x x x

 
  

 
 

Podemos usar L'Hospital. Assim 

2 21 1

1 2( 1) 1 ln
lim lim

ln ( 1) ( 1) / 2( 1) lnx x

x x x

x x x x x x 

    
    

    
 

 

Análise da solução: A técnica principal é dada por: 

τ5a: Como o limite 
( )

lim  
( )x a

g x

h x
 é um quociente do tipo 

0

0
 ou 




, temos que 

( ) '( )
lim  lim  

( ) '( )x a x a

g x g x

h x h x 
 . 

Porém, as condições para a utilização dessa técnica não são mencionadas.  

Na mesma solução, devemos considerar outras técnicas coadjuvantes. Destacamos 

apenas que: 

τ5a’: Use o fato que 
0

sin( )
lim 1
x

x

x
 . 
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τ5b: Quando lim ( )
x a

f x


 é uma indeterminação da forma  , podemos reescrevê-lo 

como 
( )

lim  
( )x a

g x

h x
, e obter um quociente do tipo 

0

0
 ou 




. A partir daí, temos que 

( ) '( )
lim  lim  

( ) '( )x a x a

g x g x

h x h x 
 . 

Novamente a Regra de L'Hospital foi aplicada para resolver o limite, mas sem 

mencionar as condições na resolução do problema. 

 

Análise da QUESTÃO 6. 

Enunciado: a) Calcule: 

(i)    
2 1

lim
1x

x

x




          (ii) lim arctan

2x
x x




 
 

 
 

b) Seja 
   se 4

( ) 2

                  se 4

x a
x

f x x x

b x




  
 

. Determine a  e b , de modo que f seja contínua 

em 4x  . 

Análise do enunciado: Podemos escrever as tarefas: 

t1a: Calcular os limites dados. 

t1b: Determinar os valores de a e b, para que uma função dada seja contínua. 

Solução proposta. 

a)    i) 

2

22

1 11 1
1

lim lim lim 1
111

11
x x x

x
xx x

x
x

xx

  

 
  

  
  

  
 

 

. 

     ii) Note que  
2 arctan

lim arctan lim
2 1x x

x
x x

x

 

 

 
  

 
. 

  Aplicando a Regra de L'Hospital, 
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2 2

2 2 2

1 (1 ) 1
lim lim 1

1 1 1 1x x

x x

x x x 

 
  

  
. 

b) Se é f contínua em 4x  : 

(1) Existe (4)f ;         (2) Existe 
4

lim ( )
x

f x


;         (3) 
4

lim ( ) (4)
x

f x f


 . 

Para que exista 
4 4

lim ( ) lim
2x x

x a
f x

x x 




 
, devemos ter  

4
lim( ) 0
x

x a


  , ou seja, 4a  . 

Isto porque, uma vez que 
4

lim( 2) 0
x

x x


   , se o limite da expressão no numerador 

for diferente de zero, 
4

lim
2x

x a

x x



 
não existirá. Para satisfazer à condição (3) e 

encontrar o valor (4)f b , vamos calcular 
4

lim
2x

x a

x x



 
. Veja que a expressão do 

limite corresponde a uma indeterminação do tipo 
0

0
. Usando a Regra de L’Hospital: 

4 4

1 4
lim lim

1 32 1
2

x x

x a

x x

x

 


  

  

 

Assim, 
4

3
b   . 

Análise da solução: Observando o procedimento adotado na resolução do item i de (a), 

podemos descrever a seguinte técnica já utilizada na primeira questão da primeira prova 

analisada. 

 τ 1ai: Colocar em evidência a mais alta potência de x que ocorre no numerador e 

denominador. Deste modo, aparecerão expressões do tipo 
1

nx
 que tendem a zero 

quando x   . 

Para o item ii de (a), temos: 
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τ 1aii: Quando lim ( )
x a

f x


é uma indeterminação do tipo .0 , podemos reescrevê-lo 

( )
lim  

( )x a

g x

h x
 como um quociente do tipo 

0

0
 ou 




. E, a partir daí, temos que  

( ) '( )
lim  lim  

( ) '( )x a x a

g x g x

h x h x 
 , quando este existe. 

A técnica utilizada na resolução da questão (b) acima apresenta uma justificativa que 

escrevemos como a tecnologia: 

θ1b: Uma vez que lim ( ) 0
x

q x


 , se o limite da expressão no numerador for diferente de 

zero, lim
( )x

x a

q x


 não existirá.  

Assim, podemos resumir a resolução em uma única técnica. 

tb: Utilizar θ1b para obter o valor de a, e utilizar o fato de que lim ( )
( )x

x a
f b

q x





   

para obter b. 

Análise da QUESTÃO 7.  

Enunciado: Nesta questão, não use a regra de L'Hospital. 

1. Calcule os limites: 

a) 

5 3 2

5

2 3 2 1
lim

3 4 1x

x x x

x x

  

 
 

b) 
2

0

[(1 ) 1] 2
lim
h

arctg h arctg

h

  
. (dica: você reconhece alguma derivada?) 

2. Dê o valor de A para que a função abaixo seja contínua em 0x  . 

2
1

1 cos

,   0( )

                  ,   0

senx

x x
e xf x

A x

    
    

     




 
 
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Análise do enunciado: Os limites devem ser resolvidos sem usar a Regra de 

L'Hospital, mas o enunciado não esclarece os motivos. 

Temos as tarefas: 

t1a: Calcular um limite dado. 

t1b: Calcular um limite dado fornecendo uma dica. 

t1c: Calcular o valor de A para que uma função dada seja contínua. 

Solução proposta: 

1.  (a) 

5

5 3 2 2 3 5

5
5

4 5

3 2 1
2

2 3 2 1
lim lim

4 13 4 1
3

x x

x
x x x x x x

x x
x

x x

 

 
       

   
  

 

 

  = 
2 3 5

4 5

3 2 1
2

2
lim

4 1 3
3

x

x x x

x x



 
   

  
 

  
 

. 

(b) Seja 
2( ) ( 1)g x arctg x  . Temos que  

2 2 2

0 0

[(1 ) 1] [1 1] [(1 ) 1] 2
'(1) lim lim

h h

arctg h arctg arctg h arctg
g

h h 

      
   

Portanto, o limite procurado é igual a '(1)g . Derivamos usando a regra da cadeia, 

obtendo 2

2
'( )

1 ( 1)

x
g x

x


 
. 

Logo, 

2

20

[(1 ) 1] 2 2 2
lim '(1)

1 (1 1) 3h

arctg h arctg
g

h

  
  

 
. 

2. Para que seja f contínua em 0x  devemos ter 
0

lim ( ) (0)
x

f x f A


  . 
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Vamos primeiramente calcular 

2

0

1
lim 1 cos  
x

senx

x x

    
    

     
. Temos que 

1
-1 cos 1

x

 
  

 
. 

Para qualquer 0x  . Multiplicando a desigualdade por 

2

1 0
senx

x

 
  

 
, obtemos 

2 2 2
1

1 1 cos 1
senx senx senx

x x x x

       
           

       
. 

Para todo 0x  . Como 

2

2

0
lim 1 (1 1) 0
x

senx

x

 
    

 
, 

 

Segue do Teorema do sanduíche que 

2

0

1
lim 1 cos 0
x

senx

x x

    
     

     
. 

Usando a continuidade da função exponencial, temos que  

2
1

1 cos
0

0
lim 1

senx

x x

x
e e

    
    

     


  . 

Portanto, devemos ter 1A  . 

 

Análise da solução: Selecionamos as técnicas: 

τ1a: Colocar em evidência a mais alta potência de x que ocorre no numerador e 

denominador. Deste modo, aparecerão expressões do tipo 
1

nx
 que tendem a zero 

quando x   . 

τ1b: Identificar no limite dado a definição da derivada de certa função, e recorrer a regra 

de derivação correspondente. 

Na resolução do item (b), podemos destacar a seguinte técnica predominante:  

τ 2: Como f é contínua em a R , aplicamos que lim ( ) ( )
x a

f x f a


 . 
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Porém, o limite obtido requer a utilização de outras técnicas coadjuvantes para a 

resolução. Acrescentamos a principal: 

τ2': construir a expressão da função de maneira que ( ) ( ) ( )g x f x h x  , onde as duas 

outras funções possuem o mesmo limite no ponto dado. 

 

Análise da QUESTÃO 8. 

Enunciado:  

 Seja :f R R uma função satisfazendo
2

0( ) 3 2f x x x   , para todo x. 

(a) Calcule 
0

lim ( )
x x

f x


. 

(b) Suponha f contínua no ponto x0. Mostre que, então, f é derivável no ponto x0 e 

calcule 0'( )f x . 

Justifique suas respostas. 

 

Análise do enunciado: t5a: Calcular o limite de uma função que não é dada, mas que 

satisfaz certa condição apresentada por uma inequação modular dada. 

Solução proposta: (a) Primeiramente observe que 

2 2 2

0 0 0( ) 3 2 3 2 ( ) 3 2f x x x x x f x x x          . (*) 

Como
0

0lim 0
x x

x x


  , segue do Teorema do Confronto (sanduiche), 

0

lim ( ) 3
x x

f x


 . 

 

(b) Como estamos supondo f contínua, tem-se necessariamente 0( ) 3f x  , 

ou 0( ) 3 ( ) ( )f x f x f x   . 

Logo, dividindo ambos os membros da desigualdade (*) por 0x x , obtemos: 

0
0 0

0

( ) ( )
2 2

f x f x
x x x x

x x


    


 

E, novamente pelo Teorema do Confronto, segue que: 

0

0
0

0

( ) ( )
'( ) lim 0

x x

f x f x
f x

x x


 


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Análise da solução: 

τ5a: identifique duas funções ,g h cujos limites no ponto dado sejam iguais e tais que 

( ) ( ) ( )g x f x h x  .  

 

τ5a: construir a expressão da derivada da função de maneira que ( ) '( ) ( )g x f x h x  , 

onde as duas outras funções possuem o mesmo limite no ponto dado. 

 

Análise da QUESTÃO 9. 

Enunciado:  

Seja ( ) 2
2

f x x arcsenx


   . 

1. Mostre, usando o Teorema do Valor Intermediário, que existe um número c tal que 

( ) 0f c  . 

2. Mostre que existe no máximo um número c tal que ( ) 0f c  . 

 

Análise do enunciado: 

t51: Mostre que a função dada possui pelo menos uma raiz. 

t52: Mostre que existe no máximo uma raiz para a função dada. 

 

Solução proposta: 

          1. Como (0) 0
2

f


   , (1) 2 0f    e a função ( )f x é contínua em seu 

domínio [ 1,1] , segue pelo teorema do valor intermediário que existe (0,1)c  tal que 

( ) 0f c  .  

          2. Como 
2

1
'( ) 2 0

1
f x

x
  


,  a função é estritamente crescente em 

( 1,1) e só pode ter um zero. 

 

Análise da solução: 

Neste caso, a primeira técnica é a aplicação direta do teorema do valor intermediário. 

τ51: Encontre dois números a e b pertencentes ao domínio da função f, sendo f contínua 

em [ , ]a b , tal que ( ). ( ) 0f a f b  . 
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τ51: Verifique que o sinal da derivada primeira da função é mantido em todo o seu 

domínio. 

 

 

 

6.1.2. Análise das questões envolvendo Derivadas. 

 

Nesta seção estaremos analisando principalmente as questões da primeira prova 

de Cálculo 1 que avaliam os tópicos sobre  Derivadas, Reta tangente ao Gráfico de uma 

Função, Relação existente entre Diferenciabilidade e Continuidade, Cálculo das 

Derivadas (Derivadas de somas, diferenças, produtos e quocientes), Derivadas das 

funções trigonométricas, Derivadas de funções compostas (Regra da Cadeia), Derivada 

da função potência para expoentes racionais, Derivadas de ordem superior, Teorema da 

função inversa, as inversas das funções trigonométricas e suas derivadas, Funções 

logarítmicas e exponencial, Derivada de função potência com exponente real. Também 

incluímos nesta seção os problemas sobre Diferenciação implícita, Teorema de Rolle e 

o Teorema do Valor Médio. 

 

Análise da QUESTÃO 1.  

 

Enunciado: Determine a equação de uma reta paralela a 1x y   e tangente à curva 

3 3 0y xy x    em um ponto 0 0( , )x y , com 0 0x   e 0 0y  . 

Análise do enunciado: Para esta questão, podemos, resumidamente, associar a tarefa: 

t2: Determinar a equação de uma reta que seja paralela à reta dada e tangente à curva 

dada. 

A questão acrescenta que o ponto de tangência deve satisfazer à condição: 0 0x  e 

0 0y  . 

Solução proposta: A reta  1x y   possui inclinação igual a -1. Se a função ( )y f x  

está implícita na equação  3 3 0y xy x   , tem-se derivando implicitamente em relação 

a x, 
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2
2 2

2

3
3 ' ' 3 0 '

3

y x
y y y xy x y

x y


      


. 

Portanto, 2 2' 1 3 3 3( )( ).y x y x y x y x y x y            

Temos duas possibilidades: ou x y ou 1/ 3x y  . No primeiro caso, substituindo na 

equação, obtemos 3 22 0 0 ou  1/ 2x x x x      . 

No segundo caso, substituindo na equação, temos:  

3

3 1 1
0  impossível.

3 3
x x x x

   
        

   
 

Portanto, a reta paralela é obtida para os pontos 0 1/ 2x    e 0 1/ 2y   , isto é, 

1 1
1 0

2 2
y x x y

 
        

 
. 

 

Análise da solução: Destacamos a técnica predominante: 

τ 2:  A reta procurada é 0 0 0'( )( )y y f x x x   , onde 0'( )f x m  (coeficiente angular da 

reta  dada), e 0 0( , )x y  é obtido por esta mesma igualdade. 

Porém, outras técnicas foram utilizadas, em especial, a derivação implícita. 

 

 

Análise da QUESTÃO 2. 

  

Enunciado: Seja ( )y f x  uma função derivável implicitamente pela equação  

2 4 259
16 2 3

16
x y y x x     , 

próximo do ponto 
1

(1, )
4

 . Determine o ângulo que a reta tangente ao gráfico de 

( )y f x no ponto 
1

(1, )
4

, faz com o eixo x. 

 

Análise do enunciado: A questão pode ser resumida pela tarefa: 

t1: Determinar o ângulo de inclinação da reta tangente ao gráfico de uma função em um 

ponto, dada a equação da função na forma implícita. 
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Podemos entender essa tarefa como uma composição das tarefas: Calcular a derivada de 

uma função definida implicitamente; Obter o ângulo de inclinação de uma reta tangente 

ao gráfico de uma função em um ponto, após ter calculado a sua derivada. 

 

Solução proposta:  

Derivando em relação a x, temos: 

3

2

2
2 64 2

2 3

dy x
xy y

dx x
  


. 

Substituindo 
1

( , ) (1, )
4

x y  , temos: 1
dy

dx
 . 

Portanto, o ângulo que a reta tangente faz com o eixo x é / 4 . 

 

Análise da solução: Observando a solução apresentada, podemos descrever a técnica 

conforme o procedimento: 

 τ 1:  derivar ambos os membros da equação em relação a x; substituir x e y na equação, 

dado que  0 0( , ) ( , )x y x y ; obter o valor de 
dy

dx
; descobrir o ângulo de inclinação da 

reta tangente, admitindo que o valor encontrado para 
dy

dx
 é a tangente deste ângulo, ou 

seja,
0arctan ( )

dy
x

dx


 
  

 
. 

 

Análise da QUESTÃO 3. 

Enunciado:  

a) Considere a função :f R R  definida por 4( ) 5f x arctg x  . Calcule '( )f x . 

b) Determine o valor '( )y x  de no ponto (1,1)P  , sabendo que 3ln 5 5
x y

y x
  . 

c) Sejam A e B os pontos em que o gráfico de 2( )f x x x   com intercepta o eixo X. 

Determine   para que as retas tangentes ao gráfico de f, em A e em B, sejam 

perpendiculares. 

Análise do enunciado:  

 t2a: Calcular a função derivada de uma função dada. 

t2b: Determinar o valor da derivada de uma função implícita em um ponto dado. 
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t2c: Determinar um número desconhecido presente na expressão de uma certa função, 

para que as retas tangentes ao gráfico dessa função e, que intersectam o eixo X em dois 

pontos, sejam perpendiculares. 

 

Solução proposta: 

 a) 
4 4( ( )) 5  onde ( )   e ( ) 5f g x arctg x f z arctg z g x x     . Assim,  

3

2 4

1 2
'( )  e '( )

1 5

x
f z g x

z x
 

 
. 

Portanto, 
3

4 4

2
'( )  

(6 ) 5

x
f x

x x


 
 

b) (3ln 5 ) ' 0
x y

y x
  . 

2 2

' '
3 ( ) 5 ( ) 0

y y xy x xy y

x y y x

 
  . Como (1) 1y  temos: 

3(1 ') 5( ' 1) 0 2 ' 2 ' 1y y y y        . 

c) 
2( ) ( ) 0 0 ou f x x x x x x x          . 

Assim, o gráfico de f intercepta o eixo X nos pontos A = (0,0) e B = (α, 0). Como 

'( ) 2f x x   , temos que '(0)f    e '( )f   . 

Para que as retas tangentes ao gráfico de f, em A e em B, sejam perpendiculares, 

devemos ter '(0). '( ) 1f f    , ou seja, ( ) 1    . 

Portanto, 2( ) 1 e 1    . 

Análise da solução: O item (a) segue da técnica principal: 

 τ2a: escrever a função dada como uma composição de funções ( ( ))f g x e, calcular 

 ( ( )) ' '( ( )). '( )f g x f g x g x para obter a derivada da função. 

Outras técnicas coadjuvantes foram aplicadas diretamente, por exemplo, as regras 

básicas de derivação, derivada da função Arco tangente e saber fazer a composição de 

funções. 

Para o item (b), temos: 

τ2b: derivar ambos os lados da equação em relação a x, lembrando que y é uma função 

de x, isolar y'.  
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E para (c) entendemos a técnica: 

t2c:  Fazer ( ) 0f x   para obter as abscissas 
1 2 e xx dos pontos onde o gráfico intersecta 

o eixo X; substituir esses valores em '( )f x  e determinar α recorrendo á 

1 2'( ). '( ) 1f x f x   . 

 

Análise da QUESTÃO 4. 

 

Enunciado: (a) Determine '( )f x ; onde 2( ) ln(sin ( ))f x x . 

(b) Determine as equações das retas tangentes ao gráfico de 2( ) 3f x x x   que passam 

pelo ponto (3, 4) . 

(c) Ache a equação da reta tangente ao gráfico da função implícita definida por 

3 3 6x y xy  , no ponto (3,3) . 

Análise do enunciado: As tarefas são: 

t1: Determinar a função derivada de uma função dada. 

t2: Determinar as equações das retas tangentes ao gráfico de uma função dada e que 

passam por um certo ponto. 

t3: Achar a equação da reta tangente ao gráfico de uma função dada na forma implícita, 

em um ponto. 

Solução proposta: 

a) Sendo 2( ) ln( ),  ( ) ,  ( ) sin( )g x x h x x u x x   , temos que ( ) ( )f x g h u x . Pela 

Regra da cadeia, '( ) '(( )( )). '( ( )). '( )f x g h u x h u x u x . Logo 

2

1
'( ) .2sin( ).cos( ) 2cot( )

sin ( )
f x x x x

x
  . 

b) O ponto dado não pertence ao gráfico de f . Por outro lado, a equação da reta 

tangente ao gráfico de f  no ponto 0 0( , ( ))x f x  é 

0 0 0( ) ( ) '( )( )y x f x f x x x    
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Onde 
0 0'( ) 2 3f x x   e 2

0 0 0( ) 3f x x x  . O ponto (3, 4)  pertence à reta tangente, 

logo, obtemos: 

2 2

0 0 0 0 0 04 3 (2 3)(3 ) 6 9x x x x x x         . 

Resolvendo a equação, obtemos: 0 1x   ou 
0 5x  . Então, as equações obtidas são: 

1 0y x   e 7 25 0y x   . 

 

c) Derivando a equação implicitamente: 

2

2

2

2

dy y x

dx y x





 

No ponto (3,3)  temos que 1
dy

dx
  , e a equação da reta tangente é 6x y  . 

Análise da solução:  

τ2a: Escrever a função dada como  uma composição de funções ( )g h u x  , e calcular 

'( ) '(( )( )). '( ( )). '( )f x g h u x h u x u x para obter a derivada. 

τ2b: Escrever a equação da reta tangente ao gráfico de f em 0 0( , ( ))x f x , substituir 

1 1( , )x y dado para encontrar 0x , e por fim, substituir esse valor, para obter a equação da 

reta. 

τ2c: Calcular a derivada da função implícita no ponto dado, e escrever a equação da reta 

tangente nesse ponto. 

 

Análise da QUESTÃO 5. 

Enunciado: 

a) Encontrar os pontos da curva 2 2 3x xy y   onde a reta tangente é horizontal. 
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b) Suponha que (2) 7f  e '( ) 2f x  para [2,5]x . Qual o menor valor que (5)f pode 

ter? 

Análise do enunciado:  

t2a: Encontrar os pontos de uma curva onde a reta tangente é horizontal, dada a equação 

implícita da curva. 

t2b: Determinar o menor valor de ( )f b , supondo que ( )f a   e '( )f x   para 

[ , ]x a b . 

 

Solução proposta: 

a) Derivando implicitamente com relação a x : 

2 2 0
dy dy

x y x y
dx dx

     

Logo, 
2

2

dy y x

dx y x





 

A reta tangente no ponto ( , )x y será horizontal se, e somente se, 0
dy

dx
 ou, 

equivalentemente, 2y x . Substituindo na equação da curva: 

2 2 2(2 ) 4 3 3 3 1x x x x x x         

Portanto, os pontos da curva onde a reta tangente é horizontal são (1,2) e ( 1, 2)  . 

b) Podemos aplicar o Teorema do Valor Médio ao intervalo [2,5] , pois é diferenciável 

(logo, contínua) em toda parte. Então, existe um número c tal que: 

(5) (2)
'( ) (5) (2) 3 '( ) 7 3 '( )

5 2

f f
f c f f f c f c


     


. 

Como '( ) 2f x  em [2,5] , teremos '( ) 2f c   e, portanto, (5) 13f  . Logo, o menor 

valor de (5)f  é 13 . 
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Análise da solução: No item (a) a técnica principal pode ser escrita como o seguinte 

roteiro: 

τ3a: derivar a equação em relação a x, lembrando que y é uma função de x, isolar 
dy

dx
. 

Utilizar o fato de que devemos ter  0
dy

dx
 , e substituir a expressão obtida na equação 

dada da curva. 

Podemos destacar um vestígio de tecnologia sugerido: 

θ3a: A reta tangente no ponto ( , )x y será horizontal se, e somente se, 0
dy

dx
 . 

Para o item (b): 

τ3b: Utilizar 
( ) ( )

'( )
f b f a

f c
b a





 para encontrar ( )f b em relação a '( )f c , e por fim 

obter b dado que devemos ter '( )f c  . 

No texto acima, a técnica utilizada está sendo justificada pelo uso do teorema do valor 

Médio. Apesar de essa justificativa não ser discutida na resolução da questão, a 

acrescentamos como uma tecnologia. 

θ3b: Sendo f contínua em [ , ]a b  e derivável em ( , )a b , então existe ( , )c a b tal que 

( ) ( ) '( )( )f b f a f c b a   . 

Análise da QUESTÃO 6. 

Enunciado: (a) Encontre uma equação da reta tangente à curva lny x que passe pelo 

ponto (0,0) . 

(b) Encontre  e a b  de modo que as retas tangentes aos gráficos de

2

1

x ax b
y

x

 



 

e 2 1y x   no ponto (0,1)P  sejam perpendiculares. 

Análise do enunciado: 

t2a: Encontra a equação da reta tangente a uma curva dada e que passa por um certo 

ponto. 
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t2b: Encontrar dois números a e b de modo que as retas tangentes a duas curvas dadas 

em um certo ponto sejam perpendiculares. 

Solução proposta: (a). Em primeiro lugar observe que o ponto (0,0)  não pertence à 

curva lny x . Seja então ( , ln )a a  o ponto de tangência, conforme indicado na figura 

abaixo. 

 

Figura 6.1: Gráfico do item (b) da questão 6 envolvendo derivada. 

O coeficiente angular da reta tangente é o valor da derivada de lny x  em 

x a , ou seja, 1/ a . Por outro lado, como a tangente passa pelos pontos (0,0)  e 

( , ln )a a  seu coeficiente angular é também dado por
ln 0 ln

0

a a

a a





. Logo, 

ln 1a

a a
 e, 

portanto, a e . 

Sendo assim, a reta tangente tem coeficiente angular 1/ e  e equação /y x e . 

(b) para que o ponto (0,1)P  esteja no gráfico
2

1

x ax b
y

x

 



, é necessário que 1b   

(substitua 0x  na expressão!). 

Para achar as inclinações das retas tangentes, vamos derivar as duas funções. Primeiro, 

usando a regra do quociente, temos 

2 2 2

2 2

(2 )( 1) ( ) 2 ( 1)

1 ( 1) ( 1)

d x ax b x a x x ax b x x a

dx x x x

          
  

   
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Logo, a inclinação da reta tangente ao gráfico 

2

1

x ax b
y

x

 



no ponto (0,1) é igual a 

1a  . Agora, usando a regra da cadeia, temos 

2 1
2 1

2 2 1 2 1

d
x

dx x x
  

 
. 

Logo, a inclinação da reta tangente à curva 2 1y x   no ponto (0,1) é igual a 1.  

Portanto, para que as retas tangentes sejam perpendiculares, é necessário que  

1 1 0a a     . 

 

Análise da solução: Para (a) apontamos a técnica predominante: 

τ2a: Tomar um ponto ( , ( ))a f a da função conhecida, e obter o número a  a partir da 

igualdade 0

0

( )
'( )

f a y
f a

a x





, onde o ponto 0 0( , )x y  é dado do problema.  

A resolução acima menciona uma justificativa integrada à técnica, e que pode ser 

descrita por uma tecnologia que resumimos como: 

θ2a: A reta que incide no ponto 0 0( , )x y e é tangente ao gráfico da função ( )y f x no 

ponto ( , ( ))a f a , tem coeficiente angular 0

0

( )
'( )

f a y
f a

a x





. 

Em (b) a técnica principal pode ser escrita como o procedimento: 

τ2b: Substituir o ponto dado à expressão de uma das funções para obter um dos valores 

pedidos; derivar as duas funções para encontrar seus coeficientes angulares 0'( )f x e 

0'( )g x , e utilizar o fato de que 0 0'( ). '( ) 1f x g x    para obter o outro valor pedido. 

Análise da QUESTÃO 7. 

Enunciado: Seja a função 

( ) ( )( ) ( )f x x a x b g x    
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I um intervalo aberto contendo[ , ]a b , onde ( ), g x x I , é contínua em [ , ]a b e ( ) 0g x  , 

para todo [ , ]x a b . Suponha que '( )g x  é contínua em [ , ]a b e que existe ''( )g x  em 

( , )a b . 

(a) Mostrar que ( )f x não se anula em ( , )a b  e que ( )f x tem um ponto crítico em ( , )a b . 

(b) Mostrar que existe ( , )c a b  tal que ''( ) ( ) ( )f c g a g b  . 

Análise da solução:   

Resumimos as tarefas em: 

t4a: Mostrar que uma função dada não se anula em um certo intervalo, e que tal função 

tem um ponto crítico nesse mesmo intervalo. 

t4b: Mostrar que existe um ponto de um certo intervalo no qual a derivada segunda nesse 

ponto assume um valor específico. 

 

Solução 

(a) ( ) 0f x  se e somente se ,  ou ( ) 0x a x b g x   . Logo, não existe ( , )x a b  que 

faça ( ) 0f x  . 

Como ( )g x  é contínua em [ , ]a b  e ( )g x  é derivável em ( , )a b  também teremos ( )f x  

contínua em [ , ]a b  e ( )f x derivável em ( , )a b . Assim, podemos aplicar o Teorema do 

Valor Médio a f no intervalo [ , ]a b e existe ( , )c a b tal que 

( ) ( )
'( ) 0

f b f a
f c

b a


 


 

O que mostra que ( )f x tem um ponto crítico em ( , )a b . 

(b) Como '( )g x é contínua em [ , ]a b e '( )g x é derivável em ( , )a b , também teremos 

'( )f x contínua em [ , ]a b  e derivável em ( , )a b . Assim, podemos aplicar o Teorema do 

Valor Médio a 'f no intervalo  [ , ]a b  e existe ( , )c a b tal que  

 ( ) ( ) ( )'( ) '( ) ( ) ( ) ( ) ( )
''( ) ( ) ( )

b a g b g af b f a b a g b a b g a
f c g b g a

b a b a b a

    
    

  
 

Como queríamos demonstrar. 

 

Análise da solução: Nesse caso, possíveis tecnologias estão incorporadas às técnicas, e 

durante a resolução do problema alternamos momentos em que executamos a tarefa e 
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imediatamente justificamos cada etapa da resolução. Destacaremos algumas tecnologias 

observadas no item (a): 

θ4a: ( ) ( )( ) ( ) 0f x x a x b g x     se, e somente se ,  ou ( ) 0x a x b g x   . Mas como 

( ) 0g x   em ( , )a b , então não existe ( , )x a b  / ( ) 0f x  . 

θ4a': Se  e g h são contínuas em [ , ]a b  e deriváveis em ( , )a b  também teremos .g h  

contínua em [ , ]a b  e derivável em ( , )a b . 

θ4a'': Se f  é contínua em [ , ]a b  e derivável em ( , )a b , então existe ( , )c a b tal que 

( ) ( )
( )

f b f a
f c

b a





. 

A técnica em (a) pode ser escrita como uma composição de tais tecnologias. Assim,  

  4 4 '' 4 ' 4a a a at     

Em (b) também podemos descrever uma técnica com dupla função, como fizemos 

acima. 

 

 

 

6.1.3. Análise das Questões Envolvendo Esboço de Gráficos de Funções. 

Nesta seção estaremos analisando principalmente as questões da primeira prova de 

Cálculo 1 que avaliam os tópicos sobre construções de gráficos com aplicações da 

Derivada: Valores máximos e mínimos de uma função (Absoluto e Relativo), Funções 

crescentes e decrescentes e o Teste da derivada primeira, Teste da derivada segunda 

p/máximos e mínimos relativos; Concavidade e ponto de inflexão e Esboço de gráficos. 

E também conjunto Domínio e Imagem, Zeros de funções e Assíntotas Horizontais e 

Verticais. 

Análise da QUESTÃO 1. 

Enunciado: Seja : \{ 1}f R R   a função definida por 
( 1) ( 1)( ) x xf x e   . 

(a) Encontre as assíntotas verticais e horizontais; 

(b) Encontre os intervalos onde a função é crescente e onde é decrescente; 

(c) Encontre os valores de máximo e mínimo locais; 
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(d) Encontre os intervalos de concavidade e os pontos de inflexão; 

(e) Use as informações acima para fazer um esboço do gráfico de f. 

 

Análise do enunciado: Nesta questão, temos as tarefas: 

t3a : Encontrar as assíntotas verticais e horizontais da função dada. 

t3b : Encontrar os intervalos de crescimento e de decrescimento da função dada. 

t3c : Encontrar os valores de máximo e mínimo locais. 

t3d : Encontrar os intervalos de concavidade e os pontos de inflexão. 

t3e : Fazer um esboço do gráfico da função dada. 

 

Solução proposta: Observe que o domínio de f é o conjunto ( , 1) ( 1, )     . Vamos 

escrever ( )( )  onde ( ) ( 1)( 1)g xf x e g x x x    . 

(a) Primeiramente observamos que  

lim ( ) 1 lim ( ) .
x x

g x f x e
 

    

Logo, a reta y e  é assíntota horizontal. Por outro lado, 

1 1

1 1

lim ( ) lim ( ) 0.

lim ( ) lim ( )

x x

x x

g x f x

g x f x

   

   

  

   
 

Portanto, a reta 1 0x   é uma assíntota vertical. 

(b) Analisando o crescimento de f. Temos 
2

1 2
( ) '( ) 0,  1.

1 ( 1)

x
g x g x x

x x


      

 
 

Logo, ( ) ( )

2

2
( ) '( ) . '( ) ( ). 0,  1.

( 1)

g x g xf x e f x e g x f x x
x

       


. E ( )f x  é 

crescente nos intervalos ( , 1)   e  ( 1, )  , já que ( ) 0f x   para todo 1x   . 

(c) Como f é crescente em cada componente de seu domínio, f não possui mínimos nem 

máximos locais. 

(d) Analisando a concavidade de f. Temos: 

 
2( ) ( )

2 3 4

4 4 4
''( ) . '( ) . ''( ) ( ). ( ). .

( 1) ( 1) ( 1)

g x g x x
f x e g x e g x f x f x

x x x

 
      

   
 

Logo, 

0 ''( ) 0  é convexa;

0 ''( ) 0  é côncava.

x f x f

x f x f

   

   
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Portanto, f é convexa (concavidade para cima) nos intervalos ( , 1)  e ( 1,0) ,e côncava 

(concavidade para baixo) no intervalo (0, )  e o único ponto de inflexão é 

(0,1/ )P e . 

(e) O gráfico de f é: 

 

 

Figura 6.2: Gráfico da questão 1 envolvendo gráfico de função. 

 

Análise da solução: Podemos descrever as técnicas: 

τ3a: Se lim ( )  ou lim ( )
x x

f x a f x a
 

  , a reta y a é assíntota horizontal. E se 

lim ( )  ou lim ( )  ou lim ( )  ou lim ( )
x b x b x b x b

g x g x g x g x
       

        , então a reta 

x b é uma assíntota vertical. 

τ3b: Verifica-se o sinal da derivada nos intervalos onde a função é contínua. Se 

'( ) 0f x   no interior de um intervalo, então a função é estritamente crescente nesse 

intervalo. Mas se '( ) 0f x  , então é decrescente. 

τ3c: Verifica-se quando a derivada muda de sinal (pos./neg. ou neg./pos.). Caso o sinal 

da derivada permaneça o mesmo, então a função não possui máximo e nem mínimo. 

τ3d: Caso ''( ) 0f x  em um intervalo I do seu domínio, então o gráfico da função possui 

concavidade voltada para cima nesse mesmo intervalo. Caso ''( ) 0f x  , então a 

concavidade é voltada para baixo. 

τ3d': Sendo a função contínua em um intervalo ] , [I a c , caso a sua concavidade mude 

do intervalo ] , [a b  para o ] , [b c , então ( , ( ))b f b  é ponto de inflexão. 

τ3c: Verificar as posições das assíntotas, esboçar o gráfico respeitando os intervalos de 

crescimento ou decrescimento e as concavidades.  
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Análise da QUESTÃO 2. 

 

Enunciado: Considere a função definida por 
ln

( )
x

f x
x

 . Determine, caso existam: 

 1.  O domínio e a imagem de ( )f x ; 

 2. As assíntotas verticais e horizontais; 

 3. Os intervalos onde a fução é crescente e onde é decrescente; 

 4. Os valores de máximo e mínimos locais e/ ou absolutos; 

 5. Os intervalos de concavidade e os pontos de inflexão; 

Use as informações anteriores para fazer um esboço do gráfico de f . 

 

Análise do enunciado: Nesta questão, temos as tarefas: 

t31 : Determinar o domínio e a imagem da função dada. 

t32 : Determinar as assíntotas verticais e horizontais da função dada. 

t33 : Determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento da função dada. 

t34 : Determinar os valores de máximo e mínimo locais e/ ou absolutos. 

t35 : Determinar os intervalos de concavidade e os pontos de inflexão. 

t36 : Fazer um esboço do gráfico da função dada. 

 

Solução proposta:  

1.  A função está definida para 0x  . 

2. Como 
0 0 0

1 ln
lim(ln )  e lim , lim  e 0
x x x

x
x y

x x     
       é uma assíntota 

vertical. 

Como 

1

ln
lim(ln )  e lim , por  L'hospital, lim lim 0 e 0

1x x x x

x xx x x
x   

        é uma 

assíntota horizontal. 

3. Como 
2

1 ln
'( )

x
f x

x


 , '( ) 0f x   quando , '( ) 0x e f x  quando 0  x e   e 

'( ) 0 f x  quando x e . 

4. Portanto, o ponto ( , ( )) ( ,1/ )e f e e e  é um ponto de máximo local. 
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A função não possui mínimo local nem mínimo absoluto. O ponto ( , ( )) ( ,1/ )e f e e e é 

um ponto de máximo absoluto. 

1. A imagem de ( )f x é ( ,1/ )e ; 

5. Como 4

( 3 2ln )
''( )

x x
f x

x

 
 , ''( ) 0f x   quando 

2/3x e , ''( ) 0f x   quando 

2/3x e  e ''( ) 0f x   quando 
3/20 x e  . 

A concavidade está voltada para cima quando 
3/2x e  e a concavidade está voltada 

para baixo quando 
3/20 x e  . 

Portanto o ponto 
3/2 3/23

( , )
2

e e
 é um ponto de inflexão. 

Um esboço do gráfico pode ser visto com seu professor. 

 

Análise da solução: No primeiro item, a técnica utilizada para determinar domínio 

pode ser descrita por apenas: 

τ31 : O logaritmo ( ln x ) está definido para 0x  . E devemos ter 0x   em 
1

x
. 

 A resposta para a imagem da função dada foi colocada após o desenvolvimento 

do item 4 da questão. 

No segundo item, podemos utilizar como a técnica principal, a mesma técnica utilizada 

na 3ª questão da prova anterior. 

 

τ32: Se lim ( )  ou lim ( )
x x

f x a f x a
 

  , a reta y a é assíntota horizontal. E se 

lim ( )  ou lim ( )  ou lim ( )  ou lim ( )
x b x b x b x b

g x g x g x g x
       

        , então a reta 

x b é uma assíntota vertical. 

 

Porém, para encontrar a assíntota horizontal, o cálculo do limite nessa questão requer 

uma aplicação da regra de L'hospital como técnica coadjuvante. 
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τ32’: Quando lim ( )
x a

g x


   e lim ( )
x a

h x


  . Então temos que  

( ) '( )
lim  lim  

( ) '( )x a x a

g x g x

h x h x 
 , quando este existe. 

 

Para o terceiro item podemos apontar a técnica principal: 

τ3b: Verifica-se o sinal da derivada nos intervalos onde a função é contínua. Se 

'( ) 0f x   no interior de um intervalo, então a função é estritamente crescente nesse 

intervalo. Mas se '( ) 0f x  , então é decrescente. 

 

O cálculo da derivada primeira dessa função quociente foi uma técnica necessária, 

porém coadjuvante. 

 

No quarto item da questão, a resolução está concluída a partir do desenvolvimento 

apresentado na questão anterior, mas destacamos a técnica: 

 

τ34: Verifica-se quando a derivada muda de sinal neg./pos. (ou pos./neg.) em um ponto 

crítico ( '( ) 0f x  ), que este é ponto de máximo (ou mínimo) local.  

No desenvolvimento da resolução da questão não está muito claro como se chegou à 

conclusão de que o ponto indicado é de máximo absoluto, porém tomamos a técnica 

seguinte como possível, apesar de nos parecer oculta: 

τ34’: Se 0( ) ( )f x f x  para todo x  em D, onde D é o domínio de f , então 

0 0( , ( ))x f x é ponto de máximo absoluto. 

Este parte completa a resolução do item 1 da questão. A resposta é colocada diretamente 

como conclusão das etapas anteriores. Escrevemos a técnica resumida: 

τ12: Deduzir dos itens anteriores o conjunto  Im / ( ) para algum f y R y f x x D    . 

Para o último item escrevemos: 

τ34: Caso ''( ) 0f x  em um intervalo I do seu domínio, então o gráfico da função possui 

concavidade voltada para cima nesse mesmo intervalo. Caso ''( ) 0f x  , então a 

concavidade é voltada para baixo. 
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τ34’: Sendo a função contínua em um intervalo ] , [I a c , caso a sua concavidade mude 

do intervalo ] , [a b  para o ] , [b c , então ( , ( ))b f b  é ponto de inflexão. 

 

No gabarito dessa prova não foi incluído o gráfico da função, mas sugerido que o aluno 

veja o gráfico com o seu professor. Porém, na figura abaixo acrescentamos o gráfico da 

função proposta, onde A é o ponto de máximo absoluto e B é o ponto de inflexão. 

Apenas observando o gráfico construído não conseguimos perceber muito bem os 

pontos de máximo absoluto e de inflexão. Talvez um esboço feito pelo professor 

responsável em cada uma das turmas de Cálculo I, pudesse deixar mais claro a 

identificação desses pontos. 

 

Figura 6.3: Gráfico da questão 2 envolvendo gráfico de função. 

 

Análise da QUESTÃO 3. 

 

Enunciado: Considere a função 

2

2( ) xf x x e

 
 
  . Determine: 

a) O domínio e a imagem da função f(x). 

b) As assíntotas horizontais e verticais, caso existam. 

c) Os intervalos onde a função cresce e onde decresce, e os pontos de máximo e de 

mínimo relativos, caso existam. 

d) Os intervalos onde o gráfico da função f(x) é côncavo para cima e onde é côncavo 

para baixo, e os pontos de inflexão caso existam. 
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e) Faça um esboço do gráfico da função f(x). 

f) Determine o máximo e mínimo absoluto, caso existam. 

 

Solução proposta: 

t4a: Determinar o domínio e a imagem de uma função dada.  

t4b: Determinar as assíntotas horizontais e verticais da função dada. 

t4c: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento , e os pontos de máximo e 

de mínimo da função dada. 

t4d: Determinar os intervalos onde a função é côncava para cima ou para baixo, e os 

pontos de inflexão. 

t4e: Esboçar o gráfico da função. 

t4f: Determinar o máximo e o mínimo absoluto. 

 

Solução proposta: 

a) Domínio de f:  0R  . Imagem: (0, ) . 

b) 

2

2

0
lim x

x
x e

 
 
 

 
 é da forma 0. . Fazendo 

( )
( )

( )

g x
f x

h x
  onde 

2

2

1
( )  e ( )xg x e h x

x
  o 

0

( )
lim

( )x

g x

h x 
é agora da forma 




, e podemos aplicar L'Hospital tantas vezes quanto for 

necessário. 

Assim, 
0 0

( ) ''( )
lim lim

( ) ''( )x x

g x g x

h x h x   
 , isto é: 

2 2

2

0 0
lim lim 2x x

x x
x e e

   
   
   

   
   . 

A reta x = 0 é uma assíntota vertical e 

2

2

0
lim 0x

x
x e

 
 
 

 
 . 

c) 

2

'( ) 2 ( 1), e '( ) 0 1xf x e x f x x

 
 
      . 

Para ( ,0) (0,1)x   temos que '( ) 0f x  , logo f é decrescente. 

Para 1x  temos que '( ) 0f x  , logo f é crescente. Como '(1) 0f  temos que 1x   é 

ponto de mínimo relativo para ( )f x  e 
2(1)f e . 
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d) Sendo 

2

'( ) 2 ( 1)xf x e x

 
 
   , temos que 

2

2

4 4
''( ) (2 )xf x e

x x

 
 
    . 

Como 

2

2 2

4 4 2 4 4
2 0

x x

x x x

 
    vemos que  ''( ) 0, 0f x x R    . 

Portanto, como não existem pontos de inflexão, o gráfico de ( )f x  é côncavo para cima. 

e) Gráfico de f(x). 

 

Figura 6.4: Gráfico da questão 3 envolvendo gráfico de função. 

 

f) A função f(x) não possui extremos absolutos. 

 

Análise da solução: Como no primeiro item da questão as repostas foram colocadas 

diretamente, a técnica usada pode ser apenas: 

τ4a: escrever o conjunto domínio e o conjunto imagem respeitando as restrições. 

No segundo item da questão a tarefa é determinar as assíntotas, porém na resolução da 

mesma, o cálculo do limite recebeu maior destaque. Assim, logo abaixo, apresentamos a 

técnica que corresponde à tarefa identificada de forma mais simplificada que em outras 

provas já analisadas, e acrescentamos a técnica referente ao cálculo do limite com status 

de técnica principal. 
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τ4b’: Escreva o limite 
0

lim ( )
x

f x
 

 para verificar se x = 0 é assíntota vertical. 

τ4b : Como lim ( )
x a

f x


 é uma indeterminação do tipo 0. ; faremos 
( )

( )
( )

g x
f x

h x
 , para que 

possamos reescrevê-lo  
( )

lim  
( )x a

g x

h x
 como um quociente do tipo 

0

0
 ou 




. E, a partir daí, 

temos que  
( ) '( )

lim  lim  
( ) '( )x a x a

g x g x

h x h x 
 , tantas vezes quanto for necessário, quando este 

existir. 

Em (c), temos: 

τ4c1: Determinar o valor de x quando '( ) 0f x  . Verifica-se o sinal da derivada nos 

intervalos onde a função é contínua. Se '( ) 0f x   no interior de um intervalo, então a 

função é estritamente crescente nesse intervalo. Mas se '( ) 0f x  , então é decrescente.  

 

τ4c2: Verifica-se quando a derivada muda de sinal neg./pos. (ou pos./neg.) em um ponto 

crítico ( '( ) 0f x  ), que este é ponto de máximo (ou mínimo) local.  

Para o item (d): 

τ4d: Caso ''( ) 0f x  em um intervalo I do seu domínio, então o gráfico da função possui 

concavidade voltada para cima nesse mesmo intervalo. Caso ''( ) 0f x  , então a 

concavidade é voltada para baixo. 

τ4d': Sendo a função contínua em um intervalo ] , [I a c , caso a sua concavidade mude 

do intervalo ] , [a b  para o ] , [b c , então ( , ( ))b f b  é ponto de inflexão. Caso contrário, não 

há ponto de inflexão. 

τ4e:Verificar as posições das assíntotas, esboçar o gráfico respeitando os intervalos de 

crescimento ou decrescimento e as concavidades.  

Nessa questão a tarefa de identificar extremos absolutos é colocada após a construção 

do gráfico, portanto tomamos como técnica nesse caso, a identificação de máximos ou 

mínimos a partir da observação do gráfico esboçado. 

τ4f: Verificar no gráfico se existe 0x D  tal que  0( ) ( )f x f x (ou 0( ) ( )f x f x ) 

para todo x  em D, onde D é o domínio de f , então 0 0( , ( ))x f x é ponto de máximo 

absoluto (ou ponto de mínimo absoluto, resp.). 
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Análise da QUESTÃO 4.  

Enunciado: Considere a função definida por 1 3 4 3( ) 2f x x x  . Determine, caso 

existam: 

a) O domínio e a imagem de ( )f x . 

b) As assíntotas verticais e horizontais. 

c) Os intervalos onde a função é crescente e onde é decrescente. 

d) Os valores de máximo e mínimo locais e/ou absolutos. 

e) Os intervalos de concavidade e os pontos de inflexão. 

f) Use as informações anteriores para fazer um esboço do gráfico de f . 

Análise do enunciado: Temos as tarefas com respeito a uma função dada: 

t3a: Determinar o domínio e a imagem.  

t3b: Determinar as assíntotas verticais e horizontais. 

t3b: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 

t3b: Determinar os valores de máximo e mínimo locais e/ou absolutos. 

t3b: Determinar os intervalos de concavidade e os pontos de inflexão. 

t3b: Esboce o gráfico da função utilizando as informações obtidas. 

Solução proposta:  

a) A função está definida para x R . Logo veremos que a imagem de ( )f x é [ 3 8, )   

(ver item (d)). 

b) Como o domínio de ( )f x é R , não existem assíntotas verticais. Além disso, como 

4 3 1
lim ( ) lim 2
x x

f x x
x 

 
    

 
e 4 3 1

lim ( ) lim 2
x x

f x x
x 

 
    

 
, não existem 

assíntotas horizontais. 

c) Como 
2/3

1 8
'( )

3

x
f x

x


 . Os pontos críticos correspondem aos valores 1 8x    

(pois '( 1/ 8) 0f   ) e 0x  (pois '(0)f não existe). 

Estudando o sinal da derivada, note que 2 3 0x   para qualquer 0x  . Logo 

'( ) 0f x   quando 1 8x    e '( ) 0f x  quando 1 8x   . 
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Assim, a função ( )f x é crescente quando em
1

( , )
8

  e é decrescente em 
1

( , )
8

  . 

d) Pelo estudo de sinal da derivada primeira, o ponto 
1 3

,
8 8

 
  
 

é um ponto de mínimo 

local e o ponto (0,0) não é ponto nem de máximo nem de mínimo local. Logo o ponto 

1 3
,

8 8

 
  
 

 é um ponto de mínimo absoluto. Podemos concluir também que a imagem 

de f é o intervalo 
3

[ , )
8

  . 

e) Como 
5 3

2 4 1
''( )

9

x
f x

x

 
  

 
, então ''( ) 0f x  quando 1 4x  e não existe ''( ) 0f x   

quando 0x  . Logo, os candidatos a pontos de inflexão são: 
3

1 3
,

4 2 4

 
 
 

e (0,0) . Pelo 

estudo de sinal da derivada segunda: 

''( ) 0f x   quando 0 ou 1/ 4x x  . 

''( ) 0f x  quando 0 1/ 4x  . 

 

Portanto, a concavidade está voltada para cima em ( ,0) e (1 4, )   e a concavidade 

está voltada para baixo em (0,1 4) . Assim, os pontos 
3

1 3
(0,0) e ,

4 2 4

 
 
 

são pontos de 

inflexão. 

f) Um esboço do gráfico: 
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Figura 6.5: Gráfico da questão 4 envolvendo gráfico de função. 

 

Análise da solução: As técnicas utilizadas seguem o roteiro: 

 τ3a: O domínio é R. 

τ3b:Quando o domínio é  R , não existem assíntotas verticais. 

τ3b': Verifique que quando lim ( )  e lim ( )
x x

f x f x
 

    , então não existem 

assíntotas horizontais. 

Na resolução acima para o item (c) também temos o início da técnica correspondente ao 

item seguinte, porém respeitaremos a ordem das questões.  

τ3c: Verifica-se o sinal da derivada nos intervalos onde a função é contínua. Se 

'( ) 0f x   no interior de um intervalo, então a função é estritamente crescente nesse 

intervalo. Mas se '( ) 0f x  , então é decrescente. 

τ3d: Verifica-se quando a derivada muda de sinal neg./pos. (ou pos./neg.) em um ponto 

crítico tal que '( ) 0f x  , que este é ponto de máximo (ou mínimo) local.  

Quanto ao ponto (0,0) , apenas é dito que este não é ponto de mínimo e nem de 

máximo. 

Para verificar o ponto de mínimo absoluto tomamos a técnica seguinte como possível, 

apesar de nos parecer oculta: 
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τ3d’: Se 0( ) ( )f x f x  para todo x  em D, onde D é o domínio de f , então 

0 0( , ( ))x f x é ponto de  mínimo absoluto. 

τ3e: Caso ''( ) 0f x  em um intervalo I do seu domínio, então o gráfico da função possui 

concavidade voltada para cima nesse mesmo intervalo. Caso ''( ) 0f x  , então a 

concavidade é voltada para baixo. 

 

τ3e’: Sendo a função contínua em um intervalo ] , [I a c , caso a sua concavidade mude 

do intervalo ] , [a b  para o ] , [b c , então ( , ( ))b f b  é ponto de inflexão. 

 

Análise da QUESTÃO 5. 

Enunciado: Seja 2 (4 )( ) xf x x e  . Obtenha, caso existam: 

a) As assíntotas horizontais e verticais do gráfico de f . 

b) Os intervalos onde f é crescente e onde é decrescente. 

c) Os intervalos onde o gráfico de f  é côncavo para cima, onde é côncavo para baixo e 

os pontos de inflexão. 

Usando as informações acima, esboce o gráfico de f e determine seus valores extremos 

(relativos e absolutos) caso existam. 

Análise do enunciado: 

t4a: Obter as assíntotas horizontais e verticais do gráfico de uma função dada. 

t4b: Obter os intervalos de crescimento e decrescimento de uma função dada. 

t4c:Obter os intervalos onde o gráfico de uma função dada é côncavo para cima e onde é 

côncavo para baixo. 

t4d: Esboçar o gráfico da função dada e determinar seus valores extremos, caso existam. 

 

Solução proposta:  

a) Assíntotas Horizontais: 

2
2 (4 )

( 4) ( 4) ( 4)

2 2
lim lim lim lim 0x

x x xx x x x

x x
x e

e e e



     
       e  

2 (4 )lim x

x
x e 


  . 

Logo, 0y  é uma assíntota horizontal do gráfico de f . 
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Assíntotas Verticais: não possui, pois f é contínua nos reais. 

b) 
4 2 4 4 2'( ) 2 (2 )x x xf x xe x e e x x      . 

Como 
4 xe 

 é sempre maior que zero, 
2'( ) 0 2 0f x x x    . Então, se 

(0,2)x , f é crescente. 
2'( ) 0 2 0f x x x    . Logo, se ( ,0) (2, )x    , 

f é decrescente. 

 

c) 
4 4 2 4 2 4''( ) 2 4 ( 4 2)x x x xf x e xe x e x x e         . 

Assim, se ( ,2 2) (2 2, ),  ''( ) 0x f x        e o gráfico de f é côncavo para 

cima. Se (2 2,2 2), ''( ) 0x f x    e o gráfico de f é côncavo para baixo. 

Em vista disso, (2 2, (2 2))f   e (2 2, (2 2))f   são os pontos de inflexão. 

 

Figura 6.6: Gráfico da questão 5 envolvendo gráfico de função. 

 

Valores extremos. 

De acordo com o item (b) e da observação do gráfico, temos: 

Máximo relativo, 24e em 2x  . 

Mínimo absoluto, 0 em 0x  . 

 

Análise da solução: Para o primeiro item temos: 
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τ4a: Se lim ( )  ou lim ( )
x x

f x a f x a
 

  , a reta y a é assíntota horizontal. E se 

lim ( )  ou lim ( )  ou lim ( )  ou lim ( )
x b x b x b x b

g x g x g x g x
       

        , então a reta 

x b é uma assíntota vertical. 

 

Para o item (b) podemos apontar a técnica principal como já fizemos em outras questões 

anteriores. 

τ3b: Verifica-se o sinal da derivada nos intervalos onde a função é contínua. Se 

'( ) 0f x   no interior de um intervalo, então a função é estritamente crescente nesse 

intervalo. Mas se '( ) 0f x  , então é decrescente. 

No item (d), praticamente repetimos as técnicas usadas em questões de provas 

anteriores cujas tarefas eram equivalentes. 

τ4d: Caso ''( ) 0f x  em um intervalo I do seu domínio, então o gráfico da função possui 

concavidade voltada para cima nesse mesmo intervalo. Caso ''( ) 0f x  , então a 

concavidade é voltada para baixo. 

τ4d': Sendo a função contínua em um intervalo ] , [I a c , caso a sua concavidade mude 

do intervalo ] , [a b  para o ] , [b c , então ( , ( ))b f b  é ponto de inflexão. 

τ4d'’’: Verificar as posições das assíntotas, esboçar o gráfico respeitando os intervalos de 

crescimento ou decrescimento e as concavidades. Identificar os pontos de máximo e de 

mínimo observando o gráfico. 

 

Análise da QUESTÃO 6. 

Enunciado: Considere a função definida por 3( ) | | ( 2 )f x x x x  , que possui 

derivada 2'( ) | | (4 4)f x x x  . Determine, caso existam: 

(a) O domínio e os zeros de ( )f x ; 

(b) As assíntotas verticais e horizontais; 

(c) Os intervalos onde a função é crescente e onde é decrescente; 

(d) Os valores de máximo e mínimo locais e/ou absolutos; 

(e) Os intervalos onde seja côncava para baixo e côncava para cima e os pontos de 

inflexão. 
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Use as informações anteriores para fazer um esboço do gráfico de f . 

Análise do enunciado: Com relação a uma função dada e também fornecida a sua 

derivada primeira, temos as tarefas: 

t3a: Determinar o domínio e os zeros dessa função. 

t3b: Determinar as assíntotas verticais de horizontais dessa função. 

t3c: Determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento dessa função. 

t3d: Determinar os valores de máximo e mínimo locais e/ou absolutos. 

t3e: Determinar os intervalos onde a função é côncava para cima ou para baixo, e os 

pontos de inflexão. 

t3f: Esboçar o gráfico da função. 

 

Solução proposta:  

(a) O domínio de ( )f x  é o conjunto dos números reais. 

Como 2( ) | | ( 2)f x x x x  , temos ( ) 0f x  quando 0x  ou quando 2 2 0x   . 

Logo os zeros de são 0x  , 2x   e 2x   . 

 (b) Como a função é contínua em R , não existem assíntotas verticais no gráfico de 

( )f x . 

Como 
2lim ( ) lim | | ( 2)

x x
f x x x x

 
    

e 
2lim ( ) lim | | ( 2)

x x
f x x x x

 
    

Não existem assíntotas horizontais no gráfico de ( )f x . 

 

(c) A função ( )f x é crescente onde '( ) 0f x  . Como 

2 2'( ) | | (4 4) 4 | | ( 1)f x x x x x     e 0x  para 0x  , fazendo o estudo de sinal de 

2 1x  , ( )f x é crescente em ( , 1) (1, )    . A função ( )f x é decrescente 

onde '( ) 0f x  , isto é, em ( 1,0) (0,1)  . 
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(d) Os pontos críticos são os pontos onde não existe '( )f x e onde '( ) 0f x  . Teremos 

somente pontos críticos onde a derivada se anula. Como 2'( ) 4 | | ( 1)f x x x  , os zeros 

de 'f são quando 0, 1 e 1x x x    . 

Como ( )f x é crescente em ( , 1)   e decrescente em ( 1,0) , o ponto ( 1,1) é um 

ponto de máximo local. Como ( )f x  é decrescente em (0,1)  e crescente em (1, ) , o 

ponto (1, 1)  é um ponto de mínimo local. Como ( )f x  é decrescente em ( 1,0) (0,1)  , 

o ponto não é ponto (0,0)  não é ponto nem de máximo nem de mínimo local. 

Como lim ( )
x

f x


   e lim ( )
x

f x


  , não existem nem máximo absoluto nem mínimo 

absoluto. 

 

(e) Para 0x  , 2 3'( ) 4 ( 1) 4 4f x x x x x     e 2''( ) 12 4f x x  . 

     Para 0x  , 2 3'( ) 4 ( 1) 4 4f x x x x x       e 2''( ) 12 4f x x   . 

Temos 

3

0 0

'( ) '(0) 4 4
''(0) lim lim 4

0x x

f x f x x
f

x x


   

 
   


 e  

3

0 0

'( ) '(0) 4 4
''(0) lim lim 4

0x x

f x f x x
f

x x


   

  
  


. 

Logo, não existe ''(0)f . 

A função será côncava para cima onde ''( ) 0f x  , isto é, em 
1 1

,0 ,
3 3

   
        
   

 e será 

côncava para baixo onde ''( ) 0f x  , isto é, em 
1 1

, 0,
3 3

   
        
   

. Os pontos de 

inflexão são os pontos onde muda a concavidade, isto é, (0,0) , (1/ 3, 5 / 9)  e 

( 1/ 3,5 / 9) . 

O gráfico de f  será: 
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Figura 6.7: Gráfico da questão 6 envolvendo gráfico de função. 

 

 

Análise da solução: 

 τ3a: Escrever o conjunto domínio respeitando as restrições. 

τ3a’: identificar os valores de x quando ( ) 0f x  . 

τ3a: Se lim ( )  ou lim ( )
x x

f x a f x a
 

  , a reta  y a é assíntota horizontal. E se 

lim ( )  ou lim ( )  ou lim ( )  ou lim ( )
x b x b x b x b

g x g x g x g x
       

        , então a reta 

x b é uma assíntota vertical. Caso não ocorra, então não há assíntotas. 

 

Podemos apontar a técnica para o item (c): 

τ3c: Verifica-se o sinal da derivada nos intervalos onde a função é contínua. Se 

'( ) 0f x   no interior de um intervalo, então a função é estritamente crescente nesse 

intervalo. Mas se '( ) 0f x  , então é decrescente. 

τ3d: Verifique os pontos onde não existe '( )f x e onde '( ) 0f x  . Obtidos os intervalos, 

verificar quando a derivada muda de sinal (pos./neg. ou neg./pos.). Caso o sinal da 

derivada permaneça o mesmo, então a função não possui máximo e nem mínimo. 
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τ3e: Caso ''( ) 0f x  em um intervalo I do seu domínio, então o gráfico da função possui 

concavidade voltada para cima nesse mesmo intervalo. Caso ''( ) 0f x  , então a 

concavidade é voltada para baixo. 

τ3e': Sendo a função contínua em um intervalo ] , [I a c , caso a sua concavidade mude 

do intervalo ] , [a b  para o ] , [b c , então ( , ( ))b f b  é ponto de inflexão. 

 

τ3f: Esboçar o gráfico respeitando os intervalos de crescimento ou decrescimento e as 

concavidades.  

 

6.1.4. Análise das questões envolvendo Taxas Relacionadas. 

Nesta seção estaremos analisando principalmente as questões da primeira prova de 

Cálculo 1 que avaliam os problemas sobre Taxas Relacionadas. 

 

Análise da QUESTÃO 1.  

Enunciado: Considere o triângulo isósceles ABC inscrito em uma circunferência (veja 

figura). Suponha que o raio da circunferência cresce a uma taxa de 3 cm/s e a altura AD 

do triângulo cresce a uma taxa de 5cm/s. Determine a taxa de crescimento da área do 

triângulo no instante em que o raio mede 10 cm e a altura AD mede 16 cm. 

 

Figura 6.7: Figura da questão 1sobre taxas relacionadas. 

 

Análise do enunciado: 

t4: Determinar a taxa relacionada ao crescimento da área do triângulo isósceles inscrito 

em uma circunferência. 
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Solução proposta: Sejam ( )r t e ( )h t , respectivamente, o raio da circunferência e a 

altura do triângulo. Então, temos 3 /
dr

cm s
dt

 , 5 /
dh

cm s
dt

 . 

 

Se denotarmos por ( )b t  e ( )x t , respectivamente, o comprimento dos segmentos BD e 

OD, sendo O o centro da circunferência, então 2 2 2x b r   e h x r  . Assim, 

x h r   e, substituindo na equação anterior, temos: 

2 2 2 2( ) 2r h r b b hr h      . 

Portanto, a área A(t) do triângulo é dada por 2( ) 2A t h hr h   e, consequentemente, 

2

2

' ' '
' 2

2

dA hr h r hh
h hr h h

dt hr h

  
    

 
. (*) 

 

No dado instante 0t , temos: 

0 0 0 0( ) 10, ( ) 16,  '( ) 3,  h'(t ) 5r t h t r t    . 

 

Portanto, substituindo em (*), obtemos: 

2

0'( ) 76 /A t cm s . 

 

Análise da solução: Podemos Interpretar a técnica utilizada nesta questão através de 

um roteiro. 

τ4: escrever as variáveis envolvidas em função do tempo;  escrever a função cuja taxa 

deve ser calculada em função de variáveis identificadas; derivar tal função, e substituir  

os valores no instante dado. 

 

 

Análise da QUESTÃO 2. 

 

Enunciado: Um cilindro reto está inscrito em uma esfera. Se o raio da esfera cresce a 

uma taxa de 2 cm/s e a altura do cilindro decresce a uma taxa de 1 cm/s, com que razão 

está variando a área lateral do cilindro no momento em que o raio da esfera é 10 cm e a 

altura do cilindro 16 cm? A área lateral do cilindro está aumentando ou diminuindo? 
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Análise do enunciado: 

t4: Determinar a taxa relacionada à área lateral de um cilindro circular reto inscrito em 

uma esfera. 

t4': Verificar se a área lateral está aumentando ou diminuindo. 

 

 Solução proposta: 

Seja r e h o raio e a altura do cilindro circular reto. Seja R o raio da esfera. Sabemos 

que: 2  e 1
dR dh

dt dt
   . 

A área lateral do cilindro é dada pela fórmula 2A rh . Logo: 

2 2 32 2
dA dr dh dr

h r r
dt dt dt dt

       . 

Basta calcularmos r  e 
dr

dt
 no instante do problema. 

Por Pitágoras, 

2

2 2

2

h
r R

 
  
 

. Logo, 6r  . 

Derivando com relação a t: 
2

2 2
4

dR dr h dh
R r

dt dt dt
  , o que nos dá que 4

dr

dt
 . 

Logo 116
dA

dt
 . 

A área do cilindro está aumentando à razão de 
2116  cm / s . 

 

Análise da solução: Podemos interpretar a técnica desenvolvida através do seguinte 

roteiro: 

 

τ4: Expressar as taxas em termos de derivadas; escrever a função cuja taxa deve ser 

calculada em função de variáveis identificadas; utilizar a regra da cadeia para derivar tal 

função em relação a t, obter uma equação que relacione as variáveis do problema e,  por 

substituição dos dados na equação original, encontre a taxa desconhecida. 
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Análise da QUESTÃO 3. 

 

Enunciado: Considere um triângulo retângulo ABC no plano XY de forma que seu 

ângulo reto esteja no vértice B, tenha um vértice fixo A no ponto (0 ,0), e o terceiro 

vértice C sobre o arco de parábola
27

1
36

y x  , com 0x  . O ponto B parte de (0,1) no 

instante t = 0, movendo-se com velocidade constante e igual a 2cm/s  ao longo do eixo 

Y em seu sentido positivo. Determine com que rapidez a área do triângulo ABC 

aumenta quando t = 7/2 s. 

 

Análise do enunciado: 

t3: Determinar com que rapidez a área de um triângulo retângulo aumenta em um certo 

instante, dado que um de seus vértices está fixo, o vértice cujo o ângulo é reto move-se 

no eixo Y e o outro vértice está sobre o arco de uma parábola de equação dada. 

 

Solução proposta: 

A área do triângulo ABC é dada por 
1

2
S xy , onde 

27
1

36
y x  . Derivando a área S 

em relação a t (tempo), segue 
1

2

dS dx dy
y x

dt dt dt

 
  

 
. 

Como 2
dy

dt
  temos  

7 36
2 2

36 7

dx dx
x

dt dt x

 
   

 
. 

Como 1 2y t  , para
7

2
t  temos 8y  . De 

27
8 1

36
x  , segue que 6x  , pois 0x  . 

Substituindo os valores de x e y na expressão de
dS

dt
obtemos;  

21 1 6 66
2 8 12 /

2 2 7 7

dS dx
y x cm s

dt dt

   
       

   
. 

 

Análise da solução: 

τ3: Escrever uma equação relacionando a área do triângulo retângulo com x e y; 

Expressar a taxa pedida e as informações dadas em termos das derivadas; escrever uma 

equação que relacione as grandezas do problema; substituir as informações dadas ou 

obtidas na expressão da taxa pedida e resolver tal equação. 
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Análise da QUESTÃO 4. 

Enunciado: Um triângulo isósceles ABC tem o vértice A em (0,0) . A base deste 

triângulo que está situada acima deste vértice é paralela ao eixo x, e tem os vértices B e 

C localizados sobre a parábola 29y x  . Sabendo que o lado BC aumenta à razão de 

2cm/s, determine a taxa de variação da área do triângulo, no instante em que o lado BC 

mede 4cm. 

 

Análise do enunciado: 

t4: Determinar a taxa de variação da área de um triângulo, dado um vértice fixo e 

sabendo-se que a base é paralela ao eixo x e tem os vértices localizados sobre uma  

curva dada. 

Solução proposta: 

Denotando-se ( )AD h t  e 2 ( )BC x t , a área do triângulo ABC é escrita como: 

2 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

h t x t
S t h t x t   

 

Figura 6.9: Figura da questão 4sobre taxas relacionadas. 

 

Assim, 2 3( ) ( ) ( ) (9 ) ( ) ( ) 9S t h t x t x x t S t x x      . 

Logo          29 ' 3 '
dS

x x x
dt

  . 
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Como (2 ( )) ' 2 ' 2 /x t x cm s  , então '( ) 1 /x t cm s . Sendo 

4 2 ( ) ( ) 2BC x t x t cm    . Logo, 29 12 3 /
dS

cm s
dt

     

Assim, como 0
dS

dt
 , a área decresce. 

Análise da solução: 

τ4: Escrever a área do triângulo em função das variáveis identificadas; expressar as 

taxas em termos de derivadas; e,  por substituição dos dados, encontrar a taxa 

desconhecida. 

 

Análise da QUESTÃO 5. 

Enunciado: No desenho, o ponto A representa um objeto que se desloca sobre uma 

semicircunferência de raio 5 m, com velocidade constante 0,1 m/s. Em cada instante, h é 

a distância de A até o diâmetro PQ. 

Durante o movimento de subida, qual será a taxa de variação da distância h no 

movimento em que ela medir 4 m? 

 

Figura 6.10: Figura 1 da questão 5 sobre taxas relacionadas. 

 

Análise do enunciado: 

t3: Determinar a taxa de variação da distância de um objeto, que se desloca sobre uma 

semicircunferência, a um determinado segmento horizontal. Dados o raio da 

circunferência e a velocidade do objeto. 

Solução proposta: 
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Se raciocinarmos como nas aulas de física, encontraremos uma solução muito simples. 

Basta observarmos que a taxa de variação de h é dada pela componente vertical da 

velocidade do ponto A. 

Deixamos esta solução para você completar e apresentamos abaixo uma outra(um pouco 

maior) que utiliza ideias normalmente desenvolvidas nas aulas de cálculo. 

 

Figura 6.11: Figura 2 da questão 5 sobre taxas relacionadas. 

Do triângulo ABC: 

5 5cos
dh d

h sen
dt dt


     

Do setor circular CAP: 

5 5 0,1 5 0,02
ds d d d

s
dt dt dt dt

  
       . 

Ou seja, 5 5cos .0,02 0,1cos
dh

h sen
dt

      . Quando 4h  , 3BC  e, portanto, 

3
0,1. 0,06 m/s

5

dh

dt
  . 

Análise da solução: 

τ3:  Escrever uma equação relacionando a altura do objeto ao ângulo correspondente na 

semicircunferência; Expressar a taxa pedida e as informações dadas em termos das 

derivadas; substituir as informações dadas ou obtidas na expressão da taxa pedida. 
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6.2. Fichamento das Provas 

 

 As informações contidas nas provas analisadas estão organizadas nas fichas 

abaixo. As duas colunas da direita também foram preenchidas, e respeitam a análise que 

fizemos, os tipos de técnicas foram preenchidos conforme a categorização que adotamos 

no capítulo 4. 

  

6.2.1 Ficha da Prova 01 

 

Tipo de 

avaliação. 

Ano. Semestre /Data de aplicação da 

prova; 

 

Quant. de questões/ 

quant. de itens por 

questão 

P1 2008.1/ 10 de maio. 05 / 2, 1, 5, 1, 2. 

QUESTÃO TEMAS ABORDADOS  GÊNERO DE TAREFAS TIPOS DE TÉCNICAS 

01 Limites no infinito, 

Continuidade, Regra 

de L’Hopital. 

Calcular, Determinar. 

 

Operacional, identificação 

e aplicação conceitual. 

02 Reta tangente ao 

gráfico de uma 

função, Derivação 

implícita. 

Determinar. Identificação de definição. 

Conceitual. Operacional. 

03 Assíntotas 

horizontais e 

Verticais, Funções 

cresc./decresc. (teste 

da derivada 

primeira), Valores 

máx./min, de uma 

função, 

Concavidades e 

ponto de inflexão, 

esboço de gráfico. 

Encontrar, esboçar 

gráfico. 

Roteirizada, identificação 

e aplicação de definições, 

conceitual, gráfica. 
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04 Taxas relacionadas Determinar. Aplicada, roteirizada. 

05 Teoremas sobre 

limites, teorema do 

confronto, definição 

de derivada. 

Calcular, Mostrar. Identificação e aplicação 

conceitual. Manipulativa. 

Tabela 6.1: Ficha da Prova 01. 

 

6.2.2 Ficha da Prova 02 

 

Tipo de 

avaliação. 

Ano. Semestre /Data de aplicação da 

prova; 

 

Quant. de questões/ 

quant. de itens por 

questão 

P1 2008.2/ 03 de outubro. 05 / 1, 1, 5, 1, 2. 

QUESTÃO TEMAS ABORDADOS  GÊNERO DE 

TAREFAS 

TIPOS DE TÉCNICAS 

01 Reta tangente ao 

gráfico de uma 

função, Derivação 

implícita. 

Determinar. 

 

Identificação e aplicação 

conceitual, procedimental. 

02 Limites, continuidade, 

regra de L'Hospital. 

Determinar, 

Justificar. 

Operacional, identificação 

e aplicação conceitual. 

03 Domínio e Imagem, 

Assíntotas horizontais 

e Verticais, Funções 

cresc./decresc. (teste 

da derivada primeira), 

Valores máx./min, de 

uma função, 

Concavidades e ponto 

de inflexão, esboço de 

gráfico. 

Determinar 

(encontrar), esboçar 

gráfico. 

Roteirizada, identificação 

e aplicação de definições, 

conceitual, gráfica. 

04 Taxas relacionadas Calcular, 

Determinar. 

Aplicada, procedimental. 
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05 Teorema do Valor 

Intermediário, função 

crescente e 

decrescente e o teste 

da derivada primeira, 

Teorema de Rolle. 

Mostrar. Identificação e aplicação 

conceitual. Manipulativa. 

Tabela 6.2: Ficha da Prova 02. 

 

 

6.2.3 Ficha de Prova 03 

Como não consta na página do curso unificado a 1ª prova de Cálculo 1 aplicada 

no primeiro semestre de 2009, mas somente a sua resolução, está prova não será 

incluída em nossa pesquisa.  

 

6.2.4 Ficha da Prova 04 

 

Tipo de 

avaliação. 

Ano. Semestre /Data de aplicação da 

prova; 

 

Quant. de questões/ 

quant. de itens por 

questão 

P1 2009.2/28 de outubro. 04 / 2, 3, 1, 6. 

QUESTÃO TEMAS ABORDADOS  GÊNERO DE 

TAREFAS 

TIPOS DE TÉCNICAS 

01 Limites, 

continuidades, limites 

no infinito e funções 

diferenciáveis. 

Determinar. 

 

Identificação e aplicação 

conceitual, operacional, 

procedimental. 

02 Derivada, reta 

tangente ao gráfico de 

função, derivação 

implícita. 

Determinar, 

Calcular. 

Operacional, identificação 

e aplicação conceitual. 

03 Taxas relacionadas Calcular, 

Determinar. 

 

Aplicada, procedimental. 
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04 Domínio e Imagem, 

Assíntotas horizontais 

e Verticais, Funções 

cresc./decresc. (teste 

da derivada primeira), 

Valores máx./min, de 

uma função, 

Concavidades e ponto 

de inflexão, esboço de 

gráfico. 

Determinar 

(encontrar), esboçar 

gráfico. 

 

Roteirizada, identificação 

e aplicação de definições, 

conceitual, gráfica. 

Tabela 6.3: Ficha da Prova 04. 

 

 

6.2.5 Ficha da Prova 05 

 

Tipo de 

avaliação. 

Ano. Semestre /Data de aplicação da 

prova; 

 

Quant. de questões/ 

quant. de itens por 

questão 

P1 2010.1/ não consta a data. 05 / 2, 3, 6, 1, 2. 

QUESTÃO TEMAS ABORDADOS  GÊNERO DE 

TAREFAS 

TIPOS DE TÉCNICAS 

01 Limites, teoremas 

sobre Limites, 

Continuidade,  

Teorema sobre 

Continuidade: 

Diferença e o 

Teorema do Valor 

Intermediário; 

 

Determinar, mostrar. Operacional, conceitual, 

procedimental. 

02 A Derivada: 

Reta tangente ao 

Gráfico da Função; 

Cálculo das 

Derivadas. 

Determinar, achar. Procedimental, 

manipulativa, conceitual. 

03 Aplicações da 

Derivada: Valores 

máximos e mínimos 

de uma função 

Determinar, Esboçar. Roteirizada, 

procedimental, gráfica. 
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(Absoluto e Relativo) 

Funções crescentes e 

decrescentes e o teste 

da derivada primeira; 

Teste da derivada 

segunda p/máximos e 

mínimos relativos; 

Concavidade e ponto 

de inflexão; 

Esboço de gráficos. 

 

04 Aplicações da 

Derivada: 

Taxas relacionadas. 

 

Determinar. Aplicada, roteirizada, 

procedimental. 

05 Regra de L’Hospital. Calcular. Procedimental. 

Tabela 6.4: Ficha da Prova 05. 

 

6.2.6 Ficha da Prova 06 

 

Tipo de 

avaliação. 

Ano. Semestre /Data de aplicação da 

prova; 

2º semestre de 2010 

Quant. de questões/ 

quant. de itens por 

questão 

P1 2010.2/. 04 / 3,2, 1, 3. 

QUESTÃO TEMAS ABORDADOS  GÊNERO DE 

TAREFAS 

TIPOS DE TÉCNICAS 

01 Limites, teoremas 

sobre Limites, 

Continuidade,  

Teorema sobre 

Continuidade: 

Diferença.  

Regra de L'Hospital 

Calcular.Determinar. Operacional, conceitual, 

procedimental. 

 

02 A Derivada: 

Reta tangente ao 

Gráfico da Função; 

 Cálculo das 

Derivadas. Teorema 

do valor médio. 

 

Encontrar. 

Determinar. 

Procedimental. 

Manipulativa. Conceitual. 
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03 Aplicação da 

Derivada: 

Taxas relacionadas. 

 

Determinar. Aplicada, roteirizada, 

procedimental. 

04 Aplicações da 

Derivada: Valores 

máximos e mínimos 

de uma função 

(Absoluto e Relativo) 

Aplicações da 

Derivada: Valores 

máximos e mínimos 

de uma função 

(Absoluto e 

Relativo) 

Aplicações da Derivada: 

Valores máximos e 

mínimos de uma função 

(Absoluto e Relativo) 

Tabela 6.5: Ficha da Prova 06. 

 

6.2.7 Ficha da Prova 07 

 

Tipo de 

avaliação. 

Ano. Semestre /Data de aplicação da 

prova; 

1º semestre de 2011 

Quant. de questões/ 

quant. de itens por 

questão 

P1 2011.1/.10 de maio de 2011 04 / 3,2, 5, 2. 

QUESTÃO TEMAS ABORDADOS  GÊNERO DE 

TAREFAS 

TIPOS DE TÉCNICAS 

01 Limites, teoremas 

sobre Limites, 

Continuidade,  

Teorema sobre 

Continuidade. 

Derivada. 

Calcular. 

Determinar. 

Operacional, conceitual, 

procedimental. 

 

02 A Derivada: 

Reta tangente ao 

Gráfico da Função; 

 Cálculo das 

Derivadas.  

 

Encontrar.  Procedimental. 

Manipulativa. Conceitual. 

 

03 Aplicações da 

Derivada: 

Valores máximos e 

mínimos de uma 

função (Absoluto e 

Relativo) 

Funções crescentes e 

decrescentes e o teste 

da derivada primeira; 

Determinar. Esboçar. Roteirizada. 

Procedimental. 

Conceitual. Gráfica. 
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Teste da derivada 

segunda p/máximos e 

mínimos relativos; 

Concavidade e ponto 

de inflexão; 

Esboço de gráficos. 

 

04 Aplicações da 

Derivada: Teorema do 

Valor Médio; 

Mostrar. Manipulativa. Conceitual. 

Demonstrativa. 

Tabela 6.6: Ficha da Prova 07. 

 

A partir da descrição que fizemos das tarefas e das técnicas correspondentes e 

que formam o bloco prático-técnico em cada uma dessas avaliações de Cálculo 1,  

incluindo os fichamentos contendo os tipos de técnicas segundo as categorias nas quais 

essas técnicas fazem parte, faremos a exploração do material para entendermos o bloco 

tecnológico-teórico nesta OM e que completa a análise que iniciamos neste capítulo.  

As técnicas associadas às tarefas em cada uma das questões observadas estão 

incluídas no conjunto das técnicas institucionalmente reconhecidas e, frequentemente 

são adotadas em diferentes provas. Reunindo estas técnicas revelam-se as organizações 

pontuais de nossa organização praxeológica, e prosseguindo teremos as organizações 

regionais que estão centradas em determinadas tecnologias. No capítulo a seguir 

tentaremos destacar tais tecnologias ou verificar como se comporta essa organização 

matemática. 
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CAPÍTULO 7 

SÍNTESE DOS RESULTADOS 

 

 

Neste capítulo daremos sequencia a analise anterior, visando revelar os 

elementos tecnológicos presentes nas resoluções das questões das provas analisadas e 

descrevendo as características dessa OM. 

 

 

7.1. A exploração do material e o bloco tecnológico-teórico 

 

 Nessa seção procuramos interpretar as informações contidas nas resoluções das 

questões das provas de Cálculo 1, que possam ser identificadas como justificativas que 

explicam as técnicas utilizadas, ou seja, que se assemelhem ao conceito de tecnologia 

como componente de uma organização praxeológica segundo a perspectiva da TAD. 

Veremos que, de certa forma, essa etapa da investigação iniciou-se ao realizarmos a 

descrição dos componentes do bloco prático-técnico durante o capítulo anterior. 

Podemos observar nos gabaritos das provas, o desenvolvimento das resoluções 

contendo passagens do tecnológico ao técnico resumidas ou imediatas, onde o uso de 

procedimento técnico foi tomado como suficiente para esclarecer toda a solução de um 

problema, dispensando comentários mais detalhados que pudessem explicar os motivos 

pelos quais se chegou ao resultado. Ainda nesta etapa da nossa pesquisa, discutiremos 

algum nível de tecnologia presente nas resoluções das questões, ou pelo menos 

esclareceremos as qualidades das técnicas utilizadas.  

 Recordamos que, em nosso caso, o conjunto das provas que foram selecionadas, 

representam uma imagem da relação institucional existente nesse sistema de curso 

unificado, pelo menos no que diz respeito à avaliação dos tópicos do conteúdo de 

Cálculo 1 mencionados. E o que buscamos agora, é identificar os possíveis 

componentes tecnológicos, para que possamos entender e descrever completamente a 

organização praxeológica dessa OM do sistema de prova unificado que estamos 
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analisando. Lembrando que em torno das técnicas utilizadas nas resoluções das provas 

há alguma tecnologia ou pelo menos vestígios destas segundo o estudo que fizemos 

sobre os componentes praxeológicos.  

Discutiremos a seguir, algumas situações com respeito aos assuntos de Cálculo 1 

presentes nas resoluções das provas analisadas e que significam alguma função 

tecnológica no sentido da TAD ou técnica autotecnológica. 

Examinando as provas e a descrição dos blocos técnicos que fizemos a partir das 

questões que envolvem o estudo de Limites, destacamos primeiro a ocorrência em todas 

elas das propriedades dos limites da soma, diferença, produto e quociente de duas 

funções, e algumas consequências desses teoremas, como limites de polinômios, e 

outros teoremas como limites de função raiz e limites de funções transcendentes. Vimos 

que nesses casos o emprego desses teoremas foi útil para executar a tarefa de forma 

procedimental.  Outro caso de aplicação de teorema como técnica presente em três de 

nove exercícios de Limites nos gabaritos das provas foi o Teorema do Sanduiche, que 

escrevemos: Suponha que ( ) ( ) ( )f x g x h x   para todo x  numa vizinhança de a , 

mas x a . Se lim ( ) lim ( )
x a x a

f x h x L
 

  , então lim ( )
x a

g x L


 .  E nesses casos, a 

técnica e  também a sua justificativa foram o próprio teorema. 

Nas questões sobre Continuidade o Teorema da Continuidade de uma função em 

um ponto foi amplamente tomado como técnica em seis de sete questões observadas nas 

provas, que escrevemos: Uma função :f D R  é contínua em a D se, e somente se 

lim ( ) ( )
x a

f x f a


 . Apresentando sempre dupla função: técnica e tecnológica. 

Duas questões das três analisadas com o gênero de tarefa “Mostrar” utilizaram 

técnicas integradas à tecnologia com respeito ao Teorema do Valor Intermediário: Seja 

:[ , ]f a b R contínua. Se [ ( ), ( )]f a f b , então existe [ , ]c a b  tal que ( )f c  . 

Essas mesmas técnicas foram consideradas manipulativas ou demonstrativas. 

As resoluções das provas de Cálculo 1 em todos os semestre observados 

envolveram as Propriedades Operacionais de Derivação, Regras de derivadas de 

funções, Regra da Cadeia e Derivada de Funções Implícitas, mas quase sempre o 

desenvolvimento apresentado nos gabaritos tinham a função de executar a tarefa, 
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dispensando uma explicação de seu uso. Outra situação frequente (seis casos em sete) 

foram os exercícios envolvendo, de alguma forma, o conceito de derivada como 

inclinação de reta tangente, que vimos como: A reta tangente a ( )y f x  em ( , ( ))a f a é 

a reta que incide em ( , ( ))a f a , cuja inclinação é igual a '( )f a (a derivada de f  em a ), 

apresentando a dupla função técnica-tecnológica. 

Todas as seis provas analisadas abordaram questões para esboçar o gráfico de 

uma função a partir das informações obtidas sobre o domínio da função, assíntotas 

horizontais e verticais, intervalos de crescimento e decrescimento, concavidades, pontos 

de inflexão, e valores de máximos e mínimos. Os componentes tecnológicos nessas 

questões estão fortemente integrados às técnicas e o conjunto destes formando um 

roteiro para a construção dos gráficos como podemos ver na análise feita no capítulo 

anterior. 

O Teorema do Valor Médio, que escrevemos: Se f é contínua em [ , ]a b  e 

derivável em ( , )a b  então existe ( , )c a b tal que ( ) ( ) '( )( )f b f a f c b a   , esteve 

presente em duas questões e em uma delas associado ao gênero de tarefa “Mostrar”, 

tendo a função tecnológica de justificar algum procedimento técnico. 

Os limites com aplicação da regra de L'Hospital foram frequentes em nove entre 

catorze exercícios analisados com resolução de limites, mas sempre como um 

componente técnico.  

Por fim, os problemas conhecidos como Taxas Relacionadas também ocorreram 

em quase todas as provas (cinco em seis provas) que investigamos. Nesses casos a 

forma de resolução seguiu um roteiro para obter o resultado, onde a estratégia principal 

consistiu em expressar a taxa de variação de alguma grandeza em termos de derivadas e 

da utilização da regra da cadeia como forma de calcular tais derivadas. Assim, 

identificamos também nessa heurística uma função autotecnológica. 

Como no momento queremos visualizar, caso haja a possibilidade, os blocos 

tecnológico-teóricos presentes nessa organização praxeológica, arrumamos as possíveis 

tecnologias encontradas, associadas às técnicas utilizadas e aos assuntos abordados em 

Cálculo 1 conforme a matriz abaixo.  
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Tópicos avaliados na 

P1 

Quant. 

de 

questões 

Tipo de técnica Tecnologia utilizada 

1.Limites: 

a. Definição de Limites; 

b. Teoremas sobre 

Limites; 

c. Limites Unilaterais; 

d. Limites no Infinito; 

e. Limites Infinitos. 

 

oito Operacional, 

procedimental. 

Geralmente o uso da técnica 

supriu a tecnologia ou desta 

temos apenas vestígios. 

Em três casos foram utilizados o 

teorema do confronto. 

Em dois casos, apesar de a tarefa 

incluir justificar, a resolução 

dispensou detalhes tecnológicos. 

f.  Assíntotas Horizontais 

e Verticais. 

 

Nove Procedimental. Nas resoluções das questões 

ocorreram apenas vestígios 

tecnológicos, pois a técnica foi 

aplicar a definição de assíntota. 

As tarefas que envolveram 

Assíntotas, sempre foram itens de 

alguma questão de construção de 

gráficos. 

Em alguns casos, apesar de a 

tarefa ser determinar as 

assíntotas, a resolução do 

problema atribuía maior destaque 

ao cálculo do limite. 

Em todas as questões ocorreram 

apenas assíntotas horizontais e 

verticais. 

2. Continuidade: 

a.  Definição de 

Continuidade; 

dez Procedimental, 

operacional e 

A maioria das resoluções 

apresentou como procedimento 
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b. Teorema sobre 

Continuidade: Soma, 

Diferença, Produto, 

Quociente, Composta e o 

Teo.do Valor 

Intermediário; 

manipulativa. técnico o fato de que dada uma 

função f contínua em a R , 

temos que:   lim ( ) ( )
x a

f x f a


 , 

sem revelar uma justificativa em 

nível tecnológico. 

Em alguns casos o cálculo do 

limite teve mais destaque que o 

estudo da continuidade. 

A aplicação do TVI ocorreu em 

dois problemas, mas a técnica e a 

tecnologia se confundem. 

Há uma questão manipulativa 

para provar que a função é 

contínua. 

 

3. A Derivada: 

a. Reta tangente ao 

Gráfico da Função; 

b. Definição de Derivada; 

c. Relação existente entre 

Diferenciabilidade e 

Continuidade. 

4. Cálculo das Derivadas: 

a. Derivadas de somas, 

diferenças, produtos e 

quocientes; 

b. Derivadas das funções 

trigonométricas; 

c. Derivadas de funções 

compostas (Regra da 

Cadeia) 

d. Derivada da função 

potência para expoentes 

racionais; 

e. Derivadas de ordem 

superior. 

Nove Procedimental, 

operacional, 

aplicação 

conceitual. 

Constatamos em seis problemas 

um vestígio tecnológico para o 

cálculo da inclinação da reta 

tangente em um ponto. 

Alguns problemas exigiram os 

cálculos da derivada a partir das 

regras de derivação, e não há 

presença de tecnologia. 

Três problemas utilizaram em seu 

resultado o fato de que toda 

função derivável em um ponto é 

contínua nesse ponto. 

Dois problemas abordaram o 

Teorema do Valor Médio, com o 

procedimento técnico ancorado à 
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tecnologia. 

5. Função Inversa: 

a. Teorema da função 

inversa; 

b. As inversas das 

funções trigonométricas e 

suas derivadas; 

c. Funções logarítmicas e 

exponencial; 

d. Derivada de função 

potência com exponente 

real. 

oito Procedimental, 

operacional. 

As situações envolvendo as 

funções trigonométricas inversas 

ou logarítmica e exponencial nas 

questões estavam conectadas a 

outros temas de Cálculo 1 , mas 

foram desenvolvidas resoluções 

puramente técnicas.  

 

6. Aplicações da 

Derivada: 

a. Taxas 

relacionadas; 

 

oito Roteirizada, 

aplicada. 

Na resolução das questões a parte 

técnica é desenvolvida como um 

roteiro, valorizando a 

interpretação e a modelagem do 

problema, mas as justificativas 

em nível tecnológico são menos 

exploradas, com explicações 

apenas para a interpretação do 

problema. 

b. Valores máximos e 

mínimos de uma função 

(Absoluto e Relativo) 

c. Teorema de Rolle e o 

Teorema do Valor Médio; 

d. Funções crescentes e 

decrescentes e o teste da 

derivada primeira; 

e. Teste da derivada 

segunda p/máximos e 

mínimos relativos; 

f. Concavidade e ponto de 

inflexão; 

g. Esboço de gráficos. 

 

Doze Roteirizada, 

procedimental, 

identificação e 

aplicação 

conceitual. 

Nas provas analisadas sempre há 

uma questão de construção de 

gráficos, onde os itens sugerem 

um roteiro técnico a ser seguido. 

A tecnologia é sugerida pela 

própria técnica. 

Um problema envolvendo o 

Teorema de Rolle e dois 

problemas sobre o Teorema do 

Valor Médio apresentam em sua 

resolução a técnica conectada à 

tecnologia. 
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7. Regra de 

L’Hospital; 

8. Diferenciação 

implícita; 

dezoito Procedimental, 

operacional. 

Treze problemas apresentaram a 

aplicação da Regra de L'Hospital  

em sua resolução, mas a técnica 

foi utilizada dispensando 

qualquer tecnologia. 

Cinco problemas envolvem a 

função a forma implícita, mas a 

resolução é apenas técnica. 

Tabela 7.1: Matriz da descrição das principais tecnologias utilizadas. 

 

 Verificando a descrição das provas que fizemos no capítulo anterior, quanto ao 

estudo das tarefas e das técnicas, na identificação de possíveis componentes 

tecnológicos e na observação do quadro acima, percebemos uma forte tendência dessa 

instituição em utilizar um conjunto das mesmas técnicas em diferentes provas ao longo 

desses anos, dando a essas técnicas um status de importância maior, não podendo deixa-

las excluídas das provas, como podemos constatar ao verificar uma a uma as técnicas 

encontradas em todas as P1 investigadas. 

 

7.2. A organização das informações e a organização matemática 

Na seção anterior organizamos informações que nos revelam sobre a forma de 

tecnologia presente no Sistema de Provas Unificadas de Cálculo 1, e pudemos perceber 

que a qualidade das justificativas nessa instituição não exerce o nível tecnológico em 

todas as funções da tecnologia previstas em nosso quadro teórico. Retomando as 

funções de uma tecnologia no sentido da TAD, verificamos que as funções tecnológicas 

como explicar, tornar inteligível ou produzir novas técnicas são menos exploradas aqui. 

Diante disso, podemos pensar que na passagem do bloco prático-técnico ao tecnológico-

teórico as tecnologias estão dissolvidas em técnicas, não sendo capazes de uma 

construção da praxeologia da matemática que contemple muitos questionamentos em 

nível teórico. Sendo assim, podemos apenas sugerir componentes teóricos que lá não 
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estão explícitos, e revelar apenas organizações praxeológicas pontuais e locais, mas não 

temos como destacar as regionais ou globais. 

 

7.3. Considerações Finais 

Este trabalho investigou como e quais tópicos do conteúdo de Cálculo 1 estão 

sendo abordados nos enunciados e nas resoluções das questões das provas em um 

Sistema de Curso Unificado, revelando a importância atribuída a alguns tópicos em 

relação à outros, expressa na frequência com que foram cobrados em prova. 

Entendemos como assuntos mais frequentes em prova: os limites resolvidos pela Regra 

de L'Hospital, os problemas que utilizam a derivada de uma função em um ponto para 

obter a inclinação da reta tangente, as construções de gráficos de funções e os 

problemas sobre Taxas relacionadas; e Função Inversa (Teorema da função inversa e as 

inversas das funções trigonométricas e suas derivadas) foi o item da ementa menos 

frequente nas provas analisadas. 

Para responder a questão de pesquisa, em relação ao conhecimento matemático 

esperado pela Instituição sobre o conteúdo de Cálculo 1, inferido a partir da análise de 

tarefas propostas nas provas, e suas soluções divulgadas na internet, nos apoiamos  no 

estudo da organização matemática dessa instituição e na investigação de seus 

componentes praxeológicos que descrevemos a seguir: 

Ao tentarmos obter as tecnologias utilizadas nas resoluções dos problemas 

propostos nas provas, percebemos que ao valorizar os procedimentos 

predominantemente técnicos nos gabaritos das provas, o conhecimento tecnológico 

assumiu um papel exterior, ficando à margem do conteúdo de importância do Cálculo 1. 

Com isso, podemos atribuir ao sistema de prova unificada de Cálculo 1 , uma marcante 

característica técnica. 

Sendo mais específicos, podemos mencionar sobre os momentos mais frequentes 

nas provas e em suas resoluções.  Em um primeiro, a técnica utilizada dispensa qualquer 

outro comentário explicativo como resposta para a questão; nesse sentido notamos uma 

forte tendência auto tecnológica assumida por esta instituição. Em outro momento, os 
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objetos matemáticos presentes nas soluções dos problemas apresentam uma forte 

tendência para integrar elementos tecnológicos às técnicas, onde os discursos 

apresentam uma dupla função: técnica e tecnológica. Nesses casos, podemos identificar 

no seu desenvolvimento, maneiras de encontrar a solução e também de justificá-la. 

 

7.4. Desdobramentos 

Os dados empíricos trabalhados nesta pesquisa se referem apenas ao conteúdo 

do programa de Cálculo 1 para a primeira prova e foram analisadas somente as provas e 

seus gabaritos. Assim, podemos formular outras questões que ainda não podem ser 

respondidas somente com informações que dispomos: 

 Analisar como estão sendo abordados o conceito/tópico de Integral nas 

provas de Cálculo 1. 

 Analisar a organização Didática no Sistema de Curso Unificado de 

Cálculo 1. 

 Descrever e analisar como estudar e o que é estudado em uma classe de 

Cálculo 1 no sistema de Curso Unificado. 

 Investigar possíveis indicadores de autismo didático no Curso Unificado 

de Cálculo 1. 
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