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RESUMO 

CHAVES, Jansley Alves. Jean-Victor Poncelet e as propriedades projetivas das figuras. 

Rio de Janeiro, 2013, 113 p. Dissertação de Mestrado ï Instituto de Matemática ï Programa 

de Pós-graduação em Ensino de Matemática ï Universidade Federal do Rio de Janeiro. 

Nesta dissertação, pretendemos ressaltar, através da análise dos trabalhos de Jean-Victor 

Poncelet, elementos de uma gênese do seu Tratado sobre as propriedades projetivas das 

figuras, publicado em 1822, delimitando inicialmente o período no qual foi estudante na École 

Polytechnique (1807 a 1810), o período em que esteve cativo em Saratoff (1812 a 1813) e o 

período em que esteve em Paris (1815 a 1822); este último antecedendo a publicação do seu 

tratado. Embora tenhamos pretendido nos concentrar no período de 1807 a 1822, foi 

necessário recuarmos até a década de 60 do século XVIII, para observarmos a contrução da 

Geometria Descritiva por Monge e a formação da École Polytechnique, fruto da Revolução 

francesa e ainda, no início do século XIX, os trabalhos de Carnot, Brianchon e a 

Correspondance de Hachette para, assim, percebermos as condições nas quais o ensino da 

Geometria era difundido e que propiciaram Poncelet a desenvolver o estudo sobre as 

propriedades projetivas. Poncelet produz sete cadernos em Saratoff e outros sete no período 

em que esteve em Paris, todos tendo sido publicados quase meio século depois. Mas, o quinto 

caderno de Paris, que foi submetido à Académie de Sciences de Paris, entendemos representar 

um estágio essencial na elaboração do Tratado de 1822. Nestes trabalhos, o princípio de 

continuidade e a projeção central desempenharam um papel importante no processo de 

desenvolvimento do seu Traité de propriétés projectives des figures. 

 

Palavras-chave: Propriedades projetivas. École polytechnique. Cadernos de Saratoff. Princípio 

de continuidade. Jean-Victor Poncelet. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

ABSTRACT 

CHAVES, Jansley Alves. Jean-Victor Poncelet and projective properties of figures. Rio 

de Janeiro, 2013, 113 p. Master's Thesis ï Institute of Mathematics ï Mathematics Teaching 

Post-Graduate Program ï Federal University of Rio de Janeiro. 

In this dissertation we intend to highlight through the analysis of Jean-Victor Poncelet, 

elements of a genesis of his treatise on the projective properties of figures published in 1822, 

initially defining the term in which he was a student at École Polytechnique (1807 to 1810), 

the time he was captive in Saratoff (1812-1813) and the time he spent in Paris (1815 to 1822); 

that latter one preceding the publication of his treatise. 

Although we want to focus on the period from 1807 to 1822, it was necessary to return to the 

sixties in the eighteenth century, to observe the construction of Descriptive Geometry by 

Monge and the formation of École Polytechnique, result of the French Revolution and, yet, in 

the beginning of the nineteenth century Carnotôs works, Brianchon and Hahetteôs 

Correspondance so that one can realize the conditions in which the Geometry teaching was 

widespread, conditions that allowed Poncelet to develop his projective properties. Poncelet 

produced seven books in Saratoff and seven other ones during the time he had been to Paris, 

all of them were published almost half a century later. Although, the fifth notebook from 

Paris, submitted to Acaemyvof Sciences of Paris, we believe it represents an essential stage in 

the drafting of the treaty of 1822. In these works, the principle of continuity and the central 

projection had an important part in the process of developing of his Traité de propriétés 

projectives des figures. 

 

Key-words: Projective properties. École polythechnique. Saratoff books. Continuity principle. 

Jean-Victor Poncelet 
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CAPÍTULO 1 - INTRODUÇÃO 

____________________________________________________________ 

 

Poncelet foi o primeiro geômetra a sistematizar o emprego da projeção central. 

Imaginemos a projeção de uma figura sobre um plano em que o centro de projeção está no 

olho do observador. Neste processo de projeção, comprimentos e ângulos são necessariamente 

distorcidos. Entretanto, a estrutura geométrica do original pode normalmente ser reconhecida 

e isto se deve às propriedades invariantes sobre projeção. Portanto, a questão passa a ser: 

reconhecer se o conceito de grandeza e os conceitos relacionados de congruência e 

semelhança são essenciais à Geometria ou se figuras geométricas podem ter propriedades 

ainda mais profundas, que não sejam destruídas por outras transformações, que não sejam 

movimentos rígidos. Eis aqui a verdadeira questão colocada por Poncelet, que objetivava, em 

última análise, identificar e analisar as propriedades invariantes sob Projeção. 

 

Fig. 1. Tranformação por projeção 

Suponhamos dois planos W  e 'W  no espaço, não necessariamente paralelos, conforme 

a figura acima. Podemos realizar uma projeção central de W em 'W  a partir de um centro O  

não contido em W  ou 'W , definindo a imagem de cada ponto P de W como sendo o 

ponto 'P de 'W , tal que P e 'P  estejam contidos na mesma reta que passa por O . Do mesmo 

modo, podemos definir a projeção de uma reta l de um plano W sobre outra reta 'l , em 'W  a 

partir de O . Qualquer propriedade de uma figura que fica conservada por uma projeção 
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central ou paralela, ou por sucessão finita de tais transformações, é chamada por Poncelet de 

propriedade projetiva.   

Algumas propriedades projetivas podem ser reconhecidas imediatamente. Um ponto, 

naturalmente, projeta-se em um ponto. Além disso, uma reta é projetada em uma reta, isto 

porque, se a reta l em W for projetada no plano 'W , a intersecção de 'W com o plano de Oe 

l será a reta 'l . Se um ponto Ae uma reta l forem incidentes, então, após qualquer número 

finito de projeções, o ponto nA  e a reta 
nl  correspondentes, novamente, serão incidentes. 

Portanto, a incidência de um ponto e uma reta é invariante sob a projeção central. O aspecto 

mais importante do procedimento de Ponecelet é o fato de poder passar das propriedades dos 

círculos às das cônicas pela projeção central. 

O uso da projeção já era conhecido desde o século XVII com Girard Desargues (1591-

1661) , Blaise Pascal (1623-1663), Philippe De La Hire (1640-1718),  Johann Heinrich 

Lambert (1728-1777), Gaspard Monge (1746-1818). E, no século XVIII, Lazare Carnot 

(1753-1823) e Charles-Julien Brianchon (1783-1864) todos haviam acrescentado alguns 

resultados e, at® mesmo, no caso do ñTeorema de Menelausò, desde a Antiguidade. Contudo, 

foi Poncelet que realizou uma ruptura radical na forma de considerar as propriedades das 

figuras e suas relações no espaço. Isto irá ser manifestado explicitamente por Jean-Victor 

Poncelet (1788-1867) em seu Traité des Propriétés Projectives des Figures de 1822. 

ñVerdadeiro ponto de partida da reconstrução do edifício geométrico do século XIX realizado 

de maneira notável.ò (TATON, 1951, p.2, tradução nossa)
1
. 

 O estudo que apresentaremos pretende examinar o período específico da elaboração 

desta teoria por Poncelet ï entre 1807 e 1822 ï período este em que elaborou as ideias 

centrais do seu Tratado e que entendemos ser importante ao entendimento da evolução de seu 

pensamento. 

Para uma melhor abordagem, vamos compartimentar o período supracitado em três 

fases, identificando nestas etapas, as influências que sofreu e verificando o processo de 

desenvolvimento de novos métodos geométricos que culminaram com a sua maior obra: 

Traité des Propriétés Projectives des Figures.  

                                                           

1
 v®ritable point de d®part de cette reconstruction de lô®difice g®om®trique que le XIXe si®cle r®alisera de fa­on 

si remarquable 
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Para uma análise mais elucidativa da evolução do seu pensamento, iremos proceder ao 

levantamento e análise dos trabalhos a partir dos seguintes períodos de sua vida: 

1- Período compreendido entre os anos de 1807 e 1810, no qual foi estudante da 

École Polytechnique; 

2- Período compreendido entre os anos de 1813 e 1814, no qual esteve na prisão 

em Saratoff; 

3- Período compreendido entre 1815 e 1822, relativo ao seu retorno à Paris até a 

publicação do seu Tratado; 

Pretendemos analisar os trabalhos na École Polytechnique, os cadernos de Saratoff, a 

Memória apresentada à Académie des Sciences de Paris
2
, o relatório

3
 que se sucedeu e os 

artigos publicados nos Annales des mathématiques pures et appliquées de Gergonne. 

Analisaremos, também, trabalhos de Lazare Carnot, Gaspard Monge e Charles-Julien 

Brianchon, mesmo que não compreendidos nos períodos supracitados.  

Pretendemos, ainda, ao analisarmos os cadernos de Saratoff juntamente com os 

trabalhos dos períodos que os circundam, revelar um pensamento em transformação - a busca 

de Poncelet em fornecer aos métodos sintéticos a mesma generalização dada aos métodos 

analíticos. A preocupação com o fato de a construção de pontos de uma curva depender da 

disposição relativa da figura parecia determinar a introdução da questão de uma 

descontinuidade, levando-o a estudar o problema da continuidade na construção geométrica. 

Veremos que Poncelet busca mostrar, tomando o exemplo das cônicas, que a linguagem e 

conceitos de geometria poderiam ser generalizados com o emprego sistemático de elementos 

no infinito e de elementos imaginários, e isto era perfeitamente alcançável graças à introdução 

do conceito de corda ideal, o uso do método das projeções centrais e do princípio de 

continuidade. 

                                                           

2
 Essai sur les propriétés projectives des sections coniques de 1º de maio de 1820. Cinquième cahier de 1864. 

3 Relatório emitido pela Académie des Sciences de Paris, conhecido como relatório de Cauchy publicado no 

tomo XI (1820-1821) Annales des mathématiques pures et appliquées de Gergonne. 
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O trabalho notável das investigações iniciadas por Poncelet, no início do século XIX, 

abriu o caminho para o desenvolvimento do complexo tema da Geometria Projetiva. 

 

1.1 ORGANIZAÇÃO DA PESQUISA e REFERENCIAL TEÓRICO 

Organização 

Entedemos que o estudo da história da Matemática nos conduz à ideia a qual resumiu 

Friedelmeyr: 

[...] muitos são casos em que o ponto de uma grande teoria matemática de 

partida é em primeiro lugar uma questão ou problema: problema de quadratura ou 

tangente na invenção do cálculo infinitesimal, resolução de problemas de equações 

algébricas na sequência o conceito de grupo, problema demonstrando o quinto 

postulado de Euclides no desenvolvimento das geometrias não-euclidianas, etc.  

Mais ainda: capta o problema no local no momento da invenção matemática, 

quando a solução requer ir para além do âmbito do conhecimento, quando são 

encontrados ñerrosò. Assim, os problemas estudados aqui nos levam a novas ideias 

de propriedades projetivas, processos (homologia, homografia, etc.), o princípio da 

dualidade. Eles vão destacar o fato de que no plano a Geometria euclidiana é uma 

Geometria de régua e compasso. A Geometria Projetiva plana será apenas uma 

Geometria de régua. 
4
 (FRIEDELMEYER, 2010, p. 85-86, tradução nossa)  

A princípio, nosso objetivo era determinar, estudando o Traité des Propriétés 

Projectives des Figures de Jean-Victor Poncelet de 1822, os elementos essenciais e originais 

do método de Poncelet, o que nos levaria, necessariamente, a um estudo aprofundado do 

Tratado. Contudo, em uma análise mais realista de todo o acervo de dados e informações que 

possuíamos, verificamos a impossibilidade de alcançar o objetivo almejado, diante da 

escassez de tempo e da necessidade de conhecer outros aspectos do assunto, entre os quais, 

como ocorreu a evolução da geometria de Poncelet; qual a finalidade deste Tratado; como foi 

recepcionado pela comunidade científica e, ainda, o que havia antes. 

                                                           

4
 Nombreux poutant sont les exemples o½ le point de d®part dôune grande th®orie math®matique est dôabord une 

question ou un probl¯me: probl¯me de quadrature ou tangente dans lôinvention du calcul infinitesimal, problème 

de la r®solution des ®quations alg®briques dans lô®mergence du concept de groupe, probl¯me pos® par la 

d®monstration du cinqui®me postulat dôEuclide dans lô®laboration des g®om®tries non euclidiennes, etc. 

Plus Encore: le problème permet de saisir sur le vif le moment de l'invention mathèmatique, lorsque sa solution 

exige de sortir du cadre des connaissances acquises, lorsque celles-ci se révèlent défaillantes. C'est ainsi que les 

problèmes étudiés ici nous conduiront aux idées novatrices de propriétés projectives, de transformation ( 

homologie, homographie, etc.) et à l'énoncé d'un principe de dualité. Ils mettront en évidence le fait que dans le 

plan, de même que la géométrie euclidienne est unie géométrie de la règle et du compas, la géométrie projective 

plane sera une géométrie de la règle seule. 
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A partir desta constatação, adiamos a proposta de estudar o Traité des Propriétés 

Projectives des Figures e investimos na pesquisa do período que antecedeu ao Tratado. Nesta 

pesquisa incluímos: Período compreendido entre os anos de 1807 e 1810, no qual Poncelet foi 

estudante da École Polytechnique; Período compreendido entre os anos de 1813 e 1814, no 

qual Poncelet esteve na prisão em Saratoff; Período compreendido entre 1815 e 1822, que 

compreende seu retorno à Paris até a publicação do seu Tratado. Ainda, um estudo sobre a 

formação da École polytechnique, a geometria descritiva de Gaspar Monge, a geometria de 

posição de Lazare Carnot, os artigos de Charles-Julien Brianchon, as correspondance sur 

lô£cole polytechnique de Jean Pierre Nicolas Hachette. 

Após essa abordagem inicial dos três períodos e de outros matemáticos que 

influenciaram diretamente seu trabalho, procuramos fazer uma análise na evolução, no 

processo e na elaboração da geometria de Poncelet. Pretendemos, através desta análise 

cuidadosa, dar embasamento à nossa concepção de que o Tratado foi fruto de uma evolução 

do pensamento mais abstrato de Pocelet, iniciado na École Polytechnique e desenvolvido no 

período de cárcere em Saratoff e posteriormente, em Paris nos diversos artigos pubicados e 

nas Memórias apresentadas à Académie des Sciences de Paris e à Société des Lettres, Sciences 

et Arts de Metz, tomando forma e culminando com o seu Tratado. Logo, procuramos avaliar 

partes das obras que julgamos pertinentes aos nossos objetivos, sem a pretensão de esgotar o 

assunto, enfatizando nossas pesquisas nas influências que Poncelet sofreu, no período de 

estudante na École Polytechnique e nos seus trabalhos publicados em 1862 e 1864, trabalhos 

estes que reúnem os cadernos de Saratoff e as publicações do período que esteve em Paris 

antes do seu Tratado.  

A escolha dos períodos supracitados justifica-se, pois aborda exatamente o início do 

século XIX, período em que diversos matemáticos desenvolveram assuntos pertinentes à 

invariância em Geometria. Não obstante, fez-se necessário regredir aos períodos anteriores à 

revolução francesa para entendermos a concepção de Monge e a formação da École 

Polytechnique. Além disso, é interessante ressaltar que Poncelet deixou em vida um registro 

deste período bem documentado cronologicamente nas publicações de Application dôanalyse 

et géométrie. Assim, nossas fontes são, na sua maioria, primárias, pois foram as suas 

publicações que nos serviram como elementos intermediários e relevantes para o 

entendimento da sua concepção das Propriedades Projetiva. Paralelamente, analisaremos a 

concepção da Geometria Descritiva de Gaspar Monge, artigos de Charles-Julien Brianchon, a 

geometria de posição de Lazare Carnot e os artigos dos Annales des mathématiques pures et 
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appliquées, conhecido como os Anais de Gergonne. Analisaremos, também, a influência da 

correspondance sur lô£cole polytechnique de Jean Pierre Nicolas Hachette. 

A ideia de estudar as fases citadas da vida produtiva de Poncelet já está presente nos 

artigos de Belhoste
5
. Neles, Belhoste aponta a importância do ensino da École Polytechnique 

e do legado de Monge na elaboração das Propriedades Projetiva e apresenta como Poncelet 

desenvolve os cadernos de Saratoff e a relação entre estes dois momentos. Neste sentido, 

nosso trabalho do capítulo I segue o caminho traçado por Belhoste, ou seja, analisaremos os 

trabalhos de Poncelet na École Polytechnique, suas publicações na Correspondance, as 

influências de Monge, Brianchon, Carnot, Hachette e seus cadernos em Saratoff.  

 No que diz respeito à relação entre os cadernos de Saratoff, os princípios da projeção 

central, o princípio de continuidade, à École Polytechnique e aos ensinamentos de Monge, 

pretendemos trilhar a abordagem de Friedelmeyer em seu trabalho lôimpulsion originalle de 

Poncelet
6
. 

As referências biográficas que fundamentaram o capítulo 2 foram: Correspondance sur 

lôEcole Polytechnique, Historie de lô£cole Polytechnique, Journal de lô£cole Polytechnique, 

Géométrie de Position, Solution de plusieurs problèmes de géométrie, Géométrie Descriptive. 

No capítulo 3, procuramos abordar os cadernos de Saratoff dando ênfase aos 1º, 3º e 7º 

cadernos, sem, contudo, deixarmos de analisar os demais, pois apresentam uma ligação direta 

com os trabalhos de Poncelet na Ècole Polytechnique, o método da projeção central, 

desenvolvido por Poncelet e o princípio de continuidade. Estes cadernos foram publicados em 

Application dôanalyse et g®om®trie em 1862.  

O capítulo 4 é fundamentado nos artigos publicados nos Annales des mathématiques 

pures et appliquées de Gergonne, na Memória de 1820, apresentado à Académie des Sciences 

de Paris, na Memória apresentado à Société des Lettres, Sciences et Arts de Metz e no 

Relatório de Cauchy, todos reunidos e publicados, quase meio século depois, no Application 

dôanalyse et g®om®trie de 1864. 

                                                           

5
 SABIX, 1998, nº 19, De lô£cole polytechnique ¨ Saratoff, l°s premiers travaux g®om®triques de Poncelet 

6
 9ƭŞƳŜƴǘǎ ŘΩǳƴŜ ōƛƻƎǊŀǇƘƛŜ ŘŜ ƭΩ9ǎǇŀŎŜ ǇǊƻƧŜŎǘƛŦ όнлмлΣ ǇΦ рр-158) 
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A análise das obras citadas foi realizada, na sua maioria, a partir de versões dos textos 

originais, disponíveis na Bibliothéque Numérique de la Bibliothéque Nationale de France.  

Utilizamos também os trabalhos listados na referência bibliográfica. 

Finalmente, no capítulo 5, procuramos analisar de forma comparativa o processo pelo 

qual Poncelet construiu e desenvolveu a geometria que culminou com o Tratado de 1822, 

contribuindo com o desenvolvimento de um novo ramo na Matemática, que se tornou, no 

século XIX, um importante assunto de pesquisa. A popularidade de uma geometria que se 

utiliza das propridades Projetivas no meio acadêmico, no século XIX, deveu-se ao seu grande 

encanto estético e ao seu efeito esclarecedor sobre a Geometria como um todo e sua estreita 

ligação com a Geometria não-Euclidiana e a Álgebra. 

- Referencial teórico 

Poncelet publicou ao final da sua vida todos os manuscritos que havia redigido antes do 

Traité des propriétés projectives des figures. Assim, os cadernos de Saratoff são publicados 

em Applications dôAnalyse et G®om®trie tomo I em 1862 e os artigos do período posterior a 

Saratoff e anterior ao Tratado, ou seja, os artigos do período em que estava em Paris, são 

publicados em Applications dôAnalyse et G®om®trie tomo II em 1864. Uma parte desses 

textos foi estudada por Belhoste (1998) e Friedelmeyer (2010), em particular, os cadernos 

ditos de Saratoff, que Poncelet redigiu no período de cárcere entre os anos de 1813-1814. 

Essas análises permitem esclarecer alguns aspectos da elaboração da concepção inovadora de 

Poncelet sobre a geometria. Belhoste e Friedelmeyer insistem sobre a relação existente entre 

os primeiros artigos de Poncelet na Correspondance de lô£cole Polytechnique
7
 e os 

problemas abordados nos cadernos de Saratoff. Mas, pensamos que o estudo desta relação 

remete a uma questão mais ampla, ou seja, ao espírito que animava os alunos e os professores 

no período em que Poncelet era aluno na École Polytechnique.  

Esta questão exige uma nova postura em relação aos textos de Poncelet. Devemos 

entender que se trata de textos dialogando com outros textos formando uma rede, assim como 

Brechenmacher (2006, p.8) procede para dar conta da evolução da noção de matriz. 

Brechenmacher ressalta: 

                                                           

7
 A Correspondance era um jornal de circulação interna, com publicações de artigos escritos pelos professores 

e alunos, abrangendo todas as matérias ministradas na École Polytechnique. Organizada por Jean Pierre Nicolas 

Hachette,  professor da École polytechnique, durante os anos de 1804 a 1816.  
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A metodologia das redes visa a permitir uma descrição matemática de 

culturas, as suas interações e comunicações. Ela permite que você especifique a 

metáfora da trança aplicada a enunciados contemporâneos do teorema de Jordan: a 

identificação de redes distintas permite identificar as comunicações, as 

convergências, ou seja, a forma como as culturas locais se tece e participa da história 

multifacetada de um teorema no período 1870-1930.
8
 

 

Queremos utilizar esta metodologia numa perspectiva parecida, em um período mais 

curto, pois se trata dos anos entre 1807 e 1822, relacionando os textos de Poncelet com os 

textos que gravitam em volta da École polytechnique (livros textos, Correpondance de lô£cole 

polytechnique, Journal de lôEcole polytechnique, etc.) Esta metodologia vale também para o 

período de retorno de Poncelet à Paris (1814 a 1822) com as publicações dos textos sobre 

propriedades projetivas nos Annales de mathematique pures et appliquées
9
. Estas redes 

permitem evidenciar uma temática de problemas que são focados sobre propriedades 

geométricas ligadas a certo tipo de projeção. Nós pensamos tornar assim mais claro o 

contexto da elaboração das concepções de Poncelet. Este contexto é limitado no espaço, pois 

diz respeito aos geômetras formados da École Polytechnique e a seus instrutores e no tempo 

entre a entrada de Poncelet na École em 1807 e a publicação do seu Tratado em 1822.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           

8
 La méthodologie des réseaux vise à permettre une description de cultures mathématiques, de leurs 

ƛƴǘŜǊŀŎǘƛƻƴǎ Ŝǘ ŎƻƳƳǳƴƛŎŀǘƛƻƴǎΦ 9ƭƭŜ ǇŜǊƳŜǘ ŘŜ ǇǊŞŎƛǎŜǊ ƭŀ ƳŞǘŀǇƘƻǊŜ ŘŜ ƭŀ ǘǊŜǎǎŜ ŀǇǇƭƛǉǳŞŜ Ł ƭΩŞƴƻƴŎŞ 

contemporain du théorème de Jordan : la mise en évidence de réseaux distincts permet de poser la question 

des communications, des convergences, c'est-à-dire de la manière dont des cultures locales se tressent et  

ǇŀǊǘƛŎƛǇŜƴǘ ŘŜ ƭΩƘƛǎǘƻƛǊŜ ǇƭǳǊƛŜƭƭŜ ŘΩǳƴ ǘƘŞƻǊŝƳŜ ǎǳǊ ƭŀ ǇŞǊƛƻŘŜ мутл-1930. 

9
 Periódico publicado por Joseph Diez Gergonne, que reunia os artigos dos matemáticos do início do sec. XIX e 

que foi editado de 1810 até 1832. Conhecido como os Annales de Gergonne  
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CAPÍTULO 2 O PERÍODO DA ÉCOLE POLYTECHNIQUE - 1807 a 1810  

 

2.1 Introdução - Poncelet um breve histórico 

Jean-Victor Poncelet nasceu em Metz em 1º de julho de 1788. Aos 14 anos de idade é 

inscrito no Imperial College de Metz. Depois de um período de estudo intensivo, ele foi 

admitido na École Polytechnique, em novembro de 1807. Sua predileção por geometria é 

evidenciada quando, em 1809, apresenta um manuscrito sobre "problemas relativos de 

tangência a três círculos em um plano e tangência a quatro esferas no espaço", manuscrito este 

que será impresso no Volume II da Correspondance.
10

  

Durante seu período de estudante, Poncelet interrompe seus estudos por motivos de 

saúde por quase seis meses. Sendo assim, só irá concluir seus estudos em 1810. Egresso da 

École Polytechnique é nomeado à lô£cole dôapplication du génie de Metz. 

Em fevereiro de 1812, como Tenente de Engenharia, foi designado para trabalhar nas 

fortificações, na ilha de Walcheren. 

Em 17 de junho de 1812, ele recebe ordens para ingressar na Grande Armée e juntar-se 

em Vitebsk, seguindo à campanha da Rússia. Durante os meses de agosto, setembro e outubro 

de 1812, ele foi o principal responsável pela construção de obras de defesa, fortes e pontes. 

Poncelet não está envolvido na terrível batalha de Borodino e não vai para Moscou. 

Quando o exército deixou a cidade, está em Smolensk, onde Napoleão ficou de 9 a 14 de 

novembro. Ele é incorporado na retaguarda, composta por 7.000 homens comandados pelo 

Marechal Ney.  Em 18 de novembro, na cidade de Krasnoi, vão enfrentar a barragem de 

artilharia, cuidadosamente instalada pelo General Miloradovitch. Depois de um bombardeio 

mortífero, o marechal Ney, graças ao nevoeiro, à neve e ao anoitecer, consegue cruzar o 

Dnieper no gelo mal consolidado. Mas o tenente Poncelet pertence ao batalhão de sapadores, 

que tenta desesperadamente neutralizar a artilharia russa. Após várias tentativas infrutíferas, 

os sobreviventes encontram-se isolados e capturados, no final do dia 18 de novembro. No dia 

20 de novembro, ele irá se juntar aos 1.200 sobreviventes. 

                                                           

10
 Estes problemas aparecem no 3º caderno de 1811 do 2º volume ( jan 1809 até mar 1813). 
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Como prisioneiro, Poncelet é levado para o cativeiro em Saratoff, às margens do rio 

Volga, aonde chegou, em março 1813, "depois de quatro meses de marcha e privações de todo 

tipo"
11

, lá permanecendo até a notificação da paz geral concluída em Paris, em 30 de maio de 

1814. Neste período, Poncelet escreve alguns manuscritos que ficaram conhecidos como Os 

Cadernos de Saratoff. E, nas suas próprias palavras: ñprivado de todo tipo de livros e ajuda, 

especialmente distraído pelas desgraças do meu país e da minha própria, eu desenvolvi sem 

dar toda a perfei­«o desej§velò.
12

 

Após seu retorno à França, em 1814, ele começa, em 1817, a publicar artigos sobre 

geometria e escreveu vários artigos sobre questões práticas relacionadas às instalações e 

oficinas. Em 1821, submete à Société dês Lettres, Sciences et Arts de Mezt a memória : 

Considérations philosophiques et techniques sur Le príncipe de continuité dans Les lois 

géométriques
13

. E em 1820 submete à Académie des Science de Paris a memória: Essai sur lês 

propriétés projectives dês sections coniques
14

, sobre as propriedades projetivas das seções 

cônicas. Esta última memória sofre uma crítica da Académie des Science de Paris que ficou 

connhecida como Relatório de Cauchy. 

Em 1825, por pressão amigável de François Arago, examinador na École d'Application 

de Metz, Poncelet aceita ser professor nesta escola, lecionando a ciência das máquinas.  

A partir de 1827 e durante vários invernos, ele fornece, sob os auspícios da Sociedade 

Acadêmica de Metz, um curso de mecânica para os trabalhadores e "artistas" desta cidade. 

Em 1834, a Academia de Ciências de Paris o recebe na seção de mecânica. 

Em 1837, foi nomeado professor de física experimental e mecânica na Faculdade de 

Ciências de Paris, onde lecionou até 1848. 

Em 1848, após a queda da Monarquia, é eleito membro da Assembleia Constituinte, 

provavelmente por causa de sua reputação de imparcialidade e competência nos domínios da 

                                                           

11
 Poncelet foi feito prisioneiro em novembro de 1812 e chegou à Saratoff em março de 1813. 

12
 privé de toute espèce de livres et de secours, surtout distrait par les malheurs de ma patrie et les miens 

propres, je n'avais des lors pu d'abord leur donner toute la perfection désirable (PONCELET, 1865, prefácio,p. v) 

13
 Esta Memória é escrita no inverno de 1818-1819, mas só apresentada em 1821. PONCELET, 1864, p.296-264 

14
 Ibid., p. 365-454 
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indústria e da economia local. Enquanto isso, François Arago, o Ministro do governo 

provisório, o promove a General de Brigada e Comandante da École Polytechnique, função 

que ocupou até sua aposentadoria em outubro de 1850.  

Em 1852, como membro do Júri Internacional para a Exposição Universal em Londres, 

foi eleito, por seus pares, Presidente do Júri encarregado das máquinas. Ele, então, passou seis 

anos na investigação preparatória e escreveu um relatório extenso sobre máquinas e 

ferramentas utilizadas na fabricação. Para cada tipo de máquina, ele retorna o contexto 

histórico, descreve os processos e equipamentos, e procura determinar, com o máximo rigor, a 

origem exata das invenções. 

Nos últimos anos de sua vida, quando sua saúde se deteriorou, ele começou a recolher e 

publicar o seu trabalho, ajudado por alguns de seus ex-alunos. Ele morreu em dezembro 1867, 

sem ser capaz de completar esta tarefa que foi concluída por seus colaboradores. 

Ele é lembrado, por vários interlocutores, como um homem altruísta e de atos coerentes, 

profundamente interessados em trabalhar no sentido do interesse geral, mesmo que isso 

significasse abrir mão de suas preferências pelas atividades intelectuais. Admitia que o mal 

seria negarmos as propriedades de suas ideias, mas seus textos polêmicos mostram uma 

preocupação com a honestidade absoluta. Assim, em razão de suas manifestações, 

provavelmente sofreu críticas por parte de alguns matemáticos da época. 

Inventor e aperfeiçoador, especialmente no projeto de rodas de água, ele nunca tomou 

para si uma patente. No entanto, existem vestígios de autorizações dadas que cobrem ideias 

das quais ele era o autor, sob a única condição de que não deveria ser um bem limitado a sua 

liberdade de apresentar aos seus alunos. 

Por iniciativa de sua esposa e alguns de seus seguidores foram publicados ou impressos 

após a sua morte, livros que somam 4000 páginas, onde encontramos as demonstrações 

geométricas, cálculos, reflexões sobre a natureza e o valor das provas em Geometria e os 

comentários que ele chamou de polêmicos. 
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2.2 Poncelet na École Polytechnique.  

Poncelet foi admitido na École Polytechnique em novembro de 1807. O ensino da 

geometria tinha uma forte influência da figura de Monge, o fundador da escola. Ela incluía 

tanto um curso de Geometria Descritiva fornecida por Jean-Nicolas Hachette, um fiel 

discípulo de Monge, com a ajuda do designer Pierre- Simon Girard, e uma análise aplicada ao 

curso de geometria, também fornecido por Hachette no primeiro ano e, em princípio, por 

Monge, no segundo ano. Poncelet adoeceu em maio de 1808, não podendo ter Monge como 

professor. Depois de uma ausência de vários meses, ele refez seu primeiro ano. Quando então, 

passou ao segundo ano, em novembro 1809, Monge, cuja saúde se deteriorou , foi substituído 

por Hachette e François Arago. 

Desta forma, Poncelet não foi efetivamente aluno de Monge na Escola Politécnica, mas 

sofre profunda influência desse. A presença dos seus discípulos o colocou em contato com o 

pensamento do mestre. Plantas de geometria descritiva eram para ele uma fonte de meditação. 

Durante sua ausência, praticou exercícios gráficos e fez o estudo diligente de seus principais 

tratados. Nesta sua licença por problemas de saúde, em Saint-Avold, em 1808, ele começou a 

escrever "Notas de geometria" e em 1809, ele apresentou soluções à Hachette de três 

problemas de geometria elementar que foram publicados na Correspondance. Assim, 

participou de um círculo de alunos da Escola, que faziam da Matemática o seu lazer, com o 

apoio e incentivo dos professores, de acordo com a tradição inaugurada pelo próprio Monge 

em Mézières. A maioria desses estudantes continuou suas pesquisas depois de deixar a École 

Polytechnique, mantiveram-se em contato com seus antigos instrutores e continuaram a 

publicar na Correspondance de Hachette, no Journal da lôEcole Polytechnique e depois de 

1810 nos Anais de Matemática Pura e aplicada fundado por Gergonne. Eles formaram, o que 

foi chamado depois de 1816, a Escola de Monge. Para caracterizar esta escola de matemática, 

vale lembrar três traços essenciais herdados da obra do próprio Monge. 

O primeiro é o papel central atribuído à intuição geométrica. Monge discorre sobre a 

geometria com a mão em contraste com a geometria sintética dos antigos. A "geometria geral 

e racional", que é praticada por Monge, aplica às representações de objectos fictícios, 

normalmente no espaço, como linhas, planos e superfícies ilimitadas dispostas arbitrariamente 

ï a generalidade do que era pura imaginação. 

Mas, o propósito desta geometria estava longe de ser puramente teórica. Eles estavam à 

procura de construções gráficas que pudessem, eventualmente, serem utilizadas na prática das 
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artes, onde havia um grande interesse em métodos de construção com instrumentos de 

precisão, régua, compasso, régua e compasso, etc. A sua principal inspiração foi geometria 

descritiva, o que reduz a construção de problemas das figuras no espaço à construção gráfica 

no plano e, permite, também, por outro lado, inferir, a partir de considerações de geometria no 

espaço, algumas propriedades de figuras planas. Esta ligação recíproca, pelo método das 

projeções cilíndricas, entre geometria plana e geometria no espaço, que Monge tinha notado 

em seu ensino, atingiu fortemente seus discípulos. Eis o segundo traço essencial e, na opnião 

de Chasles
15

, sua principal característica. 

Existe, no entanto, uma terceira característica fundamental: o constante desejo de 

associar os métodos analíticos e geométricos sendo por compará-los, sendo por combiná-los. 

Monge em seu ensino constantemente enfatizava a correspondência entre as operações de 

análise e construção de geometria descritiva. Em seu trabalho matemático, por exemplo, A 

Teoria de Curvas e Superfícies, ele inventou e usou um método misto analítico ï geométrico 

ao mesmo tempo sistemático intuitivo-abstrato. 

                                                           

15
  Michel Chasles, A. Ex-aluno da École polytechnique. 
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Fig. 2.  Admissáo de Poncelet na École Polytechnique 

Fonte: Correspondance sur École Polytechnique, Nº 9, Janvier 1808 (Iº Volume). 
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 2.3 Gaspard Monge, a Geometria Descritiva e sua difusão.  

A ideia de aplicar as técnicas gráficas na épura de cortes de pedras a objetos abstratos e 

às superfícies geométricas, não é uma invenção mongeana. Isto é notório nos trabalhos de 

vários arquitetos, em que consagram parte de seus tratados a esta construção. Um exemplo é 

Frézier: ñeu me proponho nesta obra a dar a teoria das se­»es dos corposò (FRÉZIER, 1737 

apud Sakarovitch, 1998, p. 218)
16

. No tratado de Frézier, observa-se que a ideia não é 

exatamente uma teoria geométrica, mas sim uma descrição de simples superfícies e não uma 

pesquisa sobre as propriedades das superfícies. Mas, de qualquer forma, são claras as ideias 

de se utilizar a épura em objetos abstratos. Porém, a noção de projeção ortogonal de um ponto 

do espaço sobre um plano, torna-se uma operação geométrica, quando é evidenciada a inversa 

da operação. No entanto, no momento em que Monge usa o espaço para resolver problemas 

planimétricos, aqui sim, se acham traços da teoria da geometria descritiva. 

Gaspard Monge determina que são dois os seus objetivos:  

[...] O primeiro ï dar os métodos para representar sobre uma folha de 

desenho que tem apenas duas dimensões, isto é, comprimento e largura, todos os 

corpos da natureza que tem três dimensões: comprimento, largura e profundidade, 

desde que estes pudessem ser definidos rigorosamente. 

O segundo objeto ï dar a maneira de reconhecer através de uma descrição 

exata as formas dos corpos, e deduzir todas as verdades que resultam das suas 

formas e de suas posições respectivas. (MONGE, 1799, p.5, tradução nossa)
17.  

Desta forma, Monge propõe uma representação biunívoca do espaço a três dimensões, 

ou seja, um método através do qual toda e qualquer situação espacial possa ser expressa por 

um desenho plano e cada representação plana possa ser traduzida na conjuntura que lhe deu 

origem. Essa transformação reversível torna possível a dedução de medidas e formas do 

espaço por intermédio de um desenho plano. 

                                                           

16
 FRÉZIER, A. La théorie et la pratique de la coupe dês pierres et de bois pour la construction dês voûtes... ou 

ǘǊŀƛǘŞ ŘŜ ǎǘŞǊŞƻǘƻƳƛŜ Ł ƭΩǳǎŀƎŜ Řşǎ ŀǊŎƘƛǘŜŎǘŜǎΦ {ǘǊŀǎōƻǳǊƎΣ  1737, t.1,p. i. 

17 [...] Le premier, de donner lês méthodes pour représenter sur une feuille de dessin qui nôa que deux 

dimensions, savoir, longueur et largeur, tous les corps de la nature, qui en on trois, longueur, largeur et 

profondeur, pourvu néanmoins que ces corps puissent être définis rigoureusement. 

Le second objet est de donner la manière de reconno´tre dôapr¯s une description exacte les formes des corps, et 

dôen d®duire toutes les v®rit®s qui r®sultent et de leur forme et de leur positions respectives. 
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Distinguem-se duas etapas de desenvolvimento desta teoria, correspondentes a dois 

períodos bem distintos da vida de Monge.  

1) Um processo de elaboração que ele desenvolve nos primeiros anos em que 

ensina na École du génie de Mézières. 

2) Um momento de constituição da teoria, que ele desenvolve no auge da 

Revolução francesa
18

. 

Quando Monge é convidado para uma das escolas de engenheiros de maior prestígio na 

França do século XVIII, lôÉcole du génie de Mézières, ele tinha apenas dezoito anos e seus 

gráficos se resumiam aos estudos efetuados em Beaune, sua cidade natal. Durante o verão de 

1764, ele realizou um levantamento e uma planta de Beaune. O Capitão du Vignau, segundo 

no comando da École du génie de Mézières, de passagem pela cidade, apreciou o trabalho e o 

convidou para trabalhar no atelier de desenhos da escola.  

A École du génie de Mézières tem sua criação em 1748 por empenho de Nicolas-

François-Antoine de Chastillon, Taton ( 1986 apud Sakarovitch, 1998, p. 220 )
19

. Com o 

objetivo de formar pessoal técnico subalterno no corpo de engenheiros, Chastillon cria, em 

1760, uma institui­«o anexa ¨ £cole dôofficiers, permitindo a utilização de suas instalações 

pelos jovens promissores da região de forma gratuita. Portanto, antes da chegada de Monge.  

Os jovens desenvolveriam principalmente desenhos e, neste caso, a Geometria 

Descritiva se fazia muito necessária. Segundo Dupin (1819 apud SAKAROVITCH, 1998, p. 

220)
20

, é para esta instituição que du Vignau convida Monge. E é, igualmente, nesta escola 

que Nicolas Pierre Hachette será aluno de Monge, seguindo para ser seu adjunto na École 

Normale e na École Polytechnique.   

                                                           

18
 Sakarovitch, 1998, p. 219 

19
 Taton, R. Lô£coleroyale du genie de M®zi¯res. In: Enseignement et diffusion dês sciences em France au XVIII 

siècle, p. 559-613, 1986. 

20
 Dupin, Ch. Eloge historique sur les services et les travaux scientifiques de Gaspard Monge. Paris. 1819, p.10-

12  
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Chastillon dá ao ensinamento de esteriotomia um lugar muito importante no currículo 

da École du génie de Mézières. Na fundação da École, Chastillon exprime perfeitamente o 

papel pedagógico que confere à esteriotomia: ña aprendizagem da visão espacial que seu 

ensino permite, dá ao futuro engenheiro uma forma de representar mentalmente os objetos 

mais complexos de uma maneira geométrica
21

.ò Nos anos de 1760, Chastillon organiza a 

École suprimindo a distinção entre École de théorie e École pratique. Assim, introduz, no 

início do curso de toda a École, o ensino de esteriotomia que considera como fundamental. 

A chegada de Monge coincide com estas mudanças. E com a morte de Chastillon, 

assume Claude Antoine Pierre Rault de Ramsault de Raulcourt (1720-1775) e nos dez anos 

que esteve à frente, coincide com o período do apogeu da École. O prestígio alcançado pela 

École é também, em grande parte devido ao papel cada vez mais importante desempenhado 

por Monge nesta instituição.  

Segundo Dupin, o início na École foi difícil para Monge. Mas, como seu talento ia 

muito mais além do que o talento de um bom desenhista, este período difícil não durou mais 

que dois anos após sua chegada. Logo, tornar-se-ia tutor do professor de Matemática Bussot. 

Em seguida, Monge realiza o curso de Física e, embora tenha a partir de 1768, assumido os 

ensinos de Esteriotomia, é somente em 1775 que obtém o título de professor real de 

Matemática e de Física. 

Em 1772, Monge é indicado como correspondente de Bossut na Académie des Sciences 

de Paris e estabelece contato com Condorcet, Lavosier, Vandermonde... . Entre 1771 e 1780, 

ele apresenta à Académie des Sciences suas memórias. Em 1780, é eleito associé géomètre à 

lôAcadémie,  o que o obriga a passar pelo menos um semestre ao ano em Paris. Em 1783, ele 

sucede Bezout como examinador dos guardas do pavilhão, guardas da Marinha e aspirantes. 

Censura implicitamente seu antecessor, após verificar que os estudantes não possuíam as 

respostas que se esperava, quando interrogados sobre qualquer procedimento. Uma 

característica da personalidade de Monge que irá aflorar neste período é a da imparcialidade, 

uma ética intransigente. Um exemplo disso foi quando o Ministro da Marinha, Marechal 

Castries, solicita que interceda em favor de um candidato, Monge reponde: ñvocê é 

perfeitamente capaz de admitir que se eu tomar a decisão de aceitar um candidato incapaz 

                                                           

21
 Sakarovitch, 1998, p. 221 
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deverá anular a função de que ocupo, pois tal função de examinador não será mais necessária, 

nem ¼til, nem aceit§velò 
22

. (AUBRY, 1954 apud SAKAROVITCH, 1998, p.227). 

O primeiro problema que o jovem Monge, ainda na École de Mézières, se defronta é o 

problema ñdu d®filementò, nesta questão irá introduzir uma solução geométrica original 
23

. O 

problema consiste em determinar a posição e a altura do parapeito que se deve construir para 

proteger uma posição dada dos tiros dos canhões inimigos. A posição dos canhões então se 

supunha conhecida, a altura do parapeito a construir é naturalmente função da topografia do 

terreno do lugar e da presença de alturas eventuais que possam beneficiar o inimigo. Para 

resolver o problema ele faz determinar o plano, chamado de local, tangente ao terreno e 

passando pelo ponto que pretende defender. Este plano permite traçar de volta o problema 

considerado o caso do terreno plano. 

 

 

 

 

 

 

Fig.3 Problema du défilement 

Fonte: £pures dôarchitecture. De la coupe des pierres à la géométrie descriptive XVIº-XIXº. 

Sakarovitch, J. 

 

 

                                                           

22
 Vous êtes parfaitement le maître d'admettre le candidat qui m'a paru incapable; mais si vous prenez cette 

décision, il faudra en même temps supprimer la place que je remplis. Les fonctions d'examinateur ne seraient 

plus ensuite ni utiles, ni acceptable. Aubry, P.-V.. Monge, Le savant ami de Napoléon Bonaparte. Paris: 

Gauthier-Villars, 1954. 

23
 Sobre o problema du défilement, ver (Bellhoste, 1992. P. 541-546) 
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Fig. 4 Distância entre duas retas reversas 

Fonte: £pures dôarchitecture. De la coupe des pierres à la géométrie descriptive XVIº-XIXº. 

Sakarovitch, J. 

Outro problema de importância histórica é o problema da distância entre duas retas, 

apresentada por Charles Tinseau dôAmondans de Genes (1749-1822), antigo aluno de Monge 

na École de Mézières. A influência de Monge é patente e Tinseau rende homenagens ao 
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mestre nas suas memórias
24

 (TINSEAU, 1780 apud SAKAROVITCH, 1998, p. 235). A 

importância desta solução é que reside nela a ideia de que os métodos de Geometria 

Descritiva não só eram ensinados e utilizados para aplicações práticas, mas igualmente para 

as resoluções de problemas geométricos.  

Este mesmo problema com uma solução semelhante aparece em uma carta de Monge à 

Lacroix, durante o ano de 1789. Lacroix havia sido aluno de Monge na École du Louvre. 

Monge apresenta uma solução analítica ao problema, mas a correspondência de Lacroix 

contém uma nota manuscrita de Monge com uma solução geométrica ( LACROIX, 1789 apud 

SAKAROVITCH, 1998, p. 235)
25

.  

A questão: a mais curta distância entre duas retas dadas. 

Dadas as projeções horizontais e verticais de duas retas r: (A)(B) e s: (C)(D), construir 

as projeções horizontais e verticais da reta que é ao mesmo tempo perpendicular a ambas as 

retas dadas. 

                                   

Fig. 5 Distância entre duas retas reversas 

                                                           

24
 Tinseau, M.-Th. Solution de quelques problemes relatifs à la théorie des surfaces courbes et des courbes à 

double courbure. E , Sur quelques propriétés des solides renfermés par des surfaces composées de lignes 

droites. Mem.  div. sav., t. IX, 1780, p. 593-624 e p.625-642.  

25
 /ŀǊǘŀ ŘŜ [ŀŎǊƻƛȄ Ł aƻƴƎŜ ŘŜ мтуфΦ .ƛōƭƛƻǘƘŝǉǳŜ ŘŜ ƭΩƛƴǎǘƛtut, papeis de Lacroix, Ms 2397 e Carta de Monge à 

Lacroix  2396 
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Fig. 6 Distância entre duas retas reversas 

Fonte: £pures dôarchitecture. De la coupe des pierres à la géométrie descriptive XVIº-XIXº. 

Sakarovitch, J. 

Conduzir dois planos paralelos pelas retas dadas r: (A)(B) e s: (C)(D). É evidente que a 

distância entre os planos é igual à distância da perpendicular entre as retas dadas. E basta 

achar a intersecção dos dois planos com o plano horizontal.  

Pelo ponto O, intersecção das projeções verticais, traça-se a linha de chamada OP e 

prolonga-se até intersectar as projeções horizontais em E e Q. Pelos pontos Aô e Cô traçam-se 

as linhas de chamada, determinado A e C nas projeções horizontais. Pelo ponto E traça-se EF 

paralela a reta s. De modo análogo, pelo ponto Q traça-se QG paralela a reta r. Ligam-se os 

pontos AF e GC obtendo retas paralelas e que são a intersecção do plano horizontal com os 

dois planos auxiliares.  
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Traça-se uma reta HJ perpendicular a AF e GC e por esta reta conduz um plano vertical 

que será perpendicular aos dois planos paralelos. As retas AF e GC intersectam HJ em K e L 

que serão as projeções das intersecções dos dois planos paralelos com o plano horizontal. Pelo 

ponto E conduz-se uma perpendicular a HJ. A  intersecção com HJ é o ponto T e TN é a 

distância OP. Assim, a reta KN será o traço de um dos planos auxiliares e conduzindo uma 

paralela por L, teremos o traço do outro plano auxiliar. Ao traçarmos por L uma perpendicular 

à reta KN obteremos o ponto M e LM será a distância dos dois planos auxiliares e por 

consequência a distância entre as retas r e s. 

Este é o primeiro exemplo conhecido, segundo Sakarovitch (1998, p.237), de resolução 

de um problema de geometria descritiva redigido por Monge. 

A resolução do problema du défilement, os tratados de perspectiva, a determinação da 

distância entre duas retas, mostram que Monge tinha uma ideia clara de representar o espaço 

comum associado a diversas situações. Mas como surgiu a ideia do método de Geometria 

Descritiva? A primeira etapa desta resposta versa sobre como os métodos gráficos eram 

utilizados na École de Mézières. Um exemplo é a solução dada ao problema du défilement: a 

um método utilizado com cálculo, ele substitui por um método geométrico.  

J.B.Meusnier (1754-1793) um brilhante aluno de Monge na École de Mézières, redige, 

em 1777, sobre este assunto, onde exp»e o m®todo de Monge: ñfizemos muito com detalhes 

de Estereotomia, nossos leitores versados nesta parte irão compensar facilmente, pois muitas 

vezes usam os mesmos princípios em vários esboços de cortes de pedrasò
26

. 

Monge utiliza, explicitamente, no seu tratado sobre sombras: as regras da Esteriotomia 

que designam o uso de dupla projeção e de um plano auxiliar.  

Assim, Tinseau, antes de estudar a épura de uma figura, e a construção da distância de 

duas retas, precisa que seja dada a construção por um problema que utiliza o método de corte 

de pedras.  Aqui está o ponto de partida, Monge se utiliza da ideia de transferir a tecnologia 

vista no Traité des ombres de Chastillon, escrito e redigido antes da sua chegada à École du 

génie de Mézières, na construção da técnica, que veio a se constituir como a Geometria 

Descritiva e associa amplamente a genese da Geometria Descritiva ao nome de Chastillon. 

                                                           

26
  Mémoire sur la détermination du plan de site. Archives Du génie, art 18, sect 3, carton nº 2, 1777. 
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Monge difunde a ideia de que as disciplinas da teoria dos cortes de pedra e a da 

Geometria Descritiva não poderiam ser difundidas, pois eram técnicas elaboradas dentro da 

École, classificadas como de ñconfidentiel d®fenseò e consideradas como propriedade da 

École, portanto, não deveriam ser divulgadas fora de seus muros. Segundo Dupin (1819 apud 

SAKAROVITCH, 1998, p. 245), quando Monge ensinava no Louvre, nos anos de 1780, ele 

teria declarado: ñtudo que fa­o por cálculo aqui, poderia ser feito com régua e compasso, mas 

não me é permitido revelar este segredoò
27

  

Deste ñmistérioò que rondava o conhecimento dos métodos geométricos ensinados na 

École de Mézières surgem várias anedotas. Uma delas relatada por Olivier: 

Um oficial de Engenharia foi de licença em Besançon, onde havia uma escola 

de artilharia; Lacroix era professor desta escola. Este oficial deixou em seu quarto a 

coleção de suas épuras e ausentou-se. Os oficiais de artilharia, que tinham algumas 

brincadeiras sobre o ñmist®rioò, e provavelmente muito inocentes e ignorantes sobre 

os trabalhos da escola de Mézières, resolveram aproveitar o ñtesouroò do oficial de 

engenharia. O enredo foi executado. As épuras foram copiadas e depois seus 

originais recolocados no local. Mas grande foi a surpresa quando o trabalho 

terminou, pois eles queriam  os hieróglifos da escola de Mézières: ninguém havia 

entendido nada sobre as épuras (OLIVER, 1843, p. VII) 

Para compreendermos como foi a passagem da teoria dos cortes de pedra à teoria da 

geometria descritiva na Revolução francesa, vamos descrever rapidamente as implicações de 

Monge nos eventos políticos de um período particular da história. Os eventos que se 

sucederam na década final do século XVIII, fizeram de Monge, segundo Sakarovitch, um 

herdeiro natural dos Enciclopedistas, culminando na construção de uma nova École. 

2.4 As origens da École Polytechnique 

Monge que havia certamente sofrido na École de Mézières o desprezo aristocrático por 

sua origem modesta, engaja-se na Revolução, como boa parte dos cientistas da época. Patriota 

da primavera de 1789, ele é entusiasta da tomada da Bastille. Durante a Revolução, suas 

posições políticas vão se radicalizando. Um marco no seu engajamento revolucionário é a 

eleição, pela assembleia legislativa, ao cargo de Ministro da Marinha, em 10 de agosto de 

1792.  Pelo pouco conhecimento do ambiente, embora tenha exercido a função de examinador 

de guardas marinhas, ele renuncia oito meses mais tarde. Mas, após a renúncia, continua a 

                                                           

27
  Dupin, Ch. Eloge historique sur les services et les travaux scientifiques de Gaspard Monge. Paris. 1819, p.20-

21. 
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participar ativamente do movimento revolucionário e no esforço de guerra, engaja-se no 

comitê de saúde pública, do qual pertencem dois dos seus alunos de Mézières, Lazare Carnot 

e Claude Prieur. O que é relevante na sua participação e nos interessa na pesquisa, é 

concernente aos debates pedagógicos à época e as realizações resultantes desses debates. Com 

a confiança do Comitê de saúde pública e de sua experiência no ensino, muitas vezes Monge 

impunha seu ponto de vista.  

Com a Revolução francesa em curso, havia uma necessidade de formar engenheiros à 

nação. Os comitês da guerra e o de pontes e estradas discutem um projeto de criação de um 

corpo de engenheiros nacional, de autoria do Ministro da Guerra. Em agosto de 1793, o 

Comitê resolve extinguir a Academia de Ciências e três destes cientistas são integrados ao 

Comitê. Monge é um deles. Monge, que tem a inteira confiança de Prieur e Carnot, 

desempenha um papel importante após setembro daquele mesmo ano, na seção de armas e 

pólvoras do comitê. 

 Colaborador permanente do Comitê, antigo professor da École du Génie, 

antigo examinador da Marinha e um dos promotores do método revolucionário de 

ensino, é confiado a Monge, pelo seu antigo aluno Prieur, observar a nova École, 

quando da criação da seção dos trabalhos públicos.
28

  

Desta forma, Monge participa ativamente da criação da École Centrale des Travaux 

Publics, instituição intermediária entre a École des ponts et chaussées e a nova École criada 

por Monge. Esta escola terá características próprias e será um modelo à École Polytechnique. 

A participação de Monge é fundamental, pois sem ele esta escola seria a École des Ponts et 

chaussées reformada e maior.  

Em setembro de 1793 Monge redige um projeto da organização das escolas secundárias 

destinados aos ñartistas e trabalhadoresò 
29

. É neste documento que aparece pela primeira vez 

a express«o ñg®om®trie descriptiveò.  

A ordem de conhecimento em questão aqui é baseada em uma Geometria 

especial de três dimensões que não existe um tratado bem feito, em uma Geometria 

puramente descritiva, mas rigorosa, e cujo objetivo é representar objetos de três 

dimensões em objetos de duas dimensões. Esta arte é por assim dizer uma 

linguagem comum para o mestre das oficinas de trabalho e os trabalhadores que a 

realizam, e que reúne dois valiosos benefícios à educação: 

                                                           

28
 Belhoste, 1989, p. 44 

29
 Taton, 1992, p. 575-582 
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1 º O rigor que é capaz. Isto o conduz a bons resultados e a certeza com a 

qual são formados indivíduos de uma grande nação; 

 2 º pela generalidade dos seus métodos, ele fornece aos jovens os meios de 

exercer suas faculdades e desenvolver sua inteligência.
30

 

Em seguida Monge apresenta o programa desta escola, destinada a receber jovens de 10 

a 14 anos: 

A duração desta instrução será de dois anos. 

Durante estes dois anos, será aplicada Geometria Descritiva: as 

características das pedras cortadas, as características de corte de madeira; na 

construção das sombras nos desenhos; a construção de perspectiva; a arte de criar 

planos e mapas e nivelamento; a descrição das máquinas simples mais comumente 

usadas. 

Alguns dias da semana serão destinados para todas as experiências através do 

conhecimento da Física e da Química, que são necessários para diferentes artes e 

alguns outros para o conhecimento do uso de máquinas. 

Para além destes três propósitos gerais, haverá leitura diária no período da 

tarde, essa leitura será feita pelos alunos, por sua vez, sobre a Constituição francesa, 

ética, princípios das regras de gramática francesa... .Pela manhã, correção dos 

resumos que cada aluno será obrigado a fazer no objeto desta leitura.
31

 

Dos 70 professores que estimava necessário para fazer funcionar a escola, 50 deveriam 

ensinar Geometria Descritiva, isto dá uma ideia da importância relativa que ele percebe a esta 

disciplina. 

A École é uma tentativa original de Monge para impor um novo modelo de elite 

esclarecida, administrativa e manufatureira, recrutada ao mérito e à competência técnica 

universal. 
32

  

O conteúdo dos cursos de Monge à École centrale des travaux publics é conhecido 

pelos resumos publicados no Journal dô£cole polytechnique. No projeto de organização da 

École centrale des travaux publics, o ensino da geometria descritiva se decompõe em três 

partes: a esteriotomia, a arquitetura e a fortificação.   

                                                           

30
 Taton, 1992, p. 579, tradução nossa. 

31
 Ibid, p.579-580, tradução nossa. 

32
 Belhoste, 1989, p.14 
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No momento da cria­«o da ñescola revolucion§riaò, Monge retoma do curr²culo da 

École du génie de Mézièrs a ideia da formação dos engenheiros como dos artistas, 

compreendendo uma aprendizagem da representação do espaço, dos volumes, das superfícies 

e de suas intersecções, mas, considera como primordial uma teoria geométrica. Logo, a 

esteriotomia não é mais uma aplicação e a Geometria Descritiva constitui uma disciplina que 

responde aos projetos dos Enciclopedistas de uma tripla maneira:  

- amplia a esfera da ciência e constitui uma linguagem universal científica; 

- constitui uma disciplina dentro da articulação teórico/prático;  

- responde a um problema de escolarização. 

A Geometria Descritiva pode ser vista como um ramo da arte do desenho e justifica-se o 

seu ensinamento nas escolas. Mais ainda, ela estende o projeto pedagógico de Monge por 

permitir esta disciplina reunir-se à Matemática, os dois ramos principais da formação dos 

engenheiros do século XVIII.  

A filosofia que se estende à organização dos programas da École centrale des travaux 

publics corresponde à necessidade, repetidamente enfatizada pelos filósofos iluministas, de 

uma aliança entre saber teórico e saber prático.  

A Geometria Descritiva é uma ferramenta útil nesta aliança teórico-prático, assim se 

tornará um dos pilares do programa da École centrale des travaux publics. Ela aparece assim, 

como uma disciplina de articulação entre o saber teórico e o saber prático que é o centro da 

formação dos engenheiros. 

Auguste Comte exporá muito claramente em seus Cours de philosophie positive o papel 

articulador da teoria mongeniana: 

[...] Assim, para citar-lhes o exemplo mais importante, devemos considerar a bela 

concepção de Monge, relativamente à Geometria Descritiva, que não é realmente 

outra coisa que não uma teoria geral das artes e da construção (COMTE, 1830 

apud SAKAROVITCH, 1998, p. 271).
33

 

                                                           

33
 Comte, A. Cours de philosophie positive. Paris, 1830  
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A abertura da École Centrale des Travaux Publics marca o fim de um processo 

complexo e extenuante. E o projeto de Monge marca efetivamente uma ruptura profunda com 

as antigas escolas de Engenharia.  

A nova École será independente do corpo de engenheiros. A École concebida por 

Monge não é propriamente uma escola de engenheiros. Seria uma École encyclopédique, de 

fato uma escola de Ciências e Artes, com o objetivo, não só de formar técnicos de engenharia 

civil e militar, mas também administradores. A escola planejada por Monge terá quatrocentos 

estudantes em um curso de três anos, com uma característica marcante ï a de ser uma escola 

de pensadores. 

Rebatizada École Polytechnique, neste momento, deixa de ser uma École 

Encyclopédique de ciências e de artes concebida por Monge e torna-se simplesmente Escola 

Preparatória às Escolas dos Corpos de Engenheiros, ditas Escolas de Aplicação.  

Monge foi o principal arquiteto da École Polytechnique e a criação desta escola 

constitui sua mais marcante participação nos projetos pedagógicos da Revolução. Instalada 

nas dependências do palácio Bourbon, ela é destinada a tornar-se o lugar único de formação 

dos engenheiros, tanto civis quanto militares. A equipe da ñescola revolucion§riaò ® 

incomensurável com os de seus ancestrais do antigo regime: cerca de 400 alunos estão 

matriculados no primeiro ano, compartimentado em 20 brigadas. A abertura da escola se deu 

no 1
er

 germinal ano III (21 de março de 1795). Hachette é nomeado instrutor para geometria 

descritiva, Monge ocupa a função de diretor de estudos. 

A École Polytechnique conseguiu sobreviver à tormenta política que seguiu a sua 

fundação, o projeto inicial, que foi, sem dúvida, a sua consistência será muito imperfeitamente 

realizado. O envolvimento cada vez maior de Monge na política napoleônica o deixa longe da 

École. Ele parte para a Itália com Bonaparte em 1796. É durante esta campanha que irá surgir 

uma reciproca simpatia entre os dois. Como muitos dos seus contemporâneos, Monge vê em 

Bonaparte o homem capaz de preservar a essência das conquistas revolucionárias. Da 

campanha da Itália ao Império. Monge ocupou várias funções oficiais. Ele voltou da Itália 

depois de 18 meses de ausência, carregando o texto da paz. Foi, então, imediatamente, 

nomeado diretor da École polytechnique, mas três meses mais tarde parte com a Comissão de 

Ciências e Artes que acompanham Bonaparte ao Egito. Nesta campanha, torna-se Presidente 

do Institut dôEgypte. Ele retorna à Paris dois anos mais tarde, nomeado Senador e ocupa a 
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Presidência do Senado nos anos de 1806 e 1807, sempre conservando uma ligação estreita 

com a École Polytechnique.  

Assim se fez o envolvimento de Monge em uma das grandes instituições criadas na 

Revolução: École Polytechnique. E é através desse projeto que a Geometria Descritiva tomará 

forma. 

A École Polytechnique, produto da Revolução Francesa, formou muitos oficiais para os 

serviços militares da República. Um de seus diplomados foi Jean-Victor Poncelet que, em 

outubro de 1807, inicia sua vida acadêmica na École Polytechnique. 

Membros do conselho de instrutores e administradores da École polytechnique a época 

de sua formação em novembro de 1794. 
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Fig. 7 Instrutores e administradores da École Polytechnique em 1794 

Fonte: Correspondance sur École Polytechnique, Nº 9, Janvier 1808 (Iº Volume) 
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2.5 Lazare Carnot e a Géométrie de Position 

Lazare Carnot (1753-1823) tornou-se um dos homens mais influentes da França 

revolucionária, do partido dos Girondinos, conhecido como o Organisateur de La Victoire, 

uma vez que sob suas ordens a França passara a ganhar sucessivas batalhas nas guerras pela 

Europa. 

Esse seu conhecido carisma, trouxe certa expectativa quando da publicação de seu livro 

Géométrie de Position, publicado em Paris no ano de 1803 e que teve uma única tradução 

feita para o alemão sob o nome Geometrie der Stellung. O tradutor foi o astrônomo alemão 

Heinrich Christian Schumacher (1780-1850) 
34

. 

Os trabalhos de Carnot com Geometria surgem a partir de 1800 e é exatamente nesta 

área que escreve sua grande obra.  Toda Geometria de Carnot pode ser apresentada em quatro 

textos publicados entre 1800 e 1806: Lettre du citoyen Carnot au citoyen Bossut contenant 

quelques vues nouvelles sur la trigonométrie (1800), De la corrélation des figures de 

géomértrie (1801), Géométrie de position (1803) e Mémoire sur la relation qui existe entre 

les distances respectives de cinq points quelconques pris dans lôespace ; suivi dôun essai sur 

la théorie des transversales (1806). 

Esses quatro textos formam um corpo único, pois tanto a Lettre au citoyen Bossut, como 

o De la corrélation des figures e a théorie des transversales estão presentes ao longo do 

Géométrie de position.  

A intenção de Carnot é de justificar e colocar a forma de tratar a Geometria sem se 

preocupar com a posição relativa dos elementos e das figuras geométricas. Em particular, 

pode desenvolver métodos sem conceder uma atenção ao sinal. Ele distingue duas relações 

entre as partes das figuras: as relações de grandezas e as relações de posição. As relações de 

grandezas são concernentes ao valor absoluto das quantidades e as relações de posição são 

aquelas que exprimem a posição respectiva dos elementos da figura que indicam ñse tal ponto 

está acima ou abaixo de tal reta, a direita ou esquerda e tal plano, dentro ou fora de tal 

circunfer°ncia ou de tal superf²cie curva, etcò (CARNOT, 1801, p.1, tradução nossa). Para 

                                                           

34
 Schumacher foi um dos astrônomos mais conhecidos da Europa ; fundou em 1823 o jornal científico 

Astronomische Nachrichten que ainda hoje encontra-se em circulação. Schumacher gozava de grande reputação 

no meio científico. Travou ao longo dos anos uma vasta correspondência com seu amigo Gauss, do qual foi 

aluno de doutorado em Gottingen. 
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Carnot, as relações de posição são ligadas às situações particulares das figuras e são sujeitas a 

tratamento geral. A ideia é exprimir as propriedades de uma figura sob a forma de uma 

fórmula e em seguida precisar como as mudanças de situação e de certos elementos da figura 

afetam as fórmulas. 

O modo que me proponho consiste em relacionar cada figura que 

pesquiso as propriedades, a outra figura que as propriedades são 

conhecidas, e que tomo para termo de comparação. Em seguida, com as 

características particulares, arranjo sistematicamente as letras empregadas 

para o desenho, os pontos que determinam as diversas partes desta figura e 

exprimo as modificações que as distinguem: isto é que chamo de 

estabelecer as correlações das figuras. (CARNOT, 1803, p.1, tradução 

nossa). 

O método de resolução dos problemas geométricos é exposto nos dois tratados 
35

. Em 

sua obra Correlation des Figures (1801), Carnot se propõe essencialmente a introduzir em um 

quadro de geometria pura, o estudo das figuras correlativas. Na sua obra sobre a Géométrie de 

position (1803), Carnot é mais ambicioso, pois argumenta longamente para mostrar que o 

princípio de correlação, sobre o qual ele se apoia, são pontos de vista, e se aplicam também à 

geometria sintética. Este método é assim estendido à Geometria Analítica e mesmo à 

semelhan­a da an§lise que trata com legitima­«o a utiliza­«o de objetos que ñn«o existemò 

(CARNOT, 1803, p. 9).  

A generalização do raciocínio implica para Carnot determinar as condições de aplicação 

deste raciocínio a um conjunto de figuras correlativas comparadas a uma figura considerada 

primitiva. Carnot distingue várias figuras típicas de correlação:  

- As correlações diretas nas quais não há mudança na posição relativa dos elementos.  

- As correlações indiretas nas quais certos elementos da figura mudam de posição 

relativa.  

- As correlações complexas ou imaginárias nas quais certos elementos da figura 

desaparecem.  

Mas geralmente, quando se pode aplicar termo a termo a dois sistemas de quantidades, 

estes dois sistemas são ditos diretamente correlativos. Ao contrário, se este raciocínio não é 

mais diretamente aplicado aos dois sistemas e necessita ser adaptado a cada sistema, os dois 

                                                           

35
 De la Corrélation des figures de géométrie ( 1801)  e Géométrie de position (1803) 
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sistemas de quantidades são ditos indiretamente correlativos, para este raciocínio. Em 

particular, se uma fórmula que se deduz de um raciocínio em relação aos dois sistemas é dita 

correlativa, então se aplica tanto a um dos sistemas quanto se aplica ao outro. 

 [...] para aplicar imediatamente a outro sistema, a fórmula encontrada para o 

primeiro, não haverá outra mudança a fazer que não substituí-la, no lugar dos 

valores absolutos, os valores correspondentes do outro sistema, sem necessidade de 

mudança de sinal da fórmula. (CARNOT, 1801, p. 7-8, tradução nossa). 

Pelo contrário, se os dois sistemas são indiretamente correlativos em relação a um 

raciocínio, as fórmulas aplicadas aos dois sistemas sofrem modificações quanto aos sinais. 

Carnot deduz a partir destas considerações um novo modo de raciocínio em Geometria. 

Obtendo um primeiro resultado, em caso de uma figura particular, a figura primitiva a partir 

da qual define as figuras correlativas (diretas, indiretas ou complexas) e o tipo de correlação, 

analisa como modificar as fórmulas estabelecidas sobre a figura primitiva, retornando 

imediatamente à aplicabilidade das figuras correlativas. Para isto, Carnot distingue as 

propriedades explícitas aplicáveis ao sistema considerado ou aos sistemas diretamente 

correlativos, e as implícitas que não são imediatamente aplicáveis ao sistema considerado, 

mas o são a um sistema indiretamente correlativo. E, é claro, que estas distinções não são 

absolutas, mas relativas a um estado do sistema ou da figura. Por exemplo: se considerarmos 

três pontos A , B  e C  colineares, a fórmula ACABAC -= explicita que C  está situado 

entre AB , mais precisamente, ele é ponto médio, e é implícito se C é exterior de AB . No 

segundo caso, a fórmula implícita não é imediatamente aplicável ao sistema quando C é 

exterior de AB , mas o devido sistema correlativo obtém-se fazendo deslizar o ponto C  ao 

interior de AB . As quantidades que não se submetem a troca de sinais são ditas diretas e as 

que se submetem são ditas inversas. Observamos aqui, a ideia de continuidade e de 

pertinência que, mais tarde, será amplamente utilizada por Poncelet. 

Carnot, então, resume os princípios de seu método distinguindo dois níveis de 

correlação: a correlação de valores absolutos que considera a correlação da construção e as de 

sinais que considera a correlação de posição. 

Para retornar as fórmulas de um sistema de quantidades, imediatamente 

aplicáveis a outro sistema que lhe seja correlativo, necessitamos 1º. Estabelecer a 

correlação de valores absolutos em substituição, para cada um destes que pertencem 

ao sistema primitivo pelo termo de comparação, ao valor absoluto que corresponde 

no outro sistema. 2º. Estabelecer a correlação de sinais, em mudança nas fórmulas, 

os sinais de cada valor das quantidades retornam inverso no segundo sistema, e ao 

contrário, a cada outro sinal que corresponde no sistema primitivo. (CARNOT, 

1801, p. 11-12, tradução nossa). 



34 

 

Reciprocamente, as mudanças de sinais nas fórmulas correspondem às correlações das 

figuras, algumas reais outras complexas: 

Vemos que as fórmulas imediatamente aplicáveis a um sistema qualquer de 

quantidades, que se muda o sinal de um ou de vários valores, cessarão de ser 

imediatamente aplicáveis ao mesmo sistema; que o novo sistema, pelo qual eles 

podem tornar-se explícitos, é uma correlação indireta com a primeira, e que para 

encontrar, necessita verificar todos os sistemas correlativos possíveis, procurando os 

quais satisfazem as mudanças operadas nos sinais; isto é, as fórmulas assim 

modificadas, poderão ser imediatamente aplicáveis. 

Mas pode ser que nenhum sistema transformado satisfaça a mudança operada 

nos sinais. No caso, o novo sistema não será nem diretamente, nem indiretamente 

correlativo com o sistema primitivo: porém, ele conserva com o sistema primitivo 

uma correlação que chamo de complexa [...]. (CARNOT, 1801, p. 15, tradução 

nossa). 

Nas fórmulas que são explícitas (respectivamente implícitas) com relação a alguns 

sistemas tornam-se implícitas (respectivamente explícitas). Assim, uma vez a mudança de 

sinal operada em uma fórmula, torna-se uma propriedade imediatamente aplicável ao sistema 

correlativo, este sistema pode ele mesmo tornar-se padrão em relação àqueles que 

determinamos as correlações. A figura primitiva ou o sistema primitivo e o problema ao qual 

se associa não tem condição privilegiada ao caso correlativo. A utilização por Carnot da 

noção de sistema primitivo é de ordem puramente pedagógica e metodológica. Por exemplo, 

os problemas que são estudados por Carnot em sua obra de Correlacion des figures de 

géométrie (CARNOT, 1801) seguem de uma exposição metodológica geral começando todos 

por uma construção explícita de uma figura a partir da qual ele desenvolve sua exposição. O 

princípio das correlações permite entender os resultados obtidos no caso de uma figura 

particular no conjunto das figuras. Cada figura continua particular, é simplesmente inscrita em 

uma rede conjunta de figuras correlativas. Na apresentação de Carnot não há uma figura geral, 

nem de raciocínio generalizado; seu método das correlações permite simplesmente estender a 

validade dos resultados obtidos em um caso particular a outras configurações ou sistemas 

correlativos. Isto possibilita estender os resultados obtidos no caso de uma figura particular ao 

conjunto das figuras correlativas que são conferidas um caráter de generalidade: 

Ao observar todos os sistemas que são correlativos entre si, como as 

diferentes posições do sistema primitivo que varia por grau insensível, vai observar 

as fórmulas tornarem-se de um sistema primitivo, como pertencente a todos os 

outros, na suposição que então as quantidades fixas representam-se quantidades 

primitivas; mas que eles exprimam os valores correlativos com o sistema o qual 

quero aplicar. Isto é, neste sentido, as fórmulas tornam-se gerais; mas então a 

aplicação a cada caso particular não pode realmente ser efetuada, senão operando 

estas substituições do valor correlativo. (CARNOT, 1803, p. 50, tradução nossa) 
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Carnot relata que a noção de correlação é composta e que há necessidade de levar a um 

sistema primitivo para analisar uma correlação entre dois sistemas: dois sistemas que podem 

ser conduzidos um ao outro ñatravés de uma transformação que imaginamos operar por graus 

insens²veisò ser«o consideradas como correlativos e as quantidades que se correspondem nos 

dois sistemas serão elas também nomeadas quantidades correlativas. O conjunto de sistemas 

correlativos podem agora ser ñconsiderados como um apenas, e o mesmo sistema 

transformado de diversas maneirasò (Carnot, 1801, p.25, tradução nossa).  

A imagem geométrica de Carnot é muito influente para os trabalhos em mecânica e há 

uma analogia muito forte entre as transformações de uma figura e de um sistema mecânico, 

observaremos isto, também, em Poncelet. Mas, Carnot não descreve apenas as figuras 

correlativas como as figuras que podem ser derivadas uma da outra por uma sequência de 

transformações insensíveis, mas também como sistemas de pontos em números iguais, se 

correspondendo dois a dois, em que traçamos um mesmo número de retas, de circunferências, 

pelos quais tra­amos o mesmo n¼mero de planos ñconduzindo sempre estas retas, estas 

circunferências, estes planos, pelos pontos correspondentes; e que enfim todos são executados 

de um lado e paralelamente do outro.ò (Carnot, 1801, p.56, tradução nossa). Esta consideração 

permite à Carnot declinar a temática da generalidade a outro nível de problemas. Seu método 

de correlação considera um novo tipo de problema que ele mesmo qualifica de Geral. De fato, 

cada sistema (ou figura) pode ser considerado como pertencente a um conjunto de sistemas 

(ou figuras) correlativo, logo outro objetivo da Geometria será, então, determinar as fórmulas 

que se aplicam a um conjunto de sistemas (ou fórmulas):  

Apresenta-se outra questão importante a fazer sobre a comparação de dois 

sistemas correlativos, tendo cada um sua fórmula própria ou explícita: é encontrar 

um terceiro que encerra um e outro, ou que seja imediatamente aplicável aos dois 

sistemas. [...] o restante, é uma pesquisa curiosa e importante que esta generalização 

de fórmulas, ou a arte de encontrar imediatamente aplicações a todos os sistemas 

correlativos possíveis, estes que são tomados apenas como termo de comparação, 

pode-se empregar por diversos meios; mas, o objetivo comum de todos é sempre de 

eliminar ou fazer desaparecer, seja por substituição, seja por uma transformação 

qualquer, todas as quantidades que se encontram respectivamente inversas entre os 

diversos sistemas. (Carnot, 1801, p. 22, tradução nossa). 

Este método é muito mais que um método geométrico, segundo o próprio Carnot, e isso 

justifica sua utilização em Geometria, em Aritmética e em Álgebra e afirma um raciocínio 

geral:  

Assim, esta teoria deriva essencialmente de um princípio fundamental que 

não se aplica apenas a questões aqui tratadas, mas a todas as partes da Matemática e 

da dialética em geral; e que consiste na relação sempre de objetos que queremos 
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comparar a outro objeto conhecido, que nós tomamos por termo de comparação; 

para observar a caminhada do espírito na pesquisa das verdades, ou ver facilmente 

que ela se reduz sempre a decompor as questões que são extremamente complicadas, 

dado a área de nos facultar entender, por ser tornarem questões mais simples. 

(Carnot, 1801, p.26-27, tradução nossa). 

Para Carnot, o princípio de enumeração, os algoritmos de operações de aritméticas e as 

técnicas algébricas de resolução das equações são exemplos de aplicações deste método; este 

método revela a ideia combinatória do século XVIII: o objetivo é decompor o sistema 

extremamente complexo (ou as opera­»es ñsobre os n¼meros consideradosò) para se tratar 

diretamente os sistemas (ou operações) mais simples e reunir os resultados parciais. Em 

Geometria, da mesma maneira, as figuras extremamente complicadas e que não se pode 

representar vagamente, serão decompostas em figuras mais simples. 

[...] na decomposição de uma figura inicialmente complexa em figura mais 

simples, comparando sucessivamente dois a dois, três a três, os sinais e os ângulos 

que a compõem, podem ser descobertas todas as relações parciais. Em seguida estas 

relações e estas combinações sucessivas resultam na descoberta de diversas 

propriedades das figuras. (Carnot, 1801, p.28, tradução nossa). 

O estudo das propriedades dos polígonos efetua-se por reduções sucessivas. Assim, o 

estudo das propriedades dos quadriláteros é obtido a partir das propriedades do triângulo, do 

pentágono a partir do quadrilátero e estes dos polígonos generalizados por indução. Para 

Carnot, os problemas geométricos são então generalizações e suas resoluções obtém-se graças 

ao princípio da correlação a partir do estudo das figuras mais particulares. 

 Qual a geometria que desenvolve Carnot? Ele admite que as questões que são 

abordadas na Géométrie de position repousam na Geometria elementar. Carnot se lembra da 

utilização pedagógica do ensino desta geometria: 

De fato, há suficiente conhecimento hoje, que o princípio é utilizado pelas 

ciências exatas. É o que há de mais avançado para a prática das artes, acostumar o 

espírito à reflexão, ao rigor e ao encaminhamento das ideias. Este objetivo é, por 

excelência, da Geometria elementar. Para o geômetra é dito elementar quando o 

assunto que ele ocupa não é assim difícil, e sobre a resolução ele não faz 

especulações analíticas. (CARNOT, 1803, xxx). 

Ao mesmo tempo, Carnot defende a ideia dentro do campo da Geometria. Ele se 

pergunta se ña ci°ncia das proje­»esò n«o é considerada como parte integrante da Geometria 

elementar. Ele refuta o argumento que consiste rever esta teoria no campo das aplicações da 

Geometria, pois do seu ponto de vista, é muito difícil fazer comparações entre os princípios a 
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as aplicações. De mais, os princípios tal como são expostos na geometria elementar não são 

suficientes:  

Parece que este chamado princípio deve ser a coleção das verdades que bem 

conhecemos suficientes para que aplicações aos casos particulares mais comuns 

sejam fáceis. Ou, no caso, digo que os elementos ordinários não são suficientes para 

a passagem à ciência das projeções. Isto exige novos preceitos e desenvolvimento 

consideravelmente do estudo. (CARNOT, 1803, xxxi-xxxii, tradução nossa). 

Carnot observa que mesmo que compreendamos que Geometria elementar não é outra 

coisa que a coleção metódica das propriedades mais simples e mais usuais das figuras 

compostas de retas e circunferências, as diversas apresentações são incompletas: os problemas 

abordados não concernentes às propriedades das figuras não têm conhecidas características 

gerais: 

Podemos ver que não são crescentes os elementos ordinários em um grande 

número de novas proposições, por mais estranho que possa ser alcançar a solução de 

um problema geral que os encerra, todos como casos particulares do seu 

desenvolvimento, e de onde as novas proposições derivam por uma simples 

combinação de fórmulas. (CARNOT, 1803 xxxiij, tradução nossa). 

Mesmo que o objetivo da Geometria elementar seja alterado, necessitamos desenvolver 

uma teoria capaz de resolver os problemas gerais que são listados por Carnot: 

Em um sistema qualquer de retas, coplanares ou não, qualquer uma delas, ou 

dos ângulos que resultam de seus encontros (ou encontros de suas projeções), sejam 

entre elas mesmas, seja entre os planos que as contém, seja dado em número 

suficiente de modo que toda a figura seja determinada e possamos encontrar todo o 

restante. (CARNOT, 1803, xxxiij). 

Carnot insiste em esclarecer que seu objetivo não ® de ñacrescentar aos elementos 

ordinários um grande números de novas proposi­»esò, mas sim, ñalcan­ar a solu­«o de um 

problema geral que os encerre todos como casos particulares em seu desenvolvimento, e de 

onde eles derivam por uma simples combina­«o de f·rmulasò.  Vemos que Carnot escreve 

sobre generalidade das ideias de combinatória do século XVIII. 

O método de Carnot em seu tratado de Géométrie de pósiton associa a sua teoria das 

quantidades diretas e inversas, um método para descrever as modificações que uma figura 

pode experimentar na mudança de posição dos seus elementos: assim, ele descreve a 

corrélation de construction, que consiste em escrever a série de pontos que determinam cada 

figura e colocar em uma mesma ordem os elementos respectivos (CARNOT, 1803, p. 81); a 
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corrélation de position na qual a ordem dos pontos sobre uma reta ou uma curva é indicada; a 

corrélation de valeurs absoluts. O objetivo de Carnot ® de formar ñuma s®rie de 

mecanismos... adaptados para fazer a mais sensível analogia entre as figuras de um mesmo 

gênero, e fazer com que as fórmulas encontradas tenham uma sucessiva aplicação a todas as 

figuras.ò (CARNOT, 1803, xxv) 

Outra exposição das regras dos sinais é a ambição de Carnot em desenvolver um 

método geral de demonstração em Geometria ï não apenas fornece um princípio geral (a 

regra dos sinais), mas adiciona um método de utilização deste princípio. 

[...] mas, tenho, além disso, outro objetivo, [...] expor um método que se 

propõe a representar, por uma tabela, o conjunto das propriedades de uma figura 

qualquer proposta, e de fazer de uma maneira a enumeração completa assim com 

todas as figuras que possam se relacionar. Portanto, abordo a figura proposta com 

um termo de comparação ou uma figura primitiva, e a chamo de figura correlativa, 

esta que me proponho a comparar. 

Na figura primitiva ela mesma, eu tomo das quantidades que a compõe, 

alguns números entre eles, suficiente para que sejam conhecidos todos os outros 

elementos. Esta nova base escolhida exprime todas as outras partes deste sistema 

primitivo em valores do primeiro, forma-se então uma tabela geral. Esta tabela 

encerra evidentemente todas as relações pesquisadas das diversas partes da figura, 

pois que comparamos os elementos dois a dois pelo critério das quantidades 

formadas primordialmente por servir de termo conhecido de comparação. 

Esta figura primitiva então se supõe objeto real e existente, o raciocínio que 

se tem estabelecido às fórmulas que exprimem as relações das diversas partes e que 

compõe a tabela geral que nós temos falado... Não pode conter quantidades 

negativas, pois que quantidade é um ser racional, nem por maior razão ainda, de 

quantidades imaginárias. Isto é, os sinais + e - que constam de suas fórmulas, não 

expressam jamais as operações que podemos efetuar, e não podem ser consideradas 

como abreviatura. Esta tabela das propriedades das figuras primitivas, uma vez 

estabelecidas, serve para saber que modificações devem trazer, por força de 

representação sucessivamente a mesma maneira, as propriedades das figuras que são 

correlatas. A construção de cada tabela é essencialmente a mesma que da figura 

primitiva, sendo que as fórmulas que exprimem as propriedades devem ter mesma 

analogia com esta e, esta, por sua vez, com a figura primitiva: as quantidades 

correspondentes devem encontrar combinações da mesma maneira que exprimam a 

diversidade das posições, e esta opera a mudança dos sinais que afetam as 

quantidades ou os diferentes termos das fórmulas da tabela. 

Para descobrir as quantidades de mudanças que devemos de fato ter no 

sistema correlativo, observamos como nasce um sistema primitivo, sob uma 

transformação operada por graus mínimos, nada muda as bases gerais da primeira 

construção, mas que modifica apenas posições respectivas. Mover gradualmente 

resulta que tal quantidade de um sistema que se encontra menor que outro, torna-se 

maior e vice-versa [...] (CARNOT, 1803, xxvi-xxviii, tradução nossa). 

O método preconizado por Carnot pode se resumir assim: ele relaciona o problema a 

uma figura particular e destaca uma tabela que representa o conjunto das propriedades desta 

figura, em seguida toma esta figura como ñtermo de compara­«oò, ele imagina relacionar a 

tabela adicionada a todos os dados da construção. 
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 O primeiro item desta tabela não é outro senão a enumeração completa das 

partes lineares, angulares, superfícies e etc... que entram na composição da figura 

primitiva, todos expressos em valores de alguns entre eles, tomados em número 

suficiente. Assim, conhecido estes, todos os outros restantes serão determinados. Os 

outros, isto é, as tabelas de correlação, indicam as mudanças que devam ser feitas à 

tabela primitiva, quando formos aplicar a tal figura de mesmo gênero, ou correlativa, 

isto é, que não difere essencialmente da primeira, mas apenas por quaisquer 

modificações ou por diversidade de posição das partes correspondentes. (CARNOT, 

1803, xxxiij-xxxiv, tradução nossa). 

Vejamos um exemplo: considere dois triângulos ABC e ''' CBA , sejam AD  e ''DA as 

alturas aos vértices A  e 'A , considerando A  e 'A , B  e 'B , C  e 'C  correlativos, D  e 'D  

serão por construção. Carnot estabelece a primeira tabela da correlação de construção e 

escreve a ñs®rie de pontos que determinam cada figura, colocando em ordem de 

correspond°nciaò. 

CORRÉLACTION DE CONSTRUCTION 

 

1º sistema......................... ABCD 

2º sistema......................... '''' DCBA  

(CARNOT, 1801,p. 40) 

Depois desta correlação de construção, pode-se estabelecer a tabela de correlação das 

quantidades ou valores absolutos, entre segmentos, ângulos e superfícies: 

CORRÉLATION DE VALEURS ABSLOLUES 

1º sistema...............     AB      AC      BC         BD        CD        AD         CABĔ    

2º sistema..............   ''BA     ''CA     ''CB         ''DB      ''DC       ''DA       ''Ĕ' CAB    

                               DACDABBCACBA ĔĔĔĔ   ABC       ABD        ACD  

                             ''Ĕ' CBA ''Ĕ' BCA   ''Ĕ' DAB   ''Ĕ' DAC  ''' CBA   ''' DBA    ''' DCA    

   

(CARNOT, 1801, p. 45) 
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Fig. 8 e 9 Representação dos sistemas primitivo e correlativo 

Suponha que D  esteja entre B  e C  enquanto 'C  está entre 'B  e 'D , a correlação de 

posição será estabelecida pela tabela seguinte na qual as séries de pontos são escritos em suas 

ordens de aparição sobre as retas BC  e ''CB  

CORRÉLATION DE POSITION 

1º sistema....................... BDC    

2º sistema...................... ''' DCB     

(CARNOT, 1801, p. 40) 

Vemos na tabela de correlação de posição, que há uma inversão entre os pontos C  e D  

e seus correspondentes 'C e 'D , necessitamos pesquisar as quantidades que se tornam 

inversas enquanto passam do 1º ao 2º sistema. Afetam o sinal ï dos valores dos seus 

correspondentes, enquanto estas correspondem às quantidades diretas serão afetadas pelo sinal 

+.  Obtendo em seguida a tabela de correlação de valores: 
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TABLEAU GÉNÉRAL DES CORRÉLATIONS DES DEUX SYSTÊMES 

 

1º sistema    AB+         AC+      BC+           BD+       CD+       AD+        BÂC+   

2º sistema   AB+         AC+      BC+            BD+       CD+        AD+         BÂC+   

                CBAĔ+        BCAĔ+     BÂD+         CÂD+      ABC+      ABD+       ACD+  

                ''Ĕ' CBA+    ''Ĕ' BCA+   ''' DÂB+    ''' DÂC-    ''' CBA+   ''' DBA+   ''' DCA-  

 

(CARNOT, 1801, p.47) 

Carnot estabelece esta tabela considerando que o triângulo ABC se transforme em 

''' CBA pelo movimento de C  sobre BC (supondo-se que A  e B  são fixos e que C  se 

desloca sobre BC ). Em seguida ao deslocamento das quantidades que não se anulem, nem se 

tornam infinitas, são ditas diretas no 2º sistema: ao contrário CD  se anula quando C  coincide 

com D  e esta quantidade é suscetível de tornar-se inversa. Ela torna-se efetivamente desde o 

1º sistema (o sistema primitivo), assim:  

                                         BDBCCD -=                                                                              (2.1)                                                                                

E no 2º sistema ( sistema correlativo ou transformado): 

                               '''''' CBDBDC -=                                                                                  (2.2)                                                                                        

Carnot mostra que da mesma maneira para os ângulos ou os triângulos devemos 

considerar quantidades diretas que se transformam em inversas. 

Uma vez estabelecida esta tabela, as fórmulas aplicáveis ao 2º sistema se deduz 

automaticamente do estabelecido pelo 1º sistema. Obtendo por exemplo para o 1º triângulo a 

fórmula, 

                     CDBCBCACAB ..2
222

-=-                                                                 (2.3)                                         
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Esta formula utiliza que BDBCCD -= . Para obter a fórmula análoga que se aplica ao 

2º triângulo, é suficiente manter o sinal ï que aparece na tabela de correlação de valores em 

CôDô. Obtemos, portanto, a seguinte f·rmula: 

                     ''.''.2''''''
222

DCCBCBCABA +=-                                                          (2.4)                                     

Obtemos imediatamente eliminando CD  da equação (2.3) uma equação que se aplica 

aos dois triângulos. Pois que não intervém nas quantidades diretas: 

                 
222

..2 BCBDBCACAB -=-                                                                    (2.5)                                                   

A temática de generalização é assim declinada a dois níveis. Para Carnot, a generalidade 

de um raciocínio é assegurada quando nas fórmulas explícitas e implícitas, que são associadas 

e estão determinadas, sabemos encontrar as figuras correlativas, nas quais as fórmulas 

implícitas se aplicam imediatamente. E reciprocamente, quando as correlações são dadas, 

sabemos determinar as mudanças a efetuar nas fórmulas. Uma vez que o raciocínio é efetuado 

considerando a figura primitiva, é suficiente estabelecer as correspondências entre os 

elementos das figuras correlativas e de listar as mudanças de posição relativa destes elementos 

para determinar as fórmulas implícitas que se aplicam ao efetuar o raciocínio, no caso de uma 

figura correlativa. A demonstração das fórmulas aplicáveis às figuras correlativas torna-se 

inútil. A última equação do exemplo acima revela um terceiro nível da temática da 

generalidade do trabalho de Carnot: propor problemas gerais, buscando fórmulas para várias 

figuras correlatas. 

Ele apresenta outra questão importante a fazer sobre a comparação de dois 

sistemas correlativos, cada um com sua fórmula própria: tornar um terceiro que 

contém um e outro, ou que seja imediatamente aplicável aos dois sistemas [...]. O 

restante é uma pesquisa curiosa e importante que esta generalização das fórmulas, ou 

a arte de retornar imediatamente aplicáveis a todos os sistemas correlativos 

possíveis, que são tornados apenas como termo de comparação: nós podemos 

empregar diversos meios. Mas o objetivo comum de todos, é sempre eliminar ou 

fazer desaparecer, seja por substituição, seja por transformação qualquer, todas as 

quantidades que se tornam inversas entre estes sistemas. (CARNOT, 1801, p.22). 

Mas, será, sobretudo, a partir da consideração da organização e da plenitude dos 

resultados da Geometria elementar, que a noção de problema geral em Geometria emerge. 

Não apenas o campo da Geometria é demais limitado e possui áreas negligenciadas, como a 

ñci°ncia das proje­»esò ou os pol²gonos e poliedros, mas mesmo a Geometria elementar não é 

uma coleção complea de proposições. Isto é que expressa Carnot, quando afirma que o objeto 

da Geometria elementar, que se ocupa das propriedades das mais simples das figuras 
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compostas de retas e de cículos, é, necessariamente ñalcan­ar a solu­«o deste problema 

geralò. 

Em Carnot, de forma implícita e, posteriormente, em Poncelet, de forma explicita, surge 

a concepção de que as equações algébricas com suas soluções não se relacionam com figuras 

geométricas isoladas e sim a sistemas de figuras correlativas entre si. 

As propriedades das figuras são examinadas em dois grupos separados: propriedades 

que contêm apenas relações angulares e as que tratam exclusivamente das relações métricas 

entre grandezas. Como consequ°ncia dessa opera­«o nasce a ñteoria das transversaisò. Essa 

teoria generaliza o Teorema de Menelaus: Dado um triângulo ABC e uma transversal que 

intersecta os lados do triângulo nos pontos RQP ,, . Então AQCRBPCQBRAP .... =  .  

As ideias contidas na obra de Carnot foram amplamente discutidas na École 

Polytechnique. Havia uma busca entre os instrutores e alunos de trazer à Geometria sintética 

as vantagens inegáveis dos processos analíticos, mas sem perder as suas próprias vantagens. A 

S²ntese, ñtinha algo de mais luminosaò escreveu Carnot, uma luminosidade oriunda de se 

poder trabalhar com os pr·prios objetos matem§ticos ñsem perd°-los de vistaò, como 

acontecia na Análise. A Geometria de Carnot movimenta-se em torno dessas ideias. A 

consideração da Álgebra e Geometria desempenha um papel decisivo na sua obra e o conduz 

ao principal conceito de sua Geometria, o conceito de ñcorrela­«o de sistemaò.  

Vejamos um exemplo da ideia básica que suporta o conceito. 

 

Fig. 10 Variação de um ponto 

Nas figuras acima, é verdadeira a relação KBKCKDKA .. = . Na Geometria euclidiana, 

necessita-se de duas provas separadas, uma para cada posição de K, interiormente ou 

exteriormente ao círculo. A ideia agora é considerar as duas figuras como correlativas, isto é, 
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ver a segunda como a primeira sofrendo um movimento contínuo do ponto K. Essa variação 

da posição do sistema deve provocar variação de sinal nas variáveis do sistema. No exemplo 

vale KDAKAD +=  na primeira figura e KDAKAD -=  na segunda. Isto significa que 

basta identificar quando uma determinada grandeza torna-se ñinversaò. Toma-se então a 

fórmula já provada para um caso e providenciam-se as correspondentes mudanças de sinal. 

Neste caso, como a mudança de sinal nos dois lados da igualdade é a mesma, a fórmula 

permanece invariante. 

Esse conceito de correlação aponta para uma nova concepção de geometria, na qual os 

objetos geométricos não são mais vistos, como na concepção clássica de Euclides, como 

isolados, mas sim, numa cadeia de figuras continuamente móveis. Pensamos que isto tenha 

influenciado profundamente Poncelet, pois na introdução do 3º caderno de Saratoff, Poncelet 

cita Carnot. 

 A obra foi recebida, por alguns geômetras, de forma bem positiva. É o que pensa 

Chasles: 

A Géométrie de Position contém uma concepção promissora sobre a natureza 

das quantidades positivas e negativas, com a qual se consegue a generalização de 

cada problema no sentido de que uma única prova é suficiente, independente de 

como as partes individuais de uma figura se comportam entre si; até então, cada 

problema exigia tantas provas quantas fossem as possibilidades de variação dos 

pontos e linhas das figuras. Essa concepção nos parece ser a ideia central da obra de 

Carnot. (CHASLES, 1870, p.3, tradução nossa). 

 

2.6 Jean Pierre Nicolas Hachette e a Correspondance 

No continente europeu a disciplina de Geometria Descritiva é rapidamente divulgada a 

partir de 1795. A simplicidade de utilização, sua eficácia tanto prática como teórica, seu valor 

didático, a clareza do curso de Monge e sua posição institucional, explicam em parte o 

fenômeno. Na França, Hachette será o mais ardente divulgador da teoria mongeniana. Ele 

ensinava na École Polytechnique, na Faculdade de Ciências de Paris e na Escola Normal.  

Hachette criou e dirigiu a Correspondance sur lô£cole Polytechnique de 1804 até 1816, 

incentivando um verdadeiro espírito de pesquisa nos seus alunos. Aqui publicaram os mais 

brilhantes estudantes da École: Dupin, Poncelet, Chasles [...]. Era exatamente o que Monge 

concebia: uma escola de pensadores. 
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As lições de Monge certamente influenciaram a mudança de espírito nas obras dos 

matemáticos no início do século XIX, que ñolhavam a Geometria impotente por si só e que 

tinham todos os recursos na análise algébrica, que dispunha dos princípios gerais e de 

métodos fecundos como a análise [...]ò Chasles (1870, p. 81). As lições de Monge na École 

Normale e na École Polytechnique, segundo Chasles (1837, p. 189) ñmarcaram o in²cio de 

uma era nova na hist·ria da geometriaò, esta contém quantidade de ideias novas e fecundas 

que mostram a riqueza e a potencialidade do método desenvolvido, quando exposto por 

Monge. 

Três ideias essenciais aparecem: a noção de projeção e de transformação, a modificação 

das relações entre Análise e Geometria e a utilização implícita do que Poncelet chamará de 

princípio de continuidade. 

Com uma análise cuidadosa do que é a principal vantagem da Geometria 

Descritiva e do método das coordenadas, o que faz com que estes ramos da 

Matemática ofereçam o caráter de verdadeira doutrina, cujos princípios, poucos são 

relacionados de uma maneira necessária e consistente, não demora muito para se 

reconhecer que isso se deve ao pouco uso que fazem das projeções.
36

 

O curso de Monge contém o germe das ideias que serão reprisadas, desenvolvidas e 

explicitadas por seus sucessores. Esta é uma das razões pelas quais Chasles considera o 

princípio de continuidade como ñm®todo de Mongeò.  

A primeira obra de cortes de pedra posterior às lições de Monge é publicada por 

Hachette em 1822, em complemento ao seu Traité de géométrie descriptive. Este apêndice é 

certamente muito próximo do espírito do qual Monge concebeu este assunto.    

Na época da criação da École Polytechnique, em novembro de 1794 ï sob o nome École 

Centrale des Travaux Publics ï Hachette tomou parte ativa na preparação dos futuros 

instrutores e depois no ensino de Geometria Descritiva.  

 Através de sua influência e contato com ex-alunos, Hachette contribuiu para aumentar 

o prestígio da École Polytechnique, despertando em seus melhores alunos, entre eles Poncelet, 

a paixão pela pesquisa científica tanto pura quanto aplicada. 

Para se juntar a este esforço e, ainda, para a difusão de seus pontos de vista, Hachette 

era um dos editores do jornal da École Polytechnique. Além disso, criou e dirigiu um 

                                                           

36
 Poncelet, 1822, introdução, p. xxviij, tradução nossa. 
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periódico extremamente valioso para apresentação das informações e divulgação das ideias ï 

Correspondance sur lô£cole Polytechnique (1804 a 1816) ï que continham os primeiros 

trabalhos de alguns dos principais cientistas franceses da primeira metade do século XIX: 

Poisson, Fresnel, Cauchy, Malus, Brianchon, Chasles, e Lamé, entre outros.  

Segundo Hachette, a Correspondance tinha o objetivo de registrar as informações dos 

personagens que compunham a École.  O instrutor, os trabalhos particulares dos alunos e dos 

professores, todos expressam a necessidade de uma correspondência, principalmente 

destinada os estudantes da École. Esta correspondência fará conhecer os trabalhos particulares 

dos professores, as mudanças nos métodos de ensino, as aquisições feitas em modelos, 

instrumentos de física e outros objetivos ligados à instrução, ou seja, uma plubicação 

exclusivamente relativa à École Polytechnique e foi, durante os doze anos de sua existência, 

composta por artigos científicos, informações administrativas dos funcionários, professores e 

estudantes. Enfim, tudo que pudesse interessar aos membros e amigos da instituição. No 

início de 1807, Hachette doou à escola a propriedade desta, reservando-se o título de redator. 

Ela cessa sua circulação em 1816, e seus 18 cadernos são reunidos em três volumes
37

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           

37
 Fourcy, 1828, p. 292-293 
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2.7 Os artigos da Correspondance, sua estrutura e o esp²rito que reinava dentro dô£cole 

Polytechnique. 

 

Fig. 11 Capa do 1ª volume da Correspondance 

Fonte: Correspondance (Iº Volume) 
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No 1º caderno Hachette publica a carta que enviou e a resposta que recebeu quando 

do interesse de realizar tal publicação: 
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Fig. 12, 13 e 14 Carta de Hachette 

Fonte: Correspondance sur École Polytechnique, Nº 1, Avril 1804 (Iº Volume) 

 

Os 18 cadernos foram reunidos em três volumes: 

1º volume  

Iniciado em abril de 1804 e contém os cadernos até abril de 1809. 

São dez cadernos assim publicados: 

1º caderno- abril de 1804 

2º caderno- setembro de 1804 

3º caderno fevereiro de 1805 
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4º caderno julho de 1805 

5º caderno dezembro de 1805 

6º caderno julho de 1806 

7º caderno janeiro de 1807 

8º caderno maio de 1807 

9º caderno janeiro de 1808 

10º caderno abril de 1809 

No 7Ü caderno consta ñplusieurs questions de g®om®trie r®solues por des ®l®ves de £cole 

polytechniqueò. Aqui se encontram as soluções de Brianchon. 

No 8º caderno consta a lista administrativa da fundação da École Polytechnique. 

2º volume  

Iniciado em janeiro de 1809 e contém os cadernos até março de 1813. 

São cinco cadernos assim publicados: 

1º caderno - janeiro de 1809 

2º caderno ï janeiro de 1810 

3º caderno ï janeiro de 1811 

4º caderno ï julho de 1812 

5º caderno ï janeiro de 1813 

No 3º caderno há vários problemas de geometria dentre os quais as soluções de dois 

problemas apresentados por Hachette e resolvidos por Poncelet. Estas soluções constam nesta 

dissertação. 

3º volume  

Iniciado em janeiro de 1814 e contém os cadernos até janeiro de 1816. 

São três cadernos assim publicados: 
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1º caderno- janeiro de 1814 

2º caderno- maio de 1815 

3º caderno janeiro de 1816 

Aqui consta a lista dos autores de todos os artigos publicados, e a lista de todos os alunos 

concursados no período de 1795 até 1816. 
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Fig. 15 e 16 Artigos publicados no período de 1804 a 1816 

Fig. 17 Estudantes admitidos no período de 1795 a 1816 

Fonte: Correspondance sur École Polytechnique, Nº 3, Janvier 1816 (IIIº Volume) 
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Em 1809, Poncelet apresenta uma solução ao problema de tangência a três círculos e a 

solução de traçar uma paralela a uma reta dada do mesmo plano de um paralelogramo, apenas 

utilizando a régua. Estes problemas haviam sido propostos aos alunos por Hachette. Estas 

soluções foram publicadas no Correspondance sur lô£cole Polytechnique. 

        Conduzir um círculo tangente a três círculos dados ? ï tradução nossa
38

 

Poncelet utiliza uma maneira engenhosa para solucionar o problema. Como era de seu 

conhecimento traçar um círculo tangente a outros dois círculos passando por um ponto dado, 

Poncelet faz uma adaptação ao problema inicial. Deduz do comprimento dos raios dos três 

círculos a medida do menor raio deles. Desta forma, o círculo de raio menor é degenerado 

para um ponto, recaindo no seguinte problema: 

Conduzir por um ponto um círculo tangente a dois círculos dados ? ï tradução nossa 
39

 

Vejamos a solução apresentada aos três círculos X , Y  e A :  

O ponto O  é o ponto das tangentes exteriores aos círculos X  e Y .  O círculo A  é o de 

menor raio. Assim, ele torna-se um ponto ao reduzir-se o raio dos três círculos. Desta forma o 

problema torna-se:  

Traçar o círculo tangente aos círculos dados X  e Y  passando pelo ponto A .  

Tendo quatro soluções ï As tangentes exteriores aos círculos dados, as tangentes 

interiores aos círculos dados e duas outras tangenciando exteriormente um dos círculos e 

interiormente o outro círculo. 

Vejamos as soluções das tangentes exteriores e interiores aos círculos dados.  

Tracemos uma reta AO  e uma secante OTaos círculos  X  e Y que irão intersectá-los 

internamente nos pontos T  e 'T . Construímos um círculo 'ATT . Este círculo intersectará 

AOem B . 

                                                           

38
 Mener un cercle tangent à trois cercles donnés ?  

39
 Mener par un point un cercle tangent à deux cercles donnés ?  
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Assim, '.. OTOTOBAO = . Logo T , 'T , A  e B  pertencem a um círculo que irá 

intersectar os círculos X  e Y . Logo, todo círculo tangente aos círculos dados passarão pelos 

pontos Ae B . Portanto, o problema torna-se: 

Por dois pontos A e B, conduzir um círculo que tangencie o círculo X e Y
40

. Tradução 

nossa .  

 

Fig. 18 Círculo tangente a três círculos (o círculo A está degenerado) 

O outro problema: 

Por um ponto dado no plano de um paralelogramo, conduzir coma régua uma paralela a 

uma reta situada neste plano ?
41

. Tradução nossa 

Para construirmos a solução deste problema, faremos uma revisão no seguinte assunto: 

a reta no infinito e as construções utilizando apenas a régua. 

O artigo de Brianchon de 1810, que inspirou profundamente Poncelet, faz alusão a 

sistemas de retas concorrentes em um ponto que ao serem projetados no infinito são 

transformados em retas paralelas. Assim, vejamos um problema bem conhecido:  

                                                           

40
 Par deux points A e B, mener um cercle qui touche le cercle  X e Y. 

41
 Par un point donn® dans le plan dôun parall®lograme, mener avec la r¯gle un parall¯le ¨ une droite situ®s dans 

ce plan ? 
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Duas retas D e Dô e um ponto P no mesmo plano, construir a reta por P e pelo ponto de intersec­«o 

(inacessível) das duas retas.
42

 Tradução nossa. 

 

Fig. 19 Reta incidente sobre um ponto dado e a intersecção inacessível de duas rertas 

A propriedade fundamental que justifica tal construção é o teorema de Desargues:  

Se dois triângulos ABC e abc em um mesmo plano são tais que os pares dos 

lados ( )( ){ }baBA ,,, , etc., tenham suas concorrentes respectivamente em LKI ,,  

colineares, então (Aa), (B,b), (C,c) são concorrentes em um ponto O e 

reciprocamente
43

. Tradução nossa. 

 

Fig. 20 Teorema de Desargues 

                                                           

42
 deux droites D et Dô et un point P de leur plan ètant donnés, construire la droite reliant P au point 

dôintersection (inaccessible) des deux droites 

43
 si deux triangles ABC et abc dôun m°me plan sont tels que les paires de c¹t®s ( )( ){ }baBA ,,, , etc., sont 

respectivement concourantes en des points LKI ,,  alignés, alors (Aa), (B,b), (C,c) sont concourantes en un 

point O et réciproquement.  
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Fig. 21 Teorema de Desargues 

 

A demonstração de Poncelet consiste simplesmente em considerar os dois triângulos 

como a projeção de dois outros cujos lados concorrem no infinito, isto é, de dois triângulos 

homotéticos.  

As configurações de Desargues também podem ser lidas como na figura seguinte para 

demonstrar a colinearidade das intersecções lki ,,  com o ponto o , e assim obter a solução do 

problema de Lambert.  

 

Fig. 22 Teorema de Desargues 

 

De fato, os lados do triangulo aei  e ckg concorrem em três pontos colineares fbs ,,  e  

da mesma forma os triângulos bkf  e dlh . Os vértices lki ,,  são colineares com o ponto o  

intersecção das retas oa e bo . 
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Agora vejamos a solução do problema:  

Seja um paralelogramo ABCD dado em um plano, construir apenas com a régua uma 

paralela a uma reta dada (LM) neste mesmo plano e passando por um ponto dado (O) do 

plano. 

1) construir uma reta qualquer xy paralela à reta LM 

2) Aplicar a construção da figura precedente. 

Por 1) tomamos um ponto qualquer sobre a diagonal do paralelogramo. A reta nL e nM 

intersectam AD e CD respectivamente em y e x. Como as retas unindo os vértices dos 

triângulos BLM e Dxy são concorrentes em n, os pares de retas dos lados respectivos dos dois 

triângulos se intersectam em três pontos colineares, sendo os pares de retas constituídos de 

retas paralelas que se intersectam sobre uma reta no infinito.  

Por 2), considere as retas oL e oM  que intersectam as paralelas em M, L, m e l que 

define o quadrilátero LMml cujas diagonais se intersectam em u. Através de uma terceira reta 

passando por u construímos um segundo quadrilátero Lwmv cujas diagonais se intersectam 

em um ponto Oô. A reta OOô passa pela intersec­«o de LM e lm, que s«o paralelas, conforme 

figura abaixo. 

 

 Fig. 23 Construção de reta paralela com o uso apenasde régua 

 

Ao analisarmos os trabalhos iniciais de Poncelet na École Polytechnique, 

concentraremos na sua busca das possibilidades ou não de algumas construções geométricas 

na introdução de elementos imaginários na Geometria e no desenvolvimento progressivo do 
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princípio de continuidade na Geometria. Perceberemos mais tarde, à medida que formos 

avançando nos seus trabalhos, que este é o embrião do seu Tratado e observaremos que os 

trabalhos de Poncelet estão diretamente relacionados às preocupações de outros matemáticos 

da época. 

Neste período, Poncelet inicia suas pesquisas em Geometria. Um exemplo da época de 

estudante deixa-nos claro o que era então o estado de seus pensamentos quanto à 

continuidade: Considere um círculo de centro O e uma reta passando por um ponto A (Fig. 2). 

Se a reta intersecta o círculo, pode-se facilmente construir a curva ponto por ponto, unindo os 

pontos médios das cordas, isto é, um arco que pára nos pontos de contato da tangente do 

ponto A ao círculo. Mas analiticamente falando, a curva pode ser estendida a um círculo de 

diâmetro AO. A "continuidade" da definição analítica opõe-se na aparência para a 

"descontinuidade" da construção geométrica. Contudo, Poncelet nota que para construir 

geometricamente a curva, ® suficiente considerar o ñmeioò da reta, como o pé da 

perpendicular à reta traçada a partir do ponto O. A construção é, então, sempre possível sendo 

a reta secante ao círculo ou não. 

 

Fig. 24    O  ñmeioò da reta não secante 

 

Este exemplo sinaliza a preocupação de Poncelet em generalizar os métodos sintéticos 

usando o princípio da continuidade. 

Assim, com o apoio e incentivo dos professores, começou a participar de um círculo de 

estudantes que, mesmo após deixarem a École Polytechnique, permaneceram em contato com 

os professores e continuaram publicando na Correspondance de lô£cole Polytechnique e, 
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depois de 1810, nos Annales des mathématiques pures et appliquées de Gergonne. Mais tarde, 

depois de 1816, esse grupo ficou conhecido como ñEscola de Mongeò. 

Para caracterizá-la, Belhoste [1998, p. 4] aponta três traços essenciais do trabalho de 

Monge. 

Monge praticava a Geometria da mão. Ao contrário da Geometria sintética dos antigos, 

as demonstrações praticadas na Escola de Monge realmente se aplicam a representações 

abstratas, geralmente no espaço, tais como linhas, planos e superfícies ilimitadas dispostas 

arbitrariamente. Sua generalidade era de pura imaginação. 

O segundo traço envolve práticas gráficas, mas o objetivo estava longe de ser puramente 

teórico. Eles procuravam construções gráficas que pudessem, eventualmente, ser utilizados na 

prática das artes, onde um grande interesse em métodos de construção com instrumentos de 

precisão à régua, a bússola, a régua e compasso, o esquadro etc. Sua principal fonte de 

inspiração foi a Geometria Descritiva, que reduz a construção de figuras em questões 

espaciais no plano de construção gráfica. Pode também, por outro lado, inferir, a partir de 

considerações de geometria no espaço, algumas propriedades de figuras planas. Esta 

reciprocidade do método de projeções cilíndricas, entre Geometria plana e Geometria sólida, 

que Monge havia indicado em seu ensino, atingindo seus discípulos, traço este, considerado 

por M. Chasles, a principal característica da Escola de Monge. 

Existe, ainda, para caracterizar esta escola, um terceiro aspecto fundamental que é o 

constante desejo de associar métodos analíticos aos métodos geométricos, seja para compará-

los, seja para combiná-los. Em seu ensino, Monge continuou insistindo sobre a 

correspondência entre as operações de análise e construção de Geometria Descritiva. Em seu 

trabalho de Matemática, por exemplo, A Teoria de Curvas e Superfícies, ele inventou e 

utilizou de maneira sistemática um método misto analítico-geométrico ao mesmo tempo 

intuitivo e abstrato. 
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2.8 Charles-Julien Brianchon e os artigos no Journal de lôÉcole polytechnique e nos anais 

de Gergonne. 

Brianchon, ex-aluno da École Polytechnique, quando da publicação de Solution de 

plusieurs Probléme de Géométrie no Journal dô£cole Polytechnique, diz que:  

Há certas ordens de proposições de Geometria Plana que se referem apenas 

às direções das retas, onde não se consideram os comprimentos absolutos ou 

relativos destas retas, nem tão pouco a grandeza dos ângulos. (BRIANCHON, 1810, 

p.1). 

Podemos aplicar estas proposições a um método particular de demonstração. Eis alguns 

exemplos: 

Dado uma secção cónica qualquer, e um número arbitrário de pontos fixos 

dispostos em uma linha reta, inscrever em um polígono uma curva com o mesmo 

número de ângulos, e seja tal que cada um dos seus lados, prolongados, se 

necessário, passe por um dos pontos fixos
44

. Tradução nossa. 

Os antigos resolvem este problema considerando simplesmente três pólos e tomam 

como seção cônica um círculo. Pappus expõe a solução e examina o caso particular ï dado 

apenas dois pontos fixos G e H, de maneira que um lado KôLô de um tri©ngulo inscrito 

KôLôMô, seja paralelo ¨ reta GH. Vejamos a constru­«o: 

Com um raio arbitrário, descrevemos um círculo que passa por G e H, e que intersecta o 

círculo dado em dois pontos A e B. Prolonguemos as cordas GH e AB até se intersectarem no 

ponto P e, deste ponto, tracemos as tangentes ao c²rculo dado. Os dois pontos de contato Mô e 

mô ser«o aqueles que ocupar«o o v®rtice do tri©ngulo inscrito que satisfaz as condi­»es 

prescritas. 

Esta solução é mais simples do que a de Pappus e, também, entendia Brianchon, a 

solução mais simples de todas as demais soluções apresentadas posteriormente. 

A solução pode ser apresentada de duas formas:  

                                                           

44
 Étant donnés une section conique quelconque, et um nombre arbitrarie de points fixes disposés en ligne droite, 

inscrire dans la courbe un polygone du m°me nombre dôangles, et qui soit tel que chacun de ses c¹t®s, prolong®, 

sôil le faut, passe par lôun de ces points fixes. 
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1º Traçar um ponto sobre um círculo dado, tal que junto com dois pontos fixos da reta, o 

ângulo formado será o maior ou menor possível, ou seja, se G e H são os dois pontos fixos, 

GMôH ser§ o ©ngulo m§ximo e GmôH o ©ngulo m²nimo. 

2º Por dois pontos G e H, passar um círculo que tangencie um círculo dado. Nós 

encontramos dois c²rculos que satisfazem a condi­«o. Um tangencia em Mô e outro em mô.  

 

Fig. 25 Construir círculos tangentes a um círculo dado que passe por dois pontos dados (círlulos degenerados) 

 

Briachon registra em sua memoria Sur lignes du second ordre (BRIANCHON, 1817) 

sobre as transversais de Carnot: ñum dos mais bonitos aperfeiçoamentos da Geometría 

modernaò. Em outra memoria, Sur les surfaces courbes du second degré (BRIANCHON, 

1806), publicada no Journal de lô£cole polytechnique, demonstra que as diagonais de um 

hexágono circunscrito em uma cônica são concorrentes. Em sua demonstração, Brianchon 

desenvolve um embrião de uma teoria geométrica da polaridade em relação a uma cônica sem 

introduzir os termos pólo e polar; utilizando um teorema enunciado por Carnot (1803) no qual 

os pontos de intersecção de pares de lados opostos de um hexágono inscrito em uma cônica 

são alinhados
45

 . Seja ABCDEF um hexágono inscrito em uma cônica cujas diagonais 

CFeBEAD,  são concorrentes em um ponto, então não apenas seus pontos de intersecção 

KIH ,, dos pares dos lados opostos são situados sobre uma mesma reta, mas também os 

pontos de intersecção respectivos kih ,,  de BFeCE de BDeAE de ACeDF  estão 

contidos nesta mesma reta. Brianchon considera em seguida a corda CF como móvel em 

torno de um ponto P ; pela definição a reta Ii fica fixa quando CF coincide com BE, ñ as 

                                                           

45
 Em sua memória de 1817, Brianchon coloca a hipótese segundo a qual é necessário atribuir este teorema a 

Pascal. 
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retas BF, EC deverão tangenciar a curva e será seu ponto de concurso hô em Iiò. De mais, 

quando o ponto P ® situado ñfora da se­«o c¹nica ele torna-se o ponto onde os dois extremos 

da corda móvel se encontram em um ponto T, sobre a curva e sobre a reta Iiò. Na 

demosntração propriamente dita do teorema colocado na obra é implícita a ideia de polaridade 

que existe entre um hexágono circunscrito em uma cônica e o hexágono inscrito 

correspondente. 

Seja abcdef um hexágono qualquer circunscrito a uma secção cônica, e 

BCDEFA os pontos de contato respectivos dos lados ab, bc, cd, de, ef, fa:  

1) os pontos de concurso H, I, K dos lados opostos do hexágono inscrito 

ABCDEF, estão todos os três sobre uma mesma reta. 

2) Se da diagonal CF que reencontra a curva nos dois pontos t e tô as retas Kt, 

Ktô ser«o tangentes em t e tô respectivamente; e o mesmo ocorre para as outras 

diagonais. 

3) Se de um ponto qualquer K da reta HIK, traçarmos as duas tangentes 

Kt,Ktô ¨ sec­«o c¹nica, a corda ttô que une os dois pontos de contato, passa 

constantemente por um mesmo ponto P. Então as três diagonais fc,be, ad se 

intersectam todas em um mesmo ponto P. (BRIANCHON, 1806, p.300-301). 

Em sua memoria Sur les lignes du second ordre Brianchon (1817) retoma a definição 

tradicionl das cônicas como secção de uma superficie cônica de base circular. Ele fundamenta 

sua teoría nas noções de pólo, polar e de projeção que ele identifica à perspectiva
46

. A 

exposição de Brianchon é sistemática e ele indica no incício de sua memória as teorías (o 

principio de correlação das figuras, a teoria das retas harmônicas) e três teoremas onde 

sinaliza que elas formam os princípios de ñuma teoria de alinhamentoò. 

1. Brianchon deduz da proposição geral a teoria das tranversais segundo a qual ñpor 

quatro retas fixas, traçando a partir de um ponto, sob ângulo qualquer, uma reta tranversal 

arbitrária, encontrando o feixe nos pontos A, B, C e D, 

 

 

 

                                                           

46
 Brianchon afirma que uma vez que considera como uma superfície de projeção uma cônica que é uma 

projeção de um círculo (Brianchon, 1817, p. 6) 
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.: const
BD

BC
AD

AC =      

 

Fig. 26 Conservação, pela projeção de harmonicidade, da dupla razão 

 

a propriedade de conservação pela projeção de harmonicidade. 

Se então ela tem, um mesmo alinhamento, quatro pontos, A, B, C e D tais que as 

distâncias de um dos ponto aos outros três, formam uma proporção harmônica  

                          
BD

BDCD
AD

CDAD -=- , 

Ou 

                            
BD

BC
AD

AC =  

a mesma relação subsiste por todas as projeções da figura
47

. (BRIANCHON, 1817, p.8) 

2. O segundo principio é o teorema de Carnot que afirma que cada diagonal de um 

quadrilátero completo é intersectado harmonicamente por dois outros. 

3. A terceira proposição fundamental citada por Brianchon é a construção, com régua 

apenas, da quarta hamônica de três pontos alinhados a partir de um quadrilátero completo
48

. 

                                                           

47
 .ǊƛŀƴŎƘƻƴ ǎƛƴŀƭƛȊŀ ǉǳŜ ŜǎǘŜ ǘŜƻǊŜƳŀ Ş άŎƻƴƘŜŎƛŘƻέ Ŝ ŦŀȊ ǊŜŦŜǊşƴŎƛŀ ŀ ǳƳŀ ƻōǊŀ ŘŜ DǊŞƎƻƛǊŜ ŘŜ Saint Vicent, 

Opus geometrium (1647) 

48
 Brianchon afirma que este teorema é conhecido e faz referência à De la Hire, Sections conicae (1685) 
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Brianchon utiliza sistemaicamente o principio da projeção: em particular, as figuras 

correspondentes aos teoremas gerais sobre cônicas serão vistas como círculos. Uma outra 

particularidade da memória de Brianchon é a insistência sobre as referências históricas; de 

fato, ele não se contenta em rever o teorema das transversais de Carnot, mas faz indicações 

sobre as origens de certos teoremas; suas referências, que ele reúne em uma pequena 

bibliografía de géométrie de la régle, fazem referências aos matemáticos antigos (Pappus, 

Ptolomeu) e sobretudo aos trabalhos dos matemáticos do século XVII (Desargues, Pascal, 

Grégoire de Saint-Vicent, londel, De La Hire, Schootem). Depois de colocar os princípios de 

sua teoria, Brianchon mostra, utilizando a conservação por projeção da dupla razão de quatro 

pontos, a propriedade de conservação por projeção da relação de involução entre seis pontos. 

Ele mostra, utilizando a semelhança de triângulos, que os seis pontos A, B, C, D, E e F nos 

quais uma transversal reencontra as diagonais e os pares de lados opostos de um 

paralelogramo verificam duas relações ( D): 

                        
DFDE

FBFA
EDEC

EBEA
.

.
.

. = , 

 

                        
DFDE

DBDA
CFCE

CBCA
.

.
.

. =   

 

Fig. 27 Relação de involução 
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Por projeção, estas rela­»es se conservam ñem um quadril§tero qualquer intersectado 

por uma transversal arbitr§riaò e invertendo os papeis das diagonais e de um par de lados, 

obtém uma terceira relação (D):  

BFBE
BDBC

AFAE
ADAC

.
.

.
. = , 

De onde ele tira as quatro relações de involução
49

 (D): 

EDCBAFEBCFAD .... =  

FCDBAEFBDEAC .... =  

BEFDCABDFACE .... =  

DFBCEADABFEC .... =  

Brianchon deduz da demonstração das fórmulas de involução que esta propriedade é 

projetiva.  

Quando os seis pontos de uma reta são relacionados entre eles pelas relações 

(D), as suas projeções juntam-se as mesmas propiedades (BRIANCHON, 1817, 

p.12). 

A demonstração do teorema de involução dos pontos de intersecção de uma transversal 

com a cônica e os lados de um quadrilátero inscrito neste
50

 é obtida remanejando-se por 

projeção ao caso onde a curva é um círculo: 

Uma reta traçada arbitrariamente em um plano de um quadrilátero UXYZU 

inscrito em uma cônica; seja AB, CD, EF as partes desta transversal compreendida 

entre dois ramos da curva, e entre as duas intersecções dos lados opostos 

respectivamente; os seis pontos A B, C, D, E e F, serão relacionados entre eles pelas 

equações (D). (BRIANCHON, 1817, p.12). 

Considere um triângulo EFT  intersectado em seis pontos XeYZUBA ,,,, por uma 

cônica e os pontos de intersecção D, I e H dos pares dos lados opostos do hexágono inscrito 

                                                           

49
 Brianchon identifica estas relações pelo símbolo (D) e não utiliza o termo involução 

50
 Brianchon afirma que ñPascal diz que o trabalho de  Desargues cont®m o enunciado deste teoremaò 

(Brianchon, 1817, p. 15) 
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ABUZYXA , aplicando o teorema das transversais de um triângulo ( que Brianchon chama de 

principio das transversais) ao triângulo EFT e às quatro transversais UX, YZ, UB, AX, 

Brianchon obtém a relação  

                    TIFHEDTHFDEI .... =   

 

Fig. 28 Teorema do hexágono « místico » 

 

Então ele deduz que D, H e I estão alinhados. Brianchon encontra de maneira original o 

teorema (do hexágono místico) no qual os pontos de intersecção dos pares de lados opostos de 

um hexágono inscrito em uma cônica estão alinhados. Ele acrescenta este teorema à base de 

seu teorema das polares: 

O polo de uma reta traçada arbitrariamente em um plano de uma cônica é o 

ponto fixo em torno do qual passam todas as cordas de contato dos pares de 

tangentes dos diferentes pontos da reta. Esta reta é dita polar do ponto fixo (pólo). 

(Brianchon, 1817, p.1). 

Brianchon, também faz na demonstração do seu teorema duas proposições da teoria dos 

polos, deduzida do teorema do hexágono místico: 

 

 

 

 

 



69 

 

Um quadrilátero qualquer UXVWU inscrito em uma cônica, se 

considerarmos os pontos de concurso das diagonais e dos lados opostos cada um 

destes três pontos (C, K, c) será polo da reta que liga os outros dois pontos. 

 

Fig. 29 Relação dos vértices do triângulo polar 

 

Em todo quadrilátero completo circunscrito a uma cônica, cada uma das três 

diagonais é uma polar do ponto de intersecção das outras duas (BRIANCHON, 

1817, p.22). 

 

Fig. 30 Relação dos vértices do triângulo polar 

 

Brianchon deduz das fórmulas de involução e dos teoremas de polaridade de soluções 

gráficas (à régua) as soluções dos problemas clássicos do tipo: 

Descreva uma cônica tendo cinco pontos. 

As fórmulas de involução (D) ñse prestam facilmente ao c§lculo e a fornecer assim 

solu­»es muito f§ceis e muito elegantesò (BRIANCHON, 1817, p.29) e permitem determinar 

um sexto ponto. Uma soluão à régua consiste em construir ñum hex§gono cujos cinco 

primeiros vértices são os cinco pontos dados, e então os lados opostos concorrem sobre uma 
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mesma retaò (BRIANCHON, 1817, p.29)
51

. De maneira dual, Brianchon deduz do seu 

teorema que existe uma única cônica apenas ñque tangencia cinco retas quaisquer dadas sobre 

um planoò (BRIANCHON, 1817, p.35)  

 

CONCLUSÃO DO SEGUNDO CAPÍTULO 

Monge inicia a construção da Geometria Descritiva na École Du génie de Mézières  por 

volta de 1764. Os eventos que se sucederam na França, ao final do século XVIII, culminaram 

com a Revolução francesa e uma das consequências foi a formação de uma nova escola de 

engenheiros, a École Polytechnique. No inícico do século XIX, Carnot publica Géométrie de 

position e Brianchon já na École Polytechnique apresenta um teorema dual ao de Pascal. 

Hachette dá início a Correspondance, onde se publicam os artigos dos estudantes da École.  

O princípio de projeção já está presente em Monge, mas talvez o que mais estimulou 

Poncelet foi a forma como Hachette conduziu a Correspondance. De fato o trabalho de 

Hachette na Correspondance abordou transformações lineares, projeção central, 

esfereográfica, entre outros. Carnot e Brianchon são influências diretas para Poncelet, mas 

Hachette, como editor da Correspondance e instrutor da escola, tem um papel fundamental no 

despertar do interesse de Poncelet por esse ramo da Geometria. 

Neste cenário, observamos a importância dada à Geometria Descritiva na École 

Polytechnique, que propiciou a Poncelet as condições para desenvolver o seu Tratado.  

 

 

 

 

 

 

                                                           

51
 .ǊƛŀƴŎƘƻƴ ŀŦƛǊƳŀ ǉǳŜ ǎǳŀ ŎƻƴǎǘǊǳœńƻ Ş ǾłƭƛŘŀ ǉǳŀƴŘƻ ǘǊşǎ Řƻǎ Ǉƻƴǘƻǎ ǎńƻ άƛƴŀŎŜǎǎƝǾŜƛǎέ  
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CAPÍTULO ï 3 O PERÍODO DE SARATOFF ï 1813 a 1814  

3.1 Introdução 

Em setembro de 1810, Poncelet foi admitido no corpo de engenheiros militares da 

Escola de Aplicação de Metz. Ao se formar, em fevereiro de 1812, foi designado para 

trabalhar na fortificação da ilha holandesa de Walcheren. A partir de junho de 1812, 

participou da campanha da Rússia como tenente de Engenharia. No decorrer da retirada da 

campanha da Rússia, em 18 de Novembro de 1812, foi preso na Batalha de Krasonï e levado a 

um acampamento às margens do rio Volga, em Saratoff, onde foi mantido até junho de 1814. 

Neste período de reclusão, desenvolveu seu estudo de Matemática. Como não tinha livros à 

sua disposição, se viu obrigado a reconstruir os elementos da Geometria Analítica, da 

pesquisa das Propriedades Projetivas das Cônicas e Sistemas de Cônicas, estabelecendo a 

partir daí a base para seu Tratado. As notas deste período foram, mais tarde, designadas por 

"Cadernos de Saratoff," e foram publicadas em 1862 em Applications dôanalyse et de 

géométrie, tomo I
52

. 

Entendemos que os cadernos produzidos em Saratoff não são manuscritos isolados, mas 

sim uma etapa na evolução de seu pensamento. Acreditamos que o primeiro caderno de 

Saratoff, conhecido na historiografia como a Memória de abril de 1813, elaborado logo após 

sua chegada a Saratoff, é um produto de seu pensamento ainda quando estudante da École 

Polytechnique. Além disso, ele diz no prefácio da Application dôanalyse et g®om®trie I:  

Saí em novembro de 1810 da École Polytechnique com destino à École 

dôapplication de Metz. Em março de 1812, fui cooperar com trabalhos defensivos de 

Ramekens na ilha de Walcheren, de onde parti às pressas para juntar-me à grande 

armada em Vitepesk. Com uma rotina tão atribulada, não havia como me ocupar das 

ciências abstratas.
53

 

Os cadernos de Saratoff 
54

, assim chamados por Poncelet, são formados por sete 

cadernos, redigidos entre março de 1813 e junho de 1814 e são a essência das ideias 

                                                           

52
 Poncelet, 1862, prefácio, ix 

53
 Ibid, prefácio, ix 

54
 Ibid, prefácio, xij. 

 



72 

 

fundamentais do Traité des propriétés projectives des figures, como podemos costatar no 

inventário seguinte: 

PREMIER CAHIER 

LEMMES DE GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE SUR LES SYSTÉMES DE CERCLES 

SITUÉS DANS UM MÈME PALN 

- Introduz a noção de corda imaginária, que se torna corda ou secante ideal no sétimo 

caderno; 

DEUXIÈME CAHIER 

LEMMES DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 

PROPOSITIONS FONDAMENTALES TIRÉES DU SYSTÉME DES COORDONNÉES DE 

DESCARTES 

- apresenta uma exposição analítica da teoria das cônicas; 

TROISIÈME CAHIER 

PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES DES SIMPLES CONIQUES: APPLICATION DES 

PREMIERS PRINCIPES DE PROJECTIONS CENTRALE ET DôANALYSE A CES 

COURBES ET AUX FIGURES POLYGONALES 

- dá os princípios fundamentais e elementares de projeção cônica ou central; 

QUATREIÈME CAHIER 

SUITE DES RECHERCHES SUR LES PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES DE SIMPLES 

CONIQUES 

- aplica estes princípios ao estudo dos polígonos inscritos ou circunscritos a uma cônica; 

CINQIÈME CAHIER 

PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES DES DOUBLES CONIQUE: 

PRINCIPE GÉNÉRAL DE PROJECTION CENTRALE SUR LEQUEL CES PROPRIÉTÉS 

REPOSENT 
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- estuda as propriedades descritivas das duplas cônicas sobre um plano, isto é, de um 

sistema de duas cônicas sobre um plano; 

SIXIÈME CAHIER 

PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES DES SYSTÈMES DE CONIQUES, DES CERCLES, 

ANGLES ET FIGURES POLYGONALES, SITUÉS SUR MÈME PLAN 

- trata dos polígonos variáveis ao mesmo tempo inscritos e circunscritos a dua cônicas; 

SEPTIÈME ET DERNIER CAHIER 

EXTRAIT RÉSUMÉ DES PRÉCÉDENTS CAHIER, OU MÉMOIRE SUR UNE CLASSE 

INTÉRESSANTE DE PROPRIÉTES DESCRIPTIVES DES FIGURES 

- é uma recapitulação dos outros cadernos e, segundo Poncelet: 

 Deve ser considerado como uma primeira tentativa de redação do Traité des 

propriétés projectives des figures: o autor se propunha a endereçar à Académie de 

Saint Petersbourg, na esperança de ser acolhida e assim obter do governo imperial 

um convite para residir na capital até a época da paz, o que poderia demorar anos e, 

consequentemente prolongar sua angustia. Os eventos de 1814 vieram interromper 

bruscamente a execução deste projeto. (PONCELET, 1862, p.373, nota, tradução 

nossa). 

Já no 3º caderno, Poncelet utiliza-se da projeção central, métodos sintéticos e analíticos 

como métodos de demonstração, desta forma, define as propriedades de uma figura que são 

mantidas por projeção e, adotando o ponto de vista projetivo, introduz elementos imaginários 

em Geometria. Este é o princípio que lhe bastava para provar as propriedades projetivas de 

uma figura em uma disposição qualquer. Justifica, assim, as convenções de linguagem, 

demonstrando coerência à citação de círculos, secantes, cordas, tangentes, mesmo quando 

estas construções realmente deixam de existir, uma vez que a análise assegura a veracidade de 

tal extensão. 

Observamos, ao final dos cadernos de Saratoff, a tentativa de Poncelet em criar as ideias 

fundamentais do seu Tratado, o que se tornaria o marco historiográfico da Geometria 

Projetiva. 
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3.2 A noção de cordas imaginárias  

O 1º caderno de Saratoff - Lemmes de Géométrie Synthétique: sur lês systémes de 

cercles situés dans um même plan, conhecido como a Memória de abril de 1813
55

, tem um 

caráter exclusivamente sintético, onde Poncelet apresenta XIV proposições. 

Quando estudante na École Polytechnique, Poncelet começa a refletir sobre as 

possibilidades de se construir figuras com régua e compasso. As provas que Monge 

apresentava usavam posições particulares das figuras, quando o fazia por Geometria Sintética 

e em qualquer disposição, quando o fazia por Geometria Analítica. Monge entendia que, desta 

forma, tinha-se uma dupla vantagem: a solução sintética e a generalidade da análise, uma vez 

que, ao expor a prova sintética em uma disposição particular das figuras, assumia tacitamente 

a possibilidade de uma solução geral por análise.   

Em uma análise de uma solução de um problema encontrada por Monge, Poncelet, em 

seus Cadernos de Saratoff, assim descreve: Quando o vértice de um cone circunscrito a uma 

esfera passa através de uma reta dada, o plano que passa através dos pontos de contato 

determinam um círculo e Monge deduziu que as cordas de contato das tangentes a este círculo 

passam sempre pelo mesmo ponto (i - que é o polo da reta dada). Mas essa demonstração 

supõe que a reta dada não intersecta a esfera, somente a análise permite generalizar para 

qualquer disposição da esfera e da reta.    

 

 

Fig. 31 Teorema de Monge 

 

                                                           

55
 Belhoste, 1998, SABIX, nº 19 
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Poncelet, no entanto, nesta Memória de abril de 1813 apresenta uma prova sobre o polo 

de uma reta de um círculo em qualquer disposição, ao observar que este polo é o centro da 

intersecção (centro radical) das cordas reais comuns a três círculos.    

 

Fig. 32 Centro radical 

 

Esta ideia de atribuir à Geometria a mesma generalidade da Análise foi o que motivou 

Poncelet ao deparar-se com o problema da continuidade. Analiticamente a "lei de 

continuidade" aplicada às curvas é evidente, uma vez que, se seus pontos sucedem sem 

intervalo, isto resulta da propriedade da permanência de equações que satisfaçam às curvas e 

superfícies, de modo que a lei de continuidade é tacitamente admitida. Geometricamente, no 

entanto, a existência de uma lei de continuidade é menos evidente. O fato de a construção de 

pontos de uma curva depender da disposição relativa da figura parece determinar a introdução 

da questão de descontinuidade. 

Poncelet faz no primeiro caderno um estudo aprofundado do sistema de círculos, 

colocando em evidência as propriedades do que hoje conhecemos como centro de homotetia, 

com o objetivo de resolver o problema de Apolônio: construir um círculo tangente a três 

círculos dados. 

Ele diz na proposição VI:  

[...] o lugar de todos os pontos Ŭ, tais que as quatro tangentes AT, ATô, At e 

Atô tra­adas aos dois c²rculos sejam iguais, ® uma reta LM perpendicular ¨ reta que 

liga os centros dos círculos dados, e que é a corda comum a estes círculos quando se 

intersectam. 

Quando os círculos se intersectam, a reta LM é muito fácil de construir, por 

que é a corda comum. Mas, quando eles não se intersectam a mesma construção não 

é possível, porém a reta LM existe sempre [...] (PONCELET, 1862, p.12) 



76 

 

Corolário: podemos enxergar a reta LM como a corda comum aos dois 

c²rculos C e Cô, mesmo quando eles não se intersectam, porque gozam das mesmas 

propriedades gerais, sejam os dois círculos concorrentes ou não. (PONCELET, 

1815, p.15). 

 

 

Fig. 33 L.G. dos pontos do plano cuja tangentes a dois círculos são iguais 

 

Nesta proposição Poncelet define o lugar geométrico do plano do qual as tangentes a 

dados círculos são de iguais medidas. Poncelet aplica este lugar geométrico, por exemplo, 

para resolver o problema das cordas comuns a três círculos e demonstra que os círculos 

ortogonais a dois círculos dados têm os seus centros na secante comum a ambos os círculos e 

esta secante pode ser real ou imaginária, e é perpendicular à reta que une os centros dos dois 

círculos. 

No caso de três círculos, há três retas do tipo (LM) e Poncelet demonstra que estas três 

retas são concorrentes, sendo os círculos concorrentes ou não. Aqui ele introduz a expressão 

ñcordas imagin§rias
56
ò. 

Suponhamos [...] que os três círculos sejam disjuntos e exteriores. Seja LòMò 

a corda imaginária comum aos círculos C e Cô e LôMôcomum aos círculos C e Cò. 

Seja K o ponto onde elas se intersectam. É claro que por este ponto traça-se uma 

tangente, de mesmo compimento, a cada um dos três círculos. As duas tangentes KT 

e KTô ser«o iguais, pois pertencem à reta LòMò, paralelamente as duas tangentes KT 

e KTò ser«o iguais pois pertencem à reta LôMô. Logo o ponto K comum às duas 

retas LôMô e LòMò pertence tamb®m à reta LM. Estas três retas se intersectam no 

ponto K. 

Corolário: vemos que as retas LM, LôMô e LòMò se comportam da mesma 

forma, sendo os círculos concorrentes ou não. A mesma coisa ocorre sempre que 

houver as propriedades, que, como a anterior, apenas se referem à posição das três 

                                                           

56
  Friedelmeyer, 2010, p. 65 
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linhas; a razão para este fato é que estas linhas são associadas com os círculos 

fornecidos, independente do valor absoluto de seus comprimentos e de suas posições 

relativas. (PONCELET, 1862 18, tradução nossa). 

A propriedade dos eixos radicais e do centro radical a dois e a três círculos, foram 

publicadas primeiramente por Louis Gaultier de Tours (1776-1848), no journal da École 

Polytechique
57

 em 1812. Poncelet chama a atenção deste fato na primeira página do Traité: 

Abordando primeiro o caso mais fácil e elementar, tenho estabelecido toda a 

teoria dos círculos que se intersectam ou se tangenciam sobre um plano, e tenho 

assim provado vários resultados que M. Gaultier tem consignado em uma bela 

memória no instituto em 1812, notadamente estes são relativos aos centros de 

similitude e aos eixos radiais dos círculos. Nesta época, eu já havia partido para a 

Russia e, portanto, não tive conhecimento desta memória, que também foi impressa 

no ano seguinte no XV caderno do journal da École Polytechique. (PONCELET, 

1822, v, tradução nossa). 

O conjunto das propriedades desta teoria dos círculos sobre um plano é lembrado 

também no quinto caderno por um lemme general estabelecendo o papel dos centros de 

homotetia O e Oô de um par de c²rculos quaisquer, mas Poncelet não utiliza a expressão 

centro de homotetia. 

Sejam conduzidos por um ponto exterior O, por exemplo, duas secantes 

quaisquer OT, AO. Elas intersectam C em quatro pontos T, t, A e a, que reúnem dois 

a dois um par de retas formando o quadrilátero completo TtAa, com seus lados 

diagonais, sendo que estes últimos se intersectam no ponto interior E; os lados 

opostos AT e at se intersectam em um ponto exterior B; e os dois pontos assim 

obtidos est«o situados em uma perpendicular PQ ¨ reta dos centros CCô... de tal 

forma que se variamos as secantes OT e OA os pontos ɓ e ɔ permanecem sobre esta 

reta, corda de contato, sempe real, as tangentes traçadas do polo O ao círculo C. De 

forma an§loga, ocorre com o c²rculo Cô.  

Enfim, se prolongamos as cordas TA, TôAô, ta e tôaô, elas formam, por seus 

pontos de concurso, um paralelogramo HBhbô, cuja diagonal Hhô é perpendicular à 

reta CCô e se confunde com a reta LM, que nomeamos acima como corda ou secante 

comum..., as retas Ee e Bb passam pelo polo de concurso exterior. (PONCELET, 

1862, p.266, 267, tradução nossa). 

 

                                                           

57
 (Gaultier de Tours, 1812) 
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Fig. 34 Centro de homotetia 

 

De posse deste lugar geométrico e do princípio de continuidade para dois círculos 

disjuntos não concêntricos, Poncelet generaliza a noção de secante comum e suas 

propriedades relacionadas a qualquer par de círculos (não concêntricos) sobre o mesmo plano. 

Estas retas existem independentes dos círculos serem secantes ou não. Vejamos o exemplo 

abaixo: 

Seja C uma circunferência de equação 222 Ryx =+ e seja Cô de equação 

( ) 222
ryax =+- . Sua intersecção é uma reta de equação 2222 arRax +-= , que existe 

independentemente dos círculos intersectarem-se ou não. 

 

                 

Fig. 35 Círculos secantes e reta real (eixo radical)             Fig. 36 Círculos disjuntos e reta ideal (eixo radical) 
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 Isto é semelhante ao trabalho sobre eixos radicais publicado por Gaultier de Tours em 

1812, no Journal de lôEcole Polytechnique. Contudo, como dito anteriormente, Poncelet, 

neste período, estava na prisão em Saratoff, o que, obviamente, o impediu de ter acesso a tais 

publicações. Sua inspiração divergia muito da de Gaultier ï enquanto Gaultier apresentou o 

eixo radical como o eixo de dois círculos que se intersectam, ou seja, uma secante comum 

real, Poncelet inicia seu raciocínio a partir da noção de corda comum de dois círculos, descrita 

como real e evolui para a corda imaginária, no caso de dois círculos com nenhum ponto 

comum. Fica claro o ponto de vista construtivo de Poncelet, independentemente da posição 

relativa dos círculos no plano. O objetivo é de generalizar os métodos existentes, aplicáveis 

até então apenas para casos particulares das figuras. 

Com a generalização desta ideia, Poncelet apresenta na Correspondance dô£cole 

Polytechnique, em 1809, uma solução para um dos problemas de Apolônio ï construção do 

círculo tangente a três círculos dados. Na Memória de abril de 1813, reapresenta duas 

soluções, uma delas idêntica a de 1809. Vejamos as duas soluções da Memória de abril de 

1813: 

O problema de traçar um círculo tangente a três círculos dados 

()()( )''', CetCC , pode ser resolvido de uma outra maneira bem simples[...]
58

. 

Tradução nossa. 

Ele observa que se o raio do círculo desconhecido ()x  for diminuído do comprimento 

do raio do menor dos três círculos, e uma vez que os três círculos diminuem o seu raio do 

mesmo comprimento, dependendo da natureza do contato, é claro que o menor círculo, por 

exemplo, o ( )''C , se reduzirá a um ponto e que o círculo procurado deverá passar por este 

ponto, sendo tangente aos outros dois ()()'CetC . Assim, o problema será reformulado para:  

Por um ponto dado traçar um círculo tangente a dois círculos dados
59

. Tradução nossa. 

                                                           

58
 Le probléme de mener um cercle tangent a trois cercles donnés ()()( )''', CetCC , peut se r®soudre dôune autre 

maniére bien simple[...]. 

59
 par um point donné mener um cercle tangent à deux cercles donnés. 
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Embora haja geralmente oito círculos tangentes a três círculos dados, o número de 

transformações, neste caso, será reduzido para quatro. Suponha a situação mais geral possível, 

ou seja, três círculos exteriores e disjuntos. Assim, são quatro as questões a serem discutidas: 

1º - Quando o círculo tangente envolve os três círculos ()() ( )''', CeCC  dados ou quando 

for envolvido pelos três círculos dados, é suficiente deduzir do raio de cada círculo o 

comprimento do menor raio deles. 

 

Fig. 37 Tangente interna aos três círculos e tangente externa aos três círculos  

 

2º - Quando o círculo tangente envolve os dois círculos ()()'CeC  dados, deixando 

( )''C de fora ou deixando ()()'CeC  de fora e envolvendo o círculo( )''C  dado, é suficiente 

aumentar o raio dos dois círculos do comprimento do menor raio deles. 

 

Fig. 38 Tangente interna a dois círculos e externa a um, e tangente externa a dois círculos e interna a um 
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3º - Quando o círculo tangenciar exteriormente os círculos ()( )''CeC  dados, 

envolvendo ()'C  ou quando o círculo tangenciar interiormente os círculos ()( )''CeC  dados e 

deixando ()'C  de fora, é suficiente deduzir do raio do círculo ()C  o comprimento do raio do 

menor círculo ( )''C  e aumentar o raio de ()'C  do comprimento do raio do menor círculo ( )''C . 

 

Fig. 39 Tangente interna a dois círculos e externa a um, e tangente externa a dois círculos e interna a um 

 

4º - Quando o círculo tangenciar exteriormente os círculos ()( )''' CeC  dados, 

envolvendo ()C  ou quando o círculo tangenciar interiormente os círculos ()( )''' CeC e 

deixando ()C  de fora, é suficiente aumentar o raio do círculo ()C  e deduzir do círculo ()'C  o 

comprimento do raio do menor círculo ( )''C   

 

           

Fig. 40 Tangente interna a dois círculos e externa a um, e tangente externa a dois círculos e interna a um 
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Por meio destas quatro transformações, o círculo ( )''C  se reduz a um ponto. Portanto, o 

problema se reduz a construir uma tangente a dois círculos dados e passando por um ponto 

também dado. Nos dois primeiros casos, a reta que liga os dois pontos de contato ()()'TeT  

passará pelo ponto  ()O , conforme a proposição III (PONCELET p. 23).  

 

Primeira Solução: 

Procuramos determinar o círculo ABT, tangente interiormente (ABD, tangente 

exteriormente): 

 

Fig. 41 Círculos tangentes (interiormente e exteriormente)  a três círculos disjuntos 

 

Pelo ponto O , traçamos uma secante arbitrária OR, que intersecta os círculos 

() ()'CeC  nos pontos R  e 'R . Façamos passar pelos três pontos ', RR  e A  um círculo que 

intersecta a reta OA em um ponto B , por ele passarão os círculos tangentes procurados, 

conforme a proposição XIV (PONCELET, p. 27). A questão se reduz a traçar pelos pontos A 

e B um círculo tangente aos círculos () ()'CeC  dados. A solução é idêntica ao problema I 

(PONCELET, p.29). Obtemos ao mesmo tempo as duas soluções () ()'xex , tangentes 

interiormente e exteriormente aos círculos dados. 

O interessante é que este problema tem início há mais de 2000 anos no livro IV da obra 

Elementos de Euclides de Alexandria (aprox. 300 a.C.). Nele, o autor mostra como construir 

uma circunferência que passa por três pontos, bem como, construir uma circunferência 

tangente a três retas. Posteriormente, Apolônio de Perga ( 262 a. C. ï 190 a. C.) generalizou 
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este problema para a construção de circunferências tangentes a combinações formadas por 

pontos, retas e circunferência. O enunciado do problema generalizado por Apolônio pode ser 

assim resumido:  

Dadas três coisas, cada uma das quais podendo ser um ponto, uma reta ou um 

círculo, traçar um círculo que é tangente a cada uma das três coisas. 

Assim se originaram os dez casos ( )p

pnC 1-+  do problema. Se chamarmos um ponto de P, 

um círculo de C e uma linha de L, é claro que a combinação desses entes geométricos de 

todas as maneiras possíveis nos dará as seguintes 10 combinações que correspondem aos 

problemas de Apolônio: PPP, LLL, CCC, PPC, CCP, PPL, LLC, LLP, CCL e PCL. 

Segunda Solução: 

  - sejam ''', CeCC  os três círculos que não se intersectam, ()x  o círculo tangente, T, T 

', T", seus pontos de contato e O, O ', O", centros de similaridade exterior. Tratando o caso em 

que o círculo ()x  deve tangenciar exteriormente os três círculos dados e estes sejam 

disjuntos, Poncelet mostrou que o problema ® a constru­«o de um c²rculo tangente a Cò de tal 

modo que as tangentes conduzidas a esse círculo por O e O' são, respectivamente, iguais a t e t 

' com 

'''.'''''''.'
22

TOTOTOteOTOTOTt ====     

Assim, se do ponto O traçarmos um círculo de raio t e analogamente de Oô tra­armos 

um c²rculo de raio tô, o problema ent«o toma a seguinte forma: tra­ar um c²rculo ()x  tangente 

a um c²rculo dado (Côô) de tal forma que as tangentes tra­adas a este c²rculo dos pontos O e 

Oô sejam, respectivamente, iguais a t e tô. 
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Fig. 42 Círculos tangentes (interiormente e exteriormente)  a três círculos disjuntos 

 

Observe que L e M são pontos sobre a corda real dos círculos auxiliares. Mas, em não 

havendo a corda real, não poderemos construir a solução geométrica? Podemos em Geometria 

Sintética identificar a reta de intersecção aos dois círculos, tais como o lugar geométrico dos 

pontos que têm a mesma potência ao longo dos dois círculos? 

Este é o paradoxo colocado pelo problema geral da construção de uma secante comum a 

dois círculos, que independe da posição relativa destes dois círculos. Poncelet vai apresentar 

uma solução para este problema definindo a secante comum a dois círculos, não concêntricos, 

como o lugar geométrico dos pontos do plano onde as tangentes aos círculos são de iguail 

comprimento. Isto torna o problema da construção independente da posição relativa dos 

círculos.  

Poncelet apresenta na Memória de abril de 1813, outro problema de Apolônio 

utilizando-se deste lugar geométrico. 

Por dois pontos dados A e B, traçar um círculo tangente a um círculo (C) igualmente dado
60

. Tradução 

nossa.  

Seja                   o círculo procurado, e seja, pelos  pontos    e    conduzir um círculo 

qualquer que intersecte o círculo        em dois pontos m e n, é evidente, após a proposição VIII 

(Application dôanalyse et G®om®trie, tomo I), que a tangente no ponto de contato 

desconhecido T e as duas cordas MN e AB passam todas três pelo mesmo ponto P. Então, 

determinar os pontos M e N na circunferência qualquer ABMN, traçar a corda MN, e pelo 

                                                           

60
 Par deux points donnés A et B, mener um cercle tangente à um cercle (C) également donné. 

()C

)'(ABTABT A B
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ponto P, onde reencontra a reta AB, traçar uma tangente ao círculo: o ponto de contato T (Tô), 

será o ponto onde a circunferência procurada tangencia este mesmo círculo. Para traçar o 

c²rculo O(Oô), tra­ar o raio CT (CTô) e a perpendicular elevada sobre o meio de AB; O ponto 

de intersecção destas duas retas será o centro procurado. O problema é sujeito a duas 

soluções, de um ponto P pode-se tra­ar duas tangentes PT e PTô ao c²rculo (C) . Tradu­«o 

nossa. 

 

 

Fig. 43 Círculos tangentes (interiormente e exteriormente)  a três círculos disjuntos (os círculos A e B estão 

degenerados) 

 

3.3 O princípio da projeção central e o princípio de continuidade  

Poncelet dedica uma grande parte de sua obra em estabelecer procedimentos gerais em 

Geometria pura. Como Carnot, ele inicia por constatar que a Geometria Analítica tenha 

adquirido sobre a Geometria Ordin§ria ñuma superioridade e uma generaliza­«o que ® 

imposs²vel de se contestarò
61

. O objetivo que se fixa Poncelet é em parte idêntico ao de 

Carnot: ñfazer passar na Geometria Ordinária a generalidade das concepções da análise 

algébrica, generalizações que devem necessariamente pertencer à essência da grandeza da 

figura, independente de qualquer maneira de raciocinarò
62

. A generalidade é inerente ao 

objeto estudado que justifica o projeto de pesquisa dos métodos gerais em Geometria pura, ao 

mesmo tempo, indica que a generalidade revela a noção de grandeza da figura (que é oposta a 

grandeza absoluta). Ele afirma que a Geometria pura deve mudar o objeto de estudo. Ele não 
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 Poncelet, 1818, p.296 

62
 Ibid, p.297 
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se interessa mais pelas propriedades absolutas das figuras particulares, mas se interessa pelas 

propriedades gerais da grandeza das figuras. 

A ideia das secantes existirem indepentemente dos círculos serem secantes ou não, visto 

nesta dissertação, faz com que Poncelet utilize largamente estas secantes sem distinção a não 

ser pelo adjetivo: nos dois casos as retas serão chamadas de secantes, com a distinção de 

serem reais ou ideais. E é para legitimar esta consideração generalizante de um conjunto de 

figuras, que Poncelet evoca o princípio de continuidade, baseando-se na ideia de que podemos 

passar continuamente de uma situação a outra sem mudar as propriedades do sistema, assim 

tomado em evidência. Então vejamos: 

A passagem da 1ª figura a esquerda para a figura abaixo dela, faz desaparecer duas 

tangentes (interiores) comuns, que se tornam imaginárias; a passagem desta figura à 1ª à 

direita faz coincidir as duas tangentes restantes; a passagem desta à última faz desaparecer a 

última tangente; mas em todas as situações observa-se o que é importante: a existência de um 

eixo radical e de dois centros de homotetia.  
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Fig 44 Variação das tangentes 

 

Quando duas figuras geométricas são assim relacionadas entre elas, as 

propriedades de uma são diretamente aplicadas à outra, exceto as modificações que 

podem ocorrer nos sinais de posição, ou na grandeza absoluta das partes; 

modificações que são sempre possíveis de reconhecer adiante, fazendo uma simples 

inspeção na figura. Isto é o que constitui de fato o princípio de continuidade, 

geralmente admitido em todas as buscas que se fundamentam sobre a análise 

algébrica. (PONCELET, 1822, p. 66) 

A palavra chave neste contexto é o sistema, sendo assim, não mais as propriedades das 

figuras, mas as relações gerais entre os diferentes objetos de um sistema. O sistema será por 

grau de complexidade crescente:  

- de uma cônica e de uma reta 

- de duas cônicas 

- de um feixe de cônicas 

Para cada um destes, o Tratado vai estabelecer as relações gerais entre seus elementos 

constitutivos, independente de disposições relativas; e primeiro entre uma cônica e uma reta 
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de seu plano, pela noção de corda e secante ideal. O número de secantes comuns a duas 

cônicas é em geral seis, passando pelos quatro pontos comuns, formando a figura fundamental 

do quadrilátero completo inscrito em uma cônica. 

 

 

Fig. 45 As seis secantes comuns a duas cônicas 

 

Para analisarmos a utilização da noção de generalidade no trabalho de Poncelet, vamos 

seguir o argumento que desenvolve em sua memória datada de 1818: Considérations 

philosophiques et techniques sur le príncipe de continuité dans les lois géométriques
63

 na qual 

ele tenta defender a admissão em Geometria pura de um princípio de continuidade
64

 da 

mesma forma que em Geometria Analítica. 

Na verdade, o objetivo desta admissão é unicamente introduzir a ideia de 

continuidade ou permanência indefinida das leis de grandeza da figura, continuidade 

que, pode ser frequentemente fictícia, não é menos apropriada a caracterizar e a 

fazer descobrir as leis verdadeiras e absolutas desta grandeza. (PONCELET, 1818, 

p. 345). 

Este texto deveria servir de prefácio a um Tratado Geral de Geometria, talvez mais 

ambicioso que o Traité des propriétés projectives
65

, que é integralmente consagrado à 
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 Poncelet, 1818, quatrième cahier, Application de Analyse et Géométrie, tomo II, p.296,1864. 
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(PONCELET, 1820, p.425, cinquième cahier, Application de Analyse et Géométrie,  tomo II )   

65
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justificação da necessidade de adotar um novo modo de raciocínio fundado sobre o princípio 

da continuidade. Não podemos dizer verdadeiramente que Pocelet convenceu seus 

contemporâneos e, na introdução do Traité, convida ao leitor reticente a aceitar o princípio de 

continuidade e dar a este princípio um valor heurístico. Poncelet termina seu argumento em 

favor de adaptar em Geometria pura o princípio de continuidade ou de permanência das 

propriedades: 

[...] e não teria direito a admitir, em toda a sua extensão, o princípio da 

continuidade na Geometria racional, como foi feito pela primeira vez na Álgebra e 

na aplicação do cálculo à Geometria , se não como uma demonstração, pelo menos, 

como um meio de descoberta ou invenção ? (PONCELET, 1822, p. xiv). 

Poncelet, em seguida, afirma que, sem renunciar para usar em seu tratado, ele vai 

moderar o uso e simplesmente ilustrar a sua utilidade quando necessário:  

Proponho também a dar no decorrer deste trabalho, alguns esclarecimentos 

sobre a aplicação do princípio da continuidade, pois pode haver circunstâncias a 

fazê-lo, sem, contudo, atrapalhar o progresso geral das ideias. (PONCELET, 1822, 

p.xvii). 

Este trabalho é precedido de uma primeira memória, Sur la loi des signes de position en 

géométrie, la loi et le príncipe de continuité
66

, na qual Poncelet retoma o método crítico de 

Carnot, utilizando-se de grande parte da terminologia introduzida por Carnot (correlação, 

primitivo,...). Com a ideia de estudar a mudança de sinais em seguida a correlação das figuras, 

ele não se recusa a conceder estatus às quantidades negativas ou imaginárias. Ele considera 

importante o que é acordado por Carnot ï ñantiga disputa relativa da exist°ncia isolada das 

quantidades negativas, imaginárias, etc[...]ò
67

 ï embora entenda que o conduz a uma falsa 

crítica aos métodos da Geometria Analítica, quando alega que estas podem conduzi-los a 

soluções insignificantes ou falsas.  

[...] as raízes negativas indicadas nas soluções reais alteram as hipóteses 

sobre a situação desconhecida. Por outro lado, as imaginárias indicam que, para os 

dados do problema, as soluções são verdadeiramente impossíveis, embora possam 

tornar-se viáveis e construtíveis, mudando geometricamente estes valores sem 

alterar os pressupostos. (PONCELET, 1818, p. 224).  

Além da pertinência de sua crítica à discussão de Carnot, é importante notar que para 

Poncelet, persuadir seu leitor das vantagens da utilização das quantidades negativas e 

imaginárias em Análise e em Geometria Analítica é uma necessidade. De fato, ele faz 
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depender das leis dos sinais em Geometria de um princípio de continuidade, então não se faz 

explicitamente a demonstração e a principal legitimação será sua utilização em Análise. De 

fato, a comparação entre os métodos da Geometria Analítica e da Geometria dos antigos leva 

a concluir que a diferença essencial entre estes é que a primeira utiliza o princípio de 

continuidade que se expressa sob a forma:  

As propriedades gráficas encontradas na figura primitiva subsistem em outras 

alterações das partes, por todas as figuras correlativas que podem ser relacionadas à 

primeira [...]. 

As propriedades métricas descobertas na figura primitiva permanecem 

aplicáveis nas outras alterações de mudança de sinais, a todas as figuras correlativas 

que podem ser relacionadas à primeira. (PONCELET, 1818, p.318) 

Uma das raz»es para que a ñGeometria moderna seja mais utilizada do que a antigaò 

tem a adapta­«o deste princ²pio nela mesma ñn«o ® admitido, nas considerações geométricas, 

com qualquer generalidade que lhe é própria, e que não é empregado em certas circunstâncias 

favoráveis, onde ele não pode contrariar as ideias ordinariamente recebidas"
68

. Este princípio 

é observado ou como uma verdade primeira, ou como uma consequência de Geometria 

Analítica. A posição de Poncelet é bem clara no sentido de considerar o princípio de 

continuidades como um axioma da mesma maneira que em Geometria Analítica e, mesmo em 

Análise, 

Nós admitiremos, à priori, a hipótese da continuidade sem discutir 

profundamente com antecedência, bem como as regras antigas e indiscutíveis do 

cálculo algébrico, com base na aproximação, faremos uma analogia lógica das idéias 

ou resultados adquiridos anteriormente, e não simplesmente sobre a priori e 

convenções arbitrárias[...]
69

.  

Certamente ele reconhece que historicamente, tal principio pertence à Geometria 

Analítica e que a aplicação deste princípio é a razão da característica da generalidade dos seus 

resultados. Desta forma, justifica-se o princípio de continuidade em Geometria Analítica, mas 

como consequência não assegura uma superioridade à Geometria Sintética: 

Embora o princípio de continuidade se apresente como uma consequência 

rigorosa e necessária da forma atual de ponderar e tratar a análise de coordenadas, 

não se deve, nesta ciência, ter uma razão de ser distinta da que temos conhecido na 

própria geometria. Por admitirmos tacitamente aceita como um axioma em suas 
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deduções básicas, este princípio tem aparecido em todas as consequências derivadas. 

Na verdade, parece quase impossível não admiti-lo, e parece inseparável da natureza 

da análise algébrica, mas tendo o cuidado de rever às noções naturais e rigorosas de 

raciocínio, analisando atentamente as convenções, tendo o cuidado de separar o que 

pertence a ela e o que é inerente ao objeto específico a que é aplicado, é reconhecido 

sem muita dificuldade de que a extensão atribuída a todos os resultados não é menos 

indutivo, por assim dizer[...]. (PONCELET, 1818, p.320). 

Melhor ainda, a certeza adquirida em Geometria Analítica para o princípio de 

continuidade é devido ao acordo desta hipótese aplicada em situações simples como nos 

princípios da Geometria pura e por consequência, a admissão do princípio de continuidade em 

Geometria Analítica resulta de considerações da Geometria pura. Por que então em Geometria 

Analítica este princípio é admitido sem discussão? A resposta é a busca na formalização das 

equa­»es e o ñhábito [...] de estender a significação e a aplicação de uma mesma fórmula ou 

equa­«o a todos os estudos de um sistema ao qual se relacionaò
70

 sem se preocupar com a 

posição relativa dos elementos do sistema, nem mesmo de sua existência: 

Eu vou dizer o mesmo da admissão do imaginário: é porque, nestas figuras, a 

única coisa representada perde a sua existência exatamente à mesma extensão que a 

expressão algébrica correspondente se torna imaginária. É possível e permitido 

adotar, em todos os casos, a expressão para a definição rigorosa e a expressão exata 

de tal coisa, e, portanto, estabelecer uma continuidade indefinida, às vezes absoluta, 

às vezes fictícia, entre todos os estados do mesmo sistema geométrico. 
(PONCELET, 1818, p.321-323, tradução nossa). 

De fato, a representação puramente literal para equações permite abandonar o raciocínio 

explícito, dito racioc²nio no qual n«o se perde ñjamais seu objeto de vistaò
71

 e que é uma 

relação imediata com uma figura particular. A admissão do princípio de continuidade autoriza 

a prática do raciocínio implícito: 

[...] os geômetras que cultivaram a análise algébrica... tem representado as  

quantidades limitadas e finitas com caracteres estranhos a essas quantidades, e que 

não conservam mais os traços, apesar de que aquele que os emprega, deixam  essas 

quantidades em uma indeterminação absoluta que elas não possuem realmente  e,  de 

alguma forma, apagam  a memória da medida, de razão e o força  a pensar em uma 

forma puramente implícita, sobre a combinações abstratas do cálculo, sem lhe 

permitir enxergar qual é a natureza das expressões algébricas que são o resultado 

dessas combinações e, por consequência não lhe permitem também reconhecer se 

ele deixa de seguir o andamento rigoroso do raciocínio explícito ordinário. 
(PONCELET, 1818-1866, p.330-331, tradução nossa). 

Ao final do raciocínio, se os elementos negativos ou imaginários desaparecerem no 

enunciado do resultado final, o resultado é considerado como real e aplicável. 
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Poncelet afirma em uma nota o uso que faz dos termos explícito e implícito: 

Pelo raciocínio, fórmulas, etc., entendo sempre raciocínios, fórmulas, etc, que 

dizem respeito a quantidades cuja grandeza é atualmente determinada e conhecida 

de maneira explícita, seja numericamente, seja geometricamente. Eu atribuo uma 

significação precisamente contrária às expressões raciocínio, fórmulas implícitas. O 

raciocínio explícito é necessariamente absoluto, o outro pode ser apenas figurado. 

Além disso, utilizamos essas expressões apenas a fim de encurtar e tornar preciso o 

discurso, e temos que observar que elas têm sido utilizadas de uma forma um pouco 

semelhante, pelo autor de Géométrie de position. (PONCELET, 1818-1866, p.324-

325, nota, tradução nossa).  

Poncelet propõe que se seja seguido o mesmo programa no desenvolvimento da 

Geometria pura. Seu objetivo é de determinar as consequências de adaptação do princípio de 

continuidade, identificar novas formas de demonstração, cujas justificativas tem uma noção 

implícita. A ideia de Poncelet é que as propriedades geométricas que se aplicam a uma 

configuração particular vão (salvo as mudanças de sinais que correspondem as mudanças de 

posição) continuar a se aplicar às figuras correlativas que diz ñtodos os estados reais e 

absolutos de um mesmo sistema que se transforma por graus insens²veisò
72

. É suficiente então 

demonstrar a propriedade por um raciocínio explícito considerando uma figura onde todos os 

objetos e as relações são reais. E ainda fazendo uso do princípio de continuidade, é possível 

estender esta propriedade a todas as figuras correlativas, sendo entendido que este princípio 

permite afirmar ñsobre a perman°ncia das rela­»es, mas n«o diz sobre a natureza e existência 

absoluta dos objetos e das grandezas que estas rela­»es s«o concernentesò
73

. Estas relações 

não estão longe de se tornarem absurdas ou sem sentido em uma aplicação real no sistema. É 

bem claro que na visão de Poncelet, não é uma questão de aplicar o princípio de continuidade 

de qualquer propriedade. Ele define o objeto da Geometria como o estudo ñdas propriedades 

dos corpos em relação as suas §reas ou de suas configura­»esò
74

. Ele distingue estas 

propriedades das que tem uma característica geral: 

Mas entre estas propriedades, há algumas que dizem respeito menos à 

grandeza absoluta ou determinada de tais ou tais partes do que às modificações, à 

relações gerais e indeterminadas, que elas tem em comum ou que pertencem a sua 

combinação mútua. Essas últimas propriedades só deve ser sujeitas às considerações 

que seguem: por causa de sua generalidade e imprecisão das grandezas que estão em 

jogo,  essas propriedades contêm implicitamente todas as outras, e isso é suficiente 

para alcançar este objectivo, de ir do caso geral ao caso particular, atribuindo às 
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grandezas indeterminadas o valor o a relação que as particularisam.. (PONCELET, 

1818, p.298, tradução nossa). 

O princípio de continuidade se aplica a este tipo de propriedade. Sem entrar na 

discussão sobre a validade do princípio de continuidade, pode-se destacar uma circularidade 

das argumentações de Poncelet em utilizar o argumento generalizado; A generalidade dos 

métodos geométricos é fornecida pela aplicação do princípio de continuidade; este princípio 

concernente às propriedades deve basear-se na generalização, porque são sucetíveis de serem 

invariantes na correlação das figuras. Adiante, Poncelet distingue as propriedades métricas 

que concerne que ñas relações existentes entre as grandezas das figuras das propriedades 

gráficas não dependem explicitamente das relações e que se referem apenas às condições das 

suas configura­»esò
75

. 

Em Geometria Analítica, as propriedades métricas são descritas pelas equações, 

enquanto as propriedades gráficas são mais concernentes à forma das equações. 

Poncelet apresenta em seguida um exemplo de um círculo de centro O e duas secantes 

AB e CD; Se o ponto de intersecção S das duas secantes é interior ao círculo de centro O, é 

fácil mostrar que:  

                              SDSCSBSA .. =   

Podemos então aplicar esta fórmula (sem mudança de sinal) à figura correlativa obtida 

quando o ponto S passar ao exterior do círculo. Se a correlação entre as figuras tornar-se 

ideal, ou seja, uma das secantes, por exemplo, CD venha a não mais intersectar o círculo e que 

os pontos C e D tornem-se imaginários, então Poncelet considera que as relações acima 

continuam, embora possa parecer ña primeira vista contradit·ria e absurdaò
76

. De fato, a 

fórmula AS.SB=SC.SD não permite determinar os pontos C e D ( mesmo no caso onde os 

pontos são reais). Necessitamos considerar outra relação como:  

                         SDSCSK +=2    

K é o ponto de intersecção de SC e da perpendicular a esta passando por O. Quando SC 

é uma secante real, as duas fórmulas determinam as duas quantidades desconhecidas SC e SD. 

Quando a secante torna-se ideal, o fato dos pontos C e D serem imaginários se traduz na 
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incompatibilidade das duas fórmulas. Mesmo se os pontos C e D são imaginários, o produto 

SC.SD permanece real da mesma forma o seu ponto médio K. O princípio de continuidade 

permite estabelecer a validade de certas relações além da realidade ou não de certos objetos. 

Poncelet fundamenta seu ponto de vista em três pivôs: o princípio de continuidade, o de 

projeção e a teoria das polares. No quadro da teoria das polares, Poncelet (1820) propôs uma 

nova generalização de validade desta fórmula. Poncelet define duas cônicas suplementares 

como duas cônicas que admitem um mesmo diâmetro principal e uma direção dos 

conjugados. Os dados de uma cônica e de uma secante (real ou ideal) são suficientes para 

determinar uma cônica suplementar. Quando a secante para uma das duas cônicas, ela é real 

para a outra e a relação SC.SD=AS.SB é válida qualquer que seja a posição da cônica, desde 

que conhecido C e D os pontos de intersecção da secante com uma das duas cônicas. A 

generalização não é da mesma ordem. Todos os pontos restam reais; As configurações 

geométricas são unificadas pela introdução da noção de cônicas suplementares. Observamos 

que Poncelet raciocina neste quadro de maneira mais clássica e não vê a necessidade de 

justificar seu ponto de vista. A generalização do raciocínio é assim fornecida porque não é 

diretamente implicado por uma figura particular e porque considera semelhantes às fórmulas 

associadas a uma figura. 

[...] quando as relações ou propriedades que examinamos são em números 

suficientes para construir e determinar os objetos aos quais se relacionam, e que 

podem tornar-se impossíveis na figura correlativa, nunca haverá dificuldade real de 

interpretá-las ou de admiti-las; pois então elas indicarão, seja separadamente, seja 

simultaneamente a inexistência de objetos na figura e, servirão assim pela sua 

incompatibilidade a definir e caracterizar em todos os casos possíveis, o verdadeiro 

estado da figura. As dificuldades apenas surgem, portanto, quando, perdendo de 

vista o conjunto dsas relações que definem diretamente a figura, se considera-las  

apenas em si mesma e de uma maneira completamente individual; neste caso 

apenas, podem parecer ininteligíveis, e conservar apenas uma significação hipotética 

e ideal. Como os objetos aos quais dizem respeito e que tem perdido a sua existência 

goemétrica. (PONCELET, 1818-1866, p.342, tradução nossa). 

O princípio de continuidade permite verificar também outro caso de configurações onde 

certos elementos da figura tornam-se irreais sem se tornarem imaginários: considere duas 

retas secantes que se intersectam em um ponto real. Se uma das duas retas sofre uma rotação 

contínua e progressiva em torno de um de seus pontos, ñocorrerá que o ponto de sua 

intersecção irá se afastar de tal forma que quando as retas forem paralelas os pontos estarão 

no infinitoò
77

. Em seguida reúne o caso onde as retas são secantes e onde as retas são 

paralelas, dizendo que neste último caso o ponto de intersecção está no infinito. Poncelet 
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insiste que no caso das retas paralelas quando se diz que o ponto de intersecção está no 

infinito serve apenas para conservar este ponto na discussão e sinalizar que a intersecção das 

retas é ideal. Podemos utilizar o termo do ponto no infinito considerando apenas feixes de 

retas que passam todos por um ponto real e feixes de retas paralelas. Uma utilização 

consistente deste termo faz com que algumas conclusões que possam parecer paradoxas, 

como o fato que ños dois extremos de uma reta indefinida se juntam e se confundem no 

infinitoò, uma vez que duas retas distintas não podem ter mais de um ponto de intersecção. 

Uniformizar a ideia da expressão ponto no infinito, as noções de reta secantes e retas 

paralelas, simplificando os enunciados uma vez que dizem respeito a todas as retas secantes e 

bem como retas paralelas, mas ao mesmo tempo enriquece a noção de geométrica. Em um 

racioc²nio id°ntico com os planos, Poncelet chega a conclus«o que ñtodos os pontos situados 

no infinito sobre um plano devem ser considerados, de um maneira ideal, como distribuídos 

sobre apenas uma reta, ent«o a dire­«o ® inteiramente indeterminadaò
78

.  

Poncelet reconhece expressamente no 3º caderno de Saratoff que a origem de sua 

pesquisa sobre projeção central é a obra de Charles-Julien Brianchon
79

.  Esta Memória 

inspirou Poncelet em Saratoff e o conduziu a sua intuição sobre o princípio de continuidade.  

Um método particular de demonstração [...] se aplicado a uma certa ordem de 

proposições de Geometria Plana, que se  relaciona apenas às direções das retas, e nas 

quais não se considera nenhuma largura absoluta ou relativas a estas retas, nem as 

grandezas dos ângulos.
80

 (BRIANCHON, 1810, p.1, tradução nossa). 

Nesta forma, Brianchon propõe uma representação sem métrica, ou seja, um método 

através do qual toda e qualquer projeção se relaciona com o objeto projetado sem a 

preocupação com comprimentos de segmentos e medidas de ângulos. Essa transformação 

reversível torna possível a dedução de várias propriedades das figuras. Com base nesta 

Memória, Poncelet desenvolve o método de Projeção Central. 

Em sua pesquisa, Poncelet afirma quatro princípios básicos da projeção central. Ele faz 

uma demonstração de um dos princípios por Geometria Descritiva e observa as possibilidades 
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desta construção quando a reta PL intersecta o círculo de diâmetro AB. Este problema é 

apresentado na construção a seguir: 

 

 

Fig. 46 Centro i dos círculos subcontrariantes 

O problema consiste em determinar o vértice S de um cone cuja base é o círculo C dado, 

de tal modo que qualquer secção paralela ao plano através de S e a reta PL seja um círculo, 

dito subcontrariante de C. Na épura desenhada por Poncelet (Fig.1), o plano horizontal é o 

plano de base do cone e contém PL, e o plano vertical que passa pelo centro c de C é 

perpendicular à PL; Poncelet mostrou que para resolver o problema é suficiente traçar, a partir 

do ponto k (intersecção da linha de terra com a reta PL), uma das duas tangentes a C e, em 

seguida, sendo T o ponto de contato da tangente com C, traçar no plano vertical o círculo de 

centro K e raio KT.  Todos os pontos do círculo assim construído, com a exceção de dois 

pontos sobre a linha de terra, podem ser tomados como o vértice S do cone procurado. 

Poncelet também mostrou que os centros dos círculos subcontrariantes de C são os pontos de 

uma reta do plano vertical passando por S e intersectando o diâmetro AB de C em i, polo da 

reta PL com relação a C. A relação entre PL e i é que permite afirmar que mesmo quando PL 

intersecta o círculo C e os círculos subcontrariantes deixem de existir realmente, i continuará 

existindo. Na linguagem do Tratado de Propriedades Projetivas, i se torna o centro ideal de 

um círculo cujo raio é imaginário. O subcontrariante do círculo C de centro i e suas tangentes 

não podem ser construídos quando PL intersecta C. Este princípio é dito por Poncelet da 

seguinte forma:  

Se qualquer figura tem uma dessas propriedades que nós chamamos posição, 

quando as partes que o compõem têm uma disposição particular, essa figura ainda 

goza da mesma propriedade, independentemente da forma na qual invertemos a 

ordem e disposição da figura (PONCELET, 1862, p. 121). 
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Este problema pode ser resolvido com as ferramentas dos três Princípios anteriores. 

Neste problema, ao encontrar o lugar geométrico dos pontos que satisfazem tais condições é 

que Poncelet afirma que as subcontrariantes sempre existirão, sendo os raios reais ou 

imaginários e as construções serão sempre possíveis quando as condições não forem 

contraditórias ou incompatíveis. 

Fridelmeyer (2010, p. 70) observa que o resultado analítico, que Poncelet buscava ao 

final do 2º caderno de Saratoff (PONCELET, p.105-115), contrasta de forma conflitante com 

a solução sintética descrita em seu 3º caderno. A análise demonstra que o centro i , dos 

círculos conjugados não deixa de existir, qualquer que seja o raio da circunferência dada. A 

razão é que o ponto i  e o ponto K  são relacionados de forma algébrica, portanto, independe 

da posição particular da reta pl (fig. 1). Diz-se que a reta it é polar do polo K. 

Poncelet, então, reflete sobre as possibilidades de certas construções, deduzindo que 

para a construção geométrica, basta observar as condições que são apresentadas. Quando a 

impossibilidade é caracterizada por condições contraditórias ou incompatíveis, ela é absoluta 

e, portanto, não há nada real, geometricamente falando.  Apenas no sétimo caderno de 

Saratoff, que estava destinado a ser submetido à Academia de Ciências de São Petersburgo, é 

que formulará esta ideia de forma bem clara. 

Para bem explicar Poncelet adota um exemplo, apoiado em um problema de Monge. 

Quando os vértices de uma superfície cônica, que circunscreve uma curva de segunda ordem, 

descrevem uma reta, as cordas de contato intersectam-se sempre em um mesmo ponto:  

Se de diferentes pontos de um reta ML, traçarmos duas tangentes a uma curva de 

segunda ordem, as cordas respectivas dos pontos de contato passarão sempre pelo mesmo 

ponto.(PONCELET,1862, p. 125-126) 

De fato, o ponto O em questão não é senão o polo da reta ML, mas esta noção ainda não 

é formalizada por Poncelet em Saratoff. 

Poncelet observa que quando o resultado é estabelecido por Geometria Analítica, é  

indiferente se a corda é secante ou não à curva de segunda ordem, mas do ponto de vista da 

Geometria Sintética não se pode construir o plano tangente à supercífie e que contenha a reta. 

Mesmo assim, o polo existe, sendo a reta secante ou não. Desta ideia, Poncelet extrai o 

princípio de continuidade: 
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 Adotarei, em princípio, nesta memória de Geometria, que se uma figura goza 

de uma dessas propriedades que denominamos de posição, quando as partes que a 

compõem têm uma disposição particular, esta figura goza ainda da mesma 

propriedade, qualquer que seja a maneira geral com a qual se tenha invertido a 

ordem ou a disposição das figuras (PONCELET, 1862, p. 374). 

 

 

Fig. 47 Princípio de continuidade 

 

CONCLUSÃO DO TERCEIRO CAPÍTULO 

Ao realizarmos uma suscinta abordagem nos trabalhos de Monge, Brianchon, Carnot e 

Hachette, podemos perceber claramente as influências diretas que sofreu Poncelet, o que, 

aliás, foi dito por ele mesmo em alguns de seus trabalhos.  

O fato do seu isolamento, por quase dois anos em Saratoff, também propiciou a sua 

reflexão e produção. Como ele mesmo afirma, durante o período de 1810 a 1812, não pode 

produzir nenhuma matemática abstrata, devido ao seu denvolvimento no trabalho de campo 

como Engenheiro Militar. 

É importante ressaltar que no trabalho de Saratoff há a essência da projeção central, da 

continuidade, do ponto do infinito, etc, o que consistiu o cerne da teoria de Poncelet. 

 Paradoxalmente, foi sua prisão que o tornou ñlivreò, permitindo-o reunir as condições 

para criar uma nova teoria. Uma bela prova de que se pode encarcerar o homem, mas não o 

seu espírito. 
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CAPÍTULO 4 - O PERÍODO DE PARIS ï 1815 a 1822 

Quando em junho de 1814 foi notificado da paz, Poncelet deixou imediatamente 

Saratoff. Em setembro deste mesmo ano, chegou à França, já manifestando a vontade de 

realizar seus trabalhos geométricos, iniciados em Saratoff, e não tendo concluido seu texto de 

síntese redigido no sétimo caderno de Saratoff, pois foi interrompido pelos eventos na França 

ï a assinatura do tratado de paz em Paris, em 30 de maio de 1814.  Contudo, apenas a partir 

de 1817 é que começará a publicar e dar conhecimento a comunidade científica das 

originalidades das suas pesquisas em Saratoff, através de diversos artigos publicados nos 

Annales de mathématiques pures et appliquées, conhecido como os Annales de Gergonne. 

Posteriormente, em 1820, apresenta à Académie des Sciences de Paris uma memória, Essai 

sur les propriétés projectives des sections coniques, contendo suas principais ideias sobre o 

princípio de continuidade e propriedades projetivas das figuras. Esta é, segundo ele próprio, a 

essência das novas ideias que desejava introduzir à Geometria. Somente, muitos anos depois, 

em 1864, ele resolve publicar a versão original desta memória, a crítica da Académie des 

Sciences de Paris e os artigos submetidos antes do Tratado em seu livro Applications 

d'analyse et de géométrie, tomo II. 

Na França, ele havia voltado aos quadros da atividade no Exército e, portanto, é forçado 

a participar de uma série de eventos políticos. Além disso, há outras imposições no serviço de 

Engenheiro Militar, embora alguns com ligações científicas. Por estas circunstâncias, foi 

absolutamente impossível retomar seus estudos. Somente após os eventos de 1815 e após o 

segundo Tratado de Paz, pode finalmente retomar suas ideias geométricas, lendo livros e 

artigos dos quais esteve privado desde que deixou a École Polytechnique. Desta forma, 

durante os invernos de cada ano de 1815 a 1820, publicou vários artigos nos Annales de 

Gergonne, que constituíram, posteriormente, a sexta parte do seu livro de 1864, Applications 

d'analyse et de géométrie, tomo II.81 

Poncelet apresentará sete cadernos. Nestes sete cadernos há de observar que o terceiro 

nos interessa de uma forma mais próxima, pois aborda o princípio de continuidade. Bem 

como o quarto e quinto que foram submetidos às Academias de Metz e de Paris 

respectivamente. O sexto possui os diversos artigos publicados nos Anais de Gergonne e o 

                                                           

81
 Articles divers partiellement entres dans la composition du Traité des proprieties projectives des figures, 

extraits des annales de Mathématiques de Montpellier (tomo VIII à XII, 1817 à 1822) 
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sétimo, pois trata das correspondências com Brianchon, Servois e Terquem, além do relatório 

de Cauchy e uma ñdefesaò de Poncelet: 

- PREMIER CAHIER 

Application desprincipes de projection et du príncipe de continuité aux propriétés des 

figures polygonales mobiles. 

- DEUXIÈME 

Méthode des transversales, aplique a la recherche et a la démonstration des propriétés 

des lignes et surfaces Géométriques. 

 

4.1 TROISIÈME CAHIER 

Sur la loi des signes de position em Géométrie, la loi et le príncipe de continuité. 

No terceiro caderno, Poncelet discorre sobre o princípio de continuidade e a lei dos 

sinais de posição em Geometria, mas ao discorrer sobre a Geometria de posição de Carnot, ele 

suprime as quarenta primeiras páginas manuscritas, exceto as indicações e explicações 

indispensáveis, concernetes ao exame crítico dos objetos levantados por Carnot, em sua 

Géométrie de position, relativa à interpretação e emprego da regra dos sinais, quando se 

admite as aplicações de Álgebra à Geometria. Por este exame prematuro, estas refutações à 

priori, datadas do inverno de 1815 a 1816, são, principalmente, reproduzidas no curso deste 

III caderno e do seguinte, onde se expõe, de uma maneira mais profunda e mais filosófica, a 

admissão do Princípio de continuidade, tal como Poncelet tinha entendido e indicado no 

primeiro volume das Applications. 

Nas várias tabelas de Corrélation des figures, geralmente complexas e sujeitas a um 

mesmo modo de descrição ou de generalização contínua, Carnot esgota, de alguma forma, 

todos os casos e todas as situações a maneira dos antigos; ele supõe implicitamente a 

permanência das relações métricas, a lei dos sinais de posição, mas não demonstra, e se afasta 

da marcha sempre lógica de Euclides, Arquimedes e Apolônio, aproximando-se, assim, da 

idéia de Algébrica Moderna, que atribui à palavra função, palavra que implica ela mesma, esta 

permanência ou princípio de continuidade, bem que tem, contraditoriamente e sem motivos 

aparentes, emprego alegado pelo menos tacitamente, em alguns argumentos, certas 
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demonstrações da Geometria de Monge, como Poncelet tinha observado em vários momentos 

do volume precedente. 

Apesar da profunda admiração de Poncelet pelo trabalho de Carnot, ele entendia que 

esta contradição das ideias e as difíceis objeções feitas por Carnot às antigas leis dos sinais de 

posição, explica porque suas teorias foram friamente acolhidas pelos geômetras. 

Passado quase meio século, Poncelet limita-se, como nos trabalhos anteriores, a 

transcrever os textos manuscritos sem nada a mudar de essencial na ordem nem na natureza 

das ideias, sem alterar o pensamento fundamental, mas, no entanto, removendo dos antigos 

textos, os numerosos exemplos, o desenvolvimento surpéfluo para muitos dos leitores, e se 

abstendo de introduzir o conhecimento das reflexões criticas, que pudessem surgir nos 

escritos posteriores, no tocante à teoria geométrica dos sinais de posição. 

 

4.2 QUATRIÈME CAHIER 

Considérations philosophiques et techniques sur le príncipe de continuité dans les loi 

Géométriques. 

Este caderno, cuja redação definitiva data do inverno de 1818 a 1819, é o 

desenvolvimento metódico das ideias e das considerações gerais sobre o princípio de 

continuidade, que serviu, por assim dizer, de preâmbulo e de justificação as teorias do III 

caderno, essencialmente baseado na admissão deste princípio, mas importante demonstrar a 

existência atual e a admissão, em todas as pesquisas e descobertas fundamentadas, da Análise 

Moderna.  

As correspondências, mencionadas por Poncelet no sétimo caderno, mostram que, após 

ter dado em 1818, à MM. Terquem, Sevois e Brianchon, uma apreciação sumária de suas 

primeiras ideias sobre o princípio de continuidade, a lei dos sinais de posição, etc., tinha 

endereçado a estes cientistas, no começo de 1819, outra redação que constituiu o texto do IV 

caderno, Memória esta, relativa aos princípios gerais da projeção central das figuras situadas 

no espaço ou em um plano. Poncelet se propõe a publicar a seguir as propriedades projetivas 

das mais interessantes e as mais novas sobre as secções cônicas, mas as observações e os 

objetos que lhe foram endereçados sobre este assunto por estes geômetras e o dever de seu 

serviço de engenheiro militar no verão 1819, o impediram de realizar este projeto. 
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Em 1821, graças aos olhares críticos do relator da Académie, que acolheu suas ideias 

sobre a continuidade, Poncelet tomou a decisão de apresentar uma cópia in extenso das 

considerações filosóficas deste IV caderno, à Société des lettres, Sciences et Arts de Metz, 

que irá constar dos Relatórios dos trabalhos da sociedade, publicado no ano de 1821 a 1822, 

de Metz.  

 

4.3 CINQUIÈME CAHIER 

Essai sur les propriétés projectives des sections coniques. 

A Memória de 1820 ï Essai sur les propriétés projectives des sections coniques ï foi 

apresentada em 01 de maio de 1820 à Académie des Sciences de Paris. Este trabalho continha 

a essência das novas ideias que Poncelet desejava introduzir à Geometria. Somente, muitos 

anos depois, em 1864, ele resolve publicar em seu livro Applications d'analyse et de 

géométrie, tomo II, a versão original desta Memória e os artigos publicados nos Annales des 

mathématiques pures et appliquées, antes do Tratado.  

Esta Memória é um primeiro esboço da redação do Traité des Propriétés Projectives 

des Figures de 1822. Redação esta que contém não apenas a exposição de novos princípios de 

projeção através de canais essencialmente geométricos, mas também as suas aplicações, mais 

suscetíveis ao entendimento do leitor e, ainda, as novas doutrinas concernentes às secantes ou 

às cordas ideais, as intersecções imaginárias das curvas e das superfícies, situadas a uma 

distância finita ou infinita. Assim, por exemplo, são resolvidas inúmeras questões nas quais as 

seções cônicas foram sujeitas a passar por pontos, a tangenciar retas imaginárias em um 

número par de contatos duplo ou simples. Também, as soluções destas questões poderiam, 

mesmo no caso de segunda ordem, serem efetuadas usando apenas régua ou métodos lineares. 

Tais soluções, e as consequências que derivam em cada caso, tinham muito a propor e a 

mostrar as vantagens geométricas de adaptação dos novos princípios de projeção e de 

continuidade, até aqui raramente questionados, mas este gênero de questões são tornados 

familiares aos amadores da Geometria, depois da aparição do Traité des propriétés projectives 

des figures. 

Quanto ao relatório da Académie de Sciences sobre a Memória que contém este V 

caderno, o leitor, ao fim do volume, depara-se com críticas, que Poncelet considerou 
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indispensáveis à leitura. Contudo, verifica-se que as críticas nada influenciaram em seu 

Tratado, uma vez que Poncelet não fez nenhuma mudança essencial na redação.  

4.3.1 A Memória de 1820 apresentada à Académie des Sciences de Paris 

A Memória de 1820 possui três parágrafos:  

- O primeiro parágrafo aborda as noções preliminares sobre as secantes ideais das 

seções cônicas e é composto por 27 artigos. Mostra a relação constante que existe entre o pólo 

e o meio da corda. Diz respeito à secante ideal de seções cônicas, e inclui a sua definição e 

suas propriedades gerais, deduzida a partir de considerações puramente geométricas. Poncelet 

observa que o ponto de intersecção das tangentes a uma seção cônica, pelas extremidades da 

mesma corda, ou o que é comumente chamado de pólo dessa secante é um ponto real, mesmo 

se as secantes tornam-se imaginárias. Ele mostra que a relação é constante e no meio da 

corda, e como usá-lo para construir o pólo ideal correspondente a uma determinada corda 

ideal.  

- O segundo parágrafo aborda as cordas e secantes ideais considerando o caso particular 

da circunferência e é composto por 43 artigos. Poncelet manipula cordas ideais considerando 

o caso especial da circunferência, e demonstra várias propriedades, com corda real ou ideal, 

comuns a dois ou mais círculos no mesmo plano. Deduz muitas propriedades destas cordas 

que passamos a conhecer como eixo radical. Entre essas propriedades, uma das mais notáveis 

é que o círculo descrito com centro no eixo corta ortogonalmente todos os que passam por 

dois pontos em questão. É neste parágrafo que apresenta uma solução muito elegante para o 

problema em que se deseja construir uma tangente a três outros (problema de Apolônio). 

- O terceiro parágrafo aborda o princípio da doutrina das projeções e é composto por 33 

artigos. Poncelet define os princípios de projeção central através dos quais se podem estender 

os teoremas para o caso do círculo e seções cônicas quaisquer. Por exemplo, querendo 

mostrar que as propriedades projetivas do sistema de dois círculos, localizado no mesmo 

plano, permanecem no sistema de duas seções cônicas, ele apenas faz ver que o primeiro 

sistema pode ser considerado geralmente como a projeção do segundo. Ele procura mostrar 

que todos os pontos no espaço podem projetar duas seções cônicas em dois círculos, e prova 

que todos estes pontos pertencem ao círculo, descrito com raios perpendiculares à corda ideal, 

comum a ambas as curvas dadas, e igual à metade da corda ideal. Poderia até, com base nesta 

solução, determinar todos os pontos no espaço capaz de projetar quaisquer duas curvas do 



104 

 

segundo grau, em duas outras curvas do mesmo grau, mas semelhantes entre si, para as quais 

o diâmetro paralelo para plano das duas primeiras curvas, forma com o conjugado a mesma 

combinação em uma razão dada. Várias outras questões semelhantes abordados por Poncelet, 

no terceiro parágrafo, são resolvidas de acordo com os mesmos princípios. 

 

4.4 SIXIÈME CAHIER 

Articles divers partiellement entrés dans la composition du Traité des Propriétes 

projectives des figures, extradites des Annales de Mathématiques de Montpellier. 

Eu não tinha relatado neste livro notas do editor dos Anais, às vezes extensas, e cuja falta de interesse 

ou de proposta poderia fazer suspender minhas intenções científicas (PONCELET, 1819, nota, p.455) 

Em seu primeiro artigo, théoremes nouveaux sur les lignes de second ordre et 

additions
82

, Poncelet não pretendia uma ruptura com a Geometria tradicional mas, por ter 

passado quase dois anos em cativeiro, isolado do contato científico em uma prisão em 

Saratoff, é razoável pensar que a ideia de esquecer os caminhos tradicionais e tornar-se 

inovador por convicção e reformador por necessidade
83

, é natural, aliás, essas são suas 

afirmações. Neste artigo, Poncelet não apresenta a originalidade de suas ideias, contenta-se 

apenas em apresentar:  

Sem nenhuma reflexão e mais rapidamente que nos é possível, umas 

sequência de propriedades das secções cônicas, relativas aos ângulos de certas retas; 

propriedades que possam ser consideradas tal como extensão de propriedades do 

mesmo gênero, correspondentes à circunferência. (PONCELET. 1817, p. 3, tradução 

nossa)
84

  

Em outro artigo, publicado no mesmo TOMO VIII dos annales de Gergonne, em 

novembro de 1817, Poncelet vai apresentar uma primeira apreciação original em oposição a 

um conceito da Geometria desenvolvida por Gergonne em um número anterior. Neste artigo: 

Philosophie math®matique, r®flexions sur lôusage de lôanalise alg®brique e géométrie, et 

                                                           

82
 Annales de Gergonne, février 1817, tomo VIII 

83
 [...]se faire novateur par conviction et réformateur par necessite. (PONCELET, 1862, xij) 

84
 [...] sans aucune r®flexion, et le plus rapidement quôil nous sera possible, une suite de propriétes des sections 

coniques, relatives aux angles de certaines droites; propriétés qui pourront ®tre envisages comme lôextension 

dôautant de propriétes du meme genre, correspondant à la circonférence du cercle. 
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solution de divers problèmes dépendant de la géométrie de la règle, Poncelet não apresenta o 

resultado de seus trabalhos, nem mesmo um resumo das suas ideias principais.  

 

4.4.1 Artigos nos Annales des mathématiques pures et appliquées de Gergonne 

Na introdução que faz na primeira edição, Gergonne precisa as intenções e os objetivos 

destes Anais. É sobre a criação: 

Uma coleção que permite aos geômetras estabelecerem entre eles um câmbio, 

ou melhor, uma espécie de pontos de vista e ideias da comunidade, uma coleção que 

salva a pesquisa em que eles se envolvem muitas vezes em vão, sem saber que elas 

já foram realizadas, uma coleção que garante a todos a prioridade dos novos 

resultados que eles conseguem. Finalmente, uma coleção que fornece ao trabalho de 

todos uma publicidade não menos honrosa para o progresso da ciência. [...]. 

Esses registros serão dedicados principalmente à Matemática pura e, 

especialmente, à busca de objetos que têm de melhorar e simplificar o ensino
85

. 

(GEORGONNE, 1810, i-ij, tradução nossa). 

No artigo: Construction g®om®trique dôun cercle qui en touche trois autres donn®s sur un plan 

ou sur une sphére. p. 317-322, publicado no TOMO XI dos annales de Gergonne, Poncelet 

apresenta as soluções que havia feito na École Polytechnique e a que fez em Saratoff, embora 

esta última tenha sido publicada somente com os cadernos de Saratoff, quase meio século 

depois. 

 

 

 

 

                                                           

85 Dans lôintroduction quôil fait au premier num®ro, Gergonne precise ainsi les intentions et objectifs de ces 

Annales, il sôagit de c®er: 

un recueil qui permette aux Géométres d'établir entre eux un commerce ou, pour mieux dire, une sorte de 

communauté de vue et d'idées; un recueil qui leur épargne les recherches dans lesquelles ils ne s'engagent que 

trop souvent en pure perte, faute de savoir que déjà elles ont été entreprises; un recueil qui garantisse à chacun la 

priorité des résultats nouveaux auxquels il parvient; un recueil enfin qui assure aux travaux de tous une publicité 

non moins honorable pour eux qu'utile au progrès de la Science[...]. 

Ces annales seront principalement consacrées aux mathématiques pures et surtout aux recherches qui auront pour 

objets d'en perfectionner et d'en simplifier l'enseignement. 
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4.5 SEPTIÈME CAHIER 

Correspondance, polemique et fragments divers.  

Poncelet reuniu neste último caderno, se não o texto, pelo menos um extrato abrangente 

ou analítico das folhas manuscritas, que não pode colocar no espaço reservado aos diversos 

capítulos do segundo volume. Para esclarecer aos leitores sobre as datas, há uma série de 

notas que acompanham o volume.  Poncelet, apesar de publicar in exteno os textos e artigos 

das correspondências com os diversos cientistas conhecidos, bem como o relatório da 

Académie des Sciences sobre a Memória do V caderno, lamenta o espaço e o tempo que 

perdeu, até mesmo em alguns de seus antigos estudos, muito pouco conhecido na época de 

1822. Neste caderno, Poncelet apresenta as correspondências com Terquem, Brianchon e 

Servois, bem como o relatório de Cauchy e sua defesa. 

4.5.1 O Relatório da Académie des Sciences de Paris (relatório de Cauchy) 

O relatório da Académie des Sciences comenta cada parte da memória, observa sobre o 

Princípio de Continuidade e discorre sobre a conclusão de Poncelet de que na Geometria a 

admissão deste Princípio faz assumir que se algumas partes da figura desaparecem, aquelas 

que permanecem ainda desfrutam da propriedade da figura original.  

Cauchy, um dos três membros da comissão, da Académie des Sciences de Paris, para 

apreciar esta memória, se mostra pouco disposto a aceitar os métodos geométricos de 

Poncelet e critica um dos componentes fundamentais: o princípio da continuidade. Segundo 

Cauchy, o princípio é, estritamente falando, uma forte indução, com o qual o autor teve 

resultados precisos nas curvas de segunda ordem e que nós estendemos teoremas 

estabelecidos, pela primeira vez, em favor de algumas restrições, se essas restrições não 

existem mais. Aplicado às curvas de segundo grau, ele levou o autor a resultados exatos. No 

entanto, pensamos que não pode ser admitido geralmente e aplicado indiscriminadamente a 

todos os tipos de questões de Geometria ou mesmo de Análise [...] 
86

 

                                                           

86
 Ce pr²ncipe nôest, ¨ proprement parler, quôune forte induction, ¨ lôaide de laquelle on étend des théorèmes 

®tablis, dôabord ¨ la faveur de certaines restrictions, aux cas o½ ces m®mes restrictions nôexistent plus. Étant 

aplique aux courbes du second degr®, il a conduit lôauteur ¨ des r®sultats exacts. N®anmoins, nous pensons quôil 
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 ñO Princípio de Continuidade caracterizava-se por uma "forte indução", "capaz de 

conduzir a erros manifestosò 
87

. 

Poncelet responde na introdução do seu Tratado, conforme descrito nesta dissertação à 

nota de rodapé 89. 

Poncelet diz que a crítica de Cauchy lhe deu um estrito dever de não fazer nenhuma 

mudança essencial na redação de sua Memória, quando apresentada na Académie des Sciences 

de Paris em 1820, nem tão pouco, quando publicada em 1865 na sua segunda edição.  

Ele rejeita esta análise crítica e ao publicar seu maior trabalho ï Traité des Propriétés 

Projectives des Figures de 1822, trabalho que continha muitas inovações significativas, 

ideias, métodos e resultados originais, que desempenharam papel decisivo no 

desenvolvimento da Geometria Projetiva no século XIX, faz questão de inserir em sua 

introdução o Relatório de Cauchy, sem nenhuma alteração, em uma clara intenção de mostrar 

ao leitor que as críticas de Cauchy não ameaçavam a veracidade de suas idéias.  

 Poncelet se defende de proceder por analogia ou por indução, mas só apresentará esta 

defesa no seu Tratado: 

De fato, a analogia e a indução conduzem do particular ao geral, de uma série 

de fatos isolados, sem ligação necessária, em uma palavra descontínua, a um fato 

geral e constante: a lei de continuidade exige, pelo contrário, que se parta de um 

estado geral, que é uma condição para deixar algum modo o sistema indeterminado, 

isto é, tal que as condições que o regem não sejam nunca substituídas por condições 

mais gerais ainda e, que elas subexistam em uma série de estados semelhantes, 

oriundos uns dos outros, por gradação insensível. Exige, além disso, que os objetos 

aos quais se aplica sejam, por sua natureza, contínuos ou submetidos às leis que se 

pudessem consideradar como tais certos objetos, podendo bem mudar de posição 

devido às variações que acontecem no sistema; outros podem se afastar ao infinito 

ou se reaproximar a distâncias insensíveis, etc.; as relações gerais sofrem 

modificações sem deixar de aplicar ao sistema. (PONCELET, 1822, xv, tradução 

nossa).
88

 

                                                                                                                                                                                     

ne saurait être admis généralement et aplique indistinctement à toutes sortes de questions em Géométrie, ni 

même em Analyse.[...] 

87
 Relatório de 5 de Junho de 1820, conhecido por : relatório de Cauchy. Publicado nos Annales de Gergonne, 

tomo VIII  

88
 En effet, lôanalogie et lôinduction concluent du particulier au g®n®ral, dôune s®rie de faits isol®s, sans liaison 

n®cessaire, en un mot discontinus, ¨ un fait g®n®ral et constant: la loi de continuit° veut, au contraire, que lôon 

parte dôun ®tat g®n®ral et en quelque sorte ind®termin® du syst¯me, côest-à-dire tel, que les conditions qui le 

r®gissent ne soient jamais remplac®es par des conditions plus g®n®rales encore, et quôelles subsistent dans une 

s®rie dô®tats semblables, provenus les uns des autres par gradation insensible; ele exige, en outre, que les objets 

auxquels elle sôapplique soient, de leur nature, continus ou soumis ¨ des lois quôon puisse regarder comme telles. 

Certains objets peuvent bien changer de position, par suíte des variations survenues dans le syst¯me, dôautres 
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CONCLUSÃO DO QUARTO CAPÍTULO 

Poncelet vai poder se dedicar a uma releitura dos textos clássicos, mas também se 

atualizar com os novos textos. É neste período que se aproxima de outros geômetras, como 

Brianchon, Terquem e Servois e que recebe deles incentivo. Poncelet publica um artigo com 

Brianchon nos Annales de Gergonne e apresenta outros individualmente. Todo este incentivo 

reforçou sua convicção em sua teoria. Além disso, a troca de correspondências com estes 

geômetras o ajudou a elaborar e a colocar mais em forma os elementos de sua teoria. 

Testemunha deste processo são duas Memórias: Considérations philosophiques et techniques 

sur Le príncipe de continuité dans Le lois géométriques e Essai sur les propriétés projectives 

des sections coniques submetidas à Société dês Lettres, Sciences et Arts de Mezt e à  

Académie des Sciences de Paris, respectivamente. 

Embora o Relatório de Cauchy, relativo à Memória Essai sur les propriétés projectives 

des sections coniques, assegurasse que a Memória era digna de publicação, Cauchy foi 

incisivo na cr²tica ¨ continuidade na Geometria, ao ponto de dizer que seria uma ñindu­«o 

for­adaò. Apesar disso, suas cr²ticas n«o fizeram Poncelet recuar e dois anos após ter 

submetido a sua Memória à academia de Paris, publica o Traité des Propriétés Projectives des 

Figures. Isto é devido, sem dúvia, ao apoio que recebeu, não apenas de Brianchon, Terquem e 

Servois, mas também de Arago. 

 

CAPÍTULO 5 - CONSIDERAÇÕES FINAIS. 

Poncelet objetiva legitimar o uso do Princípio da Continuidade em Geometria Sintética, 

com isso permite afirmar a permanência das propriedades das figuras geométricas quando as 

posições relativas dos seus elementos variarem continuamente. Quando estes elementos são 

representáveis ou reais, este princípio diz que as propriedades são preservadas. A ousadia de 

Poncelet é estender as propriedades onde os elementos são imaginários ou ideais. 

Vários anos depois, Poncelet comprometeu-se a reagrupar e editar o conjunto de sua 

obra publicada e não publicada. Este ambicioso projeto inclui quatro volumes de seus escritos 

sobre a Geometria, os dois volumes Applications d'analyse et de géométrie (1862-1864), e os 

                                                                                                                                                                                     

peuvent sô®loigner ¨ lôinfini, ou se rapprocher ¨ des distances insensibles, etc, ; les relations g®n®rales subissent 

alors des modifications, sans cesser pour cela de sôappliquer au syst¯me 
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dois volumes da segunda edição do Traité des Propriétés Projectives des figures  (1865-

1866). Certamente, essa não era uma empreitada desinteressada. O caráter polêmico das 

introduções e comentários é óbvio. A compilação dos textos, para os quais foi adicionada uma 

série de comentários e notas, nos permite acompanhar de perto a evolução do pensamento de 

Poncelet, especialmente em função da ordem cronológica da apresentação: os cadernos 

inéditos de Saratoff (1813-1814) no volume I das Aplicações, os trabalhos inéditos publicados 

no período 1815-1821 no volume II; republicação da versão original do Traité des Propriétés 

Projectives des figures (1822) no Volume I do Tratado e obras geométricas do período 1823-

1831 (incluindo os escritos de polêmica com Gergonne e Plücker) no Volume II do Tratado. 

O trabalho científico e técnico de Poncelet foi concentrado em duas áreas muito 

diferentes, correspondentes a duas fases sucessivas em sua carreira: Geometria Projetiva e 

Mecânica Aplicada. Na Geometria, seu trabalho, concebido com maior participação, abrange 

o período de 1813 a 1824, com exceção de alguns artigos que apareceram mais tarde e que 

não afetaram o desenvolvimento do campo. O resultado mais importante deste período foi o 

Traité des Propriétés Projectives des figures, que foi o primeiro livro inteiramente dedicado à 

Propriedades Projetivas, uma nova disciplina que teve grande desenvolvimento no século 

XIX. Neste domínio, entendemos que Poncelet foi um continuador da obra de Monge.  

Baseando seu trabalho no princípio da continuidade e da noção de cordas ideais, ele fez 

uso extensivo de projeções centrais e outros tipos de transformações (homologia e 

transformação por polares recíproca em duas ou três dimensões). 

A distinção feita por Poncelet das propriedades projetivas e métricas permitiu o 

surgimento do conceito moderno de estrutura. Dentre os muitos resultados originais 

apresentados no Tratado, Poncelet afirma que no espaço projetivo complexo: 

1. duas cônicas não degeneradas da mesma espécie têm quatro pontos comuns (o que 

levou à algumas descobertas: pontos cíclicos, ponto imaginário no infinito e ponto comum a 

todos os círculos de um plano). 

2. o sistema das geratrizes de quádricas pode ser real ou imaginário.  

A influência decisiva exercida pelo Tratado das Propriedades Projetivas das Figuras no 

desenvolvimento de um novo ramo da Geometria não foi percebida por Poncelet. Este fato é 

trazido à luz pela maioria dos comentadores, em especial por M. Chasles. Um exemplo é o 

que ocorre com a Teoria das Polares Recíprocas que, nas mãos de Poncelet, tornou-se 
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instrumento de fecundas descobertas, embora ele, à época, não percebesse o caráter mais geral 

do Princípio da Dualidade, que foi apontado pouco depois por Gergonne, Plücker, Möbius, e 

Chasles. 

 O trabalho de Poncelet marca o primeiro passo importante para a elaboração das teorias 

fundamentais da Geometria Moderna. 

Assim, esta teoria deriva essencialmente de um princípio fundamental que 

não se aplica apenas a questões aqui tratadas, mas a todas as partes da Matemática e 

da dialética em geral; e que consiste na relação sempre de objetos que queremos 

comparar a outro objeto conhecido, que nós tomamos por termo de comparação; 

para observar a caminhada do espírito na pesquisa das verdades, ou ver facilmente 

que ela se reduz sempre a decompor as questões que são extremamente complicadas, 

dado a área de nos facultar entender, por ser tornar questões mais simples. (Carnot, 

1801, p.26-27, tradução nossa). 

Acreditamos que há uma forte influência do pensamento de Carnot, quando Poncelet 

utiliza a ideia de observar as cônicas como se fossem cículos por uma transformação. 

Já, quando discute a continuidade, parece-nos que é o ponto central de projeção que está 

movimentando-se, de tal forma que a projeção da figura no plano está em constante 

transformação e, neste momento percebe-se a influência dos trabalhos de Brianchon em seus 

artigos. 

Da mesma forma, observa-se a influência de Monge, quando Poncelet apresenta suas 

quatro propriedades de projeção central, no 3º caderno de Saratoff, e se depara com a ideia 

conflitante das soluções analítica e sintética.  

Cercado ainda pelas publicações da Correspondance, Journal, Annales, acreditamos 

que Poncelet é de fato um aflorar de pensamento que se acumula desde Pappus, Pascal, 

Desargues, De La Hire, Maclaurin, e tantos outros. 

A mente brilhante de Poncelet juntou-se às publicações importantes do início do século 

XIX, em uma escola fruto da Revolução, cujo idealizador, Monge, imprimia importância à 

Geometria Descritiva. Além disso, havia todo um trabalho sobre Propriedades Projetivas dos 

autores acima citados e, desta forma, entendemos que Poncelet é de fato um catalizador, cuja 

obra Traité de propriétés projectives dês figures é um marco da Geometria Projetiva.  
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