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RESUMO

Dias, Leandro Silva. Geometria e algebra nas seis primeiras memorias de Cayley sobre
Quantics. Rio de Janeiro, 2013, 86 p. Dissertacdo de Mestrado — Instituto de Matemaética —
Programa de PoOs-graduacdo em Ensino de Matematica — Universidade Federal do Rio de

Janeiro.

Nesta dissertacdo, pretendo ressaltar a importancia das consideracbes geométricas que
acompanham o desenvolvimento da teoria das equacGes algébricas e da teoria nascente dos
invariantes. Partindo dos trabalhos de Cayley, que precedem as famosas memorias sobre 0s
invariantes, apontamos alguns aspectos que se reencontram nos trabalhos do periodo 1841-
1853 de outros protagonistas dessa teoria. Boole, Cayley, Salmon e Sylvester desenvolvem
alguns aspectos comuns que apresentamos na forma de uma “rede” de pesquisa, em que a
algebra sempre ¢ acompanhada de uma “visdo” geométrica. Nossa pesquisa leva a considerar
uma pratica comum entre 0s matematicos ingleses deste periodo, trabalhando a teoria das
equacdes algebricas por via das propriedades projetivas das curvas referenciadas por essas
equacOes. Todos estes aspectos nos ajudam a entender a estreita relacdo entre Teoria dos
Invariantes e Geometria Projetiva, que culminou na célebre Sexta Memdria sobre Quantics e
a abordagem de Klein acerca da classifica¢do das diversas geometrias. Desmistificando assim
a idéia de que Klein simplesmente interpretou o trabalho de Cayley e, também, que a Sexta
Memoria é o Unica na qual essa relacdo entre algebra e geometria existe. Buscamos, além
disso, contextualizar o desenvolvimento dessa visdo geométrica que permeia o trabalho de

Cayley.

Palavras-chave: EquacOes Algébricas. Propriedades Projetivas. Pratica Comum. Arthur
Cayley. Memorias sobre Quantics.



ABSTRACT

Dias, Leandro Silva. Geometry and algebra in the first six Cayley’s memories on
Quantics. Rio de Janeiro, 2013, 86 p. Master's Thesis — Institute of Mathematics —

Mathematics Teaching Post-Graduate Program — Federal University of Rio de Janeiro.

In this dissertation | intend to highlight the importance of geometrical considerations
accompanying the development of the theory of algebraic equations and the nascent theory of
invariants. Reading the works of Cayley preceding the famous memoir of the invariants, we
point out some aspects that are found in the work of the period 1841-1853 from other
protagonist of this theory. Boole, Cayley, Sylvester and Salmon develop some common
aspects that we present in the form of a "network” research, in which algebra is always
accompanied by a "vision" geometric. Our research leads us to consider a common practice
among English mathematicians of this period working on the theory of algebraic equations
via the projective properties of the curves referenced by these equations. All these help us to
understand the close relationship between Theory of Invariants and projective geometry,
culminating in the celebrated Sixth Memoir upon Quantics and in the Klein’s approach about
the classification of various geometries. Demystifying so the idea that Klein simply
interpreted the work of Cayley and also that the Sixth Memory is the one where the
relationship between algebra and geometry there. We also seek to contextualize the
development of geometric vision that permeates the work of Cayley.

Keywords: Algebraic Equations. Projective Properties. Common Practice. Arthur Cayley.
Memories upon Quantics.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

A Sexta Meméria sobre Quantics' de Cayley, no original A Sixth Memoir Upon
Quantics, foi publicada no Philosophical Transactions of Royal Society of London, no ano de
1859. Essa memoria faz parte de um conjunto de dez memorias (1851-1878) onde Cayley
considera polindmios homogéneos de um dado grau, que ele chama de quantic, para encontrar
os invariantes dessas formas algébricas.

Logo, percebe-se que o carater algébrico dessa publicacdo estd intimamente ligado
ao desenvolvimento da Teoria dos Invariantes®. Iniciada por George Boole em 1841, com seu
trabalho sobre transformacoes lineares, foi desenvolvida por Cayley e Sylvester, dentre outros
matematicos.

Porém, o resultado mais destacado na Sexta Memoria trata das conclusdes
geométricas de Cayley, como ressaltou Félix Klein (1928, p.136), mostrando que a geometria
euclidiana seria um caso particular da geometria projetiva (descritiva nos termos de Cayley),
esta sendo entdo a mais geral. Esse resultado foi grandemente inovador para meados do século
XIX, visto que a geometria projetiva, que surgia neste periodo, era considerada derivada da
geometria euclidiana.

Com isto, pode-se perguntar se o trabalho com polinémios homogéneos de Cayley
vem acompanhado de uma visdo geométrica que o guiou aos resultados obtidos na Sexta
Memoria.

Alguns estudos que tratam das Memorias sobre Quantics ndo tém dado a devida
atencdo aos aspectos geométricos presentes nelas. Tony Crilly, ao relatar a importancia da
Sexta Memoria, afirma: “A Sexta Memoria é, talvez, a mais conhecida das memorias sobre
quantics, e depois da Primeira Memoria, é a Unica que ndo envolve calculo substancial. [...] E
aqui que ele apresenta o seu famoso Absoluto” (CRILLY, 2006, p. 235, traducédo nossa®).
Além de destaca-la, Crilly apresenta os principais pontos dessa memoria.

! Quantic foi a nomenclatura utilizada por Cayley para denominar polinémios homogéneos de coeficientes
racionais de um dado grau. Exemplo: a quantic ax? + bxy + cy? é uma quadrica binaria.

2 por exemplo, um invariante da forma binéria Q(x,y) de grau n é a funcdo I(a) = I(ay,...,a,), dependendo
dos seus coeficientes a = (ay,...,a,), que, a menos do determinante dos coeficientes da substituicdo linear,
permanecem inalterados sob uma dada transformagdo linear: I(a) = (I.m’—U.m)*.1(a’). Onde a =
(@y,...,a’y) séo os coeficientes do polindmio transformado e K ¢ chamado o “peso” do invariante.

® The Sixth Memoir is perhaps the best known of the memoirs on quantics, and apart from the Introductory
Memaoir, it is the only one that does not involve substantial calculation. [...] It is here that he introduced his
famous absolute.



Porém, quando Crilly trata do periodo de submisséo das Quarta e Quinta Memorias
sobre Quantics, ele apenas afirma que, em fevereiro do ano de 1858, foram submetidas tais
memorias ao Philosophical Transactions of Royal Society of London (CRILLY, 2006, p. 230),
ndo acrescentando informacdo acerca dos conteudos desses trabalhos. Ndo queremos, de
forma alguma, desmerecer o trabalho biogréafico de Crilly, que cumpre bem seu objetivo de
apresentar vida e obra de Cayley, gostariamos apenas de demonstrar que as relacbes que
entretém geometria e algebra, nessas memorias sobre os quantics, ainda ndo foram
devidamente esclarecidas.

Esse problema de enfatizar a Sexta Memoria como a uUnica das dez em que ha
conclusBes geométricas pode ter sua origem no fato de Félix Klein (1928, p.136) destacar a
Sexta Memoria sobre Quantics, quando apresenta suas considerag¢fes histéricas acerca do
desenvolvimento da geometria algébrica.

Klein (1928, p. 136, grifo do autor, traducéo nossa‘) afirma: “N0sso questionamento
no momento nos levou primeiramente a estar interessado em seu desenvolvimento da relagéo
entre a geometria projetiva e métrica. Acima de tudo, devemos considerar seu famoso
trabalho A Sixth Memoir on Quantics (London, Phil. Trans. 1859, Collected Works |1 : 561)”.

O autor estava interessado em apresentar 0s principais artigos matematicos que
colaboraram com o surgimento da relagdo entre geometria projetiva e algebra dos invariantes.
Com isso, ele apresenta a Sexta Memoria, pois realmente é nela que Cayley sintetiza seus
desenvolvimentos. Klein ndo pretendia descrever todo o caminho que Cayley percorreu até
sua Sexta Memodria. Este fato, aparentemente, vem influenciando estudos historicos
posteriores, como os de Crilly e os de Yaglom, que tiraram conclusdes gerais demais acerca
dessa relacdo entre geometria e algebra dos invariantes presentes nos artigos de Cayley.

Como exemplo, temos uma citacdo de Yaglom:

Klein iniciou de um trabalho do algebrista inglés Arthur Cayley. Em 1854-1859, nas
seis memorias sobre quantics no London Philosophical Transactions, Cayley
considera polindmios algébricos homogéneos (formas ou quantics, como ele os
chamou) de segundo grau ou superior. Os métodos desenvolvidos por Cayley sdo
puramente algébricos, mas o espago das varidveis na qual os polindmios dependem
pode ser interpretado como o espaco projetivo (descrito em coordenadas projetivas).
(YAGLOM, 1988, p. 65, traducdo nossa®)

* Our present concern leads us first to be interested in his development of the relation between projective and
metric geometry. Above all we must consider his famous A Sixth Memoir on Quantics (London, Phil. Trans.
1859, Collected Works 11 : 561).

® Klein started from a work by the English algebraist Arthur Cayley. In 1854-1 859, in six memoirs on “quantics"
in the London Philosophical Transactions, Cayley considered homogeneous algebraic polynomials (forms or
quantics, as he called them) of the second degree or higher. The methods developed by Cayley were purely
algebraic, but the space of variables on which the polynomials depended could, of course, be interpreted as
projective space (described in projective coordinates).



Mas, ao ler as cinco primeiras memorias, constatamos que elas contém também
muitas consideracbes geométricas a respeito dos quantics. Nesta dissertacdo, pretendo
esclarecer essa Vvisdo geometrica presente nas seis primeiras memdrias e 0 tipo de

relacionamento que entretém a geometria e a algebra no pensamento de Cayley.

1.1 Estrutura da dissertacao

O segundo capitulo abrangeré os artigos de Cayley e sua visdo geométrica no periodo
anterior a publicacdo dos seus artigos sobre transformacgdes lineares. Nele, consta a
apresentacdo do inicio da teoria dos invariantes por Boole, uma breve apresentacdo do
surgimento da geometria projetiva com roupagem algébrica e os primeiros artigos de Cayley
que seguem essa abordagem da algebra com visdo geométrica. A intengdo € analisar o
pensamento geométrico de Cayley no periodo préximo a publicacéo do trabalho de Boole.

O terceiro capitulo trata do periodo de 1843 a 1854, periodo da publicacdo dos
artigos de Cayley, que estudam as transformacdes lineares e sdo considerados o inicio da
Teoria dos Invariantes. Destaca-se o fato de haver na Inglaterra um grupo de matematicos
interessados nessa relacdo que entretém a algebra dos invariantes e geometria projetiva.
Destacamos, também, a formacdo de uma pratica comum, na qual Cayley, Sylvester e Salmon
sdo rotagonistas. Isto por volta de 1850.

O quarto capitulo tratara das seis primeiras memorias e de suas relacdes algébricas
geomeétricas. A partir dos resultados do segundo capitulo, muitos aspectos serdo analisados a
luz do contexto historico do periodo de publicacdo das cinco primeiras memorias sobre
guantics de Cayley. Pretende ainda esclarecer como essa visdo geométrica de Cayley o guia
nos desdobramentos da Sexta Memoria. Essa relacdo, muitas vezes, ndo foi discutida com
cuidado, conforme ja foi dito, porém percebe-se a clara evidéncia da importancia da visao
geométrica de Cayley, presente nas cinco primeiras memorias, para o desenvolvimento da
métrica projetiva apresentada na Sexta Memoria sobre Quantics.

Com isso, espera-se trazer detalhes por muitas vezes obscurecidos acerca dos
desenvolvimentos algebricos munidos de um pensamento geométrico de Cayley, presentes

nas seis primeiras memarias sobre quantics.



1.2 Metodologia

Nosso questionamento acerca da relacdo entre algebra e geometria nas Memorias
sobre Quantics nos levou a perguntas que necessitavam ser investigadas no periodo anterior
ao trabalho dos quantics. Uma dessas perguntas tratava sobre a origem do uso das
coordenadas homogéneas por Cayley, uma vez que, nas Memarias sobre Quantics, ele faz uso
constante deste sistema de coordenadas, como se fosse comum naquele periodo. Esclarecer o
desenvolvimento algébrico geométrico de Cayley, desde suas primeiras producdes
matematicas até as Memorias sobre Quantics, passou a integrar nossa pesquisa.

Com isso, varios aspectos necessitavam ser analisados, mas aquele que procuramos
analisar no segundo capitulo desta dissertacdo foi a origem da abordagem algébrica com uma
visdo geométrica por parte de Cayley. Para isso, foi necessario investigar o periodo no qual
Cayley iniciou seus estudos em Cambridge. Além disso, atentamos para as caracteristicas
iniciais da Teoria dos Invariantes, retornando a sua forma mais inicial com George Boole,
uma vez que era necessario ver as motivacoes iniciais dessa teoria por parte dos matematicos
ingleses.

Consideramos também a relacdo entre os métodos de Cayley e os de matematicos
como George Boole, J. J. Sylvester e George Salmon e pensamos encontrar neles uma pratica
comum na Inglaterra por aquele periodo (1843-1854), que culminou nos desenvolvimentos
futuros, como as memorias sobre quantics e o livro de Salmon®, dentre outros. Leo Corry
(2004, p.12) defende esta abordagem em que se destacam dindmicas internas de uma
comunidade matematica local, em oposi¢do a uma universal, vendo aspectos particulares da
matematica produzida por esta comunidade.

Utilizamos, no terceiro capitulo, o que Frédéric Brechenmacher chama de “rede de
textos”. Brechenmacher constroi uma rede de textos de diferentes matematicos, a partir de um
ponto inicial, que tratam de diferentes formas a nocdo de matriz (BRECHENMACHER,
2006, p.8). Ele encontra um periodo para sua pesquisa, 1850-1930, a partir das leituras dos
diversos textos que tratam de matrizes. As interse¢Oes entre 0s usos do conceito de matriz
representam os “nos” dessa “rede”.

Mesmo que nosso trabalho ndo vise a um periodo tdo longo, iniciamos uma leitura
dos artigos de Cayley que trata da algebra de polindmios homogéneos e geometria projetiva,
com isso determinamos o periodo de 1841 a 1853, que se encontra entre o inicio da pesquisa

sobre Teoria dos Invariantes e a submissdo da Primeira Memaria sobre Quantics.

® A Treatise on the higher plane curves, de 1879. Teve participacio de Cayley, principalmente na elaboragéo do
capitulo 1 que foi creditado a Cayley. Primeiro livro de Salmon foi A treatise on conic sections, de1848.



Percebeu-se que os artigos analisados apresentaram 0 mesmo tipo de relagdo que
Brechenmacher (2006, p.9) chama dos “n6s”, entrelagamentos de referéncias, que, no caso da
pesquisa de Brechenmacher, foram utilizados para destacar as diferentes praticas contidas nos
textos que tratavam de matrizes. Nossa pesquisa se utiliza desse conceito de pontos de
confluéncia a fim de destacar um campo de pesquisa na Inglaterra em meados do século XIX.
Assim, nosso trabalho residiu em analisar os diversos textos que utilizavam a algebra de
polindmios homogéneos munida de algumas propriedades da geometria projetiva, tais como:
involucdo de pontos ou retas, razdo harmonica, dentre outros, textos estes escrito por alguns
matematicos britanicos.

Campo de pesquisa é entendido como apresentado por Catherine Goldstein. Ela

afirma;

Argumenta-se que se tratava de um campo (de pesquisa), no sentido de que “todas
as pessoas que estdo envolvidas no [este] campo tém em comum um certo ndmero
de interesses fundamentais, isto é, em tudo o que esta ligado a prdpria existéncia do
campo”, e que se pode descobrir “a presenca na obra de vestigios de relagdes
objetivas ... para outros trabalhos, passados ou presentes, [do campo]” (Goldstein,
2007, p. 52, grifo do autor, traduc&o nossa’).

Ou seja, quando pessoas pertencem a um determinado campo de pesquisa, possuem
certo nimero de interesses fundamentais comuns. Nesta pesquisa, 0s pontos fundamentais
sdo: a algebra dos polinbmios homogéneos, algumas propriedades da geometria projetiva e a
relacdo existente entre essas teorias.

Assim, no terceiro capitulo, buscamos “tecer” alguns “fios” dessa rede de pesquisa
na Inglaterra e, com isso, esclarecer uma pratica matematica comum de alguns matematicos
britanicos do meado do século XIX, partindo de Cayley.

Outro aspecto importante questionado foi se somente a Sexta Memdria sobre
Quantics possui essa visdao geométrica dos quantics, ou se ela estd presente em alguma das
outras memorias. Para isso, foi necessaria uma analise das seis primeiras memdrias, em que
percebemos a presenca significativa dessa visdo geométrica na Primeira, Quinta e Sexta
Memo©ria sobre Quantics. Nesta analise, um importante resultado foi destacado, indicando que
a Quinta Memoria, ao ser comparada com a Sexta Memdria, demonstrou possuir a maioria
dos teoremas fundamentais necessarios para o estabelecimento de uma métrica projetiva, que

Cayley sistematizou na Sexta Memodria.

" We argue that it constituted a (research) field, in the sense that “all the people who are engaged in [this] field
have in common a certain number of fundamental interests, viz., in everything that is linked to the very existence
of the field,” and that one can uncover “the presence in the work of traces of objective relations ... to other
works, past or present, [of the field]”.



Assim, 0 conjunto dos aspectos que questionamos nos aponta para um melhor
esclarecimento das intencdes de Cayley ao escrever a Sexta Memdria sobre Quantics, bem
como desmistifica algumas falsas impressdes que apresentamos na introducdo desta

dissertacéo.



CAPITULO 2—- O INICIO DA TEORIA DOS INVARIANTES E
SEU CARATER GEOMETRICO.

2.1Introducéao

A primeira metade do século XIX foi marcada por importantes fatos que
influenciaram a pesquisa matematica britanica. A influéncia dos trabalhos de Newton, do qual
geometria euclidiana era a base de toda pesquisa matematica, fez com que os britanicos
criassem resisténcia a todo desenvolvimento da analise e do célculo diferencial que ocorreu
nos demais paises europeus. Tal estado de afastamento em relacdo a matematica europeia
perdurou até o final do século XVIII.

A partir de Robert Woodhouse®, iniciou-se um grupo de matematicos interessados
em introduzir as inovacGes analiticas e do célculo diferencial, que permeavam a pesquisa
matematica europeia. A escola analitica, formada por matematicos seguidores das ideias de
Woodhouse, procurou retirar a matematica britanica do isolamento provocado pela tradicédo
de Newton.

Aléem do ganho obtido com as novas notagdes do célculo diferencial, houve uma
abertura para pesquisas em geometria analitica, com destaque para a algebra com aplicacbes
geométricas. Além da éalgebra de Peacock, concorrem para esse avango o0s desenvolvimentos
analiticos de Hamilton e De Morgan. A criacdo de um periddico inglés especifico para
publicacGes de artigos matematicos, com a presenca de diversos artigos relacionados a
geometria analitica e algebra com aplicagdes geométricas, nos da a clara nocdo das mudangas
gue ocorreram nos anos iniciais da primeira metade do século XIX.

Neste capitulo, pretendemos esclarecer o surgimento da Teoria dos Invariantes,
através dos trabalhos em transformacges lineares de Boole e seu carater geométrico inicial.
Assim, nos perguntamos: como ocorreu o interesse inglés pela algebra aplicada a geometria?
Como se deu o inicio da Teoria dos Invariantes? Quais s80 seus interesses geometricos?
Como ocorre a influéncia desta teoria sobre Cayley?

Tendo em vista nossos questionamentos, apresentaremos alguns aspectos
geométricos que permearam o inicio da Teoria dos Invariantes, bem como a relagéo entre essa

nova teoria e esses aspectos geométricos. Serdo apresentadas caracteristicas da geometria

® Robert Woodhouse (1773-1827) professor de matematica em Cambridge, em 1820 foi eleito Lucasion
Professor, cadeira de matematica de grande prestigio que foi ocupada por Isaac Newton.



analitica briténica, porém ndo temos a intencdo de esgotar as considera¢fes, mas sim de
apresentar as mais relevantes aos nossos questionamentos.

Em seguida, veremos o interesse inicial de Cayley por geometria analitica em seu
primeiro artigo de 1841, do Cambridge Mathematical Journal, que nos sinaliza alguns
aspectos importantes da algebra aplicada a geometria.

O inicio da Teoria dos Invariantes, como afirmado por historiadores como Tony
Crilly e Karen Parshall, pode ser tomado a partir do artigo de George Boole de 1841,
Exposition of a General Theory of Linear Transformations, apresentado em duas partes no
Cambridge Mathematical Journal. Também sem a intencdo de esgotar o assunto,
apresentaremos a teoria de Boole e 0s aspectos geométricos presentes em seu artigo.

Boole, através de seu artigo de 1841, influenciou os trabalhos de Cayley que
desenvolveram a Teoria dos Invariantes. Cayley contou com a parceria de Sylvester e Salmon,

o0 qual também se interessa pelo assunto posteriormente.

2.1.1 Arthur Cayley (1821 — 1895)

Arthur Cayley foi um dos matematicos britanicos mais produtivos do seu tempo.
Nasceu em 16 de outubro de 1821, na cidade de Richmond em Surrey, na Inglaterra. Seu pai,
Henry, era um mercador de sucesso que decidiu se mudar para St. Petersburg devido aos seus
negdcios na Rassia; logo, os primeiros anos de Cayley foram vividos nesse pais, no periodo
de 1821 a 1828. Retornando da Russia, seu pai procurou encaminhéa-lo nos estudos e Cayley
entrou para a escola privada Eliot Place, em 1831. Em 1835, entra para o King’s College.

Em outubro de 1838, Cayley toma residéncia no Trinity College e, desse modo,
inicia sua trajetoria académica em Cambridge. Em seu primeiro ano, George Peacock foi tutor
de Cayley (CRILLY, 2006, p. 27).

2.2Geometria analitica inglesa do inicio do século XIX

No inicio do século XIX, importantes mudancas na Inglaterra influenciaram a
formagdo dos estudantes daquele periodo. Dai a importdncia de iniciarmos com uma
contextualizagdo, dando enfoque para o desenvolvimento da geometria analitica, foco inicial

das pesquisas de Cayley.



2.2.1 A Sociedade Analitica e George Peacock

A escola newtoniana foi responsavel por deixar a matematica britanica isolada do
restante da Europa, no que diz respeito aos desenvolvimentos matematicos da analise, do
calculo diferencial e das abordagens analiticas com respeito a geometria.

A questdo da escolha da notacdo de Newton na Inglaterra, em oposicao a notagdo de
Leibniz pelo restante da Europa, ndo é suficiente para explicar o atraso britanico, pois, mesmo
que a notacdo de Newton fosse superior a de Leibniz, os matematicos britanicos estariam em
desvantagem em relacdo ao restante da comunidade matematica européia, que traduzia e
utilizava os resultados de Newton, Taylor, Maclaurin, dentre outros, para sua propria notagao.
Por outro lado, os matematicos britanicos ndo realizaram um esforgo semelhante, colocando-
se em situacdo de distanciamento em relacdo aos seus vizinhos (BALL, 1889, p. 98).

Somado a isso, temos o fato da escola de Newton insistir no uso de demonstracdes
geomeétricas, mesmo apos os principios do calculo diferencial ja terem se tornados universais.
Com isso, empregavam 0s métodos mais criativos possiveis para inserir tais demonstracdes
sempre que podiam. Dai uma resisténcia a analise e o fato de o critério de rigor britanico estar
firmado na geometria sintética.

George Peacock foi o mais influente dos membros da escola analitica, que foi
responsavel por retirar os matematicos britanicos desta situacdo de isolamento em relacdo ao
restante da Europa. Isso chegou a ser um fato preocupante para tais matematicos, uma vez que
o0 isolamento perdurava desde a Gltima metade do século XVIII.

O principal obstaculo para as inovagdes dos meétodos analiticos e do calculo
diferencial vinha dos principais docentes e membros do senado®, que consideravam qualquer
tentativa de inovagdo como um pecado contra a memoria de Newton (BALL, 1889, p. 117).

Esse novo movimento, identificado como escola analitica, teve inicio com Robert
Woodhouse, primeiro a publicar um trabalho que introduzia as novas nota¢bes do calculo
diferencial. Com titulo Principles of analytical calculation, sua obra foi publicada em 1803,
em Cambridge, porém foi severamente criticada pela ado¢do dos novos métodos (BALL,
1889, p. 118).

Em 1812, Peacock, Herschel e Babbage, seguindo a influéncia das observagdes de
Woodhouse, concordaram em formar a Sociedade Analitica, com o objetivo de defender o uso
dos métodos analiticos e da nova notagdo do calculo diferencial na universidade, no lugar da
antiga notacdo de Newton (BALL, 1889, p. 120).

% parlamento de Cambridge.
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A primeira das duas conquistas marcantes dessa sociedade foi, em 1816, a
publicacdo da traducdo do livro texto Elementary differential calculus, de Lacroix; e, a
segunda, em 1817, foi a introducdo por Peacock dos simbolos do calculo diferencial no
conjunto dos documentos do exame do senate-house™® (BALL, 1889, p. 120).

Guicciardini (1989, p. 136) destaca que, apesar da importancia da Sociedade
Analitica, ha de se considerar o trabalho anterior de Woodhouse, em Cambridge, bem como
de muitos outros centros de reforma igualmente importantes, desde academias militares como
a Royal Military Academy at Woolwich, até universidades, como Oxford, Edinburgh,
Glasgow, Dublin, dentre outras.

Além disso, Guicciardini afirma:

[...] contribuicdo mais importante dos membros da Sociedade Analitica foi que eles
iniciaram uma tendéncia de pesquisa que caracterizou grande parte da matematica
britanica até Cayley e Boole, As Memorias da Sociedade Analitica foram centradas
no calculo de operadores e equagdes funcionais. (GUICCIARDINI, 1989, p.137,
grifo do autor, tradugéo nossa™")

Veremos adiante que, a partir das inovacGes da Sociedade Analitica, surgem
matematicos como George Boole e Cayley desempenhando papeis fundamentais para o
desenvolvimento da pesquisa na Teoria dos Invariantes. 1sso pode ser atribuido, em parte, a
esse periodo de mudancas na matematica britanica, o que concorda com a afirmacdo de
Guicciardini.

Dentre as muitas inovacdes da Sociedade Analitica, pode-se destacar o aumento
progressivo de trabalhos em geometria analitica. Segundo Ball (1889, p. 129), o Unico
trabalho que introduzia o tema em Cambridge, no inicio do século XIX, tratava da Algebra de
Wood, que possuia um apéndice de aproximadamente trinta paginas no final do livro. O titulo
era On the application of &lgebra to geometry, e continha as equacfes da reta, da elipse, e de
poucas outras curvas. Logo, a necessidade de um livro texto em geometria analitica foi

primeiramente suprida pelo trabalho de Henry Parr Hamilton em 1826 (BALL, 1889, p. 129).

2.2.2 A geometria analitica de Henry Parr Hamilton
Henry Parr Hamilton (1794-1880) graduou-se no Trinity College?, B.A.%, em 1816.

Exerceu varios oficios universitarios, tomando o grau de M.A.** em 1819. O livro texto de

19 por esse periodo, Peacock foi eleito professor “moderator”, cuja fungdo era preparar os exames das disciplinas
de matemética.

1 [...] most important contribution from the Analytical Society’s members was that they initiated a trend of
research which characterized much of British mathematics up to Cayley and Boole, The Memoirs of the
Analytical Society were centred on the calculus of operators and functional equations.

12 Cambridge é formada pelos colleges que sdo organismos com administragdo prépria, que tinham como
principal funcdo cuidar da residéncia dos alunos e de algumas questbes académicas, como: prover tutores aos
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Henry Parr Hamilton, The Principles of Analytical Geometry Designed for use of students in
the University, como induz o proprio titulo, vinha suprir uma lacuna no ensino de geometria
analitica em Cambridge. Em seu prefacio, o autor deixa claro que seu trabalho visa a atrair a
atencdo dos estudantes para esse ramo da ciéncia que considera extensamente Util para os
superiores departamentos de matematica (HAMILTON, 1826, p. iii).

Sua abordagem detalhada possui duas partes: uma para geometria de duas dimensdes
e outra para geometria de trés dimensdes, incluindo transformacdes dos eixos coordenados e
solidos de revolucao, além da apresentacdo formal da reta, parabola, elipse e hipérbole e das
curvas e superficies quaisquer de segunda ordem.

No capitulo XI de sua obra, encontram-se transformacgdes de coordenadas no espacgo,
tema que nos interessa, uma vez gque Boole retoma essa idéia em seu artigo de 1841 sobre

transformacdes lineares. Segue primeira proposicao do livro de Hamilton:

Prop. 1. Para passar de um sistema de eixos obliquos para outro, a origem sendo a
mesma.
Sejam x,y,z e x’,y’, z’ serem as coordenadas de um ponto a que se refere aos eixos
primitivo e novo, respectivamente. Se 0 mesmo raciocinio for aplicado ao plano, que
foi utilizado (72) no caso da reta, pode ser provado que as coordenadas primitivas
sdo funcdes lineares das novas; vamos supor, por conseguinte,
x =mx' +ny' +pz',

y=m'x"+n'y +p'z',

7= mrlxl + nlryr + p”Z’,
nas quais as constantes m, n,p ... estdo agora a serem determinadas. (HAMILTON,
1826, p. 245, tradugdo nossa™)

A transformacdo linear das varidveis era abordada de forma clara com a interpretacéao
geométrica de mudanca dos eixos coordenados. Hamilton acrescenta em sua observacdo, feita

apos desenvolver alguns de seus corolarios:

Observagdo. A transformacdo das coordenadas de um sistema retangular para outro,
é subserviente a varias questdes importantes nos departamentos de Mecénica. Entre
os diferentes métodos que tém sido propostos para executar esta operacdo, o referido

alunos, ceder espago fisico para atividades académicas, prover biblioteca, dentre outras. Trinity College se
enquadra nestas caracteristicas, dando condi¢Bes aos alunos para realizarem os exames que eram aplicados pelo
senado de Cambridge.
13 Bachelor of Arts, a menor graduacio de uma universidade.
4 Master of Arts, este grau é obtido apos o bacharel em artes. Originalmente, depois dos “exercicios de mestre”,
onde o candidato respondia a trés questdes de membros que possuiam M.A., duas questdes de membros B.A. e
de uma declaragdo. Em Cambridge, o grau de mestre era conferido aqueles que possuiam o minimo de seis anos
apos o final de sua primeira residéncia, salvo aos membros que possuiam o titulo de fellow e aos agentes
universitarios, que possuiam o minimo de trés anos.
> Prop. 1. To pass from one system of oblique axes to another, the origin being the same.
Let x,y,z and x’,y’, z' be the co-ordinates of a point referred to the primitive and new axes respectively.
If the same reasoning be applied to the plane, which was used (72) in the case of the straight line, it may be
proved that the primitive co-ordinates are linear functions of the new ones; we shall assume, therefore,
x =mx'+ny' +pz’,

y — mrxl + nryr + p’Z’,

7z = m!lxl + nl!y! + p”Z,,
in which the constants m, n, p ... are now to be determined.
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acima é o mais geralmente utilizado. Foi utilizado pela primeira vez por Euler, e foi
subsequentemente adotado por Lagrange e de Laplace. (HAMILTON, 1826, p. 251,
traducdo nossa'®)

Dois anos mais tarde, Hamilton publica An analytical system of conic sections, que
foi substituido somente pelo trabalho de John Hymers, Conic sections de 1837 (BALL, 1889,
p. 130). Peacock também contribui com o ensino de geometria analitica num trabalho que,
segundo Ball (1889, p. 130), foi emitido anonimamente, em 1833, com o titulo Syllabus of
trigonometry, and application of algebra to geometry e setenta paginas destinadas a

geometria analitica. Houve uma segunda edi¢do, em 1836, antes do trabalho de Hymers.

2.2.3 Os desenvolvimentos de De Morgan

De Morgan foi igualmente importante propagador do uso da algebra aplicada a
geometria. Ele publica dois artigos no Transactions of the Cambridge Philosophical Society,
um no quarto volume, no ano 1833, e outro no quinto volume, em 1835. O segundo artigo
trata das superficies de segunda ordem, uma pesquisa similar a primeira, que tratou das curvas
de segunda ordem.

E importante notar que a principal referéncia britanica para estes artigos de De
Morgan trata-se justamente do Analytical geometry de Henry Hamilton, conforme o préprio
De Morgan cita em seu segundo artigo (DE MORGAN, 1835, p. 93).

No primeiro artigo, On the General Equation of Curves of Second Degree, de 1830,
De Morgan inicia apresentando seu objetivo: “The object of this Paper is to draw attention to
some properties of Curves of Second Degree, by means of which the reduction of their
equations from one set of axes to another is materially facilitated.” (DE MORGAN, 1833, p.
71).

Ele considera uma curva qualquer do segundo grau na qual os eixos formem um
angulo 6, logo xy = 6, e que a origem seja movida para um ponto de coordenadas m e n nas
direcbes de x e y. Também considera que 0s noVos eixos possuem as seguintes inclinagdes,
em comparagdo com 0S eixos originais, x'x = ¢ e 37’} =1, sendo x’ e y’ 0S NOVOS eixos
coordenados, entéo x”}’ =1 — ¢ =0'. A partir dai, apresenta as equacles da curva, no
primeiro e no segundo sistema de eixos coordenados, respectivamente:

ay’> +bxy +cx?*+dy+ex+f =0,

16 Observation. The transformation of co-ordinates from one rectangular system to another, is subservient to
various important inquiries in the higher departments of Mechanics. Among the different methods which have
been proposed for executing this operation, the one above given is the most generally used. It was employed for
the first time by Euler, and was afterwards adopted by Lagrange and Laplace.
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ay? +b'x'y +c'x'?+dy +e'x +f =0.
Com estas consideracdes, De Morgan encontra as relagdes abaixo, que representam x

e y em funcéo dos novos eixos coordenados:

_ sin(0—¢) X' + sin(6—-y)

!
sin @ sin y +m,
__sing _,  siny ,
y_sinex +sin9y T

Substituindo, na primeira equacdo do segundo grau esses valores de x e y, 0S

resultados dos coeficientes de y'*, x'y’, x'%, etc. devem ser proporcionais a a’, b’, ¢, etc.;
feitas as substituicdes e desenvolvimentos, ele apresenta:

A=a—bcos8 + ccos?8,

B =sin@(b — 2c cos 0),

C = csin? 9,

D =2an+bm+d — cos0(2cm + bn + e),

E =sinf(2cm + bn + e),

F=an?+bmn+cm?+dn+em+ f.

Desta etapa inicial de seu artigo, o autor tira algumas consideragoes:

No qual é importante observar que, se as coordenadas primitivas forem retangulares
A=a, B=be C =c. Se, além disso, a origem ndo for alterada D = d, E = e,
F = f. Também, se os eixos de x’ forem paralelos aos de x e x'y’ = 90°, a equacio
torna-se Ay? + Bxy + Cx?> + Dy + Ex + F = 0. (DE MORGAN, 1833, p. 72,
traducdo nossa'’)

A partir dos desenvolvimentos de Gauss e Lagrange em substituicGes lineares,
surgem, na primeira metade do século XIX, pesquisadores ingleses interessados em
desenvolver as propriedades dessas substituicdes e de suas aplicacbes a geometria e,
consequentemente, as demais areas das ciéncias fisicas, como a mecanica. Nesses dois
artigos, De Morgan demonstra estar entre esses pesquisadores, 0 que nos sinaliza o interesse
crescente em se aplicar a lgebra uma interpretacdo geomeétrica.

Logo, conforme a escola analitica vencia as barreiras impostas pela tradigdo de
Newton, ndo houve somente um ganho nos métodos analiticos e do calculo diferencial, mas
também ocorreu uma abertura para todo trabalho continental, inclusive para esses métodos de
aplicacdes da algebra para geometria.

A seguir, destacaremos o primeiro trabalho de Cayley em que revela seu interesse

por geometria analitica.

7 In which it is important to observe that if the primitive co-ordinates be rectangular A = a, B = band C = c. If
in addition the origin be not changed D =d, E = e, F = f. Also that if the axes of x" is parallel to that of x
and x"y’ = 90°, the equation becomes Ay? + Bxy + Cx? + Dy + Ex + F = 0.
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2.3Geometria analitica inicial de Arthur Cayley

2.3.1 O contexto dos seus estudos em Cambridge

Cayley, segundo Crilly (2006, p. 32), ingressou no Trinity College, Cambridge, em
outubro de 1838. E possivel que Peacock iniciasse seus estudos por algebra e geometria, este
é um dos fatores que justifica o interesse de Cayley para com tais temas.

Peacock também fazia frequente referéncia aos trabalhos de matematicos
continentais, com uma continua missdo de trazé-los para Cambridge, e enfatizava a
importancia da algebra aplicada a geometria (CRILLY, 2006, p. 32).

Com esse incentivo e agora com acesso a biblioteca do Trinity College, Cayley
seleciona alguns trabalhos em seus primeiros empréstimos. J& aos dezessete anos (1838)
escolhe Géometrie descriptive de Gaspard Monge, Elements de géometrie de Adrien Marie
Legendre e Méchanique Analytique de Joseph-Louis Lagrange. (CRILLY, 2006, p. 33).

Logo Cayley se destaca por estudar os grandes matematicos de seu tempo desde o
seu inicio em Cambridge. Esse fato sustentado por Crilly é também destaque de Andrew
Russell Forsyth, sucessor de Cayley como Sadleirian Professor na cadeira de matematica, em
1895, ano da morte de Cayley. Forsyth afirma em sua biografia: “Cayley evidentemente havia
lido, de forma investigativa e com cuidadoso senso critico, a Mecanica Analitica de Lagrange,
um pouco do trabalho de Laplace, e varias memdrias dos dois jornais continentais do seu
tempo, o de Liouville e o de Crelle.” (FORSYTH, 1895, p. xii, traducdo nossa'®). Destaca
ainda que o fato era raro para um estudante de 19 a 20 anos de sua época.

Em outra de suas idas a biblioteca do Trinity College, Cayley consulta a obra
Géométrie de Position de Lazare Carnot (CRILLY, 2006, p. 48). Este fato ocorreu antes da
publicacdo de seu primeiro artigo, 0 que sugere uma influéncia francesa em suas primeiras

pesquisas.

2.3.2 Seu primeiro artigo

Esses fatos explicam o interesse do primeiro artigo de Cayley, On a Theorem in the
Geometry of Position, de 1841, de fazer uso da relagdo algebra e geometria, 0 que estd em
consonancia com o movimento trazido pela escola analitica e com sua leitura das recentes

produgdes matematicas dos principais jornais de sua época.

18 Cayley had evidently read with enquiring and critical care the Mécanique Analytique of Lagrange, some of the
work of Laplace, and several memoirs in the two continental journals of the time, those of Liouville and Crelle.


http://en.wikipedia.org/wiki/Sadleirian_Professor_of_Pure_Mathematics
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O trecho inicial do artigo deixa clara sua intencdo:

Propomo-nos aplicar o seguinte teorema (novo?) a solugdo de dois problemas em
Geometria Analitica.
Dados os simbolos

a ﬁ ’ ﬁ ]
Ial,|a,’ ik a', B, 7'l &c.
) all' ﬂ!l‘ yll

denotam as quantidades

a’ aﬁl — a!ﬂ’ aﬂ!,y!l _ aﬁl!yl + alﬁ!l,y _ alﬁyl! + a”ﬁ,y! — a!lﬁ!y‘ &C.
(CAYLEY, 1841, p. 1, traducéo nossa™)

Neste artigo de 1841, Cayley se propds a encontrar a relacdo existente entre cinco
pontos colocados no espaco arbitrariamente. Usando para isto recursos algébricos, dentre os
quais propriedades dos determinantes e uso das equacbes da circunferéncia e da esfera
(CAYLEY, 1841, p. 2).

Crilly (2006, p. 55) destaca alguns fatos importantes deste primeiro artigo de Cayley,
a comegar pelo fato desse problema da relacdo entre pontos no espaco ja ter sido tratado por J.
L. Lagrange, Lazare Carnot e Jacques Binet (amigo de Cauchy). Isso mostra a capacidade de
Cayley em reconhecer problemas e interpretd-los, trazendo para a realidade inglesa e
expressando relac@es algébricas por meio de determinantes. Outro destaque de Crilly (20086,
p. 55), consiste no fato curioso de o problema recair novamente na “moderna teoria dos
invariantes” na segunda metade do século XIX, ou seja, de certa forma, sua primeira
investigacao possui relacdo com a teoria que ajudaria a fundar a partir de 1845.

Esse trabalho inicial demonstra o grande interesse de Cayley pela algebra aplicada a
geometria. O fato condiz com as possiveis influéncias recebidas por seu primeiro tutor,
George Peacock, e pelo ambiente propicio criado pela escola analitica e por suas leituras,

enquanto iniciava seus estudos em Cambridge.

2.3.3 A producdo matematica desse periodo

Uma rapida leitura pelo indice do segundo volume do The Cambridge Mathematical
Journal, de 1841, nos mostra 0 quanto avangaram as pesquisas em geometria analitica na
Inglaterra. H& inclusive uma secdo especifica cujo titulo é: Analytical geometry of three
dimensions. Na parte de algebra, ndo é dificil encontrar trabalhos que relacionem a algebra a

geometria, como por exemplo, um artigo de George Boole, Researches in the theory of

19 we propose to apply the following (new?) theorem to the solution of two problems in Analytical Geometry.
Let the symbols

a, B |% B, v
W N U
’ a!l' BH’ ,}/H

denote the quantities a, aB’ — a'B,aB'y" —aB"y' + a'B"y —a'By" + "' By’ — a"B'y, &c.
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analytical transformations, with a special application to the reduction of the general equation
of the second order (1841), que iremos destacar mais a frente.

Boole influenciou fortemente os trabalhos de Cayley (CRILLY, 1986, p. 241),
principalmente ao introduzir um tema que muito interessou Cayley e que passou a se chamar

Teoria dos Invariantes, na segunda metade do século XIX.

2.4 Artigos de Boole, inicio da Teoria dos Invariantes

2.4.1 A visdo geométrica analitica de Boole

Em 1837, Cambridge passa a contar com um periddico especifico para publicagdo de
artigos matematicos, The Cambridge Mathematical Journal. Antes, producdes matematicas
deveriam ser submetidas ao Philosophical Transactions, que publicava artigos em diversas
areas do conhecimento. Para isso, contou com o incentivo de Archibald Smith, Senior
Wangler de 1836, que escreveu uma carta a Duncan Farquharson Gregory, solicitando um
periddico britanico com a finalidade de publicar curtos artigos com temas em matematica.
Gregory respondeu positivamente, sendo o editor dos primeiros volumes a partir de novembro
de 1837 (THOMSON, 1874, p. iii).

Apesar da especializacdo ganha com o novo periddico, podemos encontrar seces
destinadas a matematica aplicada a fisica, tais como: astronomia, estudo do comportamento
da luz e do som, mecénica e hidrostatica.

Como ja mencionamos, no The Cambridge Mathematical Journal, desde seu
primeiro volume, encontramos se¢des destinadas a geometria plana, a geometria analitica de
trés dimensoes e a algebra. J& na se¢do destinada & algebra, encontramos artigos que aplicam a
algebra a geometria.

Um exemplo que ilustra este fato é o artigo Transformation of certain analytical
expressions, escrito por Archibald Smith, logo no primeiro volume de 1837. Smith, como
incentivador da criacdo do periodico, ndo perde tempo e publica nele. Em seu artigo, ele
inicia:

Nos frequentemente exigimos em Andlise encontrar a soma dos quadrados de trés

quantidades de forma
ay — bx,bz —cy,cx —az

e um ligeiro artificio nos permite fazer isso muito rapidamente.
Adicionando e subtraindo a®x? + b%y? + c?z?, a soma dos quadrados se torna

(a® + b? + c®)(x% + y? + z2) — (ax + by + cz)?
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(ax+by+cz)? }
a2+b2+c2)(x2+y2+2z2))’

= (a® + b? + c?)(x? + y? +zz){1 —

ax+by+cz

T + € 0 cosseno do angulo entre as retas que
(a%+b2+c2)2(x2+y?%+22)2
fazem angulos [156] com os eixos coordenados, CUjos COSSenos Sa0 proporcionais a
a b c, x y z, respectivamente. Se este dngulo for denominado 6, a expressdo se torna
= (a® + b% + c?)(x? + y* + z%)sin?0.(SMITH, 1837, p. 169, tradugio nossa®®)

Agora, a expressao

Essa expressao é retomada por George Boole em seu artigo Analytical geometry, no
segundo volume deste periddico, ano 1841. Ao iniciar seu artigo, Boole apresenta seu

interesse nas consideracdes geometricas que a expressao permite fazer. Ele diz:

Nas investigacdes diversas do seguinte artigo, terei a frequente oportunidade para se
referir a um teorema apresentado por um escritor no primeiro volume deste Jornal, e
que pode ser aqui para recapitulado, quero dizer,

(ay — bx)? + (bz — cy)? + (cx — az)?
= (a?+ b? + c?)(x? + y* + z%) — (ax + by + cz)?
= (a® + b% + c?)(x? + y? + z%)sin’0

onde @ € a inclinagdo de duas curvas, cuja dire¢do dos co-senos € proporcional
a, b, c, x,y,z, respectivamente. (BOOLE, 1841b, p. 179, traducéo nossa*')

O que Boole propde é encontrar a expressao da distancia minima de duas curvas do
primeiro grau, ou seja, a distdncia minima entre duas retas. Ele desenvolve sua teoria
utilizando-se da expressao acima e apresenta 0s varios casos possiveis de serem investigados.

Pode-se perceber que o uso da algebra aplicada a geometria estava gerando trabalhos
importantes. O artigo de Boole, como ocorreu com o de Smith, foi colocado na segéo
“algebra” do periodico.

Boole ainda publicou outro artigo, no mesmo volume do The Cambridge
Mathematical Journal, com o seguinte titulo: Researches on the theory of analytical
transformations, with a special application to the reduction of the general equation of the

second order. Boole apresenta uma funcdo quadratica qualquer P nas variaveis x e y, onde x

20 we frequently require in Analysis to find the sum of the squares of three quantities of the form
ay — bx,bz —cy,cx — az
and a slight artifice enables us to do this very readily.
By adding and subtracting a?x? + b%y? + c?z?, the sum of the square becomes
(a® + b? + c®)(x? + y? + z%) — (ax + by + cz)?
7 2
= (a® +b%+ c)(x? + y? + z?) {1 - (a2+;gf:2b)¥;+12+zz)}.
1 1 is the cosine of the angle between two lines which make angles with
(a%2+b2+c2)2(x2+y2+22)2
the [156] coordinate axes, whose cosine are proportional to a b ¢, x y z respectively. If this angle be called 6,
the expression becomes = (a? + b? + ¢?)(x? + y* + z*)sin?6.
In the miscellaneous investigations of the following paper, | shall have frequent occasion to refer to a theorem
noticed by a writer in the first volume of this Journal, and which it may be as well here to recapitulate, viz.,
(ay — bx)? + (bz — cy)? + (cx — az)?

= (a® + b? + ¢ (x? + y? + z%) — (ax + by + cz)?

= (a® + b? + c?)(x? + y? + z%)sin?0
where @ is the inclination of two lines, whose direction cosines are proportional to a, b, c, x, y, z, respectively.

ax+by+cz

Now the expression
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e y podem ser expressos em relagdes a duas outras variaveis x’ e y’ pelas seguintes
expressoes:
x=f(y), y=[f(y".

Realizando as substituicdes dessas relagdes que representam x e y, ele encontra a
seguinte equacgéo:

P =P,

Agora considera a transformacdo da equacdo P = 0 na P’ = 0, pela substituicdo dos
valores x = f(x',y"), y = f'(x',y"). Com isso, também faz uso do seguinte sistema de
equac0es diferenciais:

P =P,
dP  dP’ dP'dx' dP’ dy’
dx  dx dx dx +dy’ dx
d_P ﬂ _ dpP’ dx' N drP’ dy'
dy dy dx'dy dy' dy

gue continua, caso existam mais varidveis, faz uso também de equacdes diferenciais de

primeira ordem e de ordens superiores, COmMo segue:

P dP'  dP _ dP'
dx  dx’ dx ~ dx
d2p 4P d*P %P’

dx?  dx%’ dxdy — dxdy
gue continua, caso existam mais variaveis ou necessitem de equacdes diferenciais de grau
maior.

Boole utiliza este método com a finalidade de reduzir a equacéo quadratica:

Ax? + A'y? + 2Bxy + 2Cx + 2C'y+ D =0, numa nova equacdo com coordenadas
retangulares x’, y’ da forma: A,x'%? + Ajy'? + D; = 0. Utilizando o raciocinio que chamou de
Differentiating along the New Axes (BOOLE, 1841a, p. 67), ele também realiza a reducéo no
caso de trés variaveis.

Esse artigo ja sinaliza as primeiras ideias de Boole referente as transformagdes
lineares das coordenadas e 0 quanto seu trabalho algébrico possuia um carater geométrico.
Todo o esforgo anterior explica as caracteristicas de seu trabalho na teoria das transformacdes
lineares que foi 0 embrido da teoria dos invariantes. Veremos que Boole ndo abandona sua

visdo geométrica nesses proximos artigos.
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2.4.2 O inicio da Teoria dos Invariantes

Boole publica, no terceiro volume do The Cambridge Mathematical Journal, um
artigo em duas partes com titulo: Exposition of a general theory of linear transformations. Na
primeira parte, em sua introducdo, faz uma breve referéncia as suas investigacdes e cita:
Mécanique Analytique de Lagrange, uma memoria de Laplace (ele chama de especial
memoria, mas ndo a identifica), Lebesgue e Jacobi (sem identificar os respectivos trabalhos
desses matematicos), uma memoria de Cauchy (também sem identificar) e o artigo de De
Morgan que trata das superficies do segundo grau que ja temos citado.

O Mécanique Analytique de Lagrange tratou, na sua segunda parte, de titulo La
Dynamique, das substituicdes lineares das variaveis de polindmios homogéneos, a fim de
estudar o movimento de corpos suspensos. Lagrange verifica a transformacéo linear:

p=px+p'y+p"z

q=q'x+q"y+q"z

r=r'x+r"y+r"z
considerando a relacdo p?+q?+r?2=x%2+y%+2z% e seis equacdes de condicdo.
(LAGRANGE, 1788, p. 395)

Parshall (1989, p. 160) diz que Boole desenvolve suas proprias ideias e técnicas
através dessas leituras de Lagrange que influenciou, inclusive, seu trabalho de 1841,
Researches on the theory of analytical transformations, with a special application to the
reduction of the general equation of the second order, que ja apresentamos.

Somando-se a essa grande influéncia, podemos dar destaque aos artigos de De
Morgan (1833, 1835) e A. Smith (1837) que claramente foram fontes inspiradoras para Boole.
Destaca-se o fato de Lagrange, De Morgan e A. Smith apresentarem em suas teorias uma forte
relacdo com propriedades geomeétricas.

Boole inicia a primeira parte de seu artigo apresentando sua investigacéo:

A conclusdo mais geral, para o qual os trabalhos dos escritores acima mencionados
levaram, é que, é sempre possivel tirar os produtos das variaveis x;, X, ... X;, @
partir de uma fungdo homogénea proposta do segundo grau, Q, por meio da
substitui¢do linear de um novo conjunto de varidveis, y;, Vs, ... ¥m, COnectadas com
as originais pela relacdo

X2+ 1% e Xt =y vt eyt (D)
ou, em outras palavras, para determinar, sujeito a (1), os valores dos coeficientes
Ay, A,, ... Ay, Na equacdo da transformacdo,
Q = Ay, ® + A% o+ Ay (2). (BOOLE, 1841c, p. 1, tradugdo nossa®)

?Z The most general conclusion to which the labours of the above-mentioned writers have led, is, that it is always
possible to take away the products of the variables x;, x5, ... x,,, from a proposed homogeneous function of the
second degree, Q, by the linear substitution of a new set of variables, y;, y,, ... ¥,, connected with the original
ones by the relation
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Boole (1841c, p. 2) afirma que o método comumente utilizado trata-se justamente de
substituir no lugar das variaveis da equagdo acima (2) uma fungdo composta pelas varidveis
do lado oposto na igualdade (1), igualando os coeficientes e eliminando as constantes
desconhecidas. A dificuldade do processo consiste justamente nessas eliminagdes, que pode
ser um trabalho muito dificil para fun¢Bes de grau maior que dois. O novo método de Boole
possibilitou o tratamento no caso de polinbmios homogéneos de grau maior que dois, apesar
de ainda utilizar processos de eliminacdo, porém entre equacbes diferenciais. Nessas
resolucdes, ele chega as relagdes entre os coeficientes, 0 que possibilitou a pesquisa sobre
invariantes desses polindmios homogéneos.

Boole (1841c, p.2) afirma que (1) e (2) sdo casos particulares dos polinémios
homogéneos:

ho (X1, X3, e Xm) = R (Y1, Y2, Vi) - (A1)
Hy(xq, X3, - %) = H'3(Y1, Y2, -+ Ym) - (B1)
no qual h,, h',, H,, H', sdo funcdes do segundo grau. De forma similar, ele utiliza h,,, h',,,

H,,, H',, para o caso de fun¢des de grau n:

h (X1, X2, o X)) = R (Y1, V20 o0 Vi) - (A2)
Hy (X1, X2, oo X)) = H' 3 (Y1, Y20 o Ym) - (B2)
Dai, ele considera as formas abreviadas:
q=r..(4g),
Q =R ..(By).
E, entdo, representa as fungbes g, 7, Q, R, sob as formas gerais:
q = a1t + ax™ + ot Ay + Y a0 P L xH
r=biy" 4 by, A By + X biyi % Yo oy
Q = Ayxy™ + Apx,m 4 o Ay ™ + Y A1 C x,P M
R =Biyi™ + Byy," + - + By + X B1y: * ¥, P ---YmM)
onde, pela condi¢do de homogeneidade, tem-sea + 8 + vy ...+ u = n.

(3)

Boole afirma que, pelo teorema de Taylor, as equacdes (Ag) e (Bg) somente existem,
em sua forma mais geral, se as respectivas equacdes obtidas por sucessivas diferenciacoes

tambem séo satisfeitas. Dai, ele passa a considerar a primeira diferenciagdo da equagéo (Bg):

X2+ 2 ot X = Y2+ Y%+ v 2 (1),
or in other words, to determine, subject to (1), the values of the coefficients A,, A,, ... A4,,, in the equation of
transformation, Q = A;y;% + A,¥,2 ..+ Apym’ (2).
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4Q dxy | dQ dx; 4Q dxm _ dR
dxidy,  dxpdy; " dxm dy; dy1

dQ dx1 dQ dxz dQ dxm

dxq dyz dxz dyz . dxm dy, dyz ¥ (4).
.dQ ozx1 dQ dx2 dQ dxm“_ ‘4R
dxi dym = dxzdym ~  dxmdym  dym

Entdo, apresenta as possiveis relagdes entre as variaveis:

X1 = Ay + A2Y2 ot AYm
X2 = HiY1 + H2Y2 - + HanYm ¢ (5).

X1 = P11 + P2Y2 - + PmYm
Utilizando estas relagcdes entre as varidveis, ele reduz as equacdes em (4), que

passam a ser representadas como segue:

doQ doQ dQ _ dr
Aldxl M, +p1dxm dy, \|
dQ dQ aQ _ drR
Ay g T2 o dx T P2 dxm  dy, } (6)
TR aas W omEs wEE sEE EEs mEE EEE sEE mEs wEw I
dQ dQ dQ _ dR
Am dxq M ax, t Pm dxXm  dVm )
Boole destaca uma condic¢éo de equivaléncia importante, onde se: 7 =0, E =0,
2
dR a4 _ o 2Q _ a9 _
vt = 0 (8), entdo induzird como consequéncia que: ™ ' dm =0, .. o 0 (7).

Apos isso, faz uma sintese da sua teoria:

Suponhamos que o0s segundos membros de (6) desaparecem, e linearmente
- dQ dQ dQ L L
eliminamos —, —, ... ——, desde os primeiros membros assim igualados a zero,
dx, dx, dxm
obteremos a equagcéo final entre as constantes,
F (A1, Uy oo P1y oo Ay iy - Pr) = 0 1ol (9),
que, se satisfeita, ira indicar que as condi¢des propostas, (8), podem coexistir, sem a
a . ~ dQ dQ aQ

evanescéncia simultanea de T dx o . Estas condi¢des sdo aqui notadas,
porque podem ser encontradas para reaparecer, como sendo a causa de certas
peculiaridades na solucéo final. Sobre a natureza e significado da condicéo (9), para
0 presente serd suficiente observar que analiticamente corresponde aos casos nos
quais, enquanto os valores definidos sdo atribuidos a um conjunto de variaveis
V1, V2, - VYm, @queles do outro conjunto x,, x,, ... x,,,, tornar-se arbitraria ou infinito,
e que a sua interpretagdo geométrica tem referéncia a certos casos de transformagéo
possivel, tal como, por exemplo, a alteracdo de coordenadas a partir de um par de
eixos que tém dada inclinacdo para outro par de eixos que tm uma dada inclinacdo
a outro par mutuamente coincidentes. A omissdo, portanto, a uma analise mais
aprofundada deste caso de fracasso, passamos a examinar as concluses que podem
ser extraidas da outra dependente e sistemas sempre compativeis (7) e (8). (BOOLE,
1841c, p. 4, tradugdo nossa>®)

*If we suppose the second members of (6) to vanish, and linearly eliminate ;70, ;70, ddQ from the first
1 2 Xm
members thus equated to 0, we shall obtain a final equation among the constants,

F (A1, Uiy oo P1y oo Ay iy o Pr) = 0 o ),
which, if satisfied, will indicate, that the proposed conditions, (8), may coexist, without the simultaneous

d d
evanescence of dQ df ™ 22 These circumstances are here noticed, because they will be found to reappear, as
X1 2 Xm

the cause of certain peculiarities in the final solution. On the nature and meaning of the condition (9), it will for
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A funcdo composta pelas constantes da substituicdo linear serd empregada para
determinar a propriedade de invariancia de certas expressdes compostas dos coeficientes de
polindmios homogéneos. Boole se preocupa com a interpretacdo geométrica do caso
apresentado, veremos que isso serd uma constante em seu trabalho.

Em seu primeiro exemplo, Boole considera a forma quadratica Q = Ax? + 2Bxy +

Cy?, com isso o conjunto de derivadas parciais é:
dQ
—=24x+2By =0
aQ _ !
e 2Bx +2Cy =20

que pode ser reduzido a forma:

Ax+By=0}
Bx+Cy =0)

Procedendo a eliminacdo das variaveis, Boole encontra: 8(Q) = B? — AC, ou
0(Q) = AC —B?, que é o discriminante da forma quadratica apresentada. Utiliza a
nomenclatura que posteriormente seria introduzida por Sylvester, em seu artigo de 1851,
6(Q) é um invariante de Q.

Boole avanga com um novo exemplo de uma forma quadrética de trés variaveis. Esse
caso poderia ser considerado mais dificil se ndo fosse empregado seu novo método. Boole
apresenta Q = Ax? + By? + Cz? + 2Dyz + 2Exz + 2Fxy, 0 novo conjunto de equacdes,

depois do processo de derivadas parciais, fica como abaixo:

d—QzAx+Fy+Ey=O\
dx
dQ
E=FX+B}/+DZ=O>
dQ
E=Ex+Dy+Cz=OJ

Apos a eliminacdo das variaveis, ele encontra: 8(Q) = ABC + 2DEF — (AD? +
BE? + CF?), que, nos termos de Sylvester, é o invariante desse polindmio homogéneo.

O proximo exemplo que Boole, igualmente de dificil resolucdo pela préatica anterior,
é 0 de uma cubica binaria: Q = Ax® + 3Bx%y + 3Cxy? + Dy3, onde o sistema de equacdes,

pos as derivadas parciais, é:

the present be sufficient to remark, that it analytically corresponds to those cases in which, while definite values
are attributed to the one set of variables y;, y,, ... v;n, those of the other set x;, x,, ... x,,;, become arbitrary or
infinite, and that its geometrical interpretation has reference to certain cases of impossible transformation, such
as, for example, the change of co-ordinates from a pair of axes having a given inclination to another from a pair
of axes having a given inclination to another pair mutually coinciding. Omitting therefore the further
consideration of this case of failure, we proceed to examine the conclusions which may be drawn from the
otherwise dependent, and always compatible systems (7) and (8).
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Ax? + 2Bxy + Cy? = 0,

Bx? + 2Cxy + Dy? =0,
em que, ao se eliminar x? e y? e dividir os resultados por y e por x, respectivamente,
encontrou:

2(B% — AC)x — (AD — BC)y = 0}
(AD — BC)x — 2(C2 — BD)y = 0J’

Que, ap6s a eliminacdo das variaveis, encontra: 8(Q) = (AD — BC)? — 4(B* — AC)(C? —
BD), novamente uma forma invariante segundo a notagéo posterior de Sylvester.

Boole completa afirmando que o procedimento pode ser realizado para casos mais
complicados (BOOLE, 1841c, p. 7). Em suas consideracfes seguintes ele pretende relacionar
as formas 6(Q) e 6(q) e para isso utiliza um método préximo ao que aborda em seu artigo
anterior. Boole (1841c, p. 10, traduc&o nossa>?) diz: “Este, de fato, consiste numa extens&o do
método que eu, em uma ocasido anterior, empreguei, quando tratei 0 mesmo tema nas paginas
deste Jornal, vide No. VIII. Vo. Il p. 64.”. Realmente seu método e seu interesse pelo tema

podem ser verificados no artigo anterior, ja apresentado aqui.

2.4.3 Aspectos geométricos da nova teoria
O que nos interessa, além de uma apresentacdo do inicio da Teoria dos Invariantes, é
o fato do referido trabalho trazer uma interpretacdo geométrica para essas transformacdes. E
Boole explicita essa interpretacdo, mostrando sua importancia. Num exemplo, seleciona o
caso abaixo (1841c, p. 11):
ax? + 2bxy 4+ cy? = a'x'* + 2b'x'y' + c'y'?,
Ax% 4+ 2Bxy + Cy? = A'x'* 4+ 2B'x'y' + C'y'2.
No exemplo, tem-se: 6(Q) = AC — B?, 6(q) = ac—b?% 6(R)=A'C'—B?,
0(r) = a'c’ — b'?, que seriam as solugbes pelo método anteriormente apresentado. Boole

aplica seu método:

0@ _ 6®)
0@ 6(m)

(atbtc)f(Q) (W grtbi-irterZ)0(R)
6(a) B o(r) ’
realizando as substitui¢Ges e resolvendo as diferenciagdes:

AC—B? _ AICI-Bir?

ac—b? arcr—br?

2 This, in fact, consisted in an extension of the method which I on a former occasion employed, when treating
the same subject in the pages of this Journal, vide No. VIII. Vo. Il p. 64.
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aC—2bB+cA __ arCi—2bIBr+crAr
ac-b?z arcr—br?

Em relacéo a primeira igualdade, ax? + 2bxy + cy? = a'x'> + 2b'x'y" + c'y'%(39), ele faz a
seguinte consideracao:

Isto corresponde a idéia geométrica de um mudanca de coordenadas, a partir de um
par de eixos x,y, possuindo um angulo 8, para um outro par x',y’, cujo angulo de
inclinacéo é de 8’, entdo (39 ) tornar-se
x2 + 2xycosf + y? = x'? + 2x'y'cos6’ + y'?

~a=1b=cos8,c=1a =1,b' =cosb',c' =1.
Desde (41) e (42), entéo

AC-B2? __ AICr—Br?

(sin§)2 ~ (sin 61)2’

A-2Bcos0+C __ Ar—2B' cos 8" +Cr ~ 25
Gne? - emenr (BOOLE, 1841c, p. 11, tradugdo nossa”)

Logo, desde a primeira parte de seu trabalho sobre transformacdes lineares, Boole se
utiliza do fato geométrico dessas transformacdes poderem ser interpretados como uma
mudanca dos eixos coordenados. Isso ainda foi destacado em outro exemplo, no mesmo
artigo, em que:

ax? + by? + cz? + 2dyz + 2exz + 2fxy
=a'x"*+by?+ 2 +2d'y' 7 + 2e'x'7 + 2f'x'y
pelo mesmo processo, corresponde a uma mudanca do sistema de eixos x,y, z parao x',y’, z';
onde se as inclinacdes entre x ey, y e z, x e z S0, respectivamente, iguais a y, ¢, ¥, e as
inclinacBes para o outro sistema de eixos, x' ey’, y' e z', x' e z’, sendo, respectivamente,
iguais a x', ¢, ', entéo:
x2 4+ y% + 2% + 2yzcos ¢ + 2xz cosyp + 2xy cos y
=x"24+y?2+2"%+2y'7 cos¢p’ + 2x'z' cosy’ + 2x"y’ cos x'.

ApOs estas consideracdes, chega ao seu mais importante resultado, o seguinte

teorema:

Se Q,, é uma funcdo homogénea de grau n, com m varidveis que, pelos teoremas
lineares (80)® é transformado em R,, uma similar funcdo homogénea; e se y
representa o grau de 6(Q,,) e 8(R,,), entdo

%% Should that correspond to the geometrical idea of a change of co-ordinates, from a pair of axes x, y, making
an angle 8, to another pair x’,y’, whose angle of inclination is ', then will (39) become
x% + 2xycosO + y? = x'* + 2x'y'cosf’ + y'?
~a=1b=cos8,c=1,a"=1,b' =cosb’,c' =1.
Hence (41) and (42) give
AC-B? __ AICI—Br?
(sin)2 ~ (sin 6?2’

A-2Bcos0+C _ Ar—2B' cos0'+Cr
(sin@)2 (sin 612
% 0 item (80) trata da substituic&o linear das variaveis, ou seja, transformagées lineares do tipo:
X1 =0V + Ay, + o+ AnYm
Xm = H1Y1 T H2Y2 + -+ HmYm

Xm = P1Y1 T P2Y2 + -+ PmYm
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6(Rn
6(Qn) = "%
Em
E sendo o resultado obtido pela eliminacdo das varidveis dos segundos membros dos
teoremas lineares (80), igualado a 0. (BOOLE, 1841c, p. 19, tradugdo nossa’’)

Parshall (1989, p. 162) afirma que Boole acerta nesse teorema aquilo que se tornaria
a definicdo de invariante. Pode se constatar que Boole disse, em outras palavras, que 8(Q,,) e
0(R,,) séo iguais a menos de uma poténcia do determinante formado pelos coeficientes da
transformacéo linear.

A segunda parte do artigo destina-se a exibir novos resultados, exemplos que
ilustram a efetividade de suas técnicas, além da aplicabilidade dos teoremas. Boole
novamente utiliza o fato de essas transformagdes serem interpretadas geometricamente como
uma mudanca do sistema de eixos coordenados. Aplica inclusive o caso de coordenadas
ortogonais (ele chama de “retangulares”) que reduz a equagdes mais simples (BOOLE, 1841d,
p. 118).

Ainda na segunda parte de seu artigo, aplica seus métodos a solucdo de equacgdes
algébricas, dando um claro exemplo da forma cubica (BOOLE, 1841d, p. 118).

No final da segunda parte de seu artigo, faz duas consideracBes importantes. A
primeira, que considera importante a conexdo entre transformagOes lineares e extensivas
classes de teoremas, dependendo de equacdes diferencias parciais, particularmente aquelas
que sdo encontradas em geometria analitica. A segunda consideracdo ele encoraja futuras
investigacOes, dizendo acreditar ser um amplo campo de pesquisa e descoberta (BOOLE,
1841d, p. 119).

Essas consideracGes nos mostram dois fatores importantes e claramente percebiveis
em nossa leitura dos artigos de Boole. Primeiro, seu forte carater geométrico que nédo foi
apenas acidental, mas sim uma visdo clara desde os seus artigos anteriores. Segundo, ele abre
um novo campo de pesquisa grandioso, algo que o proprio matematico considera e, apesar de
dizer que ndo pretende explorar, escreve outros artigos neste campo de pesquisa,
principalmente em 1851,

2T \f Q,, be a homogeneous function of the n'* degree, with m variables, which by the linear theorems (80) is
transformed into R,,, a similar homogeneous function; and if y represent the degree of 6(Q,,) and 6(R,,), then

9(Rn
0(Q,) =252,
Em
E being the result obtained by the elimination of the variables from the second members of the linear theorems
(80), equated to 0.
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2.5Geometria projetiva analitica

A geometria projetiva analitica pode ser identificada na Franca através do Apercu
Historiqgue de Michel Chasles e na Alemanha com os trabalhos de Julius Plicker,
principalmente com o System der Analytischen Geometrie.

Mansion (1873, p. 314) ressalta a importancia do trabalho de Pliicker sobre
coordenadas homogéneas e o tratamento analitico das propriedades projetivas. Destaca duas
vantagens deste novo método: a idéia das curvas e das superficies mais gerais e 0sS
imaginarios que surgem nas equacOes algebricas. Pliicker fez belas aplicacdes desse método
para estudar curvas de terceira ordem (MANSION, 1873, id.). Ainda menciona Mdbius e seu
calculo baricéntrico, destacando o fato de que, depois, as principais ideias foram sintetizadas
por Steiner e com desenvolvimentos de Chasles, em seu Apercu Historiqgue (MANSION,
1873, p.315).

Esse trabalho de Chasles exerceu influéncia sobre as pesquisas de Cayley (CRILLY,
2006, p.65). Podem-se citar como exemplos os primeiros artigos de Cayley que tratam de
curvas algébricas: On the intersection of curves (1843) e On the theory of algebric curves
(1843). No primeiro, cita um teorema presente no Apercu Historique que Chasles usa para
demonstrar o teorema de Pascal. O teorema como apresentado por Cayley: “Se uma curva de
terceira ordem passa através de oito pontos de intersecdo de duas curvas de terceira ordem, ela
passara através do nono ponto de interse¢ao”. (CAYLEY, 1843a, p. 25, tradugdo nossa).

Cayley estende a defini¢do para curvas de ordem “m” e “n” e relaciona aos m.n
pontos de intersecdo (CAYLEY, 1843a, p. 26).

Ja no segundo artigo, Cayley considera 0s casos nos quais a intersecdo pode ser
menor que m.n, considerando formas de ordem “m” e “n”. E, no final, cita duas fontes de
referéncia no assunto: Jacobi, Theoremata de punctis intersectionis duarum curvarum
algebraicarum, do jornal do Crelle (1836, volume XV) e Plucker, Théoremes généraux
concernant les equations a plusieurs variables, d’un degré quelconque entre un nombre
quelconque d’inconnues, jornal do Crelle (1837, volume XVI).

Em seus primeiros artigos, pode-se constatar o quanto Cayley conhecia dos trabalhos
dos matematicos continentais, como Lagrange, Jacobi, M. Chasles, Pliicker, dentre outros. Tal
fato nos ajuda a entender o rapido desenvolvimento dos artigos de Cayley e sua extraordinaria
producdo matematica.

E importante destacar o precoce interesse de Cayley sobre polinémios homogéneos,

formas homogéneas, como fica perceptivel na introducdo de seu segundo artigo. Cayley
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simboliza essas formas de grau m como H,,, deixando clara a propriedade de homogeneidade
ao afirmar que os termos de H,, sdo os de U, uma funcéo de coeficientes inteiros e racionais,
todos de grau m (CAYLEY, 1843c, p. 46).

Jacobi, em seu artigo de 1836, além de mencionar o uso de funcdes homogéneas,
oferece como referéncia seu outro trabalho, também do Jornal do Crelle, de 1833, que
investiga transformacdes de polinbmios homogéneos por meio de substituicdes lineares
(JACOBI, 1835, p. 115).

Em artigo de 1833, dentre seus desenvolvimentos, pode-se ver a busca por relagdes
entre os coeficientes desses polindmios (JACOBI, 1833, p. 7). Boole vai além, estabelecendo
as caracteristicas dessas relagdes, bem como um método novo de encontré-las.

Em meados de 1844, Cayley demonstra seu interesse por esse campo de pesquisa

através de uma carta enderecada a Boole.

2.6 A influéncia de George Boole sobre Cayley
Crilly (2006, p. 86) informa que, em junho de 1844, Cayley, escreve uma carta a
George Boole, enviando alguns desenvolvimentos surgidos apds sua leitura do artigo de

Boole. Cayley escreve sobre seu interesse pelo novo tema de pesquisa:

Permita-me usar do pretexto do prazer que me proporcionou um artigo seu
publicado ha algum tempo no Mathematical Journal, On the theory of linear
transformations, e do interesse que eu tomei pelo assunto, para enviar algumas
formulas em relagdo a este tema, que foram sugeridas por mim através de seu artigo
muito interessante; eu ficaria feliz se elas prevalecerem sobre vds para retomar o
assunto, o que realmente parece inesgotavel. (CAYLEY apud CRILLY, 2006, p. 86,
traducdo nossa®)

Logo, a comunicacdo entre Boole e Cayley nos mostra o quanto de interesse 0s
artigos de 1841 daquele despertaram neste, levando-o0 a encontrar métodos proprios e mais
eficazes do que o de Boole, o que fica registrado em seus artigos de 1845 e 1846 em

transformacdes lineares que apresentam seus métodos na Teoria dos Invariantes.

28 Will you allow me to make an excuse of the pleasure afforded me, by a paper of yours published some time
ago in the Mathematical Journal, ‘On the theory of linear transformations’ and of the interest I take in the
subject, for sending you a few formulae relative to it, which were suggested to me by your very interesting
paper; | should be delighted if they were to prevail upon you to resume the subject, which really appears
inexhaustible.
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2.7Conclusdo

Cayley participou de um periodo de grandes mudancgas na matematica abordada em
Cambridge. O movimento de retirar Cambridge da situacdo de afastamento dos
desenvolvimentos continentais da matematica trazido pela Sociedade Analitica foi um aspecto
da sua formagéo.

Peacock incentivava a leitura dos trabalhos mais recentes, de seu tempo, e do uso
desses novos métodos por seus alunos de Cambridge. E com Cayley ndo poderia ser diferente.
Logo que pode tomar empréstimos na biblioteca do Trinity College, iniciou seus estudos
pelos novos desenvolvimentos, em que a influéncia francesa pode ser destacada pelas leituras
de Monge, Lacroix, M. Chasles, dentre outros.

O crescente uso da algebra aplicada a geometria pode ser verificado a partir de
trabalhos como os de Hamilton, De Morgan, A. Smith e Boole. O interesse inicial estad na
investigacdo das substituicOes lineares que foi alvo principalmente de De Morgan e Boole.

O artigo de 1841 de Boole, escrito em duas partes, além de marcar o inicio da Teoria
dos Invariantes, nos mostra 0 quanto essa teoria ja possuia relagdes geométricas desde 0s seus
desenvolvimentos iniciais. Boole continua utilizando a interpretacdo da mudanga dos eixos
coordenados e destaca que a nova teoria seria frutifera, utilizando o célculo diferencial
aplicado a geometria analitica.

Cayley, antes de se comunicar com Boole, interessa-se por pesquisar as curvas
algébricas, deixando clara a influéncia de Chasles e Pliicker sobre seus desenvolvimentos. Em
1844, o estudioso demonstra seu interesse na nova teoria de Boole e comunica alguns
desenvolvimentos inspirados pelo ja citado artigo de 1841.

Pretendemos esclarecer como Cayley desenvolve sua visdo geométrica da Teoria dos
Invariantes e o quanto ela é similar, ou ndo, a visdo inicial de 1841. Com isso, a partir dos
proximos desenvolvimentos de Cayley, analisar como evolui seu interesse pela geometria

projetiva analitica sera o nosso principal objetivo do préximo capitulo.
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CAPITULO 3 - A GEOMETRIA ALGEBRICA BRITANICA,
UMA PRATICA COMUM

3.1Introducéao

Cayley participou de forma ativa desse processo de retirar a Inglaterra da situacao de
isolamento em relacdo a matematica continental iniciado pela Sociedade Analitica. Temas
abordados, como geometria de posicdo, determinantes e operacdes com céalculo, testificam
esse esforco por manter a matemética de Cambridge mais proxima a dos demais paises
europeus.

As formas algébricas, das quais emerge inspiracdo para o surgimento da Teoria dos
Invariantes, foi um dos temas principais do periodo. Esta ultima foi o grande tema de pesquisa
de Cayley, no periodo de 1843 a 1854, com inumeros artigos tratando do tema na linha do
programa da teoria das curvas de Pliicker, sendo aplicada assim a geometria analitica.

O jornal The Cambridge Mathematical Journal foi expandido para o The Cambridge
and Dublin Mathematical Journal, a partir de 1846. Cayley rompe as barreiras do isolamento
matematico inglés em 1844, com a publicacdo do artigo Mémoire sur les Courbes Du
Troisieme Ordre, no jornal de Liouville. Foi um feito memoravel, pois se tratava de um dos
mais importantes periédicos internacionais, juntamente com o jornal do Crelle.

Cayley faz amizade com J. J. Sylvester, com quem fara grande parceria no
desenvolvimento da Teoria dos Invariantes, no ano de 1850. Salmon também se torna grande
colaborador nesta teoria que passa a atrair grande atencdo dos matematicos por aquele
periodo.

Nosso objetivo serd investigar o desenvolvimento da Teoria dos Invariantes, no
periodo de 1843 a 1854, logo anterior ao grande trabalho sobre o tema As Mémorias sobre
Quantics de Cayley, no que se refere aos seus aspectos algébricos e, principalmente,
geomeétricos. N0ssos questionamentos principais:

e A teoria prossegue com interpretacdes geométricas?
e Qual o papel da geometria projetiva analitica nesta teoria?
e Como se desenvolve a rede de pesquisa britanica e quais 0s seus principais

pontos de interesse?
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Para isso, veremos 0s artigos matematicos de Cayley e de seus contemporaneos,
dividindo em trés periodos: primeiro, de 1843 a 1845, culminando no primeiro artigo no qual
Cayley propde um método novo em relacdo ao de Boole; segundo, a producdo de 1845 a
1846, periodo entre o primeiro trabalho e o segundo, na Teoria dos Invariantes, em que
introduz os chamados ‘“hyperdeterminantes”; e, por Gltimo, de 1846 a 1854, periodo que
culmina com a Primeira Memdria sobre os Quantics. Também ¢é desse periodo que

pretendemos analisar a pratica comum entre Cayley, Sylvester e Salmon.

3.2Primeiro periodo, de 1843 a 1845

Neste primeiro periodo, pretendemos estudar como avanca o uso da algebra aplicada
a geometria por Cayley e alguns de seus contemporaneos britanicos. O recorte escolhido se
deve ao fato de, em 1845, Cayley publicar seu primeiro artigo que trouxe grande avanco a
Teoria dos Invariantes, On The Theory of Linear Transformations, com isso, pode-se analisar
as primeiras caracteristicas dessa nascente teoria durante esse periodo.

A algebra apreciada serd, primordialmente, aquela introduzida por Boole que
considera substituices lineares, que também foi conhecida como teoria das curvas algébricas,
uma vez que possuia clara intencdo de estudar curvas e superficies de um dado grau. Por sua
vez, a geometria considerada sera a projetiva, suas transformacdes e propriedades. Como ja
vimos, essa geometria chega a Cambridge por intermédio da influéncia francesa, de Chasles, e
da alema, dos textos de Pliicker e Hesse.

3.2.1 O artigo On the Theory of Determinants

O artigo de Cayley foi recebido em 20 de fevereiro de 1843, porém apenas foi
publicado no oitavo volume dos Transactions of The Cambridge Philosophical Society de
1849, porém, apesar da publicacédo tardia, traz vérias caracteristicas importantes do trabalho
algébrico e geométrico de Cayley no inicio de 1843.

O estudo dos determinantes por Cayley estava conectado a varias areas de estudo
como, por exemplo, as rotacbes no espaco, a teoria das equacdes lineares, a geometria
analitica, a teoria dos numeros, dentre outras partes do conhecimento matematico (CRILLY,
2006, p. 66).
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Dentre estas areas de pesquisa, conforme afirma Crilly (2006, p.66), o estudo dos
determinantes estava relacionado a “teoria da eliminagdo”, que guiou Cayley ao grande
desenvolvimento da Teoria dos Invariantes.

No proprio artigo, Cayley explica esse uso diverso da Teoria dos Determinantes. Ele
diz: “Os nomes ‘determinantes’, ou ‘resultantes’, foram designados, como é bem conhecido,
para as fungdes que, igualadas a zero, expressam o resultado da eliminac¢do de algum nimero
de variaveis e de algumas equacdes lineares, sem termos constantes.” (CAYLEY, 1843b, p.
75, traducgdo nossa®®). Cayley trata o assunto em duas investigacdes distintas e é justamente na
primeira parte de seu artigo que trata dos determinantes conforme a definicdo acima
apresentada.

Ainda em sua introducéo, apresenta as aplicacdes da “teoria dos determinantes”:

Mas as mesmas func¢des ocorrem na resolucdo de um sistema de equacdes lineares,
no problema geral da eliminacéo entre as equac@es algébricas, e casos particulares
delas em geometria algébrica, na teoria dos nimeros, €, em suma, em quase todas as
partes da matematica. (CAYLEY, 1843b, p. 75, traducéo nossa®).

Esse € o primeiro artigo no qual Cayley usou o termo “algebraic geometry”. Ficou
claro que a designacdo estd relacionada ao uso das equacdes algébricas e a Teoria da
Eliminagdo, que culminou na Teoria dos Invariantes. Logo, o termo “geometria algébrica”,
nesse contexto, pode ser utilizado para designar o uso das teorias relacionadas as equacgdes
algébricas, conforme j& apresentamos.

Cayley lista alguns trabalhos de seu conhecimento nesse assunto. Do século XVIII,
cita Etienne Bézout, Gabriel Cramer, Laplace, Lagrange e Vandermond. Do século XIX,
Jacques Binet, Cauchy, Jacobi e Victor Lebesgue. A maioria desses trabalhos de diversos
matematicos estava relacionada ao uso da analise a geometria, ou a teoria das curvas, 0 que
mostra 0 quanto conhecia da matematica continental e explica sua grande producéo
matematica, inclusive em periddicos néo ingleses.

Cayley (1843b, p. 76) também menciona Disquisitiones Arithmetica de Gauss e
Determination of the Elements of a Comit’s Orbit de Lagrange, como forma de exemplificar
alguns casos do uso das equacdes. Ele cita seu artigo de 1841, que trata de encontrar a relagéo
existente entre as distancias de cinco pontos no espaco, dizendo que tem aplicado esse método

neste artigo e em outros problemas geométricos.

% The name of “Determinants” or “Resultants” has been given, as is well known, to the functions which equated
to zero express the result of the elimination of any number of variables from as many linear equations, without
constant terms.

%0 But the same functions occur in the resolution of a system of linear equations, in the general problem of
elimination between algebraic equations, and particular cases of them in algebraic geometry, in the theory of
numbers, and, in short, in almost every part of mathematics.
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A teoria encontrada no artigo, chamada por Cayley de “Teoria dos Determinantes”, é
uma forma inicial que culmina em seu artigo de 1846 sobre 0s “hyperdeterminantes”, em que

Cayley encontra clara aplicacdo no calculo de invariantes, como veremos mais a frente.

3.2.2  Os artigos de Cayley de “geometria algébrica”

O indice do The Cambridge Mathematical Journal, volume quatro, de 1845, nos
mostra 0 quanto avancaram os métodos analiticos aplicados a geometria. Basta dizer que a
secdo destinada a geometria plana possui varios artigos que seguem esta tendéncia.

A secdo que trata da geometria dos sélidos tambem usa recursos algébricos.
Destacaremos um artigo de Cayley que utiliza transformagdes lineares.

Na secdo de algebra, ha artigos que lancam méo da “teoria das formas” como o de
Cayley, Chapters in the analytical geometry of (n) dimensions. Fechando essa secdo,
encontram-se os artigos Notes on linear transformations, de Boole, e On the theory of linear
transformations, de Cayley, de 1845, que apresenta seu método em resposta a teoria de Boole.

Cayley submete o0 artigo Demonstration of Pascal’s Theorem, em novembro de 1843,
publicado no volume acima citado do The Cambridge Mathematical Journal, na secao
intitulada Plane Geometry. Cayley (1843d, p. 18) realiza uma demonstracdo analitica do
teorema de Pascal, utilizando-se de equagGes homogéneas e trabalhando no espago projetivo.
Ele usa planos que passam pela origem para representar as retas projetivas, toma U = Ax +
By + Cz = 0 para representar o plano passando pela origem e considera os seguintes planos:
Uy, =0U,=0U;=0,U,=0,Us =0,Ug = 0.

A partir de determinantes dos coeficientes dessas equacdes e dos seis pontos que ele
representa pelas coordenadas x; y; z; ..Xs Ve, Zs, Chega a relacdo que garante que esses
pontos pertencem a um mesmo cone de segunda ordem, demonstrando, assim, o teorema.

No final do artigo, faz referéncia a um método de Chasles que considera mais
simples, mas que necessita de conhecimento prévio da propriedade de semelhanca da razéo
anarmonica, consistindo nisso a dificuldade do metodo para iniciantes nessa teoria analitica
(CAYLEY, 1843d, p. 20). Cayley demonstra novamente sua identificagdo com a teoria
apresentada por Chasles.

No proximo artigo, publicado na mesma se¢do do quarto volume do Cambridge
Mathematical Journal, cujo titulo € On the theory of algebric curves, Cayley inicia por

explicar seu uso dos polinbmios homogéneos e das equacdes desses polindmios:

Suponhamos uma curva definida pela equa¢do U = 0, U sendo uma funcéo racional
e integral de grau m e de coordenadas x, y. Pode ser sempre assumido, sem perda de
generalidade, que os termos envolvendo x™,y™, ambos aparecem em (U); e
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também que o coeficiente de y™ € igual a unidade. (CAYLEY, 1843c, p. 102,
traducdo nossa®')

Cayley toma uma equacdo U de grau m de variaveis x, y com coeficientes inteiros e
racionais. Sem perda de generalidade, considera que os termos x™, y™ aparegcam em U e que
o coeficiente de y™ seja igual a unidade e justifica essas consideracGes afirmando ser
possivel, caso a equacdo nao satisfaca essas condicOes, através de transformacfes dos eixos
coordenados e dividindo a nova equagéao pelo coeficiente de y™, chegar a tais condi¢des para
um caso qualquer onde a funcdo U néo esteja neste formato.

Cayley introduz essas condicfes visando a uma apresentacdo mais comoda que ele
pretende usar, a fim de realizar suas consideracfes sobre a curva representada por essa
equacéo. Ele prossegue:

Dado H,, denotar os termos de U, que sdo da ordem (m), e dados y — ax,y —
Bx, ...,y — Ax serem os fatores de H,. Se as quantidades «,p .. 1 sdo todas
diferentes, a curva é dito ter um nimero de direcBes assintéticas iguais ao grau de
sua equagdo. (CAYLEY, 1843c, p. 103, traducéo nossa®)

Denota H,, a funcdo homogénea de grau m formada pelos termos de U que possuem
tal grau. Exemplo, sendo U = a;x3 + a,x? + azx + a,y3 + asx?y + agxy?, entdo H,, =
a,x3 + a,y® + asx?y + agxy?, sendo a fungdo homogénea retirada dos termos de U.

Ele toma ainda y — ax,y — Bx, ...,y — Ax para fatores desse polindmio, dai a
importancia das condigdes iniciais que apresenta, onde os termos x™, y™ devem estar em U e
do coeficiente de y™ ser igual a unidade, para que seja possivel a forma fatorada e sempre
considera as quantidades «a, 3, ..., A diferentes, o0 que garante o fato do nimero de assintotas
ser igual ao grau da equacao.

Desenvolvendo a teoria, Cayley chega a uma forma de representar as equacgdes das
curvas atraves da seguinte expressao: U = (y —ax —a')(y — fx — B') + k, para o caso de
uma equacdo do segundo grau. Com esta forma de representar, consegue discutir 0os casos
possiveis de interse¢do da curva acima com outra, V= (y — Ax — A")(y — Bx — B') + K,
também do segundo grau. Ele analisa 0s casos nos quais 0 nimero de intersecdes € menor do
que o produto do grau dos polindmios. No exemplo das equacdes do segundo grau, trata dos

casos onde haverd, respectivamente, trés, duas e uma intersecéo.

31 Suppose a curve defined by the equation U = 0, U being a rational and integral function of the m*"* order of
the co-ordinates x,y. It may always be assumed, without loss of generality, that the terms involving x™, y™,
both of them appear in (U); and also that the coefficient of y™ is equal to unity.

%2 |et H,, denote the terms of U, which are of the order (m), and let y — ax,y — Bx, ...,y — Ax be the factors of
H,,. If the quantities a,f ... 1 are all of them different, the curve is said to have a number of asymptotic
directions equal to the degree of its equation.
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O préximo artigo de Cayley, cujo titulo é Chapters in the analytical geometry of (n)
dimensions, de 1844, tomou lugar na secdo de algebra. A primeira observacdo que se pode
fazer é em relacdo ao proprio titulo que, apesar de sugerir 0 uso de uma geometria de n
dimens0es, deve-se destacar que Cayley nédo se detém as questdes filosdficas da existéncia ou
ndo de espacos de n dimensbes, o que faz é considerar determinantes de ordem n, onde
também se pode destacar transformac@es de n varidveis. Quando, porém, ele faz referéncia a
geometria, considerando casos concretos, considera trés dimensoes.

Outra discusséo seria acerca dos motivos pelos quais o artigo foi publicado na se¢édo
de &lgebra e ndo de geometria. O periddico possuia duas se¢des destinadas a geometria, uma
chamada Plane Geometry - pelo préprio nome seria da geometria de duas dimensdes - e a
outra secdo com titulo Solid Geometry, que tratava da geometria de trés dimensdes. Logo, a
geometria era encarada dentro dessas duas perspectivas e o artigo de Cayley foi mais bem
enquadrado, aparentemente, na secéo de algebra.

O artigo se utiliza de polindbmios homogéneos, desenvolve sua teoria com o0 uso de
determinantes, formas bilineares, equacdes reciprocas e, no final, aplica a geometria. Crilly
(2006, p. 82) destaca que esse trabalho possui influéncia de Plicker, General Theorems de
1837, o que concorda com nossos resultados nas leituras dos artigos de Cayley.

Esses artigos demonstram o quanto Cayley estava familiarizado com o uso da
algebra aplicada a geometria. Ele utiliza polindmios homogéneos, estudando a teoria das
curvas, seguindo o programa de Pliicker. Varias citacGes existem, também, com relacdo aos
trabalhos de Chasles, o que indica uma influéncia francesa em relagdo a geometria projetiva.

Antes de estudar o primeiro artigo de Cayley que desenvolve a teoria iniciada por
Boole, analisaremos alguns artigos de trés matematicos britanicos, D. F. Gregory, William
Thomson e William Walton, para destacar a recepcdo das novas abordagens por

contemporaneos de Cayley.

3.2.3 A “geometria algébrica” nos trabalhos de D. F. Gregory, William Thomson e
William Walton

Duncan Farquharson Gregory nasceu em Edinburgh em abril de 1813, foi eleito

Fellow® do Trinity College em 1840 e faleceu em fevereiro de 1844, de uma doenca no

esclarecida na biografia de Leslie Ellis, editor do Cambridge Mathematical Journal (ELLIS,

%3 Um membro sénior da instituicdo que possuia alguns privilégios, como exercer participagio no governo e nas
decisfes académicas.
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1844, p. 152). Escreveu sobre célculo, utilizando a notacdo de Leibniz, seguindo a tendéncia
de modernizacdao proposta pela Sociedade Analitica.

Em geometria analitica, em 1842, comecgou a escrever um livro terminado pelo
matematico William Walton (1813 a 1901), cuja segunda edicdo data de 1852 e tem por
titulo: A Treatise on The Application of Analysis to Solid Geometry. A obra sintetiza todo o
trabalho inglés de aplicar transformacGes lineares e uso do calculo diferencial a geometria,
usa extensamente a propriedade de simetria das equacdes, que Cayley utiliza para o caso dos
polinbmios homogéneos.

Seu ultimo artigo publicado foi Of Asymptotes to Algebraic Curves, do quarto
volume do Cambridge Mathematical Journal, no qual usa a interpretacdo da primeira
derivada e o célculo do ponto de tangéncia de uma curva. Ele interpreta as assintotas como o
caso de tangéncia num ponto no infinito.

Utiliza a seguinte forma de representar uma curva:

u=¢(0,y) + Pp106,y) + Pp_2(x,y) + -+ ¢ =0,
onde o simbolo ¢,,(x,y) denota uma funcdo homogénea de grau n nas variaveis x e y. Essa
notacdo foi utilizada para facilitar o calculo do ponto de tangéncia, pois simplifica a
representacdo da equacao da tangente:

pdu L d

w Y oy + Gn1(,y) + 20, 2(x,y) + -+ npg = 0,
sendo x’ e y' as coordenadas da tangente. D. F. Gregory chega a condicdo que u,, = 0, onde
u, € a funcdo homogénea de grau n nas variaveis x e y (GREGORY, 1844, p. 44).

Um exemplo do seu método é apresentado em seguida: seja a curva y3 — x3 —
ax?>=0, e u, =0 serd entdo: y3 —x3=0. Dai o Unico fator possivel é y —x = 0.
Aplicando o processo, encontra a outra equagdo: 3y'y? — 3x'x? — ax? = 0, substituindo
y = x, Gregory (1843, p. 44), encontra a equacdo da assintota:

y —x' ==
3

O artigo de D. F. Gregory nos mostra 0 uso da algebra e do célculo com uma
interpretagdo geométrica. Temos equacgdes algébricas com a finalidade de representar as
curvas que se deseja estudar e ver as caracteristicas geométricas a partir das operacoes
analiticas. A teoria das curvas ja estava bem desenvolvida, como vimos através dos artigos de
Cayley influenciados pelos trabalhos de Pliicker e Chasles. Porém, esse e 0 nosso proximo
exemplo demonstram um interesse de maior proporg¢ao, em que Varios matematicos britanicos

estavam pesquisando o uso da algebra aplicada a geometria.
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William Thomson submete um artigo aceito no quarto volume do Cambridge
Mathematical Journal, com o titulo: Reduction of the general equation of surfaces of second
order, que foi publicado na se¢édo “Solid Geometry” deste periodico. William Thomson (1824
a 1907) foi o segundo wrangler®*, em 1845, também no mesmo ano foi eleito um fellow de
Peterhouse. Thomson e Cayley foram amigos e ambos receberam influéncia de Duncan
Farquharson Gregory, que foi tutor no Trinity College (CRILLY, 2006, p. 68).

Em seu artigo, recebido em 1845, ele considera reducdo de uma equacdo de uma
superficie quadratica e a transforma numa forma mais simples:

Px*+ Qy*+ Rz* =H/,
através de substituicdes lineares das coordenadas. Uma condi¢cdo encontrada por ele é que

J 4+ 9 4+ _1=0 Dai apresenta as
-a P-B  P-y

condicGes de sinais que devem possuir, f, g, h, @, B, v, para que a superficie seja um elipsoide,

P,Q e R sdo raizes da seguinte equacdo:

hiperboldide de uma folha, hiperbol6ide de duas folhas ou imaginario.

Destaca-se 0 uso dos métodos algébricos de transformacéo linear com a finalidade de
estudar as propriedades de uma superficie quadratica. Desde o artigo de Boole de 1841, pode-
se perceber a grande atracdo por métodos que utilizem transformacdes lineares.

William Walton, como ja foi mencionado, incumbiu-se de terminar o livro de D. F.
Gregory, reunindo todas as suas notas e desenvolvimentos. O livro apresenta uma sintese de
todo trabalho em aplicar métodos analiticos a geometria.

W. Walton publica alguns artigos no mesmo volume do jornal de Cambridge, dos
quais podemos destacar seu artigo On Brianchon’s hexagon, de 1844. Nele, observa-se
novamente a influéncia francesa. Walton toma como referéncia um artigo de Brianchon
publicado no jornal da Ecole Polytechnique (WALTON, 1844, p.163).

Além disto, propde uma demonstracdo algébrica para o problema®, tratando
primeiramente do caso da hipérbole e depois da elipse. Ele considera o caso de hipérbole e de
elipse, pois, como afirma, havia apenas demonstracdes analiticas para o caso da parabola.
Logo, Walton pretende, nesse estudo, suprir esta deficiéncia (WALTON, 1844, p. 164).

Apesar de ele ndo desenvolver seu método com polindmios homogéneos, mostra-

nos a importancia dos métodos analiticos nesse periodo na Inglaterra. Esses matematicos

3% Conforme o resultado dos exames, ou como eram chamados Tripos, uma lista em ordem de mérito classificava
os alunos. Os wrangler eram os primeiros colocados nesta lista, logo eram os estudantes com os melhores
resultados.

% Se um hexagono qualquer for circunscrito sobre uma segéo conica, as trés diagonais que ligam os vértices dos
angulos opostos serdo concorrentes no mesmo ponto.
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britdnicos fazem parte do contexto de pesquisa de aplicar métodos analiticos aos aspectos
geomeétricos.

George Boole publica um novo artigo sobre sua teoria introduzida no artigo de 1841,
que destacaremos a seguir, antes de apresentar o primeiro artigo de Cayley sobre

transformacdes lineares.

3.2.4 O artigo de Boole de 1845, a continuacdo de sua teoria
O artigo de Boole de 1845, Note on Linear Transformation, também do quarto
volume do Cambridge Mathematical Journal, inicia adequando os desenvolvimentos a
reducdo da funcdo homogénea:
ax? + by? + cz? + 2dyz + 2ezx + 2fxy,
para a funcéo transformada: a’x'* + b'y'2 + c'z'>.
Apds essa primeira nota, ele apresenta uma aplicacdo do método a investigacdo da

“atracdo de um elipso6ide”, cuja superficie ¢ definida por:

. . 1
Ele considera um ponto externo, a, b, ¢, a for¢a variando 7 @ apresenta a forma:
2 b2 2

a c

+ + =
n2+h% ~ n2+h? = n2+h3

Boole encerra a segunda nota com a observacdo de que os valores de n? sdo os mesmos de
A, B, C, da seguinte transformacao:

(a® — h®)x? + (b? — h3)y? + (c? — h3)z? + 2bcyz + 2cezx + 2abxy,
na forma: Ax'? + By'? + Cz'?, sendo x,y,z, e x,y’, Z', sistemas de coordenados retangulares
(BOOLE, 1845, p. 168).

Nessa segunda nota, Boole apresenta uma clara aplicacdo de seu método de
transformacdo das coordenadas. A interpretacdo geométrica continua acompanhando seus
desenvolvimentos, como se pode notar nessa aplicacdo ao problema da atracdo de um
elipsdide. Sua terceira nota trata de demonstrar a relacdo que ele apresenta em seu artigo de
1841:

0(Rn
6(Qn) = L,

Em

onde 6(Q,,) e 6(R,) sdo expressdes formadas pelos coeficientes, respectivamente, da fungao
original Q,, e da funcdo transformada R,,. Esse resultado, como j& apresentado no capitulo 1, é

a definicdo de um invariante na teoria que esta nascendo.
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Em sua Ultima nota, Boole apresenta um polindmio homogéneo do quarto grau em
duas variaveis, x,y, e a forma 6(Q,,) desse polindmio, que seria 0 invariante dessa quartica.
Boole termina suas notas afirmando: “O resultado acima pode, provavelmente, ter algumas
aplicacdes na teoria das equacdes algebricas de grau superior” (BOOLE, 1845, p. 171,

traducdo nossa’®).

Isto sugere que Boole enfatiza novamente o fato do tema ser um amplo
campo de pesquisa.
Logo, pode-se concluir que ele enfatiza sua teoria com suas implicacdes geometricas.

Como no caso do artigo de 1841, esse também possui clara interpretacdo geométrica.

3.25 O artigo de Cayley de 1845, a sua primeira contribui¢cdo no tema iniciado por
Boole

Trata-se do primeiro artigo de Cayley que aborda o tema iniciado por Boole em
1841, On The Theory of Linear Transformations, de 1845, publicado no Cambridge
Mathematical Journal, no quarto volume, de 1844.

Sua introducdo nesse artigo ndo poderia ser diferente: cita o trabalho de George
Boole de 1841. Como ja foi dito, Cayley se interessa pelo tema das transformacdes lineares
através do artigo de Boole e se comunica com ele através de cartas, como a que apresentamos,
comunicando o0s seus resultados.

Seu avango aparece logo em seguida por considerar o uso de determinantes. Cayley
aplica sua teoria ja desenvolvida no artigo de 1843, ele usa a representacao:

a B,V 6

144 n n 144
a’, p", v, &

para representar as séries de determinantes da forma:

Cl; lg' )/’
a', ,BI' )/I'

144 n 144
a’, B, v",

que podem ser formados a partir das quantidades acima, selecionando qualquer sistema de
linhas verticais. Cayley (1845a, p. 194) acrescenta que esses determinantes ndo sédo
conectados pelo sinal “+”, ou qualquer outro tipo de sinal, mas sendo tomados perfeitamente

separados.

% The above result may probably be found to have some applications in the theory of the higher algebraic
equations
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ApoOs sua explicacdo sobre sua notacdo, ele traz o que chama de “teorema

fundamental” para a multiplicacdo dos determinantes dados, apresenta a formula:

A, B, C, D .. a, B, Y, &
A, B, C, D .|=E|« B, Vv, &
A’l’ B”, C”, DII all’ ﬁ”; yu' 6”
onde tem-se a igualdade de cada termo correspondente, sendo 0 seguinte determinante:
A ou

E — A’ ‘Ll,

O que Cayley faz € expandir suas consideracdes a formas multilineares e, assim,
chega a definicdo de ‘“hiperdeterminante”. N&0 € nosso objetivo expor todo o
desenvolvimento da teoria, que por sinal é longo, acrescentando apenas que Cayley chega a
um sistema de equacOes diferenciais cuja solucdo é a forma invariante procurada. Cayley
(18454, p. 198, tradugdo nossa®’), ap6s apresentar o sistema de equacdes diferenciais, afirma:
“em todo caso, é a partir destas equacdes que a forma de funcdo (u) pode ser investigada”, a
funcdo u é o “hyperdetermiante”, que é o mesmo que invariante, na nomenclatura posterior.

Cayley apresenta aplicagbes a geometria, citando alguns artigos seus que relacionam
a “Teoria da Eliminagdo” a geometria. Nessa tematica cita também alguns trabalhos de Hesse,
matematico alemédo que trabalhou aspectos geométricos da nascente Teoria dos Invariantes.

Um destaque pode ser dado ao fato de Cayley citar os seguintes artigos de Hesse
como referéncia: De curvis et superficiebus secundi ordinis, do volume vinte do jornal do
Crelle, e Ueber die Elimination der Variabeln aus drei algeb. Gleichungen vom zweiter
Grade mit zwei Variabeln, do volume vinte oito do mesmo periddico. Acerca do primeiro
artigo, ele diz possuir uma bela demonstracdo, mas nédo utilizando determinantes e sim
funcdes quadraticas. J& do segundo, afirma que Hesse relaciona fungdes do terceiro grau a
importantes resultados.

Logo, apesar do artigo de Cayley ser aparentemente apenas algébrico, no contexto do
desenvolvimento apresentado, pode-se ver que 0s aspectos geométricos eram igualmente
importantes para Cayley. Suas referéncias aos artigos de Hesse reforcam isso, em destaque

quando cita:

Alguns teoremas sobre fungdes quadraticas, pertencendo, no entanto, a uma parte
diferente do assunto, serdo encontrados em meu artigo ja citado na Cambridge

%" In every case it is from these equations that the form of the function (u) is to be investigated; [...]
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Philosophical Transactions, e também em um artigo no Jornal sobre geometria
algébrica de (n) dimensées. (CAYLEY, 1845a, p. 201, traduc&o nossa’®)

Ou seja, Cayley apresenta ja algumas possiveis interpretacbes geomeétricas no seu

primeiro artigo, demonstrando seu interesse em continuar aplicando algebra a geometria.

3.3 Segundo periodo, de 1845 a 1846

Desse segundo periodo, pretendemos analisar como prossegue a relagdo entre algebra
e geometria nos textos de Cayley e de contemporaneos britanicos.

O periodo inicia logo apds o artigo de 1845, nas transformaces lineares, e termina
com o segundo artigo nesse tema, de 1846. Ambos sdo considerados por geracGes de
matematicos como os fundadores da Teoria dos Invariantes e apresentam os dois grandes
métodos desta teoria no século XIX (CRILLY, 1986, p. 242).

Outro fato a ser destacado consiste de, neste periodo, Cayley ter publicado mais
artigos nos jornais internacionais, Crelle e Liouville, do que no The Cambridge and Dublin
Mathematical Journal. Foram artigos que tratavam da “teoria das curvas”, na linha de
Plicker, no uso dos polindmios homogéneos e das teorias de Eisenstein, Hesse e na
demonstracdo de um teorema devido a Chasles.

Antes de ver como Cayley prossegue seus desenvolvimentos algébricos geométricos
neste periodo, é importante notar 0s novos progressos registrados no periddico The

Cambridge and Dublin Mathematical Journal.

3.3.1 O primeiro volume do The Cambridge and Dublin Mathematical Journal

Como ja foi dito, a partir de 1846, o periodico Cambridge Mathematical Journal da
lugar a esta nova versédo, que além de pretender ter um carater de continuidade, sinaliza uma
maior abertura a trabalhos internacionais, seguindo os planos da Sociedade Analitica de
atualizar a matematica inglesa. Como exemplo disso, ja no primeiro volume, aparece um
artigo de J. Liouville, no terceiro volume, um artigo de C. Hermite, ambos matematicos
franceses. Steiner publica no oitavo volume, ja no nono aparecem artigos de C. Hermite,

Steiner e Brioschi.

%8 A few theorems on quadratic functions, belonging, however, to a different part of the subject, will be found in
my paper already quoted in the Cambridge Philosophical transactions; and likewise in a paper in the Journal on
the Algebraical Geometry of (n) dimensions.
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O editor passa a ser William Thomson, professor de filosofia natural da universidade
de Glasgow, que se interessou pelo tema das transformacGes lineares e foi do ciclo de
amizade de Cayley. Thomson publica no primeiro volume do novo periddico seu artigo On
The Principal Axes of A Rigid Body, na se¢éo reservada a mecanica.

E um artigo revelador no uso da algebra com visdo geométrica desse primeiro
volume, On Circular Sections of the Locus of the General Equation of The Second Order,
submetido por Percival Frost*°, a primeira parte do artigo lido em 28 de janeiro de 1846.

Em suas consideracdes sobre a secdo circular de uma superficie quadratica, Frost
(1846, p. 135) cita o artigo de Sylvester, Examples of The Dialytic Method of Elimination as
Applied to Ternary Systems of Equations®, e o artigo de W. Thomson que trata da reducéo de
uma equacao de superficies do segundo grau, que ja temos apresentado.

Sylvester (1841, p. 232) propbe nesse artigo apresentar exemplos do método de
eliminacdo das varidveis, que, como vimos, ja estava estabelecido, apresentando um exemplo
de trés equacdes homogéneas, como segue:

Ay? — 2C'xy + Bx?
Bz? —2A'yz + Cy? ¢,
Cy? — 2B'zx + Az?

e realiza a eliminacdo num processo de multiplicar, respectivamente, as equacbes por
—z2,x2,y% e somar seus resultados, dividindo depois por 2xy. Realizando um processo
similar, ele encontra trés equacdes de onde ele consegue expressar a relacdo abaixo, formada
apenas pelos coeficientes:
ABC(ABC — AB'* —BC'* — CA"* + 2A4'B'C") = 0,
de onde obtém a relacao:
ABC — AB"* —BC'* — CA'* + 2A'B'C' = 0.

Sylvester (1841, p. 233) se utiliza dessa ultima expresséo, sabendo que ela representa

o discriminante do polinbmio homogéneo de trés variaveis:
Ax? + By? + Cz% + 2A’yz + 2B'zx + 2C'xy,

sendo tais condi¢Bes necessarias para que o polindmio acima tenha como fator Ax + uy + vz.

Foi justamente essa ultima condi¢do que Frost utilizou em seu artigo, considerando
uma equacdo polinomial homogénea de trés varidveis, a qual ele afirma representar o cone

que, nessas condigdes, possuird duas se¢des planas paralelas circulares. Ele utiliza o artigo de

% percival Frost (1817 a 1898) entrou no St. John’s College, Cambridge, em 1835, e foi o “Second Wrangler” do
ano de 1839.
*0 Artigo publicado no Cambridge Mathematical Journal de 1841.
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W. Thomson apenas para tomar uma expressao que relaciona os valores representativos dos
cossenos dos angulos da direcdo desses planos.

Sem pretender nos aprofundar nos seus desenvolvimentos, apenas essas observagdes
nos deixam a idéia de que o uso da algebra aplicada aos problemas geométricos, inclusive
com conicas projetivas, como se pode constatar neste artigo, ganhava cada vez mais adeptos.

Como veremos, Cayley intensifica suas pesquisas que relacionam a &lgebra a

geometria.

3.3.2 Artigos de “geometria algébrica”

Cayley escreve o artigo Note sur deux Formules dénnées par M. M. Eisenstein et
Hesse, publicado no jornal do Crelle, no ano de 1845. Nele, apresenta sua teoria do
“hyperdeterminante”, desenvolvida no artigo de 1845, utilizando-se de uma férmula de
Eisenstein, que é o invariante de uma forma multilinear. Depois, utiliza uma formula de Hesse
e a relaciona ao seu método do “hyperdeterminante”. Assim, além de propagar seu novo
método, demonstra total conhecimento das pesquisas internacionais na entdo nascente Teoria
dos Invariantes.

No volume dez do jornal de Liouville, ano 1845, Cayley publica seis artigos, dentre
0s quais trés estdo relacionados a algebra dos polindmios homogéneos com visdo geométrica.

No primeiro, Nouvelles remarques sur les courbes Du troisiéme ordre, de 1845, do
jornal de Liouville, Cayley trata conicas utilizando polinémios homogéneos. Ele prossegue a
sua investigacdo das curvas de terceira ordem, iniciadas em seu artigo Mémoire sur les
courbes Du troisieme ordre (1844), acrescentado algumas definicbes. Ao apresentar o
teorema IV, inicia o que chama de “demonstragdo analitica” da primeira parte desse teorema.

Abaixo, temos uma traducdo do teorema:

Teorema IV. O lugar geométrico de um ponto P, que se move de maneira que as
tangentes formadas por este ponto a trés conicas dadas quaisquer formam sempre
um feixe em involugédo, € uma curva do terceiro grau que passa pelos dezoito centros
de homologia das c6nicas tomadas dois a dois, estes centros formando seis a seis dos
quadrj!éteros inscritos correspondentes. (CAYLEY, 1845c, p. 104, traducéo
nossa).

Cayley (1845c, p. 104) propGe uma demonstracdo analitica, considerando o que ele

chama de “coordenadas indefinidas de um ponto” representadas por ele como: /¢, n/{. E

*! Théoréme IV. Le lieu d’um point P qui se meut de maniére que les tangentes menées par ce point a trois
coniques données quelconques, forment toujours un faisceau en involution, est une courbe du troisiéme ordre qui
passe par les dix-huit centres d’homologie des coniques prises deux a deux, ces centres formant six a six des
quadrilatéres inscrits correspondants.
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para as equacdes das conicas, utiliza equagdes do tipo: ¥ = A2+ Bn2 + CJ2 + 2Fn{ +
2G(¢E + 2Hén, fazendo: Y =0,V =0,Y" = 0.

Observamos que trabalha de fato sobre as coordenadas homogéneas de um ponto
(¢,7m,¢), assim como aparece nas equacOes das conicas. Ha nos trabalhos de Cayley certo vai
e vem entre o uso de coordenadas homogéneas e das coordenadas cartesianas associadas.

Apos isso, ele toma x/z, y/z para as coordenadas do ponto P e apresenta as
seguintes expressoes:

U= Ax*+ By?+ Cz*+ 2Fyz + 2Gzx + 2Hxy,
W= Ax¢+ Byn+ Cz{+ F(y{+ nz)+ G(zé+ {x)+ H(xn + y&), onde W =0 ¢é a
equacao da reta polar do ponto P. Entdo Cayley coloca a expressdo das duas tangentes a uma
das conicas:

Uy — w2 =0.

Ao desenvolver a equacdo das tangentes, encontra uma equagdo um tanto extensa
que reduz ao utilizar simbolismos para representar partes da equacdo, além disso, coloca a
origem no ponto P, reduzindo a equacéo das tangentes a forma mais simples: &2 + Bn? —
2Dén = 0. Para as outras duas conicas: A2+ B2 —2Dén =0 e A2+ B'"n? —

29"én = 0. Dai, utiliza-se da relacdo que garante estarem essas tangentes em involugdo:

A B D
A B D'[=0.
?I” %I @II

A demonstracdo prossegue utilizando propriedades do determinante e Cayley a
conclui encontrando a equacédo do terceiro grau que representa o lugar geométrico do ponto P,
conforme descrito na primeira parte do teorema IV do artigo.

Esse artigo mostra que o uso das coordenadas homogéneas por Cayley ja era uma
pratica bem estabelecida. Ele retoma as coordenadas cartesianas, pratica que também
demonstra total dominio. No caso, a propriedade projetiva de involucdo de pontos €
trabalhada em conjunto com o uso do determinante. Involugéo esta associada ao alinhamento
de pontos, propriedade projetiva importante.

O artigo seguinte de Cayley, do mesmo volume do Liouville, Mémoire sur les Cubes
a Double Courbure et les Surfaces développables,é iniciado com referéncia a “Teoria das
curvas algébricas de M. Pliicker”, Cayley diz que essa é referéncia nas pesquisas dos niumeros
de diferentes singularidades*? das curvas planas (CAYLEY, 1845d, p. 245).

#2 Caracteristicas, como: pontos de inflex&o, tangentes duplas, etc.
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Cayley propGe aplicar os principios desta teoria de Pliicker as curvas no espaco de
trés dimensdes e afirma: “Para isso, considere uma sequéncia continua de pontos no espaco,
as curvas que passam por dois pontos consecutivos, e 0s planos que passam por trés pontos
consecutivos;” (CAYLEY, 1845d, p. 245, tradugdo nossa*®). Ele continua esclarecendo as
possiveis relacdes entre pontos, curvas e planos nesta sua abordagem da teoria.

No altimo artigo do jornal Liouville que destacaremos, cujo titulo € Démonstration
d’un Théoreme de M. Chasles, além de confirmar nossas afirmac6es acerca da influéncia da
teoria geométrica de Chasles, destaca-se também o uso das coordenadas homogéneas™.

Cayley realiza a demosntragéo do seguinte teorema:

Sejam P, P'os pontos correspondentes de duas figuras homograficas, se a linha PP’
passa através de um ponto fixo O, pontos P estdo localizados em uma curva do
terceiro grau, que passa por esse ponto. (CAYLEY, 1845e, p. 383, traducdo nossa™)

Afirma também que %%% sd0 as coordenadas do ponto P e %%;—" as
coordenadas do ponto P’. Num sistema de coordenadas homogéneas, um ponto no espago é
representado por um sistema de quatro coordenadas que pode ser trabalhado no sistema
cartesiano por dividir as trés primeiras pela quarta coordenada; Cayley utiliza esse processo e
acrescenta o fato das coordenadas x’,y’,z’,w’ serem funcGes lineares das x,y,z,w, 0 que

garante o fato das figuras serem homograficas.

Ele representa o ponto fixo O pelas coordenadas %,%

,% e um ponto qualquer pelas

v

2 ] : ) :
coordenadas ;,%,w. Dai, considera estarem os pontos P, P’,0 na mesma reta e, com isto,

considera o plano que contém os quatro pontos P, P’,0, T, apresentando a equacdo formada
pelo determiante das coordenadas igualando-o a zero. A partir desse determinante, ele chega
as relacdes que garantem que a curva de terceira ordem deve passar também pelo ponto O.
Esse artigo nos informa algumas caracteristicas do uso da algebra das substituicGes
lineares aplicada & geometria projetiva. A primeira diz respeito ao uso de coordenadas
especiais, que hoje se chamam coordenadas homogéneas, que lhe possibilita trabalhar
propriedades projetivas de forma algébrica, conforme a teoria de Plicker das curvas
algébricas. A segunda remete ao proprio interesse por problemas geométricos na linha de

Chasles, com propriedades projetivas como homografia e, por altimo, ha o uso do

** Pour cela, considérons une suite continue de points dans I'espace, les lignes qui passent par deux points
consécultifs, et les plans qui passent par trois points consécutifs;

* Cayley ndo chama de coordenada homogénea, o que apresentamos é a abordagem inicial proposta por Pliicker
e utilizada por Cayley.

** Soient P, P' des points correspondants de deux figures homographiques; si la droite PP' passe toujours par un
point fixe O, les points P sont situés sur une courbe du troisieme degré, qui passe par ce méme point.
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determinante com a interpretacdo geometrica de pontos alinhados e de pontos pertencentes ao
mesmo plano.

Logo, Cayley pesquisava intensamente sobre as relacbes entre polindmios
homogéneos e as propriedades projetivas, como involucdo e homografia, e isso antes de seu
artigo de 1846, nas substituicdes lineares. A seguir veremos alguns aspectos do seu segundo

artigo na teoria nascente dos Invariantes.

3.3.3 Artigo de 1846

O artigo On Linear Transformations foi lido em marco de 1846, no The Cambridge
and Dublin Mathematical Journal. Cayley submete ao jornal do Crelle*® uma tradugéo para o
francés do primeiro artigo de 1845 e, deste de 1846, com o titulo Mémoire sur les
hyperdéterminants.

No artigo de 1846, no The Cambridge and Dublin Mathematical Journal, aparece
uma nota dizendo que o estudo continua do volume quatro, na pagina 209, e indica a traducéo
dos dois artigos, em sequéncia, no jornal do Crelle (CAYLEY, 1846b, p. 104).

Logo em sua introducdo, Cayley apresenta a questdo que 0 guia em sua investigacdo
e que o conduz por anos de pesquisa sobre o tema. Ele diz: “Encontrar todos os derivados de
algum namero de func@es, que possuem a propriedade de preservar sua forma inalterada sobre
alguma transformacao linear das variaveis.” (CAYLEY, 1846b, p. 104, tradugo nossa®’).

“Derivados de algum niimero de func¢des” seriam formas algébricas compostas pelos
coeficientes dessas funcbes, podendo estar, ou ndo, acompanhadas das variaveis. O que

> s&0 os derivados que possuem a

Cayley chama de “hyperdeterminant derivative
propriedade citada de preservar as suas formas inalteradas apos transformacd@es lineares.

O processo introduzido em seu artigo, “método do hiperdeterminante derivativo”,
ficou conhecido como “processo Q de Cayley” (CRILLY, 1986, p. 245). Ele introduz suas
ideias utilizando formas multilineares, onde considera p séries de m variaveis: (x1, ¥4, -.-),
(X2,Y2, )1 oy (Xp,¥p,..). TOma também p’ séries de m’ variaveis: (x';,y'y,...),
(X2, Y2 )y oo (X" s, ¥ ps s o), a@ssim por diante. Com a condicdo de p ser no minimo igual a

m, de igual forma p’e m’, etc.

* Crelle, volume 30, ano 1846. O artigo divide-se em duas partes e é finalizado com a data de 25 de maio de
1845, logo o segundo é uma continuagdo do primeiro.

*" To find all the derivatives of any number of functions, which have the property of preserving their form
unaltered after any linear transformations of the variables.

*8 Hyperdeterminant derivative, na linguagem da Teoria dos Invariantes, seriam os invariantes, no caso de serem
formados apenas pelos coeficientes, ou covariantes, no caso de serem formados também pelas variaveis.
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Entdo apresenta as substituicdes lineares:
X =Ax+uy+--
y=Ax+uy+--
=A% +uy +
y =2"x"+u"y + -
onde x,y,... representam as varidveis do primeiro conjunto, de p séries de m variaveis;
X',y .. representam as variaveis do segundo conjunto, de p’ séries de m’ varidveis, e assim
por diante.
Entdo Cayley representa |[Q||, que é uma série de determinantes formados pela
escolha de m colunas verticais para compor o determinante, cuja matriz serd quadrada m x m,

e similarmente ||

, que representa uma série de determinantes cujas matrizes sdo m’' x m’,

etc.

S, & - S

Il = {{ny, 7y - Mo

onde: & =dxq, & =dxy, .., & =dx,; ny = dyy, 1, = dy,, .., N, = dy,, € assim por
diante.

Agora, sendo E o determinante formado pelos coeficientes da substituicdo das
variaveis, entdo:

Aoou,

E=X, u,

e pela propriedade da multiplicacdo de determinantes, chega a relacéo:

o)l = Enall, | = Ene

, etc.

Cayley utiliza a seguinte notacdo para representar os polindbmios homogéneos de
grau f, formados a partir de seu novo processo:

= Fdlal/, 1
(= EES ..[]

Cayley utiliza a seguinte definicéo:

..., dai ele conclui:

[...] se U for qualquer fungdo, sejam quais forem as variaveis x,y,... que sdo
transformadas, pelas substitui¢des acima, em U, ent&o:

[JU=E'ES .[JU. Ou a funcdo [JU ¢é pela definicdio acima um
“hiperdeterminante derivativo. (CAYLEY, 1846b, p. 106)*

9 [...] if U be any function whatever of the variables x, y,... which is transformed by the linear substitutions
above into U, then [ U = ESE*/" ..[]]U. Or the function []JU is by the above definition a hyperdeterminant
derivative.
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Com isso, ele apresenta da forma mais geral sua teoria. Nosso objetivo aqui € de
apenas apresentar a principal contribuicdo de Cayley nesse artigo bastante longo. Nele,
demonstra a validade de seu método, além de apresentar exemplos do seu uso no célculo dos
“hiperdeterminantes derivativos”.

Apesar de ndo apresentar de forma direta as aplicacfes de seu novo método, Cayley
afirma, apds seus longos desenvolvimentos: “Importantes resultados podem ser obtidos por
conectar a teoria dos hiperdeterminantes a da eliminagcdo, mas ainda ndo tenho encontrado
algo satisfatorio sobre o tema.” (CAYLEY, 1846, p. 122, traducdo nossa™). Como
apresentamos, a Teoria da Eliminacdo foi largamente utilizada, munida de uma viséo
geométrica de mudanca dos eixos coordenados, logo isso sinaliza que Cayley buscaria formas

de aplicar sua nova teoria.

3.4 Terceiro periodo, de 1846 a 1854

Apds o artigo de 1846 e antes da Primeira Memdria sobre Quantics, destacam-se
varios fatos importantes. A partir de 1850, em parceria com J. J. Sylvester, a Teoria dos
Invariantes ganha novos rumos e gradualmente, chama a atencéo de outros matematicos, com
destaque para George Salmon, que contribui largamente neste tema.

Evidenciaremos a formagdo de uma “rede” de matematicos pertencente a préatica
comum do uso dos polindmios homogéneos com aplicacbes em geometria projetiva, na

Inglaterra.

3.4.1 Alguns artigos de Cayley

No artigo On the Theory of Involution in Geometry, de 1847, Cayley utiliza a algebra
dos polinbmios homogéneos estudando a propriedade projetiva de involucdo de pontos. Ele
afirma: “Quando trés conicas tém os mesmos pontos de intersecdo, qualquer transversal
intersecta o sistema em seis pontos, que sdo ditos estarem em involucdo.” (CAYLEY, 1847,
p. 52, traduc&o nossa™).

Antes de apresentar as definicdes algébricas para o caso de fungdes em involucao,
Cayley apresenta a caracteristica geométrica desta propriedade. Apds isso, apresenta a

definicdo em termos algébricos:

%0 |mportant results might be obtained by connecting the theory of hyperdeterminants with that of elimination,
but I have not yet arrived at anything satisfactory upon this subject.

51 When three conics have the same points of intersection, any transversal intersects the system in six points,
which are said to be in involution.
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Entdo, se U,V, ... sdo funcGes homogéneas de mesmo grau de algum ndmero de
variaveis x, y, ... . Uma funcdo 0, que é uma funcéo linear de U, V, ..., é dita estar em
involucdo com estas funcdes. De forma mais geral, ® pode ser dito estar em
involucdo com algum sistema de fatores dessas fungdes: ou se U, V, ... serem dadas
fungdes de x,y,z, .., homogéneas de graus m,n, .., e sendo u,v,... arbitrarias
funcGes homogéneas de graus r —m,r —n, ...; entdo, se @ = uU + vV +---, © é
uma fungdo de grau r, que estd em involucdo com U,V, .... (CAYLEY, 1847, p. 53,
traducdo nossa*?)

Entdo a questdo que surge, segundo Cayley, é encontrar o grau de generalidade da
funcdo ©, ou 0 nimero de constantes arbitrarias que ela contém. Para essas consideraces, cita
Euler, Cramer, Pliicker™ e Hesse.

No artigo On geometrical reciprocity, de 1848, Cayley explicita a fonte que o inspira
em seus trabalhos com conicas e coordenadas homogéneas, iniciando-o por tratar do “teorema
fundamental da reciprocidade”, que se refere a dualidade no plano. Trabalha relacGes
importantes nas conicas, cada uma delas possuindo um teorema dual. E destaca Pliicker como

a fonte dos teoremas apresentados. Afirma o autor:

As construcBes anteriores tém sido tomadas inteiramente do System der
Analytischen Geometrie de Pliicker, capitulo 3, Allgemeine Betrachtungen Uber
Coordinaten-bestimmung. Tenho acrescentado demonstragbes analiticas de alguns
dos teoremas em quest&o. (CAYLEY, 1848, p. 177, tradugo nossa>*)

Nesse artigo, cita, como origem de alguns de seus desenvolvimentos, o trabalho
geomeétrico e os desenvolvimentos de Plicker, trabalho considerado como o que estabelece o
uso das coordenadas homogéneas. Apesar de Cayley se utilizar deste sistema de coordenadas,
ele ndo apresenta justificativa, aparentando ser uma pratica matematica comum.

E o primeiro artigo em que Cayley explicita o uso desse novo sistema de
coordenadas. Foi publicado no Philosophical Magazine, em 1853, On the homographic
transformation of a surface of the second order into itself. Cayley utiliza uma nota de rodapé
para explicar o uso do sistema de coordenadas e sua nova notacdo para os polinbmios

homogéneos. Tais ferramentas sdo utilizadas em suas memorias sobre quantics. Ele explica:

Estritamente falando, é a razdo dessas quantidades, exemplo x: w, y: w, z: w, que sao
as coordenas, e consequentemente, mesmo quando o ponto é dado, os valores
x,y,z,w sdo essencialmente indeterminados a um fator pré. Assim assumindo que
um ponto é dado, nds deveriamos escrever x:y:z:w = a:f:y:J, e que quando um
ponto é obtido como o resultado de um processo analitico, a conclusdo é

52 Thus, if U, V, ... be homogeneous functions of the same order of any number of variables , y, ... . A function ©,
which is a linear function of U,V, ..., is said to be in involution with these functions. More generally ® may be
said to be in involution with any system of these functions: or if U,V, ... be given functions of x,y,z, ...,
homogeneous of the degrees m,n, ..., and u, v, ... arbitrary homogeneous functions of the degrees r —m,r —
n, ..., then, if © = uU + vV + ---, O is a function of the degree r, which is in involution with U, V, ...

53 Cayley cita diversos artigos, dentre os quais o Theorie der Algebraischen Curven.

* The prededing constructions have been almost entirely taken from Pliicker’s “System der Analytischen
Geometrie”, 8 3, Allgemeine Betrachtungen tber Coordenatenbestimmung. | subjoin analytical demonstrations
of some of the theorems in question.
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necessariamente da forma que acabei de mencionar: mas uma vez entendido, a
linguagem do texto pode ser propriamente empregada. Pode ser proprio explicar
aqui a notacdo utilizada no texto: tomando por grande simplicidade o caso das
formas de duas variaveis, (I, mJ x,y) significa lx + my; (a,b,c] x,y)? significa
ax? + 2bxy + cy?; (a,b,ci & nix,y) significa afx+ b(&y + nx) + cny. O
sistema de coeficientes pode frequentemente ser indicado por um Unico coeficiente:
entdo (a,...Jx,y,z w)? representa a mais geral funcdo quadratica de quatro
variaveis. (CAYLEY, 1853, p. 106, traduco nossa>®)

Nesse artigo de 1853, Cayley trabalha com uma superficie que ele representa

analiticamente, ou seja, (a,...Jx,v,z w)?, e a chama de superficie de segunda ordem.
Considera transformacfes dessas formas quadraticas de quatro varidveis nelas mesmas,
chamadas transformacg@es homogréficas, as quais consideram substituicdes lineares das
varidveis. Sdo apresentados resultados relacionando pontos, retas e estas superficies

quadraticas.

3.4.2 Alguns artigos de Sylvester

Sylvester contribui com diversos artigos, no periodo de 1850 a 1853, relacionados as
teorias dos polinbmios homogéneos e, principalmente, as propriedades projetivas das conicas
e trata, por exemplo, das relacdes entre duas cdnicas em seu artigo de 1850, On the
intersections, contacts, and other correlations of two conics expressed by indeterminate
coordinates. Nele, Sylvester usa polinémios homogéneos do segundo grau e trata das conicas
utilizando as coordenadas projetivas para analisar as relacfes entre duas conicas. Um fato a
ser destacado é a utilizacdo da definicdo de intersecdo de duas conicas de Cayley, que afirmou
que a intersecdo de duas conicas projetivas formava sempre um quadrangulo. Sylvester

utiliza esse resultado:

Adotando excelente designacéo do Sr. Cayley, onde os quatro pontos de intersec¢do das duas
conicas é chamado de quadrangulo. Este quadrangulo tera trés pares de lados; as interse¢des de
cada par, a partir de principios de analogia, eu os chamo de vértices do quadrangulo.
(SYLVESTER, 1850, p. 119, traducdo nossa™°)

55Strictly speaking, it is the ratios of these quantities, e.g. x:w,y:w, z:w, which are the coordinates, and
consequently, even when the point is given, the values x, y, z, w are essentially indeterminate to a factor prés. So
that in assuming that a point is given, we should write x:y: z:w = a: B:y: §; and that when a point is obtained
as the result of an analytical process, the conclusion is necessarily of the form just mentioned: but when this is
once understood, the language of the text may be properly employed. It may be proper to explain here a notation
made use of in the text: taking for greater simplicity the case of forms of two variables, (I, m{ x,y) means
Ix + my; (a, b, c] x,y)*> means ax? + 2bxy + cy?; (a,b,c§ &,nx,y) means aéx + b(§y + nx) + cny.The
system of coefficients may frequently be indicated by a single coefficient only: thus in the text
(a,...[x,y,z w)?; stands for the most general quadratic function of four variables.

% Adopting Mr Cayley’s excellent designation, let the four points of intersection of the two conics be called a
quadrangle. This quadrangle will have three pairs of sides; the intersections of each pair, from principles of
analogy, I call the vertices of quadrangle.
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Ainda no mesmo artigo, Sylvester considera o fato da intersecdo entre as conicas
poder possuir pontos imagindrios, ou seja, considera as solugdes no conjunto dos nimeros

complexos e traz as interpretagdes geometricas de cada caso:

Se todos 0s quatro pontos de interseccdo do quadrangulo sdo reais, os trés vértices e o0s trés
pares de lados sdo todos reais. Se apenas dois pontos do quadangulo sdo reais, um vértice e um
dos trés pares de lados serdo reais; os outros dois vértices e dois pares de lados sendo
imaginarios. Se todos os quatro pontos do quadrangulo ndo séo reais, um par de lados sera real
e 0s outros dois pares imaginarios, como no ultimo caso; mas todos os trés vértices
permaneceram reais, como no primeiro caso. Assim, temos um critério direto e simples para
distinguir o caso de interseccdo mista de interseccdo totalmente real ou totalmente imaginaria,
ou seja, que a equagdo cubica das raizes das quais as coordenadas dos vértices sdo funcées
lineares reais tera um par de raizes imaginarias . Essa € a Gnica e inequivoca condigdo exigida.
(SYLVESTER, 1850, p. 120, grifo do autor, traduc&o nossa>’)

Isso mostra que o trabalho de Sylvester nesse artigo possui claras perspectivas
geométricas, apesar de ndo possuir figuras que representem esses casos possiveis de
intersecdo de duas conicas. 1sso ndo ocorre apenas no referido artigo e pode ser considerado
uma pratica desses matematicos britanicos, ou seja, eles ndo apresentam figuras para
exemplificar as relagdes geométricas. Pode-se dizer que isso se deve a heranca da Sociedade
Analitica, em que a geometria sintética deixou de ser padrdo de rigor nas demonstracées.

Brechenmacher (2006, p. 10), ao estudar a historia das matrizes, faz sobressair esse
artigo como aquele no qual Sylvester apresenta caracteristicas importantes no
desenvolvimento da teoria dos determinantes. Ele destaca a visualizacdo geométrica
apresentando figuras que representam os casos de intersecdo que Sylvester mostra em seu
artigo de 1850.

O desenvolvimento de Sylvester se desencadeia na interpretacdo da seguinte relacédo
polinomial: U + 4V = 0, onde U e V sdo as expressdes das duas conicas dadas. Suas
consideracOes durante esse artigo demonstram as condigcfes para que as intersecfes entre as
cbnicas possam ser todas reais, ou dois pares reais e dois pares imaginarios, ou, por Gltimo,
todos os pares imaginarios.

Apbs esse artigo, Sylvester escreve outro, tratando analiticamente propriedades
projetivas, como: An instantaneous demonstration of Pascal’s theorem by the method of

indeterminate coordinates, no Philosophical magazine, também em 1850. Seque-se a esse,

>" If all the four points of the quadrangle of intersection are real, the three vertices and the three pairs of sides are
all real. If only two points of the quadrangle are real, one vertex and one of the three pairs of sides will be real;
the other two vertices and two pairs of sides being imaginary. If all four points of the quadrangle are unreal, one
pair of sides will be real and the other two pairs imaginary, as in the last case; but all the three vertices will
remain real, as in the first case. Hence we have a direct and simple criterion for distinguishing the case of mixed
intersection from intersection wholly real or wholly imaginary; namely, that the cubic equation of the roots of
which the coordinates of the vertices are real linear functions shall have a pair of imaginary roots. This is the
sole and unequivocal condition required.
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um em que ele trata da Teoria da Eliminac&o®, On a new class of theorems in elimination
between quadratic functions, do mesmo ano.

Em 1851, Sylvester publica mais dois artigos que tratam de conicas e fungdes
homogéneas que sdo: On the intersections of two conics e On certain general properties of
homogeneous functions. O primeiro é uma extensdo dos anteriores, que utilizam a expressao
U + uV = 0 para determinar a intersecdo entre conicas; ja o segundo artigo traz alguns
desenvolvimentos ligados a Teoria da Eliminacdo. Nele, Sylvester (1851, p. 171) considera
que as fungdes polinomiais representam e séo representados por um locus, dando assim uma
clara interpretacdo geométrica ao seu trabalho, da mesma forma como Cayley fez em suas
Memo@rias sobre Quantics.

Em seu On the general theory of associated algebraical forms, também de 1851,
Sylvester apresenta a nova nomenclatura dos principais componentes da Teoria dos
Invariantes. Inclusive é ai que a teoria recebe este nome, conforme Sylvester utiliza em seu

artigo.

3.4.3 Alguns artigos de Salmon

Salmon, por sua parte, utiliza de polindmios homogéneos e trata de superficies e
propriedades projetivas em seu artigo de 1846, On the degree of a surface reciprocal to a
given one. Nesse artigo, dentre as vérias relacdes apresentadas, destacamos a seguinte
propriedade: “A projecdo em algum plano da intersecdo de duas superficies do segundo grau
sera em geral uma curva do quarto grau tendo dois pontos duplos” (SALMON, p. 68, 1846,
traducéo nossa>?).

Salmon publica dois artigos no The Cambridge and Dublin Mathematical Journal,
de 1847, On The Condition that a Plane should Touch a Surface along a Curve Line e On the
Number of Normals which Can Be Drawn from a Given Point to a Given Surface. Esses
fazem referéncia ao uso de equaces diferenciais e abordam uma visdo geométrica atraves dos
desenvolvimentos algébricos apresentados.

Salmon também escreveu artigos que relacionam as propriedades projetivas a algebra

dos polinbmios homogéneos, como: Théoremes sur les courbes de troisiéme degré, de 1851, e

%8 Chamava-se assim 0 método de se eliminar uma das variaveis de um determinado polinémio. Este possui
claras intersecfes com o desenvolvimento da Teoria dos Invariantes, principalmente no calculo dos invariantes e
covariantes.

% The projection on any plane of the intersection of two surfaces of the second degree will in general be a curve
of the fourth degree having two double points.
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Sur La formation de [’équation de La courbe reciproque a une courbe donnée, também de

1851.

3.44 A “pratica comum” inglesa

Percebe-se que Boole influenciou fortemente os trabalhos de Cayley (CRILLY,
1986, p. 241) e consecutivamente os de Sylvester e Salmon. Como temos apresentado, o tema
comum entre 0s VAarios textos € o tratamento da algebra de polinbmios homogéneos com uma
visdo geométrica ligada as propriedades projetivas dessas curvas que estes polinémios
representam. Logo, nosso campo de pesquisa na Inglaterra fica bem determinado por esta
caracteristica comum.

Observamos que o0s textos se comunicam, uma vez que um determinado artigo de
Cayley, por exemplo, cita um de Salmon; dessa relacdo entre os diversos artigos montamos
alguns “fios” dessa rede de pesquisa, conforme Brechenmacher (2006) fez para representar as
diversas préaticas relacionadas as matrizes. Abaixo alguns exemplos dessa “comunicagdo”
entre textos.

Sylvester usa um importante resultado no qual cita um artigo de Cayley como
referéncia (SYLVESTER, 1850, p. 119). Esse teorema trata das possiveis intersec@es entre
conicas, utilizando-se de pontos reais e complexos. O trabalho de Cayley, referenciado por
Sylvester, Sur Le probléme des contacts, de 1850, afirma que a intersecdo de duas coOnicas
forma um quadrangulo.

Abaixo a afirmacdo de Cayley em seu artigo de 1850:

Duas cnicas quaisquer se cortam em quatro pontos que formam um quadrangulo inscrito
as duas cénicas. Elas possuem quatro tangentes comuns que formam um quadrilatero
circunscrito as duas conicas. O quadrangulo inscrito e o quadrilatero circunscrito possuem
mesmos centros e mesmos eixos. (CAYLEY, 1850, p. 522, tradugdo nossa®)

Sylvester tratou desse fato em seus desenvolvimentos, conforme apresentamos na
secdo anterior. Logo, ele, assim como Cayley, pesquisava as relacdes geométricas das conicas
através de polindbmios homogéneos.

Como se pode ver em On The Degree of a superface reciprocal to a given one, de
1846, Salmon também trabalhou sobre o assunto das coOnicas e sua relacdo algébrica
(SALMON, 1846. p. 65). Esse trabalho é citado por Cayley em On the triple tangent planes of
surfaces of the third order (CAYLEY, 1849, p. 446). Tanto Cayley quanto Salmon

% Deux coniques quelconques se coupent en quatre points qui forment un quadrangle inscrit aux deux coniques.
Elles ont quatre tangentes communes qui forment un quadrilatére circonscrit aux deux coniques. Le quadrangle
inscrit et le quadrilatére circonscrit ont les méme centres et mémes axes.
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pesquisaram o método do polar reciproco e destacam o caso no qual a superficie é de segunda
ordem.

Salmon também considera teoremas nas curvas de terceira ordem como Cayley, e
relaciona a geometria projetiva de retas e conicas. Em seu artigo Théorémes sur les courbes
de troisieme degré (1851), apresenta trés teoremas, sendo que, no terceiro, utiliza uma
definicdo de Pllcker. Nesse artigo, Salmon utiliza polindbmios homogéneos e relaciona a
intersecdes de conicas, dentre outras propriedades ligadas a geometria projetiva.

As diversas comunicacdes entre os diferentes textos podem ser representadas

graficamente, conforme na figura abaixo.
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As setas demonstram essa comunicacao, na qual a origem (inicio, a saida) é o texto
que fez referéncia ao artigo da extremidade (ponta da seta). O eixo horizontal é formado pelos
diversos assuntos contidos nesses artigos e o eixo vertical € o ano de submissao do artigo.
Além disso, quanto mais a esquerda estiver o ponto que representa um texto, significa que
este possui uma énfase nas teorias geométricas; ja quanto mais a direita ficar o ponto, maior é
0 destaque as teorias algébricas ligadas aos invariantes. Deve-se observar também o fato do
grafico possuir uma regido de “intersecdo” entre as teorias geométricas e algébricas, mais
especificamente na regido delimitada pelos temas: geometria analitica e teoria das
substituicdes lineares.

Dito isto, o grafico representa a comunicagao entre textos em uma “rede”, 0 que nos

indica algumas conclusdes interessantes para nossa pesquisa. Uma delas dé& conta da origem
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do interesse por Cayley em relacdo & geometria projetiva e, mais especificamente, a geometria
projetiva analitica. O lado esquerdo do nosso grafico, destaca bem a origem da abordagem
analitica da geometria projetiva com uma forte influéncia de Plicker (1837) e Chasles
(1837).

Alias, em relagdo aos demais matematicos britanicos, somente os textos de Cayley
aparecem do lado esquerdo, demonstrando que ele toma como referéncia para seus trabalhos
em geometria apenas matematicos externos a Inglaterra, como o francés Chasles e os aleméaes
Plicker e Hesse. Ja a teoria algébrica é mais interna a comunidade britancia, destacando-se a
comunicacéo entre os textos de Boole, Cayley, Sylvester e Salmon.

Outro aspecto visivel é o fato de a teoria geométrica ser desenvolvida antes dos
artigos de 1845 e 1846, que desenvolvem a Teoria dos Invariantes, e bem antes das Memorias
sobre Quantics, cuja Primeira Memdria data de 1854. Isso € plausivel e concorda com a
mudanca de perspectiva da matematica britancia, passando de uma abordagem sintética para
uma que considera a analise e os desenvolvimentos algébricos. A geometria permanece
guiando o pensamento algébrico de Cayley.

Em relacdo ao periodo bem inicial das pesquisas de Cayley, relacionadas a geometria
projetiva (1843-1845), esse aspecto nos mostra que bem antes das Memorias sobre Quantics
Cayley trabalhava sobre os aspectos geométricos, inclusive ligados a polinénios homogéneos,
conforme temos apontado na leitura dos seus artigos. Logo, a Sexta Memoria de forma
nenhuma pode ser considerada como um caso isolado em que aparece essa relacdo entre
algébra e geometria.

Torna-se clara a infuéncia do artigo de George Boole (Exposition of a General
Theory of Linear Transformations, 1841c), considerado o embrido da Teoria dos Invariantes.
O estudo é citado diretamente por Cayley em seus artigos de 1845 e 1846, que desenvolvem a
Teoria dos Invariantes, bem como por Sylvester em seu artigo que trata dessa mesma teoria. A
abordagem algébrica € bem interna aos matematicos ingleses. Partindo de De Morgan (1833),
vemos um desenvolvimento progressivo em direcdo aos artigos que tratam da Teoria dos

Invariantes.
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3.5 Conclusdo

Alguns pontos podem ser destacados ap0s nossa investigacao.

A leitura dos artigos de Cayley mostrou que a relacéo entre algebra dos polindbmios
homogéneos e geometria projetiva é uma constante em suas pesquisas no periodo 1841-1853.

Além disso, a partir de Cayley, pode-se criar uma rede de matematicos britanicos que
possuem essa pratica comum. Sylvester e Salmon também pesquisaram com polindmios
homogéneos e geometria projetiva com conicas.

Conclui-se também que a abordagem pode ser atribuida a uma influéncia do trabalho
do matematico alemé&o Plucker, de 1837.

Apesar da clara utilizacdo de aspectos geométricos, os diversos textos nao
apresentam figuras, nem mesmo para exemplificar. I1sso pode ser compreendido como uma
mudanca de postura a partir da Sociedade Analitica, retirando a geometria sintética da posicéo
de Gnico padrdo de rigor, mantendo-se, porém, uma visao geométrica que ajuda no raciocinio
matematico das diversas teorias algébricas. Alias, a visdo geométrica € mais do que um
ferramenta, pois, se de um lado influencia diretamente a interpretacdo dos resultados da
Teoria dos Invariantes, de outro lado, ird revolucionar a relagdo da geometria projetiva com as
geometrias euclidiana e ndo euclidianas, a partir da leitura de Félix Klein dos artigos de
Cayley sobre os Quantics.

Assim, os artigos anteriores, de Cayley e seus contemporaneos, ajudam-nos a
entender o campo de pesquisa dessa rede de matematicos britanicos que culminou em
trabalhos como as Memodrias sobre Quantics de Cayley e A Treatise on the higher plane

curves de Salmon.
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CAPITULO 4 — AS MEMORIAS SOBRE QUANTICS

4.1 Introducao

Esse capitulo é o principal desta dissertagdo, é de onde nossas principais questfes
partiram. Como ja foi dito na introducdo, nosso questionamento acerca da pratica de Cayley
parte do fato de que ndo apenas a Sexta Memoria sobre Quantics, mas as seis primeiras
memorias possuem desenvolvimentos geométricos agregados ao desenvolvimento da Teoria
dos Invariantes.

De acordo com o que analisamos no primeiro capitulo, Cayley participou ativamente
do processo de retirada de Cambridge da situacdo de isolamento em relacdo ao restante do
continente. Concluimos que Cayley possuia grande interesse pela relacdo existente entre
algebra e geometria. Mostramos também, ainda no segundo capitulo, que a Teoria dos
Invariantes iniciada por Boole possui relacbes com a geometria desde o primeiro artigo de
1841.

Ja no terceiro capitulo, nosso estudo mostrou o desenvolvimento da Teoria dos
Invariantes por Cayley, Sylvester e Salmon e a formacdo de uma rede de matematicos que
possuiam a pratica comum de relacionar a algebra dos polinbmios homogéneos com a
geometria projetiva. Cayley apresenta diversos artigos, coforme ja foi estudado, nos quais fica
clara a relacdo entre algebra e geometria antes da publicacdo da Primeira Memoria sobre
Quantics.

Logo, todo esse contexto de producdo matematica do periodo anterior a Primeira
Memo@ria sobre Quantics nos ajuda a entender como se desenvolve a relacdo entre algebra dos
invariantes e geometria projetiva por Cayley. Nossa analise mostrou a influéncia francesa de
Chasles e a influéncia alema de Hesse e Pliicker, da qual se destaca a adoc¢do do sistema de
coordenadas hoje conhecido como coordenadas homogéneas. Além disso, mostrou-nos a
criacdo dos metodos proprios de Cayley para representar polinémios homogéneos de um dado
grau e a sua notagao.

Todos estes fatos fundamentam nossa investigacdo nas seis primeiras memorias.
Dentre elas, as que se destacam nessa relacdo entre algebra dos invariantes e geometria
projetiva sdo: Primeira, Segunda, Quinta e a Sexta Memoria sobre Quantics. Com isso, nossa

analise cabera nessas memorias, em especial na Quinta e na Sexta Memdria sobre Quantics.
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As demais contardo apenas com uma apresentacao dos principais resultados, ajudando, assim,
na contextualizagdo do processo de criacdo de Cayley.

Sera apontado o que ha de novo nessa relacdo entre Teoria dos Invariantes e
geometria projetiva. Klein (1979, p.136) menciona apenas a Sexta Memoria, mas 0 que
observamos é que essa relacdo estd presente desde a Primeira Memoria, e ja bem
desenvolvida na Quinta Memoria sobre Quantics.

Uma primeira caracteristica dessa relacdo estd na interpretacdo geométrica atrelada
ao fato do invariante, ou covariante, ser nulo e as implicacdes nas relacdes entre as raizes da
equacdo formada a partir de uma quantic. Destaca-se o caso de haver raizes duplas e, no de
sistema de duas ou mais quantics, o invariante, ou covariante, ser nulo implica numa relagédo
harmonica entre os pares de raizes.

Além deste aspecto, as relacbes algébricas sao utilizadas para formar uma métrica
projetiva. Eis o principal objetivo da Sexta Memoria: estabelecer a nog¢éo de distancia. Esse
estudo avanga até a definicdo de “Absoluto”, de onde Cayley pode estabelecer que a
geometria projetiva, em seus termos geometria descritiva, € a mais geral. Dai se pode
fundamentar, inclusive, a geometria euclidiana.

Nosso estudo esclarece alguns aspectos desta relacdo entre Teoria dos Invariantes e
geometria projetiva, mostrando que os resultados obtidos na Sexta Memoria advém dos varios
desenvolvimentos anteriores de Cayley.

4.2 Algebra e a Teoria dos Invariantes

Como ja apresentamos no terceiro capitulo, a Teoria dos Invariantes da conta de uma
série de desenvolvimentos algébricos importantes. Seu surgimento esta intimamente ligado as
investigacbes das transformacdes lineares de polinbmios homogéneos, tendo herdado
caracteristicas dos desenvolvimentos de Lagrange, Lebesgue, Jacobi e Cauchy, conforme
consta na introducdo do artigo de George Boole que descrevemos.

Temos destacado a constante utilizagdo de uma visdo geometrica em conjunto com o
desenvolvimento algébrico, e isto acontece de igual forma nas memorias sobre quantics.
Cayley, apo6s introduzir a definicdo de quantic, busca desenvolver a Teoria dos Invariantes
com suas questdes algébricas, para poder entdo desenvolver a sua visdo geométrica de forma
completa, concretizada na Sexta Memoria. Dai a necessidade de ver os principais aspectos de

seu desenvolvimento algébrico da Teoria dos Invariantes, uma vez que, como temos
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destacado, a historiografia (Klein, Crilly, dentre outros) apresenta um desenvolvimento

geométrico apenas na Sexta Memoria.

4.2.1 O retorno ao método da solucéo de equacdes diferenciais parciais

ApOs apresentar suas considera¢Bes iniciais, Cayley apresenta seu método de
encontrar covariantes e invariantes, sendo utilizada a solugcdo de um sistema de equacdes
diferenciais parciais. Esse método é muito similar ao apresentado em seu primeiro artigo no
tema, On The Theory of Linear Transformations, em 1845, ndo tendo adotado o método do
hyperdeterminante derivativo, trabalhado no artigo de 1846. Isto tambem teve destaque de
Crilly (1986, p. 242), que acrescenta 0 fato do método “abandonado” por Cayley ter sido
adotado pela escola alemd que, por sua vez, obteve excelentes resultados na Teoria dos
Invariantes nos anos 1860.

Cayley (1854, p. 223) representa da seguinte maneira uma quantic:
x0xy, .)" (', y", ..)™ ...). Onde “*” significa a forma mais geral de se representar a

quantic, pois ndo determina os coeficientes da mesma. Ja no contra exemplo: (a, b, c{) x, y)?,
temos que os coeficientes ja estdo determinados e a quantic é, em termos atuais, da seguinte
forma: ax? + bxy + cy?.

Em meados do século XIX, matematicos ingleses ja conheciam o Teorema de Euler

para funcbes homogéneas e faziam o uso de operadores. O teorema afirma:
. ~ ~ a
Se f:R™ » R é homogénea de grau p, entdo Z?zléxi =pf (X1, ) Xp)-
i

Além disso, o célculo de operadores também era comum em meados do século XIX
no caso dos britanicos, o que esta de acordo com Guicciardini, que afirma: “As Memdrias da
Sociedade Analitica foram centradas no célculo de operadores e equacdes funcionais”
(GUICCIARDINI, 1989, p.137, grifo do autor, traducdo nossa®'). Logo, ndo é de se espantar
0 uso britanico de operadores na Teoria dos Invariantes. Cayley apresenta as bases dessa
abordagem num artigo submetido ao jornal do Crelle, em 1852, Nouvelles recherches sur les
Covariants. Nele, Cayley mostra sua nova definicdo de covariante que utiliza a solucéo de
equacdes diferenciais parciais, facilitando o célculo e a relacéo entre os diversos covariantes
de uma quantic de um dado grau. Segundo Cayley:

Teorema: Todo covariante ¢ da fungdo (ag,aq,...a,fx,y)", satisfaz as duas equagdes
diferenciais parciais ((J— yd,) = 0, ((J— xd,) = 0, onde
[J= ao0q, + 20,0, ...+ nay_10,4,
(= na,;0q, + (n—1)ayd,, ...+ a,0

an-1*

%1 The Memoirs of the Analytical Society were centred on the calculus of operators and functional equations.
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E, reciprocamente, toda fun¢do, homogénea em razéo de seus coeficientes e suas variaveis, que

satisfaz a essas equacoes, é um covariante da funcdo dada. (CAYLEY, 1850, p. 111, traducdo
62

nossa’)

Retornando a Primeira Memoria sobre Quantics, Cayley define o operador {xd,}
sobre a quantic, escolhidas as variaveis x e y, 0 que equivale a diferenciar sobre os elementos
e multiplicar pelas proprias fungbes dos elementos e somar. Sendo o operador {xd,}
equivalente a operar xd,, na quantic, entdo Cayley apresenta as séries de operagéo que forma
um sistema de equagdes diferenciais: {xd, } — xd,, ... {x'd,,} — x'd,,, ... (CAYLEY, 1854, p.
223).

Esta claro que o operador {xd,} equivale ao [] do artigo citado acima. A definicio

de covariante nesta memdaria também é bem proxima a definicdo de Cayley de um covariante

(ou invariante), na Primeira Memoria:

[...] digo que é composta de sistemas parciais correspondentes aos diferentes conjuntos de
variaveis respectivamente, é clara a partir da defini¢do de que a quantic é reduzida a zero por
cada uma das operacBes de todo o sistema. Agora, para além da prépria quantic, ha uma
variedade de outras fungdes que sdo reduzidas a zero por cada uma das operagdes de todo o
sistema; tal funcdo é considerada um covariante da quantic, e, no caso particular em que
contém apenas os elementos, um invariante. (CAYLEY, 1854, p. 224, tradugdo nossa®’)

Cayley (1854, p. 224, traducdo nossa®) sintetiza: “Um covariante foi definido
simplesmente como uma fun¢do reduzida a zero por cada uma das operacdes do proprio
sistema”. E invariante é apresentado como um caso particular de covariante, em que é
formado apenas por coeficientes da quantic inicial.

Em seu desenvolvimento, Cayley utiliza o célculo de operacbes, simbolizando as
operacdes P e Q, ele investiga os efeitos da operacdo P.(Q. e toma o caso particular quando P
é uma funcéo linear de d,, dp,, ..., entdo substitui no lugar de P por P + P,, onde P, a mesma
funcdo de d',,d'y, ..., € desde disso: P.Q = PQ + P(Q) (CAYLEY, 1854, p. 226).

Ao prosseguir, Cayley demonstra o caso de haver a propriedade comutativa, sendo

PQ = QP, de onde consegue a forma mais utilizada em seu desenvolvimento:

P.Q —Q.P=P(Q)—Q(P).

%2 Théoréme. Tout covariant ¢ de la fonction (ao, a4, ...a,J x, y)", satisfait aux deux équations a différences
partielles (]—yd,) =0, (|:|— xay) =0, ol [J=ag0q, t+2a,0,, ...+ nay_10q,, (= na,;0q, + (n —
1)a,0q, ...+ aydg,_,. Et réciproguement toute fonction, homogene par rapport aux coefficients et par rapport
aux variables, qui satisfait a ces équations, est un covariant de la fonction donnée.

%3 1..] I say it is made up of partial systems corresponding to the different facient sets respectively; it is clear
from the definition that the quantic is reduced to zero by each of the operations of the entire system. Now,
besides the quantic itself, there are a variety of other functions which are reduced to zero by each of the
operations of the entire system; any such function is said to be a covariant of the quantic, and in the particular
case in which it contains only the elements, an invariant.

% A covariant has been defined simply as a function reduced to zero by each of the operations of the entire
system.
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Este Gltimo resultado é utilizado para demonstrar sua abordagem com covariantes,
utilizando como operador D = {xd,,} — xd,,, chega a relago:
A.D—-D.A=A(D) —D(A).
E conclui que: D.APBIC" ..U, U,..=0, ou seja, APBIC" ..U U,.. & um
covariante. Assim, usam-se os operadores para facilitar a abordagem com as equagdes

diferenciais.

4.2.2 O contexto da Primeira Memoria

Como ja foi apresentado no segundo capitulo desta dissertacdo, Cayley publica no
Philosophical Magazine, em 1853, o artigo On the homographic transformation of a surface
of the second order into itself, o primeiro no qual Cayley usa uma nota de rodapé explicando
0 uso do sistema de coordenadas e sua nova notacdo para os polinbmios homogéneos. Em
1854, no sétimo volume deste mesmo periddico, Cayley submete artigo com 0 mesmo titulo
em que pretende dar continuidade aos desenvolvimentos do artigo de 1853.

No periodo de publicacdo das memorias sobre quantics, bem como desde seu
primeiro artigo de 1841, como temos apresentado, Cayley publica artigos em que ha énfase no
calculo algébrico apenas, e, em outros, apresenta algumas aplicacdes geométricas da teoria
algébrica. Neste artigo de 1854, ele relaciona as opera¢des com polinbmios homogéneos do
segundo grau com a transformacdo homogréafica, em que esta presente a relacdo entre pontos e
retas no espaco, nesse caso No espago projetivo.

Cayley estuda o caso das equacBes quadraticas, representando as transformac@es na
forma de determinante, isto também ocorre na Quinta e Sexta Memoria sobre Quantics. Mais

a frente, veremos que tal interesse parte de teorias de Chasles.

4.3 A abordagem geometrica presente nas Memorias sobre Quantics

4.3.1 A Primeira Memoria sobre Quantics
Quantic € um polinémio homogéneo com um dado nimero de variaveis e de um

dado grau; exemplo: ax? + 2bxy + cy? é uma quadrica binaria, pois possui grau 2 e duas

variaveis - na simbologia de Cayley: (a, b, c{ x, y)?.
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Quando uma quantic é igualada a zero, temos uma equacdo. Uma equacado ou
sistema de equacgdes possui coordenadas solugdes, que seriam as raizes, identificadas como

pontos no espaco por Cayley, que afirma:

Uma equacdo ou sistema de equacgdes representa ou € representada por um locus.
Isto pressupBe que as varidveis dependem das quantidades x, y, ... as coordenadas de
um ponto no espaco; toda a série de pontos, as coordenadas das quais satisfazem a
equacdo ou sistema de equacdes, constitui o locus. Para evitar a complexidade, é
adequado tomar as proprias variaveis como coordenadas, ou, em todo o caso,
considerar estas variaveis como funcOes lineares das coordenadas; sendo esse o
caso, a ordem do locus serd a ordem de equagdo, ou sistema das equacOes.
(CAYLEY, 1854, p. 222, tradugao nossa®)

Caylley identifica as coordenadas que satisfazem estas equagbes ou sistemas de
equagdes com um “locus”. Além disso, define bem o espaco no qual podem ser representadas

estas quantics e afirma:

Tenho falado de coordenadas de um ponto no espaco. Penso que existe um espago
ideal de qualquer namero de dimensdes, mas, naturalmente, na aceitagdo comum da
palavra, o espaco é de trés dimensdes; contudo, o plano (o espaco da geometria
plana) é um espaco de duas dimensdes, e podemos considerar a curva como um
espaco de uma dimensdo. Deve ser observado que eu ndo disse que a Unica ideia de
que pode ser formada de um espaco de duas dimensfes é o plano, ou que a ideia de
que apenas pode ser formado por um espaco de dimensdo € a curva; esse ndo é o
caso. (CAYLEY, 1854, p. 222, tradugo nossa®®)

Ele considera um espago “ideal” de n dimensbes, porém o espa¢o nhatural como
sendo o de trés dimensdes. Logo, quantics de duas varidveis representariam pontos na curva,
que Cayley chama de geometria de uma dimensdo; quantics de trés variaveis sendo

representadas numa geometria de duas dimensdes; e assim por diante.

Eu, portanto, digo simplesmente que x,y,z sdo as coordenadas de um ponto
(estritamente falando, é a razdo dessas quantidades que sdo as coordenadas e as
quantidades de x,y,z sdo indeterminadas elas mesmas, isto é, sdo apenas
determinadas fator comum dado, de modo que no pressuposto de que as
coordenadas de um ponto sdo «a, 8, y, queremos dizer apenas que x:y:z = a:f:y, e
nunca como resultado obter x,y,z = a, 8,y, mas apenas x:y: z = a: :y; mas uma
vez entendido isso, ndo existe objecdo em falar de x, y, z como coordenadas). Agora,
as nocOes de coordenadas e de um ponto sdo meramente relativas; que pode, se
quisermos, considerar x:y:z, como 0s parametros de uma curva que contém dois
pardmetros varidveis; tal curva torna-se determinada quando assumimos x:y:z =
a:B:y, e toda curva é nada mais do que o ponto cujas coordenadas sdo «, 3,y, ou
como nés podemos, por falta chama-lo, o ponto (a,B,y). E, se as coordenadas

% An equation or system of equations represents, or is represented by a locus. This assumes that the facients
depend upon quantities x, y, ... the coordinates of a point in space; the entire series of points, the coordinates of
which satisfy the equation or system of equations, constitutes the locus. To avoid complexity, it is proper to take
the facients themselves as coordinates, or at all events to consider these facients as linear functions of the
coordinates; this being the case, the order of the locus will be the order of the equation, or system of equations.

% | have spoken of the coordinates of a point in space. | consider that there is an ideal space of any number of
dimensions, but of course, in the ordinary acceptation of the word, space is of three dimensions; however, the
plane (the space of ordinary plane geometry) is a space of two dimensions, and we may consider the line as a
space of one dimension. I do not, it should be observed, say that the only idea which can be formed of a space of
two dimensions is the plane, or the only idea which can be formed of space of one dimension is the line; this is
not the case.
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(x,y,z) estdo ligadas por uma equacéo, em seguida, dando a estas coordenadas todo
o0 sistema de valores que satisfazem a equacdo, o lugar geométrico dos pontos
correspondentes a esses valores é o locus representando ou representado pela
equacdo; isto naturalmente corrige a nogdo de uma curva de qualquer ordem, e em
especial, 0 conceito de uma curva como a curva de primeira ordem. (Cayley, 1854,
222, traducdo nossa®’)

S&o apresentadas x,y,z coordenadas de um ponto, em que Cayley usa o que hoje
chamamos de coordenadas homogéneas, ou seja, para ele, x,y,z ndo sdo iguaisa a, 3,y , €
sim, que x:y:z = a: f:y, dado o resultado depender da razédo entre os termos.

Usa ainda a “teoria da reciprocidade”, que equivale as relacdes de dualidade da
geometria projetiva atual — ele diz que a palavra “ponto” pode significar “linha” e a palavra
“linha” pode significar “ponto”.

Logo, apds esta apresentacdo mais voltada a aspectos geométricos, Cayley prossegue
com o desenvolvimento da algebra dos invariantes e covariantes.

O que precede o pensamento algébrico é a visdo geométrica, como temos destacado

desde os capitulos dois e trés desta dissertacao.

4.4 As relacOes entre essas duas abordagens

4.4.1 Geometria projetiva e a Quinta Memoria sobre Quantics

Como consta na introducdo, pode-se observar a clara importancia dos aspectos
algébricos geomeétricos trabalhados na Quinta Memoria para 0s desenvolvimentos
encontrados na Sexta Memaria. A Quinta Memoria traz os principais resultados dessa teoria
projetiva relacionada aos quantics.

Na introducdo da Quinta Memdria sobre quantics, Cayley diz pretender compor

sistemas de duas ou mais quadricas e 0s resultados das teorias da relacdo harménica e da

%7 | say, therefore, simply that x,y,z are the coordinates of a point (strictly speaking, it is the ratios of these
quantities which are the coordinates, and the quantities x, y, z themselves are indeterminates, i.e. they are only
determinate to a common factor pres, so that in assuming that the coordinates of a point are «,8,y, we mean
only that x:y:z = a:B:y, and we never as a result obtain x,y,z = a,,y, but only x:y:z = a:B:y; but this
being once understood, there is no objection to speaking of x,y,z as coordinates). Now the notions of
coordinates and of a point are merely relative; we may, if we please, consider x: y: z as the parameters of a curve
containing two variable parameters; such curve becomes of course determinate when we assume x:y:z =
a:B:y, and this very curve is nothing else than the point whose coordinates are «,f3,y, or as we may for
shortness call it, the point (a, 8,y). And if the coordinates (x, y, z) are connected by an equation, then giving to
these coordinates the entire system of values which satisfy the equation, the locus of the points corresponding to
these values is the locus representing or represented by the equation; this of course fixes the notion of a curve of
any order, and in particular the notion of a line as the curve of the first order.
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involucdo. Considera também quadricas binarias bipartidas e sua relacdo com a chamada
teoria da homografia, ou relagdo anarménica. Ele afirma:

Esta memoria foi originalmente destinada a conter um desenvolvimento das teorias dos
covariantes de um determinado quantic binario, isto é, das quadricas, das cubicas e dos
quarticos, mas no que diz respeito as teorias das cubicas e dos quarticos, verificou-se
necessario considerar o caso de dois ou mais quédricas, e tenho, portanto, composto por tais
sistemas de dois ou mais quadricas, e as teorias resultantes da relacdo harmonica e de
involucdo, no assunto da memoria e, apesar da teoria da homografia ou da relagdo anarménica
pertencerem ao tema das quadricas binarias bipartidas, até mesmo por sua relagdo com as
teoriaggreferidas, também séo consideradas nesta memoria. (CAYLEY, 1858b, p. 527, traducéo
nossa ).

No caso do sistema formado por duas quadricas, ax? + 2bxy + cy? e a'x?2 +
2b’xy + c’y?, Cayley (1858b, p. 530) apresenta as principais relacdes e, no paragrafo 99 da
quinta memoria, mostra uma caracteristica importante do invariante ac’ — 2bb’ + ca’, que
chama de conectivo, por relacionar coeficientes das duas quadricas. Quando esse invariante é
igual a zero, as quadricas sdo ditas harmonicamente relacionadas. Cayley desenvolve essa
caracteristica e conclui que, quando ac’ — 2bb’ + ca’ = 0, entdo as raizes das quadricas,
(a,B) e (', ), estdo harmonicamente relacionadas e dai extrai-se a definicdo de relacéo
harmonica de duas quéadricas.

Outro aspecto importante dessa relacdo entre algebra dos invariantes e geometria
projetiva pode ser notado quando Cayley (1858b, p. 533) analisa um sistema de trés
quéadricas, no pardgrafo 104 da Quinta Memdria sobre Quantic. Tomando as quadricas
U= ax?+2bxy +cy?, U = ax*>+2bxy+cy? e U’ = a’x*>+2b"xy+c’y?,
apresenta o determinante abaixo:

a b, ¢
Q=\|a, b, (|
a”, b", c"
onde as linhas sdo formados pelos coeficientes das respectivas quédricas. A equacdo 2 = 0
garante que as quadricas possuem o que era chamado de uma relagdo de “syzygetic” que pode
ser expresso como AU + uU’ + vU” = 0, que significa que as trés quadricas estdo em
involucdo. O determinante utilizando as raizes das quédricas:

1, a+p, af
1, a+p, dadp'|.
1’ a”+ﬁ”, allﬁll

% The present memoir was originally intended to contain a development of the theories of the covariants of
certain binary quantic, viz. the quadric, the cubic, and the quartic; but as regards the theories of the cubic and the
quartic, it was found necessary to consider the case of two or more quadrics, and | have therefore comprised such
systems of two or more quadrics, and the resulting theories of the harmonic relation and of involution, in the
subject of the memoir; and although the theory of homography or of the anharmonic relation belongs rather to
the subject of bipartite binary quadrics, yet from its connexion with the theories just referred to, it is also
considered in the memoir.
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Quando o determinante acima possui valor nulo, expressa que os trés pares de raizes formam
uma involugdo, ou estdo em involugéo.

Os desenvolvimentos presentes na Quinta Memoria sobre Quantics ilustram bem a
intima relacdo entre desenvolvimento algébrico e teoria geométrica investigada por Cayley
em suas memorias e que culminaram em seus famosos resultados da Sexta Memoria. Tais
desenvolvimentos sdo retomados no inicio da Sexta Memoria e servem de aporte tedrico para
que Cayley consiga desenvolver sua apresentacdo de uma métrica projetiva em sua geometria
de uma dimensdo.

A Quinta Memoria possui muitas outras relacbes matematicas que ligam as duas
teorias. Como nosso objetivo é relaciona-la com a Sexta Memodria, retornaremos a analise

destes aspectos ap6s uma apresentacdo da abordagem presente na Sexta Memoria.

4.4.2 Sexta Memoria sobre Quantics

Apos Cayley relacionar quadricas com os resultados da teoria da relagdo harménica e
da involucdo, isso na Quinta Memdria sobre Quantics, ele retoma seus resultados na Sexta
Memoria e agora com um claro objetivo geométrico: estabelecer o conceito de distancia.

Conforme estabelece em sua introdugdo a Sexta Memoria:

Proponho na presente memdria considerar a teoria geométrica: tenho aludido a essa parte do
assunto nos artigos 3 e 4 da Primeira Memoria. A presente memoria refere-se & geometria de
uma dimensdo e a geometria de duas dimensdes, correspondendo, respectivamente, as teorias
analiticas dos quantics binarios e ternarios. Mas a teoria dos quantics binarios é considerada
por si sO; a geometria de uma dimenséo é entdo uma interpretacdo da teoria dos quantics
binarios, que por si s6 ndo ha necessidade de considera-lo em tudo; ela é considerada tendo em
vista a geometria de duas dimensdes. Um objetivo principal desta memoria é a criagdo, em
princiﬁgios puramente descritivos, da nogdo de distancia. (CAYLEY, 1859, p. 561, traducéo
nossa’™)

Primeiramente, pode-se notar que Cayley pretende retomar os aspectos geométricos
apresentados nos primeiros paragrafos da Primeira Memoria. Isso reforca a idéia de que seria
necessario que a Teoria dos Invariantes avancasse até os resultados das Quarta e Quinta
memorias para que ele pudesse desenvolver completamente sua visao geométrica da teoria.

Além disso, ele apresenta a geometria de uma dimensdo, que seria 0 caso da reta
projetiva, em que se utiliza de quantics binarios e o caso da geometria de duas dimensdes, 0

plano projetivo, no qual trabalha com quantics ternarios. Cayley desenvolve a nogdo de

% | propose in the present memoir to consider the geometrical theory: | have alluded to this part of the subject in
the articles Nos. 3 and 4 of the Introductory Memoir, [139]. The present memoir relates to the geometry of one
dimension and the geometry of two dimensions, corresponding respectively to the analytical theories of binary
and ternary quantics. But the theory of binary quantics is considered for its own sake; the geometry of one
dimension is so immediate an interpretation of the theory of binary quantics, that for its own sake there is no
necessity to consider it at all; it is considered with a view to the geometry of two dimensions. A chief object of
the present memoir is the establishment, upon purely descriptive principles, of the notion of distance.



65

distancia para os dois casos. Pode-se dividir esta Memoria em cinco partes’: introducéo
(paragrafos 147 e 148), On Geometry of One Dimension (do pardgrafo 149 ao 168), On
Geometry of Two Dimensions (do paragrafo 169 ao 208), On the Theory of Distance (do
paragrafo 209 ao 229) e conclusao (paragrafo 230).

Na introducdo, além de apresentar seu objetivo, Cayley retoma as definigdes
apresentadas na Primeira Memoria que relacionam as quantics com a representagdo de um
“lécus” que lhes confere uma visdo geométrica. Logo, explica 0 que chama de geometria de
uma dimensdo, de geometria de duas dimens@es e aquilo que considera das relacbes possiveis
entre pontos e retas, e entre retas e planos.

A geometria de uma dimensdo ¢ definida como: “a geometria de pontos na curva
[...]” (CAYLEY, 1859, p. 561, traducéo nossa’*). Neste caso, vé-se o estudo das relacdes entre
pontos pertencentes a uma mesma reta. Ja no caso da geometria de duas dimensGes é
apresentada como “a geometria de pontos e curvas num plano” (CAYLEY, 1859, p. 561,
traducdo nossa’?).

Nesse estudo das relagbes entre pontos, curvas e planos, Cayley considera a hoje
chamada de dualidade. Como ja dissemos, estas relacbes eram denominadas de
“reciprocidade”, onde ponto pode significar curva e curva um ponto. Cayley demonstra em
sua introducdo conhecer bem essas teorias e as usa para estabelecer bem o tratamento
geométrico que pretende seguir. Constata-se isso pelo fato de ele terminar sua introdugéo
apresentando a nogdo de coordenada utilizada durante seus desenvolvimentos.

Cayley apresenta o sistema de coordenadas utilizado por ele, conforme ja havia feito
em sua Primeira Memdria, 0 que equivale a abordagem das atuais coordenadas homogéneas.
Ele repete essa definicdo enfatizando a relacdo de igualdade das coordenadas quando séo
multiplicadas por um fator comum que identifica como razao entre as coordenadas. Ele afirma
acerca deste fator comum: “[...] é apenas as raz0Ges das coordenadas, e ndo seus valores
absolutos, pelos quais sdo determinados [...]” (CAYLEY, 1859, p. 562, tradugdo nossa73). E
completa:

"0 As trés partes: On Geometry of One Dimension, On Geometry of Two Dimensions e On the Theory of Distance
sdo subtitulos utilizados por Cayley no corpo do texto da Sexta Memdria, 0 uso das outras duas partes
(introdugdo e conclusdo) tem a finalidade de esclarecer a organizagdo desta memdria, mas ndo séo subtitulos do
texto original.

"1 1...] a geometry of points in a line [...].

721...] a geometry of points and lines in a plane.

" 1..] itis the ratios only of the coordinates, and not their absolute magnitudes, which are determinate [...].
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[...] portanto, ao dizer que as coordenadas x,y sdo iguais a,b, ou por escrito,
X,y = a,b, queremos dizer apenas que x: y = a: b, € nunca como resultado obter
x,y = a,b, masapenas x: y = a: b. (CAYLEY, 1859, p. 562, traduc&o nossa’®).

Todas estas afirmacfes ja constavam na Primeira Memoria sobre Quantics, 0 que
reforca o fato de Cayley sempre possuir em mente 0s aspectos geométricos por traz das
operacOes algébricas dos quantics. Como temos destacado, desde a Quinta Memoria, Cayley

retoma a relagéo entre a Teoria dos Invariantes e geometria projetiva.

4.4.3 O estabelecimento de uma métrica projetiva

ApOs desenvolver esses aspectos esclarecedores do uso geométrico dos quantics,
Cayley desenvolve a secdo de titulo: On Geometry of One Dimension, na qual pretende
desenvolver uma forma clara de relacionar pontos numa dada curva. Ou seja, como afirmou

em sua introducdo, essa geometria estuda pontos na curva. Ele afirma no inicio dessa secéo:

Na geometria de uma dimensao temos a curva como um espaco ou locus in quo, que
é considerado como constituido por pontos. Os vérios pontos da curva sdo
determinados pelas coordenadas (x, y), tais que atribuindo a estas quaisquer valores
especificos, ou escrevendo x,y = a, b, temos um determinado ponto da curva. E
pode-se dizer também que a curva é o locus in quo das coordenadas (x,y).
(CAYLEY, 1859, p. 563, tradugio nossa’)

Nesse trecho, Cayley deixa bem claro o uso que propbe das coordenadas e sua
relagdo com a representagdo de pontos no espaco. A seguir, representa a curva como uma
guantic binéria, primeiramente, como uma quantic binaria do primeiro grau e depois estende
para o caso de grau m. Abaixo, o paragrafo 150 em que Cayley apresenta essas quantics:

Uma equacéo linear, (x [ x,y)! = 0, é, obviamente, equivalente a uma equacéo do
antes mencionado a partir de x,y = a, b, e, portanto, representa um ponto. Uma
equacdo como: (x§x,y)™ = 0 se divide em m equacOes lineares; e representa,
portanto, um sistema de m pontos, ou sistema de ponto-a ordem m. Os pontos que
compdem o sistema; ou os factores lineares ou os valores deste modo indicados para
as coordenadas, sdo denominados raizes. Quando m = 1, temos de curso de um
Unico ponto, quando m = 2, temos um quadrico ou ponto de par, quandom = 3
uma cubica ou ponto-tripleto, e assim por diante. O sistema de ponto € a Unica figura
ou o locus que ocorre na geometria de uma dimensdo. A quantic (x § x, y)™, quando
é conveniente fazé-lo, pode ser representada por uma Unica letra U, e teremos entao
U= 7%) para a equacdo do sistema de pontos. (CAYLEY, 1859, p. 563, traducdo
nossa’)

" 1...] hence in saying that the coordinates x,y are equal to a, b, or in writing x,y = a, b, we mean only that
x:y = a: b, and we never as a result obtain x,y = a,b, butonly x:y = a: b.

" In geometry of one dimension we have the line as a space or locus in quo, which is considered as made up of
points. The several points of the line are determined by the coordinates (x,y), viz. attributing to these any
specific values, or writing x, y = a, b, we have a particular point of the line. And we may say also that the line is
the locus in quo of the coordinates (x, y).

® A linear equation, (* Jx,¥)! = 0, is obviously equivalent to an equation of the before-mentioned from
x,y = a,b, and represents therefore a point. An equation such as (* [ x,y)™ = 0 breaks up into m linear
equations, and represents therefore a system of m points, or point-system of the order m. The component points
of the system, or the linear factors, or the values thereby given for the coordinates, are termed roots. When
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Logo, como Cayley afirmou em sua introdugdo, h& uma equivaléncia das
coordenadas que diferem apenas de um mesmo fator comum (sistema de coordenadas
homogéneas) e, com isso, 0 caso apresentado como equacdo linear, quantic binaria do
primeiro grau, possui como resultado apenas um ponto, que, pela dualidade, representa uma
reta projetiva. J& a quadrica possui dois pontos como solucdo, que equivalem a duas retas
projetivas. Assim ocorre para 0os demais graus, segundo Cayley, e isso explica o fato de a
quantic de grau m “quebrar em m equagoes lineares”, conforme afirma no trecho acima.

Um aspecto fundamental, que conecta essa abordagem e a Teoria dos Invariantes, é
apresentado no paragrafo 151. Cayley (1859, p. 563) afirma que, quando o discriminante é
zero, a equacdo terd um par de raizes iguais, ou o0 sistema compreendera dois ou mais pontos
coincidentes. Ele exemplifica:

No caso da quédrica (a, b, c] x,y)? = 0, a condi¢io é ac — b%? = 0, ou que pode
ser escrita, a,b = b,c; no caso de a cubica (a, b,c,dj x,y)® = 0, a condicio é
a’d? — 6abcd + 4ac®+ 4b3d — 3b%c? = 0. O anterior é o Unico caso em
especial para uma quéadrica: para uma cubica temos além do caso especial em que as
trés raizes sdo iguais, ou a cubica reduz-se a trés pontos coincidentes, as condi¢des
para isso sd0 ac —b? = 0, ad —bc = 0, bd —c? = 0, o que equivale a duas
condicbes a: b = b:c = c:d. (CAYLEY, 1859, p. 563, traducio nossa’’)

O que Cayley faz é relacionar o fato de o invariante, ou covariante, ser igual a zero
com a quantidade de raizes iguais de uma determinada quantic. Para a quadrica, a condi¢do
Gnica do discriminante’ ser igual a zero para termos que as raizes sdo iguais. No caso da
clbica, temos o caso de ter um par de raizes iguais e o caso chamado por Cayley de especial,
em que as trés raizes sdo iguais. Cayley ja havia publicado um artigo, no Philosophical
Transactions, A Memoir on the Conditions for the Existence of Given Systems of Equalities
among the Roots of an Equation (1857), no qual relaciona a Teoria dos Invariantes com o
estudo das possiveis relacfes entre as raizes de quarticas e quinticas.

Seus resultados mais importantes ocorrem quando o invariante, ou covariante, de
duas ou mais quantics é igualado a zero. Uma relagdo importante é apresentada no paragrafo

153, em que Cayley relaciona duas quadricas:

m = 1 we have of course a single point, when m = 2 we have a quadric or point-pair, when m = 3 a cubic or
point-triplet, and so on. The point-system is the only figure or locus occurring in the geometry of one dimension.
The quantic (* § x, y)™, when it is convenient to do so, may be represented by a single letter U, and we then
have U = 0 for the equation of the point-system.

" In the case of the quadric (a, b, cf x,y)? = 0, the condition is ac — b? = 0, or as it may be written, a,b =
b,c; in the case of the cubic (a,b,c,d]x,y)® =0, the condition is a’d® — 6abcd + 4ac® + 4b3d —
3b%c? = 0. The preceding is the only special case for a quadric: for a cubic we have besides the special case
where the three roots are equal, or the cubic reduces itself to three coincident points; the conditions for this are
ac —b?=0,ad — bc =0, bd — ¢ = 0, equivalent to the two conditions a: b = b:c = c:d.

"8 O discriminante é um invariante. As propriedades dele foram desde cedo elaboradas por Guass e Boole.
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Em particular, para os dois pares de ponto representados pelas equagdes quadraticas
(a,b,clx,y)? = 0, (a,b',c'Tx,y)?> = 0, quando o invariante lineo-linear da
zero, isto é, se ac' — 2bb ' + ca’ = 0, obtemos a relagdo harménica, - os dois pares
de pontos sdo ditos ser harmonicamente relacionados entre si, ou os dois pontos de
um par sdo ditos harménicos com respeito aos dois pontos do outro par. A teoria
analitica estd totalmente desenvolvida na "Quinta Memdria sobre Quantics”. Os
principais resultados, expressos sob a forma geométrica, sdo 0s seguintes:

1°. Se qualquer um dos pares e um ponto do outro par é dado, o ponto restante de tal
outro par pode ser encontrado.

2 ° Um par de ponto pode ser encontrado harmonicamente relacionado com
quaisquer dois pares de pontos dados. (CAYLEY, 1859, p. 564, tradug&o nossa’®)

Cayley chama de invariante lineo-linear a expressao ac’ —2bb'+ ca’ que €
formada pelos coeficientes das duas quantics originais. Essas consideracdes ja foram
apresentadas na Quinta Memoria, conforme Cayley afirma no trecho acima. O acréscimo
ocorre na interpretacdo geométrica, na qual a segunda expressao é de suma importancia, pois
permite estabeler uma relacdo de involucdo de pontos. Estas relacbes geomeétricas sao
fundamentas para que Cayley possa estabelecer uma métrica nessa geometria das curvas. A
seguir, Cayley apresenta a sua utilizacdo da Teoria da Involugéo com os quantics:

O ultimo dos dois teoremas d& origem a teoria da involugdo. Os dois dados pares de
pontos, vistos em relacdo ao par harmonico, sdo ditos estarem em involucdo de
quatro pontos; e os pontos do par harmdnico seriam os (duplos ou) pontos
autoconjugados da involugdo. Um sistema de trés ou mais pares, tais que o terceiro e
cada par subsequente sdo cada um deles harmonicamente relacionados com o0s
pontos autoconjugados dos primeiro e segundo pares, € dito ser um sistema em
involucdo. Em particular, para trés pares temos o que é denominado uma involugao
de seis pontos, e é claro que, quando dois pares e um ponto do terceiro par sdo
dadas, o ponto restante do terceiro par pode ser determinado. E, de igual modo, para
um maior ndmero de pares, quando dois pares, € um ponto de cada um dos outros
pares sdo dados, o ponto restante de cada um dos outros pares pode ser determinado.
Dois pontos do mesmo par sdo ditos serem conjugados um do outro, ou se
consideram-se dois pares de pontos dados, entdo os pontos da terceiro, ou de
qualquer outro par subsequente, seriam conjugados uns com 0s outros em relacéo
aos pares de pontos dados. Isso explica a expressdo pontos autoconjugados; de fato,
os dois pares sendo dados, ou o ponto autoconjugado €, conforme o significado do
termo, conjugado com ele mesmo. Em outras palavras, quaisquer dois pares e um
dos pontos autoconjugados considerados como um par de pontos coincidentes,
formam um sistema em involucdo de cinco pontos. (CAYLEY, 1859, p. 564,
traduco nossa®)

" In particular, for the two point-pairs represented by the quadric equations (a,b,c]x,y)? = 0,

(a,b',c'Tx,y)? = 0, if the lineo-linear invariant vanishes, that is, if ac’ —2bb’ + ca’ = 0, we have the
harmonic relation, - the two point-pairs are said to be harmonically related to each other, or the two points of the
one pair are said harmonics with respect to the two points of the other pair. The analytical theory is fully
developed in the “Fifth Memoir upon Quantics”. The chief results, stated under a geometrical form, are as
follows:

1°. If either of the pairs and one point of the other pair are given, the remaining point of such other pair can be
found.

2°. A point-pair can be found harmonically related to any two given point-pairs.

% The last of the two theorems gives rise to the theory of involution. The two given point-pairs, viewed in
relation to the harmonic pair, are said to be an involution of four points; and the points of the harmonic pair are
said to be the (double or) sibiconjugate points of the involution. A system of three or more pairs, such that the
third and every subsequent pair are each of them harmonically related to the sibiconjugate points of the first and
second pairs, is said to be a system in involution. In particular, for three pairs we have what is termed an
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Cayley ja havia demonstrado interesse nesses aspectos geometricos, conforme temos
apresentado desde o primeiro capitulo e principalmente no segundo, capitulo no qual foram
destacadas as relacBes entre a algebra que envolvia os polinbmios homogéneos com
geometria projetiva. Inclusive, na teoria da involucao, foi apresentado artigo em que Cayley
trabalha a relacdo entre pontos que possuem essa relacao.

Cayley prossegue apresentando uma forma simples de determinar a involugdo no
caso de trés quadricas. Aparece o termo syzygy, que indica uma dependéncia linear. O termo
foi utilizado para representar a relacdo linear entre invariantes e covariantes, concordando

com o que diz Crilly (1988, p. 344). Assim, Cayley afirma:

Os trés pares de pontos, U = 0, U '= 0, U" = 0, estardo em involugdo quando a
quadricas U, U', U" estdo ligadas pela relacdo linear ou syzygy AU + mU '+ vU "= 0.
Esta propriedade, ou a relacdo

a, b, c
a’, b’, c’ =0
a?” ‘b’,, C”

a que d& origem, poderia ter sido muito bem adotada como definicdo da relagdo de
involugdo, mas eu tenho no conjunto preferido para deduzir a teoria da involucdo da
relagdo harmdnica. A nog¢do, no entanto, da relagéo linear ou syzygy de trés ou mais
sistemas de pontos da origem a uma teoria mais geral de involugdo, mas este é um
assunto que eu ndo vou tratar agora, e pode, todavia, ser notado que, se U=0,U'=0
forem dois sistemas de pontos da mesma ordem, entdo podemos encontrar um
sistema de pontos U" = 0, da mesma ordem, na involu¢do com o dado sistema de
pontos (isto é, satisfazendo a condi¢do AU + mU '+ vU "= 0), e de tal forma que o
sistema de pontos U" = 0 é composto por um par de pontos coincidentes, o que é,
obviamente, uma extensdo da noc¢do dos pontos autoconjugados de uma involugéo.
(CAYLEY, 1859, p. 565, tradugao nossa®")

Cayley retoma essas definicGes que foram apresentadas primeiramente na Quinta

Memoria, em que tratou das teorias da razdo anarménica e da homografia através das quantics

involution of six points; and it is clear that when two pairs and a point of the third pair are given, the remaining
point of the third pair can be determined. And in like manner for a greater number of pair, when two pairs and a
point of each of the other pairs are given, the remaining point of each of the other pairs can be determined. Two
points of the same pair are said to be conjugate to each other; or if we consider two pairs as given, then the
points of the third or any subsequent pair are said to be conjugate to each other in respect to the given pairs. This
explains the expression sibiconjugate points; in fact, the two pairs being given, either sibiconjugate point is, as
the name imports, conjugate to itself. In other words, any two pairs and one of the sibiconjugate points
considered as a pair of coincident points, form a system in involution of five points.

8 The three point-pairs, U=0, U’=0, U”’=0, will be in involution when the quadrics U, U’, U’’ are connected by
the linear relation or syzygy AU+ pU’+ vU”=0. This property, or the relation

a, b, c
a’, b’, ¢’ =0
a?” b’9’ C”

to which it gives rise, might have been very properly adopted as the definition of the relation of involution, but |
have on the whole preferred to deduce the theory of involution from the harmonic relation. The notion, however,
of the linear relation or syzygy of three or more point-systems gives rise to a much more general theory of
involution, but this is a subject that | do not now enter upon ; it may, however, be noticed, that if U=0, U’ =0 be
any two point-systems of the same order, then we may find a point-system U’’=0 of the same order, in
involution with the given point-systems (that is, satisfying the condition AU+ pU’+ vU”=0), and such that the
point-system U*’=0 comprises a pair of coincident points; this is obviously an extension of the notion of the
sibiconjugate points of an ordinary involution.
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binérias bipartidas (chama também de lineo-linear). Cayley aborda a questdo com uma visao
geométrica, relaciona as quantics utilizando coordenadas e vendo suas relaces possiveis.

Acerca disto, afirma:

[...] isto pode ser ainda ilustrado geometricamente como segue: podemos imaginar
dois espacos distintos de uma dimensdo, ou curvas, sendo um deles o lugar de
coordenadas (x, y), e o outro das coordenadas (X, Y), que sdo absolutamente
independentes, e de maneira alguma relacionadas, das coordenadas do primeiro
sistema mencionado. (CAYLEY, 1859, p. 565, traducio nossa®?)

Do paréagrafo 157 ao 164, Cayley especifica a abordagem tratando das quantics
binarias bipartidas e relaciona as propriedades projetivas de involu¢do, homografia e razao
harmonica entre ponto. A Quinta Memdria é citada diversas vezes, 0 que realca sua
importancia para seus desenvolvimentos em busca de uma métrica projetiva.

Para a geometria de uma dimensao, cujo espago € a curva, Cayley (1859, p. 568)
toma a quéadrica que representa um par de pontos:

(a,b,c) x,¥)*> = 0,
e utiliza uma nova forma de representa-los, atraves da expresséo:
(a,b,c x,v)? + (Ix + my)? = 0.

Um caso particular ocorre para lx + my = 0. Nesses pontos, os dois valores da
funcao linear seriam os harmdnicos do par de pontos em relacéo a quédrica (a, b, c() x,y)? =
0. Neste caso, 0 par de pontos da quédrica sdo pontos autoconjugados da involugcdo formada
pelos dois pares de pontos (CAYLEY, 1859, p. 568).

Quando o par de pontos da quédrica (a, b, ¢ x,y)* + (Ix + my)? = 0, é dito estar
inscrito no par de pontos da quadrica (a, b,c{) x,y)? = 0, entdo Cayley (1859, p. 568) diz
que o ponto lx + my = 0 estd no “eixo de inscri¢do”. O “centro de inscri¢do” é o harmonico
deste ultimo ponto em relagdo aos pares de pontos das quadricas.

Cayley (1859, p. 569) prossegue seus desenvolvimentos em prol de estabelecer uma
relacdo de distancia nessa “geometria de uma dimensdo”. Durante 0 processo, utiliza a
seguinte abreviacéo:

(a,b,c) x,y)? = 00,
(a, b, c{) x,y( x’,y’) =01=10,¢
(a,b,c) x',y)? = 11.

82 [...] this may be further illustrated geometrically as follows: we may imagine two distinct spaces of one

dimension, or lines, one of them the locus in quo of the coordinates (X, y), and the other the locus in quo of the
coordinates (X, Y), which are absolutely independent of, and are not in anywise related to, the coordinates of the
first-mentioned system.
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E encontra a seguinte equagéo:

00 01
10 11

A (ltima equacdo por Cayley, para esse caso da geometria de uma dimenséo,

x 2
ac - b%) | ;’| (CAYLEY, 1859, p. 569).

estabelece a relagdo considerando trés conjuntos de pontos (x,y), (x’,y") e (x”,y”). Para tal,

Cayley apresenta a equacédo na forma de determinante:

00 01 02
10 11 12| =0,
20 21 22
de onde pode-se reescrever na forma:
—1 01 -1 12 _1 02
€Os™" o= s = 0 T

Ap0s essa apresentacdo da teoria, para o caso da geometria de uma dimenséo, Cayley
afirma: “serd conveniente adiar as consideracdes dessa teoria, a fim de discuti-la em conexdo
com a geometria de duas dimensdes” (CAYLEY, 1859, p. 569, traducdo nossa®). A préxima
secdo da Sexta Memdria sobre Quantics, On Geomety of Two Dimensions, tratara de
estabelecer relagdes métricas para o plano projetivo. Devido a extensdo dos desenvolvimentos
de Cayley e o fato de o exposto até aqui ser suficiente para nosso estudo, passaremos a
relacionar os resultados presentes na Sexta Memdria com aqueles que ja constavam na Quinta

Memodria sobre Quantics.

4.4.4 A relagdo existente entre Quinta e Sexta Memoria sobre Quantics

A Sexta Memoria possui uma estreita relacdo com a Quinta Memoria sobre Quantics,
pois 0s principais resultados da Quinta Memoria sdo retomados na Sexta Memoria, para fins
de organizar a nog¢ao de distancia nas geometrias de “uma dimensdo”, no caso nas quantics
binarias, e de “duas dimensdes”, para quantics ternarias.

Cayley cita diversos trechos da Quinta Memoria na secdo On Geometry of One
Dimension, que foi apresentada anteriormente. Nas demais secdes, ele ndo faz citagdo direta
durante o texto. Isso nos leva a crer que 0s principais pontos retomados estdo presentes nessa
secdo, apesar de se repetirem diversas vezes durante todo o texto. Logo, analisaremos essas
citagdes a fim de destacar a importancia da Quinta Memdria para as conclusGes da Sexta
Memoria sobre Quantics.

A primeira corresponde ao trecho que apresenta a relacdo ac’ —2bb' + ca’ = 0,

onde ha uma raz&o harménica entre as raizes das equacdes formadas pelas quantics, conforme

% [..] it will be convenient to defer the consideration of this theory so as to discuss it in connexion with
geometry of two dimensions.
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jé temos apresentado. Cayley (1859, p. 564, traducdo nossa™) ressalta: “A teoria analitica esta
totalmente desenvolvida na "Quinta Memdria sobre Quantics™”, invariante de suma
importancia para a definicdo de involucdo presente na Sexta Memodria, desenvolvido na
Quinta Memoria, incluindo as nogdes de involugdo de pontos e pontos autoconjugados.

Logo apos essa citacdo, no paragrafo 155 da Sexta Memodria, Cayley (1859, p. 565)
apresenta a relacdo que garante que trés quadricas estdo em involucdo, fazendo referéncia a
relacdo linear AU + mU '+ vU "= 0, que também foi desenvolvida na Quinta Memdria sobre

Quantics. Cayley retoma as suas idéias iniciadas na Quinta Memdria:

Foi observado na Quinta Memoria, que as teorias da razdo anarmodnica e da
homografia pertencem analiticamente ao tema das quantics binarias bipartidas
(lineo-linear), o que pode ser ainda ilustrado geometricamente como segue:
podemos imaginar dois espagos distintos de uma dimens&o, ou curvas, sendo um
deles o lugar pertencente as coordenadas (X, y), e 0 outro o lugar das coordenadas
(X, Y), que sdo absolutamente independentes, e ndo sdao de maneira alguma
relacionadas com as coordenadas do sistema mencionado em primeiro lugar
(CAYLEY, 1859, p. 565, tradugio nossa®)

Cayley estende essa interpretacdo dizendo que se pode imaginar essa curva no plano,
OU No espaco, ou seja, em trés dimensBes. Além disso, reforca o recurso conhecido como
“reciprocidade”, hoje dualidade, onde ponto pode ser utilizado no lugar da curva, ou a curva
no lugar do plano. Cayley reforca o significado geométrico da teoria que ele inicia na Quinta
Memo©ria, retomando os pontos importantes para a definicdo de uma métrica projetiva.

Ele retoma seus desenvolvimentos com as quantics binarias bipartidas, chamadas de
lineo-linear, apresentando a condicdo para a relacdo de homografia entre quatro pontos.
Cayley afirma na Sexta Memoria:

Uma equacdo lineo-linear (x — ay) (X — aY) = 0 indica que os dois pontos
(x,y = a,1) e (X,Y = a,1), existindo independentemente um do outro, em
espacos distintos, e unicamente pela equacdo introduzidos numa relacdo ideal; e
qualquer relacdo invariante entre os coeficientes de qualquer funcgéo bipartida indica
geometricamente uma relagdo entre um sistema de pontos no espaco que é o lugar
no qual as coordenadas (x,y) e um sistema de pontos no espacgo que é o lugar das
coordenadas (X,Y), por exemplo, a equacao

1 a a aa
1 b B bp -0
1 ¢ v ¢y
1 d 6 db

é a relagcdo de homografia entre os quatro pontos (a,1), (b,1), (¢, 1), (d,1), na
primeira linha, e os quatro pontos (a, 1), (8,1), (v, 1), (§,1), na segunda linha. A

8 The analytical theory is fully developed in the “Fifth Memoir upon Quantics”.

8 It was remarked in the Fifth Memoir, that the theories of the anharmonic ratio and of homography belong
analytically to the subject of bipartite (lineo-linear) binary quantics; this may be further illustrated geometrically
as follows: We may imagine two distinct spaces of one dimension, or lines, one of them the locus in quo of the
coordinates (X, y), and the other the locus in quo of the coordinates (X, Y), which are absolutely independent of,

and are not in anywise related to, the coordinates of the first-mentioned system.
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teoria analitica é discutida na Quinta Memoria, e, em particular, ¢ mostrado 1a que a
escrita

A=(d-a)(b—c),A=(E-a)(B-V),
B=(d—-b)c—a),B=(0-B¥—a),
C=@-a@-bcC=06-y)(a-p),
em seguida, a condi¢do pode ser expressa em qualquer uma das formas
A:B:C =U:8B:C,

equacdes que denotam a igualdade das razdes anarmonicas dos dois sistemas de
pontos. (CAYLEY, 1859, p. 566, tradugdo nossa®®)

Esses resultados constam no paragrafo 108 da Quinta Memoria sobre Quantics, em
que Cayley (1858, p. 534) apresenta o determinante formado pelos conjuntos (a,f,y,9) €
(a«',B',v',6") que sdo homograficos quando este é nulo. Toda essa teoria foi desenvolvida
completamente na Quinta Memoria. Cayley retoma caracteristicas importantes, como a
seguinte, na qual apresenta a condicdo para dois sistemas de pontos estarem

homograficamente relacionados:

Imaginem uma involugdo de pontos; tome numa curva, que é o lugar do sistema de
pontos, um ponto O, e considere o sistema de pontos formado pelos harmdnicos de
0 em relagdo aos varios pares da involugdo; e, semelhantemente, tome curva um
outro ponto qualquer O’, e considere o sistema de pontos formado pelas harmonicos
de 0’ no que diz respeito aos varios pares de involucéo; esses dois sistemas de
pontos estdo homograficamente relacionados um com o outro. Ver Quinta Memoria,
No. 111. (CAYLEY, 1859, p. 567, traducio nossa®’)

88 A lineo-linear equation (x — ay) (X — aY) = 0 denotes then the two points (x,y = a,1) and (X,Y =
a, 1) existing irrespectively of each other in distinct spaces, and only by the equation itself brought into an ideal
connexion ; and any invariantive relation between the coefficients of any such bipartite function denotes
geometrically a relation between a point-system in the space which is the locus in quo of the coordinates (x,y)
and a point-system in the space which is the locus in quo of the coordinates (X, Y); for instance, the equation

1 a a aa

1 b B bp|_ 0

1 ¢ v ¢y

1 d § dé
is the relation of homography between the four points (a, 1), (b, 1), (¢, 1), (d,1) in the first line, and the four
points (a, 1), (8,1), (¥, 1), (6, 1) in the second line. The analytical theory is discussed in the Fifth Memoir; and,
in particular, it is there shown, that writing

A=d-a)b—-0),A=(E-a)(B-V),
B=(d-b)(c—a),B=(0-p¥—a),
C=@-a@-beC=06-y)(a-p),
then the condition may be expressed under any one of the forms
A:B:C =UA:B:C

equations which denote the equality of the anharmonic ratios of the two point-systems.

8 Imagine an involution of points; take on the line which is the locus in quo of the point-system a point 0, and
consider the point-system formed by the harmonics of O in respect to the several pairs of the involution; and in
like manner take on the line any other point O’, and consider the point-system formed by the harmonics of O’ in
respect to the several pairs of the involution; these two point-systems are homographically related to each other.
See Fifth Memoir, No. 111.
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Retornando a Quinta Memoria, no paragrafo 111, vemos que uma das condicdes para
se ter dois conjuntos homograficamente relacionados é o determinante formado pelos pares
em involucdo ser nulo. Cayley, além de demonstrar brevemente esse fato, esclarece a fonte da

teoria:

Um conjunto homographic com x,y,z w, que sdo os quarto harménico de alguma
quantidade de qualquer A com respeito aos pares em involugdo,
a,a’;B,B;y,v'; 8,68, é dito ser homogréafico com os quatro pares, e temos assim a
noc¢do de um conjunto de quantidades individuais homograficas com um conjunto de
pares em involucdo. Esta importante teoria € devida a M. Chasles. (CAYLEY, 1858,
p. 538, tradugdo nossa™)

No trecho acima, fica clara a influéncia de M. Chasles na abordagem geométrica que
Cayley utiliza em suas memorias. Ja temos destacada essa influéncia, ndo somente sobre
Cayley, mas também sobre Sylvester. Apesar de Cayley ndo dizer de qual trabalho de Chasles
toma a teoria, fica evidente, pela linguagem matemaética semelhante, que se trata do Traité de
Géométrie Supérieure, de 1852. Nele, Chasles desenvolve bem as relagcdes de homografia,
involucdo de pontos, bem como a razdo harmdénica e anarmdnica. Cayley usa alguns dos
teoremas geométricos de Chasles ao desenvolver sua visdo geométrica dos quantics, com o
auxilio das consideragdes acerca do sistema de coordenadas e de suas proprias consideracfes
geomeétricas.

Retornando a Sexta Memoria, outro trecho que cita 0 mesmo paragrafo 111 da

Quinta Memoria, seque abaixo:

Duas involugdes podem estar homograficamente relacionadas uma a outra, na
verdade, tome, na curva que representa o lugar dos pontos da primeira involugdo,
um ponto O, e considere o sistema de pontos formado pelos harmdnicos de O em
relagdo aos varios pares da involucdo; tome, semelhantemente, na curva que
representa o lugar dos pontos da segunda involucdo, um ponto @, e considere o
sistema de pontos formado pelos harménicos de Q com respeito aos varios pares da
involucdo, em seguida, se os dois sistemas de pontos estdo homograficamente
relacionados, as duas involugbes seriam elas mesmas homograficamente
relacionadas: o paragrafo anterior mostra que a natureza da relagdo ndo dependerd
da escolha dos pontos O e Q. E ndo é necessario que, no que se refere as duas
involuges, respectivamente, as palavras curva e ponto devam ter oS mesmos
signifggados. Ver Quinta Memoria, No. 111. (CAYLEY, 1859, p. 567, tradugdo
nossa

8 A set homographic with x, y,z w, which are the fourth harmonics of any quantity whatever 1 with respect to
the pairs in involution, a, a’; B, 8";v,y'; 8,8, is said to be homographic with the four pairs, and we have thus the
notion of a set of single quantities homographic with a set of pairs in involution. This very important theory is
due to M. Chasles.

% Two involutions may be homographically related to each other; in fact, take on the line which is the locus in
quo of the first involution a point 0, and consider the point-system formed by the harmonics of O in relation to
the several pairs of the involution ; take in like manner on the line which is the locus in quo of the second
involution a point Q, and consider the point-system formed by the harmonics of Q with respect to the several
pairs of the involution ; then if the two point-systems are homographically related, the two involutions are said to
be themselves homographically related : the last preceding article shows that the nature of the relation does not
in anywise depend on the choice of the points O and Q. And it is not necessary that, as regards the two
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Essa teoria realmente j& consta na Quinta Memoria sobre Quantics. Cayley a retoma
na Sexta Memoria, esclarecendo as relagdes entre pontos e curvas. Em seguida, (CAYLEY,
1859, p. 568) faz referéncia ao paragrafo 112 da Quinta Memoria, no qual apresenta a relagéo
de homografia entre conjuntos de pontos. Novamente Cayley faz referéncia a M. Chasles ao
estabelecer a caracteristica da equagdo que representa essa relacéo ser independente da razao
anarmonica dos conjuntos.

No paragrafo 165 da Sexta Memoria, 0 mesmo que ja apresentamos e em que Cayley
apresenta a equacdo (a, b, c] x,v)? + (Ix + my)? = 0, Cayley (1859, p. 568) cita a Quinta
Memoria, paragrafo 105, ao falar dos pontos autoconjugados em relacdo as raizes daquela
equacdo. Toda essa teoria relacionada a involucgdo, pontos autoconjugados, ja estava bem
estabelecida na Quinta Memodria e é retomada na Sexta Meméria sobre Quantics.

Continuando da Sexta Memoria, no paragrafo 167, penultimo paragrafo da secdo
onde ele estabelece uma métrica para a “geometria de uma dimensao”, Cayley (1859, p. 569)
apresenta a equag&o:

(a,b,clx,y)*(ab,c)x’,y)? = {(a b,c) x,y]x',y)}* = (ac — b*)(xy" — x'y)?
e diz: “que ¢, de fato, a equa¢do mencionada, Quinta Memoria, No. 95” (CAYLEY, 1859, p.
569, traducdo nossa™). A equacdo acima é o passo fundamental para que Cayley, apds 0 uso

da reducédo de notacdo que ja apresentamos, possa apresentar na forma:

00 01)_
10 11

Essa equacdo representa a distancia de dois pontos (x,y) e (x’,y’), € € o resultado que leva

(ac - b3) |, ;’|2

Cayley a apresentar a equacao que liga trés conjuntos de pontos, (x,y), (x’,y") e (x”,y"), ja
apresentada como a tltima relagdo da seg¢do “On Geometry of One Dimension”.

Logo, Cayley ja possuia todos esses resultados em sua Quinta Memoria sobre
Quantics, ndo realizando grandes avancos até aqui. O que nos da a impressdo de que ele
apenas reorganiza suas ideias, apresentando sua teoria de forma mais sistematica. Realmente,
0 que ha de realmente inovador na Sexta Memoria consta na se¢do “On the Theory of
Distance”, onde utiliza o conceito de “Absoluto” que o permite trabalhar com outros tipos de
geometria, como a esférica, por exemplo, e fazer conclusdes acerca da organizagdo da propria

geometria.

involutions respectively, the words line and point should have the same significations. See Fifth Memoir, No.
111.

%1...] which is in fact the equation mentioned, Fifth Memoir, No. 95.
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445 A definicao de “Absoluto” de Cayley

Na secdo “On the Theory of Distance” Cayley inicia por apresentar sua definicdo de
“Absoluto”, ¢ menos geral, como veremos. Cayley (1859, p. 583, traduc&o nossa™) afirma:
“Imagine numa curva, ou lugar da série de pontos, um par de pontos que eu chamo o
Absoluto”. O Absoluto é utilizado como referéncia sobre a qual se pode estabelecer uma
métrica projetiva e as relagdes entre retas e pontos do sistema.

Cayley inicia com uma abordagem para “geometria de uma dimensdo”, ou seja, a
reta projetiva. Neste caso, o Absoluto € um par de pontos, e utilizando as relagdes de
involucéo e razdo harmonica ele chega a relacdo de distancia. Entdo, para o absoluto ax? +
bxy + cy? = 0, na notacdo de Cayley: (a, b, c{ x,y)?> = 0, ele encontra a seguinte relacéo
de distancia, dados os pontos (x,y) e (x',y"):

_1 (@b, y")
J(@b,0)(x,y)2y/(a,b,c)(x',y")?

A expressao da distancia pode ser representada igualmente através do arco seno:

CosS

-1 (ac=b*)(xy'=x'y)
J(@b,0)(xy)2/(ab,c)(x"y")?

Ele demonstra a validade dessas relacbes de distancia para com a propriedade

sen

fundamental para distancia entre trés pontos consecutivos:
Dist.(P,P") + Dist.(P',P") = Dist.(P,P").

Cayley demonstra que quando 6 = 0, sendo 6 o0 arco que representa a distancia, 0s
dois pontos (x,y) e (x',y") serdo pontos coincidentes. Basta verificar na segunda forma da
expressdo da distancia que, como sen # = 0, entdo a expressao se reduz a xy' — x'y = 0 que
representa pontos iguais.

Ele estabelece uma unidade de medida chamando-a quadrant. Para isso, Cayley toma
0= g Segue abaixo trecho no qual estabelece a medida:

Quando temos

(a,b,c)(x,y)(x",y") =0,
uma equacdo que expressa que o0s pontos (x,y) e (x,y) sdo harmbnicos com
respeito ao Absoluto. A distdncia entre dois pontos quaisquer harménicos em
relacdo ao Absoluto é, consequentemente, um quadrant, e estes pontos podem ser
dito ser quadrantal uns aos outros. O quadrant é a unidade de distancia. (CAYLEY,
1859, p. 585, tradugdo nossa’)

o Imagine in the line or locus in quo of the range of points, a point-pair, which | term the Absolute.

%2 When , we have

(a,b,0)(x,y)(x",y") = 0,
an equation which expresses that the points (x,y) and (x,y) are harmonics with respect to the Absolute. The
distance between any two points harmonics with respect to the Absolute is consequently a quadrant, and such
points may be said to be quadrantal to each other. The quadrant is the unit of distance.
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Percebe-se que Cayley cuidadosamente cumpre todas as etapas para estabelecer uma
métrica, utilizando-se da sua definicdo de Absoluto, bem como das propriedades das quantics.

Mas a definicdo de Absoluto se torna mais geral quando Cayley a estabelece para a
geometria de duas dimensdes, ou seja, considerando o espaco do plano projetivo. Cayley
(1859, p. 586, traducdo nossa™) afirma: “Passando agora a geometria de duas dimensdes,
temos aqui que considerar certa conica, que chamo o Absoluto”. Pode-se observar que esta
conica é referéncia para qualquer relacdo métrica projetivamente formulada.

Cayley propde o caso das modificacGes no Absoluto para a definicdo de distancia na
geometria esférica (CAYLEY, 1859, p. 591) e, em especial, para a geometria euclidiana. Ele

afirma:

Em geometria plana, o Absoluto degenera num par de pontos, isto é, 0s
pontos de interse¢do da reta infinita com algum circulo, ou o que da no
mesmo, o Absoluto é os dois pontos circular ao infinito. (CAYLEY, 1859, p.
592, tradugo nossa™)

Deste resultado, ele chega a conclusdo mais importante dessa memoria: “Metrical
geometry is thus a part of descriptive geometry, and descriptive geometry is all geometry,
[...]” (CAYLEY, 1859, p. 592). “Metrical geometry” trata-se da geometria euclidiana e
“descriptive geometry” da geometria projetiva, ou seja, Cayley conclui que a geometria mais
elementar é a projetiva, 0 que quebrava o paradigma da geometria euclidiana ser a mais
fundamental, de onde inclusive se fundamentava a geometria projetiva até entao.

Observa-se também o fato da teoria algébrica ser utilizada a tal ponto de provocar
mudancas estruturais da geometria, chegando a alterar o seu proprio papel e a forma como se
organiza. Estes resultados de Cayley foram tomados por Félix Klein, que conseguiu
classificar as geometrias euclidianas e ndo euclidianas. Klein utilizou o logaritmo e néo o arco
cosseno, como fez Cayley. Rosenfeld (1988, p. 238) nos mostra como Klein define a nocéo de
distdncia da geometria hiperbolica de Lobachevsky, bem como as diferenciacGes que ocorrem
para a geometria eliptica e para a geometria euclidiana. Cayley, apesar de conhecer a
geometria de Lobachevsky, ndo relacionou seus resultados obtidos na Sexta Memoria com

uma possivel definicdo de distancia para este caso.

% Passing now to geometry of two dimensions, we have here to consider a certain conic, which | call the
Absolute.

% In ordinary plane geometry, the Absolute degenerates into a pair of points, viz. the points of intersection of the
line infinity with any evanescent circle, or what is the same thing, the Absolute is the two circular points at
infinity.
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4.5Conclusdo

Nossa analise dos textos nos permite concluir alguns aspectos importantes acerca do
contexto de producdo, as motivacdes e o0 conteudo das memarias sobre Quantics, em especial
a Primeira, Quinta e Sexta Memoria sobre Quantics.

Como temos destacado, as Memorias sobre Quantics seguem a linha de pesquisa em
que Cayley sempre se engajou, que se pode chamar de geometria algéebrica, ou seja, 0
desenvolvimento algébrico vem acompanhado de uma visdo geometrica que 0 acompanha em
seus desenvolvimentos. Ele herdou esse aspecto da Sociedade Analitica, responsavel pelas
mudancas que modernizaram o ensino de mateméatica em Cambridge.

Ficou claro que, desde a Primeira Memoria, Cayley procura definir bem as
caracteristicas geométricas da abordagem com os quantics. A Primeira Memdria mostra bem
os detalhes das definicdes que Cayley apresenta para o l6cus de uma equacgdo, bem como a
apresentacdo do sistema de coordenadas e as defini¢des do espago adotado.

Sdo apresentadas as abordagens algébrica e geométrica da Teoria dos Invariantes,
destacando que elas se comunicam entre si, trazendo resultados importantes.

Na comparac¢do entre Quinta e Sexta Memdria sobre Quantics, conclui-se que Cayley
desenvolve toda a teoria ja desde a Quinta Memoria, retomando resultados importantes. Além
disso, destaca-se a importancia da Quinta Memoria, que historicamente foi pouco analisada.
Esse fato tem propiciado comentarios erroneos, tal como: a Sexta Memoria é a Unica onde
aparecem resultados geométricos.

Além disso, mostramos que a Quinta e Sexta Memdrias possuem Varios trechos
comuns, destacando-se a importancia da Quinta Memoria para os desenvolvimentos da Sexta
Memoria.

O que ha de novo esta na se¢do On the Theory of Distnaces, em que ele apresenta a
defini¢do de “Absoluto”, abordagem foi totalmente inovadora, pois além de permitir a criacdo
de modelos para introduzir uma métrica na geometria projetiva, esférica e euclidiana,
possibilitou um novo olhar sobre as propriedades internas da propria geometria.

Realmente a Sexta Memdria trouxe uma abordagem totalmente inovadora,
corretamente percebida por Félix Klein, que divulgou a descoberta de Cayley, bem como a
complementou, expandindo para uma classificagio que abrangia as geometrias néo
euclidianas a qual Cayley ndo relaciona em sua Memdria. O que percebemos é o fato do
trabalho de Cayley ser bem completo, e que as relagbes entre 0s quantics e geometria

projetiva esta presente desde a Primeira Memodria.
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CAPITULO 5 - CONCLUSAO FINAL

O estudo dos textos de Cayley nos possibilitou esclarecer alguns aspectos
importantes que culminaram no grande trabalho sobre os quantics. Levou-nos a considerar o
movimento trazido pela Sociedade Analitica, que procurou retirar Cambridge da situacéo de
isolamento em relacdo aos desenvolvimentos continentais da matematica, deixando a
geometria sintética como Unico padrdo de rigor e aceitando o calculo diferencial e os métodos
analiticos.

A Inglaterra, ap0s superar o atraso deixado pela tradicdo de Newton, adota
rapidamente os avancgos do calculo diferencial e dos meétodos analiticos (GUICCIARDINI,
1989, p. 136). Um grande exemplo disso foi a atuacdo de Arthur Cayley, o matematico
britnico mais produtivo e influente do periodo.

No entanto, ndo significa que a abordagem geométrica foi totalmente abandonada
pelos ingleses, uma vez que, nos VAarios artigos que apresentamos, a teoria algébrica vinha
sempre acompanhada de um pensamento geométrico que guia o desenvolvimento matematico.
Esse contexto historico nos ajuda a entender as motivagdes dos desenvolvimentos algébricos e
geométricos de Cayley, bem como o fato dessa rela¢do ser uma constante em seus trabalhos.

O interesse de Cayley por geometria analitica aparece desde cedo com a publicacdo
do seu primeiro artigo de 1841. A Sociedade Analitica, principalmente na figura de Peacock,
possibilitou uma mudanca de perspectiva no ensino de Cambridge, trazendo as inovacdes do
calculo diferencial e da anélise. A geometria deixou de ser o Unico padrdo de rigor, porém
permaneceu guindo o raciocinio dos matematicos britanicos, incluindo o de Cayley.

Neste contexto, surge o artigo de 1841, de George Boole, o qual é uma forma
embrionaria da Teoria dos Invariantes. O que constatamos foi o fato de Boole apresentar sua
teoria munida de uma abordagem geométrica clara de mudanca dos eixos coordenados, no
que concorda com Parshall (1989, p. 160). Esse artigo inspirou Cayley em suas pesquisas
ligadas & Teoria dos Invariantes. Logo, o fato de haver uma ligacdo entre &lgebra dos
invariantes e aspectos geomeétricos nos remete aos primordios da Teoria dos Invariantes; ndo
é, pois, uma caracteristica isolada da Sexta Memoria sobre Quantics.

Por esse periodo, ja observamos o interesse de Cayley pelos desenvolvimentos de M.
Chasles e Plucker, fundamental para explicar sua futura abordagem em suas Memorias sobre
Quantics. Um dos nossos questionamentos foi a origem do uso das coordenadas homogéneas

por Cayley, ja que isso é a base para o desenvolvimento geometrico atrelado aos quantics.
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Concluimos que desde cedo Cayley demonstra conhecer os trabalhos de Pliicker,
principalmente através de citacGes diretas, como ocorre no artigo apresentado no gréafico da
“rede” de textos (Cayley 1843a). O interesse pelo trabalho de M. Chasles ocorre igualmente
cedo, com citagdes diretas incluindo o artigo no qual Cayley demonstra um teorema presente
no Apercu Historique (artigo Cayley 1843d).

A partir dai, seus artigos mostraram que a relacdo entre algebra dos polindmios
homogéneos e geometria projetiva é uma constante em suas pesquisas no periodo 1841-1853.
Apresentamos a rede de matematicos britanicos que possuem esta pratica comum. Sylvester e
Salmon também pesquisaram com polindmios homogéneos e geometria projetiva com
conicas.

A contextualizacdo da rede de pesquisa britanica nos ajuda a esclarecer o motivo
pelo qual Cayley trabalha naturalmente em coordenadas projetivas, sem necessitar maiores
esclarecimentos, pois fazia parte de seu campo de pesquisa, conforme mostramos no capitulo
trés.

Apesar da clara utilizacdo de aspectos geométricos, os diversos textos nao
apresentam figuras, nem mesmo para exemplificar, o que pode ser compreendido como uma
mudanca de postura a partir da Sociedade Analitica, retirando a geometria sintética da posi¢do
de Unico padrdo de rigor, mantendo, entretanto, uma visdo geométrica que ajuda no raciocinio
matematico das diversas teorias algébricas.

Essa visdo geométrica € mais do que um ferramenta, pois se, de um lado, influencia
diretamente a interpretacdo dos resultados da Teoria dos Invariantes, de outro, ira
revolucionar a relacdo da geometria projetiva com as geometrias euclidiana e ndo euclidianas,
com a leitura de Félix Klein da Sexta Memdria sobre os Quantics.

Assim, os artigos anteriores de Cayley e de seus contemporaneos nos ajudam a
entender o campo de pesquisa dessa rede de matematicos britdnicos que culminou nos
resultados das Memdrias sobre Quantics de Cayley.

Isso deixa claro que Cayley tinha interesse na relagdo entre os quantics e geometria,
0 que justifica a introducdo da Primeira Memoria ser cheia de defini¢cbes que favorecem essa
relacdo. N&o é muito destacado o fato de que, desde a Primeira Memoria, Cayley j& possuia
uma visdo geométrica dos quantics.

Em nossa analise das duas abordagens, a algebrica e a geomeétrica, concluimos que
Cayley as desenvolve até que a Teoria dos Invariantes esteja estruturada o suficiente para

relacionar com as teorias da geometria projetiva, isto ja na Quinta Memoria, que é
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praticamente esquecida pelos historiadores da matematica, como Crilly, mas que demonstrou
ser fundamental para explicar a relagdo entre Teoria dos Invariantes e geometria projetiva.

Além disso, em nossa comparacao entre Quinta e Sexta Memarias, notamos que a
Quinta Memodria é constantemente citada na Sexta Memdria, sendo que praticamente todos 0s
passos para estabelecer a relagdo métrica ja se encontravam desenvolvidos na Quinta
Memoria, menos da defini¢do de Absoluto, que € nova na Sexta Memodria.

A Sexta Memoria sobre os Quantics ndo € apenas uma simples reordenacdo dos
resultados presentes na Quinta Memoria, mas também apresenta, na secdo On the Theory of
distance, a nogdo de Absoluto, que é fundamental para estabelecer as rela¢cbes métricas que
sdo utilizadas para classificar as diversas geometrias. Cayley estabelece uma métrica para a
geometria projetiva, esférica e euclidiana; a Unica relacdo que ele ndo estabelece é com a
geometria hiperbdlica de Lobachevsky, apesar de conhecé-la, ndo a relacionou com seus
desenvolvimentos da Sexta Memoria.

Klein estende o método de Cayley e classifica as geometrias euclidianas e nédo
euclidianas, além de divulgar a importancia da Sexta Memaria sobre Quantics, dando crédito
as descobertas de Cayley. Devido a seu interesse estar ligado ao seu programa e a unificada
classificacdo das geometrias, ele ndo faz nenhum destaque aos trabalhos anteriores de Cayley,
inclusive a Quinta Memoria, que poderia ser destacada das demais por possuir grande parte
dos desenvolvimentos de Cayley nessa relagdo entre Teoria dos Invariantes e geometria
projetiva. Entdo, se Felix Klein apenas menciona a Sexta Memoria quando estuda o
desenvolvimento da geometria até a sua propria classificacdo das geometrias a partir da
geometria projetiva, ele faz o grande atalho, deixando de lado uma parte importante da obra
de Cayley que foi fundamental a Sexta Memoria sobre Quantics.

Nossa pesquisa deixa varias questdes que podem ser estudas dentro deste periodo
histérico, da primeira metade do século XIX na Inglaterra. Uma delas seria comparar 0s
desenvolvimentos da Teoria dos Invariantes de Cayley e Sylvester. Aparentemente, 0 ponto
alto dos desenvolvimentos de Sylvester foi seu artigo de 1851 e seus artigos proximos a essa
data. A parceria de Cayley e Sylvester nos desenvolvimentos desta teoria ja € bem conhecida,
estudada por Crilly e, principalmente, por Parshall; o que pode ser novo é ver as diferengas e
semelhancas entre os trabalhos destes matematicos. Além disso, Salmon publica livros que
destacam a relagdo entre Teoria dos Invariantes e geometria projetiva, como exemplo A
Treatise on the higher plane curves, de 1878, que teve participacdo de Cayley na elaboragéo
do primeiro capitulo. A recep¢do da Teoria dos Invariantes no final do século XIX na

Inglaterra também pode ser largamente estudada.
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