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RESUMO 

 

Esse trabalho tem como objetivo discutir as origens da noção de reta numérica 

durante o século XVIII e início do século XIX a partir da análise de livros de matemática 

voltados para o ensino, tanto a nível secundário como a nível superior, livros voltados para a 

pesquisa e enciclopédias matemáticas populares. Fazemos algumas considerações sobre a 

diferença entre essa noção no contexto desse período para essa noção no contexto atual, 

buscando estabelecer que se trata de uma leitura histórica do desenvolvimento de uma noção 

matemática e, portanto, deve-se respeitar as práticas da época em que se estabeleceu. Buscamos 

fontes originais da matemática francesa e alemã, que se destacam nesse período por serem, 

respectivamente, a maior comunidade matemática e uma comunidade matemática emergente. 

Temos como principal resultado que a noção de reta numérica, como ainda reconhecemos como 

válida nos dias de hoje, se estabelece somente na primeira metade do século XIX, no contexto 

do ensino da matemática de nível secundário. 

 

Palavras-chave: História da matemática, Reta numérica, História da Geometria Analítica 



ABSTRACT 

 

This work has the goal to discuss the origins of the number line notion during the 

eighteenth century and the early nineteenth century based on the analysis of mathematics 

textbooks, both at the secondary level and the level of higher education, sources revealing of 

research and characteristic mathematical encyclopedias. We make some remarks about the 

differences between this notion in the context of that period and this notion in the present 

context, seeking to establish that it is a historical reading of the development of a mathematical 

notion and therefore should respect the practices of the time in which they were established. 

We seek original sources of French and German mathematics, which stand out in this period: 

the one as the major mathematical community and the other as an emerging one. Our main 

result is that the notion of number line, as we understand it as valid today, became established 

only in the first half of the nineteenth century, in the context of mathematics teaching at 

secondary level. 

 

Keywords: History of mathematics, Number line, History of Analytic Geometry 
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CAPÍTULO I 

 

I – INTRODUÇÃO 
 

I.1 – Motivação 
 

Temos hoje um número significativo de publicações que lidam com o uso da história 

da matemática no ensino. Essa é uma prática que tem ganhado ainda mais força ao longo dos 

últimos anos, uma vez que a própria área de história da matemática vem ganhando seu espaço 

no ambiente acadêmico. Contudo, queremos destacar exclusivamente o ponto de vista 

metodológico desses artigos. 

Observamos frequentemente que algumas publicações partem da prática da 

matemática escolar como base para se avaliar a história. Nelas, assume-se que os objetos 

matemáticos em questão existiram em outros contextos históricos, tal como se configuram hoje. 

Esse é um ponto de vista que pode gerar alguns conflitos epistemológicos, uma vez que as 

noções matemáticas em si só fazem sentido de acordo com as práticas a elas associadas. 

Ainda que se aceite a ligação dos conceitos matemáticos com as suas práticas, esses 

estudos baseados em história da matemática tomam como referência obras mais tradicionais da 

historiografia que não abrangem necessariamente as práticas de sua época de forma ampla. 

Como consequência, atribui-se a matemáticos de outras épocas o uso de conceitos anacrônicos, 

avaliando-os com critérios da matemática atual. No entanto, a aplicação desses métodos é, 

frequentemente, insuficiente à exposição a que esses próprios estudos se propunham. 

No caso específico deste trabalho, procuramos observar alguns artigos que lidam 

com o conceito de reta numérica na história e no ensino da matemática.  Para os devidos fins, 

citamos dois artigos que demonstram claramente um uso inadequado da noção contemporânea 

de reta numérica, associadas a práticas que talvez não fossem aplicáveis ao contexto de outras 

épocas, como ao do século XVIII. 

O primeiro artigo a explorarmos é o de Tzanakis e Thomaidis, The notion of 

historical “parallelism” revisited: historical evolution and student’s conception of the order 
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relation on the number line1, 2007. O segundo é o famoso artigo de Georges Glaeser, 

originalmente de 1981, mas que foi relançado, recentemente, em 2010, Epistemologia dos 

números relativos. Ambos os artigos têm esse perfil de tentar observar uma noção 

contemporânea sobre práticas passadas. 

O primeiro artigo se destaca por ser uma publicação posterior à nova corrente 

historiográfica, que pretende lançar um olhar imparcial sobre o passado, respeitando a cultura 

histórica em que cada obra está inserida. Nele, os autores colocam em questão a contribuição 

da história da matemática para o ensino. Mais especificamente, tratam da possibilidade de se 

reconstruir as motivações que deram origem às formulações/reformulações de conceitos 

matemáticos, utilizando-se da noção de reta numérica para desenvolver essa temática. 

 Uma das tarefas que se propõe o artigo é o de estudar a história “da relação de 

ordem na reta numérica / a ordem dos números reais”2 (TZANAKIS e THOMAIDIS, 2007, p. 

165 – 167, tradução nossa). Nesse sentido, eles começam citando as contribuições de 

matemáticos como Stifel, Descartes e Euler. Entretanto, precisamos ressaltar que vários 

matemáticos analisados pelos autores jamais se propuseram a conceitualizar a reta numérica. 

Para ilustramos essa afirmação, podemos destacar o trecho de Euler transcrito pelos autores: 

 

(...) Obtemos números positivos, adicionando 1 a 0 ... e continuando sempre a 

aumentar assim a partir da unidade. Esta é a origem da série de números chamados 

números naturais, sendo as seguintes as condições que conduzem a ser: 0, 1, 2, 3, 4 ... 

e assim por diante até ao infinito. Mas se, em vez de continuar essa série por adições 

sucessivas, continuamos na direção oposta, por perpetuamente subtraindo unidade, 

devemos ter a seguinte série de números negativos: 0, -1, -2, -3, -4 ... e assim ao 

infinito3 (Euler 1770/1984, p. 5; grifos dos autores; In: TZANAKIS et THOMAIDIS, 

2007, p. 168, tradução nossa). 

 

Assim, na “Álgebra” de Euler, a reta numérica unificada não é considerada 

necessariamente para representar a ordem dos números positivos e negativos4 

(TZANAKIS et THOMAIDIS, 2007, p. 169, tradução nossa). 

 

Com isso, colocamos a seguinte pergunta: Euler enunciava ou se utilizava do 

conceito de reta numérica em seus trabalhos? Segundo os trechos retirados do artigo, não há 

                                                 
1 A noção de “paralelismo” histórico revisitada: a evolução histórica e a concepção dos alunos na relação de 

ordem na reta numérica (tradução nossa) 
2 “of the order relation on the number line / the ordering of real numbers” 
3 (…) we obtain positive numbers by adding 1 to 0… and by continuing always to increase thus from unity. This 

is the origin of the series of numbers called natural numbers; the following being the leading terms….: 

0,+1,+2,+3,+4… and so on to infinity. But if, instead of continuing this series by successive additions, we 

continued in the opposite direction, by perpetually subtracting unity, we should have the following series of 

negative numbers: 0,−1,−2,−3,−4… and so on to infinity 
4 Thus in Euler’s “Algebra,” the unified number line is not considered necessary to represent the ordering of 

positive and negative numbers 
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nenhuma evidência que indique uma ideia de reta numérica explicitada pelo matemático suíço. 

Ele estaria lidando com os números (inteiros, no caso da citação) como uma sequência de 

números para justificar a sua ordenação. A associação feita pelos autores entre essa ordem e a 

noção de reta numérica é apenas uma das diversas propriedades pertinentes a esses conceitos, 

que discutiremos na seção seguinte. Podemos ainda ressaltar que o objetivo de Euler teria sido 

o de estabelecer uma legitimação dos números negativos, interpretando-os sob essa sequência 

numérica. 

Pretendemos ainda ir além dessa questão. A crítica maior que se desenvolve é a de 

que os autores trazem a noção de reta numérica anacronicamente, como um conceito eterno na 

história da matemática. Queremos estudar a hipótese de que a reta numérica teria se 

desenvolvido em contextos posteriores. De fato, como deixaremos mais claro a seguir, 

pesquisas recentes apontam que o conceito atual de reta numérica é posterior ao matemático 

suíço, ou seja, não teria sido uma questão para ele a construção da reta numérica. 

O segundo exemplo característico dessa abordagem historiográfica é compartilhada 

por Georges Glaeser (1981/2010) em Epistemologia dos números relativos. Em sua 

metodologia teleológica, o autor é bem enfático em dizer que um obstáculo5 que se opõe a uma 

“satisfatória compreensão dos números relativos” (GLAESER, 2010, p. 4) é a dificuldade em 

unificar a reta numérica. Em outras palavras, a reta numérica deveria ser um objeto contínuo 

caracterizado por um ponto central marcado pelo zero, que ele chama de zero origem, e que em 

um sentido os pontos corresponderiam a números positivos e n’outro sentido a números 

negativos. 

 

3.  Dificuldade em unificar a reta numérica. Isto se manifesta, por exemplo, quando 

se insiste nas diferenças qualitativas entre as quantidades negativas e os números 

positivos; ou quando se descreve a reta como uma justaposição de duas semi-retas 

opostas com sinais heterogêneos; ou quando não se consideram simultaneamente as 

características dinâmicas e estáticas dos números (GLAESER, 2010, 2007, p. 5). 

 

                                                 
5 O autor faz um comentário sobre ter destacado em seu artigo “uma dezena de obstáculos que se opõem à 

satisfatória compreensão dos números relativos” (GLAESER, 2010, p. 3, grifo do autor). No entanto, não enuncia 

todos esses obstáculos, mas apenas 6: “1. Inaptidão para manipular quantidades isoladas; 2. Dificuldade em dar 

um sentido a quantidades negativas isoladas; 3.  Dificuldade em unificar a reta  numérica. Isto se manifesta, por 

exemplo, quando se insiste nas diferenças qualitativas entre as quantidades negativas e os números positivos; ou 

quando se descreve a reta como uma justaposi¬ção de duas semi-retas opostas com sinais heterogêneos; ou quando 

não se consideram simultaneamente as características dinâmicas e estáticas dos números; 4. A ambiguidade dos 

dois zeros; 5. Estagnação no estágio das operações concretas (era confronto com o estágio das operações formais). 

É a dificuldade de afastar-se de um sentido "concreto" atribuído aos seres numéricos; 6. Desejo de um modelo 

unificador” (GLAESER, 2010, p. 5.) 
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Essa postura de Glaeser vai em sentido contrário à nossa proposta, uma vez que, 

como podemos observar em sua sintética tabela, ele afirma que Euler, Laplace e Hankel fazem 

bom uso desse conceito de reta numérica, correspondente ao obstáculo número 3: 

 

 

(GLAESER, 2010, p. 6, grifos nosso) 

 

Para desenvolver melhor o assunto, precisamos buscar os argumentos que fazem 

Glaeser afirmar que esses autores dos séculos XVIII e XIX lidavam com maturidade com a 

noção de reta numérica. No entanto, ficamos carentes de uma justificativa razoável que nos 

permita afirmar que esses autores trabalhavam com a noção de reta numérica unificada. A 

contradição pode ser observada na seguinte passagem: 

 

A mesma obra [EULER, 17706] revela ainda outro obstáculo, que Euler (e muitos 

outros) não conseguiu transpor e que se refere à incompreensão da unificação da reta 

numérica. Euler declara que a representação de um número negativo é uma letra 

precedida do sinal –. Atualmente, em vez disso, o símbolo -x designa o oposto do 

número x (de sinal indeterminado). A convenção explicitamente enunciada por Euler 

entra, aliás, em contradição com sua prática cotidiana: o ilustre analista jamais hesita 

em substituir, num polinômio ou uma série inteira, uma variável por um valor negativo 

ou imaginário (GLAESER, 2010, p. 16). 

 

De fato, o autor também carece de melhores explicações a respeito de Laplace. No 

caso de Hankel (1867), o autor é mais descritivo e se apropria de uma argumentação mais 

fundamentada. Logo, se tomarmos em consideração apenas as observações bem discutidas no 

artigo, observamos que a reta numérica, no sentido unificado de que trata o autor, seria bem 

compreendida somente na segunda metade do século XIX. Mas para que nossas críticas não 

                                                 
6 EULER, Leonhard (1770). Vollstandige Anleitung zur Álgebra Opera Omnia. Series Prima. Volumen Primum, 

1911. 
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sejam devidamente infundadas, precisamos ressaltar que esse é apenas um dos aspectos de reta 

numérica que procuramos identificar no percurso da história da matemática. 

Por outro lado, no trabalho de Glaeser ainda percebemos que a superação do 

entendimento da reta numérica, de acordo com o sentido citado anteriormente, não é realizada 

pelos demais autores listados. Isto é um ponto importante para nosso trabalho: o 

reconhecimento de que a reta numérica não é uma noção canonizada historicamente, ao menos 

até Hankel. Suas conclusões são, de certa forma, bem fundamentadas. Um exemplo que 

podemos tomar do próprio autor é o de Descartes: 

 

Costuma-se elidir uma parte importante do encaminhamento das ideias, atribuindo-se 

a René Descartes (1596-1650) o emprego de um sistema de coordenadas 

"cartesianas". Na verdade, ele jamais utilizou um eixo sobre o qual a abscissa de um 

ponto varia de -∞ a +∞. Simplesmente ele considerou separadamente duas semirretas 

opostas, sabendo que as linhas negativas devem se dirigir em sentido oposto ao das 

linhas positivas. Mas as curvas que traçou limitam-se, em geral, ao primeiro 

quadrante7 (GLAESER, 2010, p. 12). 

 

Assim, ainda que a noção de reta numérica seja bastante clara para nós, queremos 

desconstruir a imagem de que esse conceito não esteve sempre presente nas práticas 

matemáticas ao longo da história, como fica bem ilustrado na passagem: 

 

Devemos ter em mente que Apolônio já tinha uma caracterização de seções cônicas 

por meio do que hoje – com Leibniz – podemos chamar de coordenadas, embora sem 

valores numéricos associados a elas8 (STRUIK, 1987, p. 96, tradução nossa). 

 

Queremos criticar essa abordagem historiográfica de projeção de noções 

matemáticas atuais sobre práticas anteriores. Essa abordagem nociva impõe implicações a 

autores anteriores que não seriam pertinentes a seus respectivos contextos. Ela descaracteriza 

as práticas antigas, transformando os saberes matemáticos atuais em eternos. 

 Seguindo os diferentes usos da noção de reta numérica, embora não possamos 

identificá-la totalmente com a noção difundida atualmente, pretendemos agregar as práticas 

matemáticas do início da geometria analítica à questão do desenvolvimento da reta numérica. 

A geometria analítica surge, então, como um assunto ideal para essa discussão, uma vez que 

um de seus pilares se sustenta sobre o conceito de reta numérica para se estabelecer a ponte 

entre objetos de natureza geométrica e de natureza algébrica. 

                                                 
7 Vale lembrar que Descartes jamais teria empregado essa noção de duas semirretas opostas na resolução de seus 

problemas. 
8 We must keep in mind that Apollonius already had a characterization of conic sections by means of what we 

now – with Leibniz – might call coordinates, even though no numerical values were attached to it 
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De fato, temos como hipótese inicial, apoiada na leitura de alguns textos dos séculos 

XVII ao XIX, listados a seguir, que a reta numérica não existira como objeto de estudo na 

ciência, num sentido de desenvolvimento da matemática pura, de aprofundamento em seus 

saberes. A reta numérica seria, sim, uma construção didática, com o objetivo de exemplificar o 

estreito laço entre a álgebra e a geometria praticado pela matemática analítica do século XVIII 

em diante. 

Certas conquistas da matemática são interpretadas pela didática da matemática 

como constantes filogênicas, quer-se dizer, como se o desenvolvimento histórico fosse 

recapitulado ao longo do desenvolvimento do indivíduo. Em alguns estudos, a noção de reta 

numérica é por vezes entendida como sendo uma noção inata. Assumem que a relação entre 

álgebra e geometria seria uma base evidente que relaciona aritmética com geometria, que é uma 

associação bem tardia na história. Essa premissa serve como um ponto de partida para o ensino 

da matemática como se entende pelos estudos por estimativas sobre as retas numéricas 

(conforme pode ser visto em WILLIAMSON, 2013, e BOOTH; SIEGLER, 2008). Alguns 

estudos supõem que uma abordagem pertinente para aprofundar o entendimento dos números 

por crianças é posicionar o número sobre uma reta numérica, o que por si não parece 

inadequado. Porém, partem do pressuposto de que a noção de reta numérica é uma constante 

ontogênica e, portanto, deveria aparecer, indiscriminadamente, no tratamento dos autores do 

século XVIII. No entanto, não observamos tais registros tão explicitamente, o que nos faz 

concluir que seria um absurdo assumir que a reta numérica é uma noção inata. 

Entendemos que os conceitos matemáticos são noções abstratas construídas pelos 

autores de acordo com seus propósitos e influências. Não entendemos de modo algum que se 

tratam de objetos platônicos, etéreos, descobertos pela mente humana ao acessar um plano das 

ideias. As práticas matemáticas estão associadas a diversos fatores e, seguramente, são as 

principais responsáveis pela interpretação de qualquer comportamento que podemos associar a 

um objeto matemático em si. A época em que se está inserido, a herança bibliográfica que 

carrega cada autor, seus objetivos pessoais e institucionais, sua rede de influências, seus meios 

de divulgação são apenas alguns fatores determinantes para a visão sobre os conceitos 

matemáticos identificados pelos autores. 
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I.2 – Considerações sobre a reta numérica 
 

A álgebra e a geometria possuem uma relação muito bem definida na nossa 

matemática contemporânea, em particular quando associamos intervalos de reta com os 

números reais. Esses dois conceitos – a reta e os números reais – dividem características 

bastante semelhantes. Sem a pretensão de fazermos um tratamento muito rigoroso sobre esses 

conceitos, vamos enunciar informalmente algumas de suas propriedades: 

1. A reta é uma noção matemática sem começo nem fim, sem extremidades, uma 

coleção contínua de pontos alinhados, ilimitados em ambos os sentidos. Os 

números reais não possuem um número que seja maior do que todos, nem menor 

do que os demais, ou seja, também são ilimitados em dois sentidos. 

 

 

2. Os números reais possuem uma ordem bem definida, respeitando os mesmos 

princípios que os pontos sobre uma reta. Se tomarmos três pontos distintos, um 

estará necessariamente entre os outros dois; se tomarmos três números distintos, 

então um deles estará entre os outros dois, isto é, será maior do que um e menor 

do que o outro. 

 

1,6 < 2 < 3 

 

3. Ambos os conjuntos, enquanto coleção de números ou uma coleção de pontos, 

são densos: se tomarmos dois pontos, sempre existirá um terceiro ponto entre os 

outros dois; tal como nos números é sempre possível determinar um número 

distinto entre os outros dois números quaisquer. 

 

 

4. Por fim, devemos ressaltar que ambas as noções matemáticas, a reta e o conjunto 

dos números reais, possuem uma propriedade essencial, entendida na reta como 

continuidade e no conjunto dos números reais como completude.9 

                                                 
9 As noções de completude e continuidade acabam indo além do escopo deste trabalho e que não serão 

desenvolvidas para além desse capítulo. 
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De fato, esse último item identifica essas duas noções como as duas faces de uma 

mesma propriedade. Ela é parte essencial, da matemática atual, para legitimar a identificação 

desses dois objetos de naturezas distintas, um geométrico e outro algébrico, como um conceito 

único: a reta numérica. 

Essa relação entre número e reta tem muitas vantagens epistemológicas. Uma das 

principais está na questão dos números negativos. Contudo, na história da matemática, bem 

como no próprio ensino, o entendimento de número negativo como um objeto em si é bastante 

tardia. Diversas fontes atestam contradições entre o uso operacional e o entendimento dos 

números negativos. 

Conforme pode ser visto em Schubring, 2012, podemos citar o problema com o 

produto de números negativos como impedimento da aceitação dos números negativos. De fato, 

essa é uma questão que se tornaria uma das barreiras para a aceitação desses objetos enquanto 

números. Uma vez que não se pode operar com números negativos, por que eles deveriam ser 

tão legítimos quanto os positivos? Colocamos a seguir alguns exemplos de como a legitimação 

dos números negativos foi permeada de contradições e como o desenvolvimento de um conceito 

em matemática pode não acontecer de forma linear, ou acumulativa. 

Girolamo Cardano (1501 – 1576), foi um matemático bastante influente na álgebra 

dos séculos XVI e XVII. Sua mais famosa publicação, Ars Magna (do latim, Grande Arte, 

1545), é um dos tratados mais completos na arte de resolver equações até então. É importante 

destacar que sua linguagem é muito distinta da nossa matemática atual. Por exemplo, o livro 

contempla as resoluções de treze tipos distintos de equações cúbicas. Seus argumentos eram 

muito mais próximos a justificativas geométricas do que algébricas (ver ROQUE, 2012, p. 271 

para exemplos de argumentação utilizada por Cardano). 

Em outro tratado publicado postumamente em 1663, Cardano se utiliza de uma regra 

de sinais não ortodoxa para os padrões atuais. Em sua justificativa geométrica (ver em 

Schubring, 2012, para maiores detalhes), a regra dos sinais para o produto entre duas grandezas 

negativas deveria resultar em outra grandeza negativa. Essa dissociação entre números e pontos 

sobre a reta parece ser uma prática que passa despercebida nesses textos e esse tipo de uso 

operacional se torna independente do conceito de reta numérica. Com isso, podemos observar 

que o conceito de reta numérica nem sempre serve como um bom mecanismo no entendimento 

de certas práticas com os números negativos.  

A matemática do século XVII em diante atravessava mudanças significativas em 

suas abordagens com a difusão do método analítico, da álgebra simbólica e dos métodos dos 
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cálculos diferencial e integral. Esses novos conceitos provocaram muitas inquietações nas 

comunidades em que eles passaram a ser utilizados. Se por um lado os saberes clássicos 

possuem técnicas canonizadas ao longo de muitas gerações e pouco se questiona sobre sua 

legitimidade, essas novas práticas matemáticas desse período mostram algumas vantagens 

distintas sobre problemas dos antigos em termos de simplificação de algumas resoluções e sua 

capacidade generalizadora. Porém, essa matemática não goza do mesmo grau de confiança 

pertinente à matemática clássica. 

Logo, a matemática dos séculos XVIII e XIX vai ter como uma de suas pautas mais 

recorrentes a busca por um rigor nesses novos métodos. Mas essa lapidação nos fundamentos 

está vinculada aos alicerces dos cálculos diferencial e integral e à relação entre geometria e 

álgebra simbólica. Por isso, a questão envolvendo a legitimação dos números negativos acaba 

recebendo um destaque importante, juntamente com a de raízes de números negativos, pois 

permite soluções mais generalizadoras para equações polinomiais. 

Retomando a nossa breve descrição histórica do conceito de reta numérica, podemos 

agora citar os trabalhos de Dedekind na segunda metade do século XIX para encerrarmos nosso 

recorte histórico. Richard Dedekind (1831 – 1916) fez essenciais contribuições para 

entendermos como o conceito de continuidade pode ser uma questão nada trivial. Antes de 

Dedekind, a completude da reta não era um problema. Os matemáticos se apoiavam sobre essa 

noção sem a necessidade de buscar uma definição formal, porque não viam isso como uma 

problemática. 

Note, em primeiro, lugar que existe uma distância considerável entre esse autor e os 

demais citados. De fato, Dedekind se situa em um contexto em que o uso de números negativos 

já faz parte das práticas matemáticas do século XIX. Seu objetivo não está em legitimar essas 

grandezas, mas a de buscar uma fundamentação para um dos conceitos mais fundamentais na 

matemática, que é a noção de número. 

Infelizmente, os trabalhos de Dedekind vão muito além do nosso objetivo de buscar 

as origens conceituais das noções que constituem a construção da reta numérica na história da 

matemática. Iremos explorá-lo nessa parte de nossa introdução com o objetivo de mostrar como 

um dos conceitos fundamentais na constituição da reta numérica para a matemática atual pode 

ter sido mais tardio do que a concepção do objeto em si. Queremos dizer com isso que mesmo 

a noção de reta numérica tendo sido estabelecida no século XIX, anterior a Dedekind, uma de 

suas características importantes para a matemática atual – a continuidade da reta / completude 

dos números (reais) – teria sido posterior à própria noção de reta numérica. 
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Dedekind está inserido em uma busca por uma construção sólida dos alicerces da 

matemática no padrão do sec. XIX, que se manterá como uma referência para os padrões atuais 

de rigor. Ele, no entanto, está inserido em um contexto não apenas de buscar um rigor que fosse 

satisfatório apenas para os cálculos diferencial e integral ou para a geometria analítica, mas de 

buscar uma axiomatização da própria noção de número.  

A relação entre as noções de continuidade na reta e de completude nos números reais 

é uma questão que não é pertinente antes da segunda metade do século XIX. A matemática 

anterior a esse período estaria mais preocupada em legitimar a nova análise, em desenvolver 

questões relacionadas a esses novos instrumentos que se tornavam cada vez mais usuais nos 

livros matemáticos. A reflexão acerca dos fundamentos dos conceitos matemáticos é mais 

adequada quando observamos, em um primeiro momento, as escolas alemã e francesa, 

compostas por nomes como Weierstraß, Dirichlet, Riemann ou Cauchy, que parecem estar mais 

preocupados em fundamentar conceitos referentes aos cálculos diferencial e integral. 

 

(...) os matemáticos do século XIX observarão que suas definições para noções como 

limite, continuidade e convergência dependiam das propriedades dos números reais. 

Antes disso não havia razão suficiente para que os matemáticos fizessem esforços com 

o objetivo de esclarecer conceitualmente a noção de número real. Devido à 

prevalência da ideia de quantidade geométrica, a completude do domínio dos reais era 

assumida implicitamente como dada, derivada da completude da reta (ROQUE, 2012, 

p. 436). 

 

O uso da reta numérica para Dedekind se aplica em um momento em que 

observamos a noção de reta numérica bem definida nos moldes que ainda reconhecemos como 

válidos. Ao mesmo tempo, esse uso se adequa ao contexto histórico que a matemática europeia 

da segunda metade do século XIX atravessava. De fato, identificamos sem muitos obstáculos 

essas duas noções – a de continuidade e a de completude – como sendo simultaneamente de 

naturezas distintas e correspondentes. Assim, apesar de uma envolver um aspecto geométrico 

e a outra um algébrico, ambas são dois aspectos de uma mesma noção comum. 

Essa distinção também não chega a ser enfatizada por Dedekind. Em seu trabalho 

Stetigkeit und irrationale Zahlen (Continuidade e números irracionais), de 1872, temos um 

marco na história da matemática sobre a noção de completude na construção dos números reais. 

Nas duas seções, intituladas “comparação dos números racionais com os pontos de uma linha 

reta” e “continuidade da linha reta”, ele enfatiza a relação entre os números reais e os pontos de 

uma reta. De fato, o termo Stetigkeit significa literalmente continuidade, mas a preocupação 

central do autor diz respeito à completude dos números reais. Isso nos revela que Dedekind 

pretende se apoiar sobre a noção de continuidade da reta para a construção do conceito de 
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completude numérica. Ele utilizou a construção geométrica de números irracionais como meio 

de visualização: 

 

É da maior importância, no entanto, o fato de que existem infinitos Pontos na reta L, que não correspondem 

a qualquer número racional. Se o ponto p corresponde ao número racional a, o comprimento op é – como 

é bem conhecido - comensurável com a unidade inalterável de comprimento usada na construção (...)10 

(DEDEKIND, 1872, p. 16, tradução nossa) 

 

Esse trabalho de Dedekind nos é ainda revelador, pois nos parece ser o primeiro 

autor a utilizar explicitamente a noção de reta numérica em um texto que não tem o propósito 

de servir como livro-texto ao ensino. Trata-se de um trabalho de aprofundamento teórico, de 

divulgação sobre suas pesquisas a respeito dos fundamentos da matemática. 

Assim, ficamos motivados a buscar, nesse período posterior a Descartes e anterior 

a Dedekind, em que contexto a reta numérica passou a ser utilizada na matemática. Como se 

desenvolveram alguns conceitos elementares (enunciados anteriormente comuns à reta e aos 

números) que permitiram o desenvolvimento da atual noção de reta numérica? 

Temos como hipótese inicial que a reta numérica teria sua origem no processo de 

didatificação da matemática do século XVIII até início do XIX, durante a popularização dos 

livros-textos que abordam as práticas que relacionam a álgebra com a geometria. Portanto, 

pretendemos responder neste trabalho a seguinte questão: seria a reta numérica um objeto 

próprio das práticas matemáticas desse período ou seria um constructo voltado para o ensino e 

depois incorporado aos aprofundamentos dessa disciplina? 

 

 

I.3 – Objetivos, metodologia e reflexões 
 

Para fazermos uma leitura mais completa do desenvolvimento da noção de reta 

numérica, pretendemos fazer uma profunda análise sobre as obras matemáticas pertinentes à 

nossa questão, oriundas do século XVIII até meados do século XIX. Os compêndios de história 

da matemática tradicionais se limitam a alguns autores mais prestigiados. Isso torna a análise 

superficial e limitada. Avaliar a prática da matemática de uma determinada época ou de um 

determinado grupo se limitando a esses personagens mais prestigiosos parece ser uma 

transgressão aos alicerces da própria história. É muita pretensão assumir que apenas as obras 

                                                 
10 Von der größten Wichtigkeit ist nun aber die Thatsache, daß es in der Geraden L unendlich viele Puncte giebt, 

welche keiner rationalen Zahl entsprechen. Entspricht nämlich der Punct p der rationalen Zahl a, so ist bekanntlich 

die Länge op commensurabel mit der bei der Construction benutzten unabänderlichen Längeneinheit (...) 
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desses poucos indivíduos tenham determinado a prática comum de toda uma comunidade, 

muitas vezes formada por grupos bem diversos. Pode ser razoável esperar que eles tenham 

exercido grande influência em seus círculos, em comunidades científicas próximas ou em forma 

de legado para as gerações posteriores. No entanto, precisamos observar que mesmo aqueles 

que transmitem seu legado se apropriam de textos anteriores, adequando seus usos a interesses 

próprios, a partir de suas próprias concepções, que muitas vezes não faziam sentido outrora. 

Portanto, neste trabalho, não iremos nos limitar aos autores mais conceituados 

historicamente, mas verificaremos todos os autores a que tenhamos acesso e que possuam 

trabalhos contributivos para nossa busca pelas raízes conceituais da noção de reta numérica. 

Faremos uma análise objetiva dos pontos relevantes dos autores que julgamos pertinentes. 

Como nossas fontes de pesquisa, buscamos os escritos originais, digitalizados e disponíveis em 

grandes acervos virtuais. 

Para uma leitura fiel aos textos, é importante a base do discurso da hermenêutica 

especificamente aplicada a textos matemáticos conforme descrita em Schubring, 2005, p. 3. O 

que podemos dizer sucintamente que a distingue da hermenêutica clássica humanista 

(“geisteswissenschaftlich”), de acordo com Dilthey, é a questão de que pretendemos não apenas 

analisar o texto sob uma perspectiva internalista, como um objeto e seus conceitos por si só, 

mas também sob uma abordagem contextualizada, como um objeto e suas ideias inseridas em 

uma conjuntura mais ampla e em diálogo com outros textos e outros aspectos culturais. Tal 

abordagem permite uma interpretação matemática mais rica que nos fornece um distanciamento 

das nossas próprias noções nos aproximando melhor possível das noções próprias do autor. Em 

outras palavras, nos distancia de um possível anacronismo – ainda que provavelmente 

inevitável. 

Uma análise histórica de um texto, que leve em conta as influências de natureza 

social, é indispensável para a busca de fidelidade às ideias originais. A concepção que a 

hermenêutica de um texto precisa investigar todo o seu contexto cultural e social, foi elaborada 

de maneira paradigmática já pelo filólogo alemão Friedrich August Wolf (1759 – 1824) e 

encontra-se em seu livro publicado em 1839 (ver SCHUBRING, 2005, p. 3). 

O entendimento de Wolf da hermenêutica como implicando uma história social 

corresponde, de fato, maneiras atuais de analisar textos por uma história social de ideias. O 

historiador Peter Gay explica essa concepção de maneira clara: 

 

As duas décadas ou mais nas quais eu estava engajado na história social das ideias, 

em meados dos anos cinquenta a meados dos anos setenta, houve tentativas de romper 

com o que eu entendia como a prisão autoconstruída dos historiadores intelectuais na 



20 

qual um pensador isolado luta, não olhando nem para a direita nem para a esquerda, 

com outros pensadores, igualmente isolados. Eu queria descobrir, seguindo Ranke, 

como as coisas haviam acontecido, como ideias a partir de produtos mentais, ideais, 

posturas religiosas, políticas e estéticas tinham se originado e definiriam seu formato 

sob a impressão de realidades sociais (...) para compreender as ideias em todos os seus 

contextos. Um imperativo moral, um gosto estético, uma descoberta científica, um 

estratagema político, uma decisão militar e todas as incontáveis outras formas que as 

ideias podem ter, como eu havia dito, embebido no seu particular, imediato, como 

também nos seus arredores gerais culturais. Mas elas também são responsáveis por 

pressões internas, sendo, ao menos em parte, traduções de necessidades instintivas, 

manobras defensivas, antecipações ansiosas. Produtos mentais nesse sentido 

abrangente emergem como compromissos11 (GAY, 1986, prefácio, p. xiii – xiv, 

tradução nossa). 

 

Pretendemos enriquecer nosso trabalho trazendo à pauta a discussão sobre até que 

ponto a matemática pode ser vista, ou não, como uma ciência acumulativa, se não há ideias 

contraditórias na história da matemática; mais particularmente pensar se os conceitos adjacentes 

à noção de reta numérica evoluíram de forma linear ou se houve, em algum momento, ruptura 

e contradições de ideias.  Nesse sentido e à luz da visão whigista12 (em que o desenvolvimento 

da história da matemática até então seria um prelúdio até se chegar numa configuração mais 

próxima à perfeição das ideias), é possível pensar ainda até que ponto podemos dizer que a 

matemática segue uma evolução em suas ideias de forma a culminar inevitavelmente nas noções 

que se têm hoje. 

Temos como um dos objetivos deste trabalho mostrar que muitos conceitos em 

matemática passaram por diversas contradições antes de sua aceitação. Com a observação de 

alguns autores que utilizaram definições inconsistentes com a matemática atual e até mesmo 

com outros trabalhos a eles contemporâneos, parece claro que além do desenvolvimento da 

matemática não ser linear, ele tampouco é uniforme dentro de um dado momento histórico. 

Retomaremos essas questões no capítulo V, onde refaremos uma análise comparativa entre as 

noções observadas nos diversos autores. 

                                                 
11 The two decades or so in which I was engaged in the social history of ideas, the mid-fifties to the mid-seventies, 

were attempts to break out from what I perceived as the intellectual historian's self-constructed prison in which 

one isolated thinker wrestles, looking neither to the right nor the left, with other thinkers, equally isolated. I wanted 

to discover, following Ranke, how things had really been, how mental products ideas, ideals, religious and political 

and aesthetic postures had originated and would define their shape under the impress of social realities (…) to 

grasp ideas in all their contexts. A moral imperative, an aesthetic taste, a scientific discovery, a political stratagem, 

a military decision and all the countless other guises that ideas take are, as I have said, soaked in their particular, 

immediate, as well as in their general cultural surroundings. But they are also responses to inward pressures, being, 

at least in part, translations of instinctual needs, defensive maneuvers, anxious anticipations. Mental products in 

this comprehensive sense emerge as compromises. 
12 Do inglês, whiggish, que aplicado às ciências se refere a uma historiografia que apresenta as noções atuais como 

evolução inevitável dos eventos do passado, isto é, uma abordagem teleológica que assume os conceitos atuais 

como uma forma mais evoluída. 
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Paralelo às análises sobre os textos europeus dos séculos XVIII e XIX, nossa 

proposta é revelar se há diferenças conceituais entre as comunidades da França e da Alemanha 

nesse período. Mais além, é preciso refletir se é cabível fazer essa distinção entre as duas 

comunidades, uma vez que é fundamental se levar em conta a visão de que na França se tinha 

uma comunidade bem desenvolvida, enquanto a Alemanha apresentava um caso de comunidade 

emergente. 

Por fim, fazemos um breve comentário sobre a adaptação dos conceitos franceses e 

alemães à produção brasileira, que, até meados do século XIX, parece se resumir a textos 

didáticos. Discutimos sumariamente como as questões abordadas neste trabalho aparentavam 

estar distantes das questões apresentadas nos textos brasileiros. 

Como ponto de partida para a análise de textos didáticos, nos apoiaremos em 

Schubring, 2003. Ele apresenta algumas reflexões sobre a análise de textos didáticos como uma 

fonte importante para a história da matemática. Um dos pontos importantes dessa reflexão é se 

os livros didáticos refletem as concepções e práticas matemáticas ou se devem ser descartados, 

por apresentarem um assunto após um certo polimento didático para uma apresentação mais 

clara e, possivelmente, simplória e limitada de um conceito matemático. Esse julgamento nos 

será valioso para investigar os aspectos relevantes dos livros didáticos sobre o uso e a noção de 

reta numérica. 

Com isso, pretendemos obter uma perspectiva bem ampla sobre a conceitualização 

e o uso da reta numérica, ou qualquer noção que se julgue equivalente ou semelhante, desde os 

fundamentos da geometria analítica, com Descartes no século XVII, até assumir uma 

característica que podemos identificar como sendo a noção de reta numérica estabelecida de 

forma coerente com a noção atual em meados do século XIX. Com esse escopo bem abrangente, 

nos apoiaremos em textos que marcaram tanto a matemática enquanto ciência como o ensino 

de matemática no período citado. 

Já está claro que essa dissertação tem como objetivo principal explorar o 

desenvolvimento de um conceito matemático: a reta numérica. Porém, propor-se a fazer uma 

análise de um conceito requer alguns cuidados delicados do ponto de vista teórico, a começar 

pela discussão que permite observar até que ponto um conceito pode ser visto como um objeto 

além de seu tempo. Em outras palavras, seria justificável comparar um conceito do século XX 

com um conceito análogo do século XVIII? Ou ainda, o que justifica dizer que esses conceitos 

são de alguma forma comparáveis, uma vez que pertencem a épocas, a práticas e a objetivos 

distintos? Quando olhamos para um evento/ideia do passado, estamos livres das nossas 
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concepções contemporâneas a respeito desse evento/ideia? Podem essas concepções 

anacrônicas servir-nos de instrumento para nossa análise ou devemos sempre evitá-las? 

Responder a essas perguntas se torna essencial para fundamentarmos o nosso 

trabalho, uma vez que não estamos buscando a definição e o tratamento de um conceito do 

ponto de vista de um único autor. O que buscamos aqui é o tratamento de um assunto por 

diversos autores, separados tanto geograficamente como historicamente. Portanto, precisamos 

nos certificar, antes de mais nada, que podemos fazer esse recorte e tratar os conceitos de cada 

autor como um mesmo objeto, ou seja, que eles estejam lidando com o mesmo assunto. 

Essas questões são, de certa forma, abordadas por Ivor Grattan-Guinness, 2004. 

Nesse artigo, o autor apresenta duas noções que sintetizam duas questões historiográficas: 

“história” e “herança”. As questões a que ele se refere como estudo da “história” envolvem 

problemáticas externas à produção matemática: as causas para o desenvolvimento de um 

conceito, seu uso restrito a um determinado período histórico e geográfico, as influências 

institucionais que levaram à publicação de um texto ou o contexto social no qual o autor está 

inserido. Por outro lado, uma análise da “herança” estaria ligada a questões que explicassem as 

repercussões dos conceitos matemáticos: como chegamos ao uso de noções próprias da nossa 

matemática contemporânea, como os autores utilizavam essa noção e quais foram seus 

tratamentos que o transformaram nas noções que conhecemos hoje. Conforme o próprio autor 

salienta:  

 

Ambos os tipos de atividade são bastante legítimas, e de fato importantes no seu 

próprio direito; [...] A confusão dos dois tipos de atividade não é legítima, seja 

tomando a herança como história [...] ou sendo história tomada por herança”13 

(GRATTAN-GUINNESS, 2004, p. 165, tradução nossa).  

 

De fato, trabalhamos nessa pesquisa em uma linha tênue entre ambas as abordagens 

historiográficas definidas pelo autor acima. Apesar de nossa principal motivação se apoiar sobre 

uma evolução do conceito bastante utilizado em tempos atuais – a reta numérica –, não 

entendemos que estamos fazendo uma análise da herança, uma vez que reconhecemos aquelas 

noções desenvolvidas pela matemática do século XVIII e XIX como sendo próprias de seu 

momento histórico. Não queremos afirmar que a mesma noção desenvolvida há dois ou três 

séculos seja a mesma noção atual. Seria demais pretensioso afirmar ser a mesma que a nossa. 

Reconhecemos que se trata de uma noção apenas semelhante, uma vez que as questões 

                                                 
13 Both kinds of activity are quite legitimate, and indeed important in their own right; […]The confusion of the 

two kinds of activity is not legitimate, either taking heritage to be history […] or taking history to be heritage, 
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envolvidas na necessidade que os autores daquele tempo tiveram ao abordar sua noção de “reta 

numérica” não seriam as mesmas envolvidas em nosso uso cotidiano. Portanto, partindo do 

ponto de vista dualista proposto por Grattan-Guinness, tentaremos fazer uma abordagem 

histórica dos textos por nós analisados limitada ao contexto em que cada autor se encaixa.  

Especialmente quando trabalhamos com conceitos matemáticos, devemos ter 

cautela extra para não ficarmos no erro comum de uma análise anacrônica desses conceitos. Se 

observarmos as produções matemáticas atuais, os objetos de estudos em matemática, de modo 

geral, são estabelecidos por textos didáticos de forma consensual. São raros os casos que 

apresentam contradições em suas definições e nos tratamentos de diferentes livros-textos. 

Sendo assim, é aparentemente legítima a comparação do uso de um mesmo conceito em 

diferentes autores que sejam contemporâneos. 

No entanto, para respondermos às questões anteriormente elencadas por um viés 

histórico, precisamos esclarecer o que queremos dizer com ter cautela ao lidar com história da 

matemática. O ponto central é que, ao contrário do que ocorre com os autores contemporâneos, 

os métodos matemáticos não eram tão unificados. Podemos citar como exemplo a matemática 

francesa do século XVIII. Enquanto muitos autores franceses colocavam em pauta a 

legitimidade do método analítico, a matemática inglesa não parecia preocupada com tal questão, 

fazendo um tratamento quase que exclusivamente sintético em suas produções. 

Podemos enfatizar a diferença entre essas duas abordagens a partir de um artigo de 

Henk J. M. Bos, 2004. Nele o autor trabalha duas construções geométricas de natureza distintas. 

Começamos com o problema de geometria clássica: 

 

Problema I: Dada uma semicircunferência com diâmetro OA = a, uma reta L exterior 

à circunferência intersectando o prolongamento de OA perpendicularmente em B, e 

um segmento de reta c (cf. Figura 3). É necessário traçar uma linha reta por O que 

intersecta a semicircunferência e a linha reta dada nos pontos F e G, respectivamente, 

com o segmento FG é igual em comprimento ao segmento dado c14 (BOS, 2004, p. 

60, tradução nossa). 

 

                                                 
14 Problem I: Given a semi-circle with diameter OA = a, a line L outside the circle intersecting the prolongation 

of OA perpendicularly in B, and a line segment c (cf. Figure 3). It is required to draw a straight line through O 

which intersects the semi-circle and the given straight line in the points F and G respectively such that the 

segment FG is equal in length to the given segment c. 
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Figura 3, BOS, 2004, p. 60 (reconstrução nossa da figura) 

 

O leitor pode se sentir convidado a buscar sua solução para esse primeiro problema. 

Mas nosso objetivo neste trabalho não é resolver problemas geométricos. Queremos nesse 

momento explorar a abordagem utilizada para se resolver esse problema em particular. Trata-

se de um problema de geometria elementar. Sua resolução parece requerer noções básicas de 

geometria plana com régua e compasso. Ou seja, uma sequência de construções sintéticas 

parece ser o caminho para exibir tal construção (ver BOS, 2004, p. 62, para a resolução). Assim, 

podemos colocar o segundo problema:  

 

Problema II: Se uma corrente é suspensa em dois pontos em um plano vertical ela 

forma uma curva; qual curva é essa?15 (BOS, 2004, p. 61, tradução nossa). 

 

O enunciado é mais simples do que o anterior. Ele envolve apenas identificar a 

curva, nomeá-la. Contudo, sua solução pode exigir uma sofisticação extra. A resposta talvez 

exija uma complexidade que a geometria clássica não daria conta. 

Poderíamos supor em um primeiro momento se tratar de uma curva clássica, 

possivelmente uma cônica, como um arco de parábola ou talvez de hipérbole. Mas nenhuma 

delas, de fato, satisfaz o problema. 

Se não identificarmos nenhuma curva clássica como solução, seria uma atitude 

bastante leviana apenas dar um novo nome a essa curva e seguir para outro problema. 

Precisamos nos certificar de que as ferramentas tradicionais da geometria elementar não são 

suficientes. Podemos nos utilizar de algumas ferramentas do cálculo e da mecânica pra 

exibirmos uma solução mais satisfatória. 

                                                 
15 Problem II: If a chain is suspended from two points in a vertical plane it forms a curve; which curve is that? 
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Com esse problema, queremos colocar em dúvida a legitimidade de outras 

construções geométricas, em particular as que envolvem o uso da álgebra ou da aritmética. 

A questão por si só está fora de contexto. Para resolvê-la, é necessário definirmos 

quais ferramentas temos acesso para construí-la. A curva em questão é uma curva que não pode 

ser construída apenas com as ferramentas clássicas, como régua e compasso, pois envolve como 

solução uma curva transcendental: a catenária. 

Esse problema coloca em pauta a legitimidade de métodos alternativos nas 

construções geométricas. Além da régua e do compasso, quais outros instrumentos acreditamos 

ser legítimos? Quais construções aceitamos como rigorosas? Existe uma hierarquia nas 

construções geométricas ou nas soluções de maneira geral? 

 

É na formulação desses critérios que encontramos os termos exatos tão comuns em 

matemática: verdade, exatidão, pureza, rigor, legitimidade, etc. Eles parecem ser 

metáforas cuja característica comum é o absoluto; eles eliminam todos os tons entre 

admissível e inadmissível16 (BOS, 2004, p. 64, tradução nossa). 

 

A questão a que queremos chegar não é sobre a possibilidade de se construir essa 

curva, pois ela naturalmente existe. Como o próprio autor sugere, bastaria simular o problema 

com uma corrente e projetar a curva em uma superfície. Apesar disso, parece difícil de se aceitar 

tal construção como válida do ponto de vista matemático. A tradição matemática nos ensina 

que devemos buscar meios para uma construção que não envolva nenhum empirismo. Logo, 

como é possível construir essa curva de forma legítima nos padrões matemáticos? 

Devemos direcionar nossa pergunta aos fundamentos do que entendemos como 

sendo uma construção geométrica; definir sem ambiguidade quais objetos iniciais temos em 

mãos e quais manipulações são admissíveis para esses objetos. 

O que se poderia concluir a partir de uma (ou várias) tentativa(s) fracassada(s) – 

como tentar resolver esse segundo problema apenas com régua e compasso – é que os 

instrumentos utilizados ainda não seriam suficientes, isso se conseguíssemos explorar todas as 

possibilidades de forma coerente com as manipulações permitidas para esses objetos. Teríamos, 

então, que introduzir novas ferramentas para essa construção geométrica e, tão logo, 

esbarríarmos na questão sobre quais objetos seriam legítimos para uma construção geométrica. 

Uma solução contemporânea desse problema o descreve como sendo o gráfico da 

função cosseno hiperbólico. Especificamente, se a origem do sistema cartesiano de coordenadas 

                                                 
16 It is in the formulation of these criteria that we meet the exacting terms so common in mathematics: truth, 

exactness, purity, rigour, legitimacy, etc. They appear to be metaphors whose common characteristic is 

absoluteness; they eliminate all shades between admissible and inadmissible. 
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fosse colocada sobre a mediatriz dos pontos em que a corrente está fixada e escolhendo-se 

convenientemente os coeficientes 𝑎, 𝑏 ∈ IR, de acordo com a própria corrente, seu 

comprimento, seu material e com a altura em que ela se encontra, temos como solução: 

 

 

Gráfico cartesiano de 𝑓(𝑥) = 𝑏 + 𝑎 cosh
𝑥

𝑎
 , onde 𝑎, 𝑏 > 0.  

 

A geometria analítica nos permite descrever as propriedades das curvas do ponto de 

vista algébrico. Podemos expressar uma equação correspondente a essa curva, determinar 

qualquer característica dessa curva, como algum ponto crítico, (p. ex. os pontos de máximo, 

mínimo ou inflexão), a sua curvatura e qualquer outra propriedade que possa ser expressa 

algebricamente. Ainda assim, admitiríamos a expressão analítica da curva e outras propriedades 

algébricas definidas como solução para o problema ou seriam apenas descrições de 

propriedades que a curva a ser construída deverá preservar? 

A resposta dependerá da natureza da pergunta, do seu contexto. Se estivermos em 

um curso de cálculo na graduação, talvez essa seja uma resposta adequada, mas se estivermos 

em um problema de geometria elementar, em que buscamos construções sintéticas, talvez não 

seja um caminho apropriado. 

Diversos métodos podem existir como solução de um problema matemático. Em 

especial, vemos com bastante clareza a distinção entre uma abordagem geométrica e uma 

abordagem algébrica. Mas em que situação uma seria adequada e a outra não, ainda que ambas 

pudessem apresentar uma solução? Seria uma delas inadequada em algum momento? Seriam 

essas abordagens, de fato, tão distintas? 
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Queremos destacar que o primeiro problema não envolve nenhuma manipulação 

algébrica. A manipulação puramente geométrica torna um problema bastante característico 

dessa prática clássica. O segundo problema, em geral, recorre a uma manipulação algébrica 

como solução. Nesse sentido, apoia-se sobre alguns conceitos aritméticos, em que os números 

estão associados a grandezas geométricas, em que os eixos cartesianos são associados a 

grandezas numéricas, o que permite a representação geométrica (gráfica) de uma função, como 

o cosseno hiperbólico. 

Nesse momento, esbarramos em uma questão que beira a fronteira – talvez ingênua 

– entre a álgebra e a geometria. O enunciado do segundo problema poderia nos induzir a uma 

solução geométrica e, portanto, talvez não fosse adequado buscar uma solução algébrica. Então, 

como unir essas duas áreas de forma a satisfazer uma solução que ultrapasse essa barreira entre 

a álgebra e a geometria? Com o uso da noção de reta numérica. 

Essa diversidade na abordagem de um problema talvez seja uma das principais 

causas de incompatibilidade de discurso entre diferentes autores. Opiniões contraditórias nos 

fazem refletir se essas concepções distintas poderiam estar lidando com o mesmo objeto. Dito 

de outro modo, uma vez que não há uma uniformidade no discurso de diferentes autores, 

podemos assumir que eles estejam lidando com a mesma noção? 

Quando autores se propõem a escrever um tratado, herdam um legado de gerações 

passadas. Eles costumam se apoiar em textos anteriores para desenvolver suas próprias 

concepções. De modo geral, os próprios autores reconhecem a utilização de outros trabalhos, 

seja com críticas seja com elogios. Em seus discursos, mesclam-se as suas concepções 

particulares com as concepções de autores anteriores e/ou autores contemporâneos de seu 

círculo de contatos. Desse modo, se pudermos identificar que os próprios autores reconhecem 

seus objetos de estudos dentro de uma gama maior de utilização, temos um indicativo sobre a 

legitimidade de um estudo comparativo sobre esses objetos em diferentes autores. 

Outra questão que nos requer maior atenção é compararmos a utilização de um 

conceito atual (a partir do século XX) com a sua utilização no século XVIII. Uma dificuldade 

presente em qualquer atividade de pesquisa é tentar observar com um olhar neutro, livre de 

qualquer concepção pessoal, um objeto do ponto de vista de seu autor original para entender o 

seu discurso dentro do seu próprio contexto. Em matemática, os assuntos nos dão uma falsa 

impressão de transcendentes ao seu tempo. É difícil entender como a noção de número, por 

exemplo, poderia ser diferente para a(s) matemática(s) da Antiguidade quando comparada ao 

nosso entendimento dessa noção; é preciso observar que as questões que lhes eram pertinentes 

talvez não fossem as mesmas para nós. 
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Ao efetuarmos uma análise histórica de um conceito que é pertinente para nós, 

precisamos entender se esse conceito é pertinente para o autor em seu próprio contexto. 

Identificar essas diferenças nos permite ficar menos sujeitos a anacronismos e mais fieis ao 

trabalho original. 

Talvez a questão mais pertinente na historiografia da matemática em que estamos 

inseridos seja não a busca por semelhanças entre o nosso conceito com o conceito em 

determinado recorte histórico, mas a busca por diferenças que nos evidenciem que a própria 

matemática também está sujeita a mudanças, a rupturas e a reformulações; que ela é uma ciência 

humana como qualquer outra. 

Postas essas reflexões, podemos seguir em direção a assuntos direcionados ao objeto 

de pesquisa. Precisamos identificar quando que se dá a prática da reta numérica. Podemos dizer 

que nos primórdios da geometria analítica já existia a noção de reta numérica? E, se existia, 

seria ela de que forma distinta da que temos hoje? Se a reta numérica teria sido um instrumento 

criado para facilitar o ensino, esses instrumentos didáticos devem ou não ser vistos como 

pertinentes ao campo da pesquisa e desenvolvimento da matemática? Quando podemos bem 

definir que um objeto não é mais elemento do ensino, mas que já pertence às práticas usuais da 

disciplina? Deve-se respeitar uma distinção bem marcada entre os conceitos na matemática 

como ciência e na matemática escolar? 

Pretendemos responder a essas perguntas ao longo do texto. Com esse fim, 

procuraremos identificar as noções utilizadas pelos diferentes autores dos séculos XVIII e XIX 

que, de alguma maneira, vemos como sendo correspondentes à nossa noção de reta numérica. 

Com isso, visamos a responder se a reta numérica foi um objeto criado com fins didáticos ou 

se foi um conceito estabelecido dentro de textos que tinham como propósito fins científicos. 

Nesse sentido, pretendemos fazer uma análise das ideias dos autores respeitando 

seus próprios objetivos e circunstâncias na qual escreveram. É preciso deixar bem claro que 

antes de estarmos buscando as noções próprias de nosso tempo, estamos buscando entender as 

ideias no contexto de seu autor e, quando adequado, perceber as semelhanças com os nossos 

conceitos. Não podemos fazer uma historiografia de uma noção matemática sem perceber as 

relações que existiam entre os seus autores e os diferentes usos associados à noção em questão. 

Nossa abordagem neste trabalho será a comparação entre diferentes tipos de texto: 

entre as enciclopédias/dicionários e os livros voltados ao ensino e ao aprofundamento 

matemático, ou seja, entre textos didáticos voltados para um ensino mais elementar e textos 

voltados para um público mais restrito. 
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Essa divisão, por nós proposta, das publicações da época em questão tem como 

objetivo organizar melhor a apresentação do trabalho. De um lado, há as enciclopédias, que têm 

um caráter de divulgação e, com isso, apresentam as visões já canonizadas do saber. Esperamos, 

assim, que elas reflitam as práticas mais comuns de sua época. Soma-se a elas os trabalhos 

matemáticos, que têm o perfil de aprofundamento e reflexão sobre as práticas de então, podendo 

nos apresentar os conceitos em suas versões mais inovadoras. Esse outro tipo de texto abre a 

possibilidade de entendermos como a matemática era produzida naquela época, como algumas 

noções podem ser abordadas de forma inédita e como se dá a formulação de novos conceitos e 

novas aplicações. De outro lado, há os livros-textos mais elementares, que teriam o papel de 

institucionalizar os conceitos, divulgar e inserir seus leitores nas práticas a que dizem respeito. 

Contudo, essa divisão não é tão claramente categórica como parece. Podemos citar alguns 

exemplos em que encontramos dificuldade em seguir a classificação segundo essas categorias. 

No caso de Introductio in analysin infinitorum (1748), de L. Euler (1707 – 1783),  o 

texto é apresentado como material didático, mas aborda a matemática da época de uma maneira 

muito avançada. Assim, teria sido usado mais pelos seus colegas, professores e acadêmicos de 

maneira geral do que pelos alunos. O mesmo vale para os casos dos autores menos conhecidos 

como J. M. Hube (1737 – 1807), em Versuch einer analytischen Abhandlung von den 

Kegelschnitten17 (1759), e G. Cramer (1704 – 1752), em Introduction à l'analyse des lignes 

courbes algébriques18 (1750). Entretanto, nitidamente não ocorreu na classificação da coletânea 

de É. Bézout (1730 – 1783), Cours de mathématiques (6 volumes, 1764 – 1769), devido ao 

nível elementar de seus tratados e sua função claramente didática.  

 

 

I.4 – Organização do trabalho 
 

Depois de colocadas essas considerações sobre a origem de nossos questionamentos, as 

principais fontes analisadas e nossas preocupações para direcionar a pesquisa com o máximo 

de rigor possível, seguiremos a seguinte estruturação para a apresentação de nossa pesquisa.  

Começamos no capítulo II fazendo uma seleção de textos de divulgação matemática. 

Escolhemos as enciclopédias do século XVIII e uma enciclopédia mais tardia do início do 

século XIX como um ponto de partida para compreendermos quais aspectos associados à reta 

                                                 
17 Pesquisa de um tratado analítico das secções cônicas (tradução nossa). 
18 Introdução à análise de linhas e curvas algébricas (tradução nossa). 
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numérica já estariam institucionalizados nas produções matemáticas. Como são textos cujo 

objetivo é fazer uma apresentação dos conceitos para um público alvo mais amplo, entendemos 

que sua seleção de verbetes apresentariam conceitos legitimados pelos trabalhos matemáticos 

de sua época. 

No capítulo III fazemos uma análise sobre as produções matemáticas que refletem as 

pesquisas matemáticas dos séculos XVIII até a primeira metade do século XIX. Selecionamos 

textos que tiveram impacto sobre as comunidades matemáticas da época e que apresentam usos 

pertinentes dos conceitos que julgamos importantes na construção da noção de reta numérica. 

Ressaltamos os principais usos dos conceitos em cada livro consultado, respeitando as questões 

pertinentes a cada autor. 

No capítulo IV observamos o tratamento dos livros-textos voltados mais 

especificamente ao ensino de matemática. É importante destacar que, em alguns textos, não fica 

claro essa divisão entre livro didático e de aprofundamento matemático. Portanto, levamos em 

consideração o teor de aprofundamento desses livros e justificamos caso a caso a escolha desses 

livros em determinado capítulo. 

Apresentados esses textos, no capítulo V fazemos uma retomada das ideias matemáticas 

observadas, analisando algumas noções que julgamos ser pertinentes na questão da reta 

numérica e comparando as semelhanças e diferenças entre os autores. Observamos como a 

análise global dos textos pode permitir traçar o desenvolvimento de um conceito e a legitimação 

de seu uso. 

No capítulo VI, por fim, fazemos algumas considerações sobre o apresentado ao longo 

do trabalho. Fazemos uma breve comparação entre a comunidade matemática bem estabelecida 

francesa desde antes do século XVIII e a comunidade alemã emergente da matemática que se 

estabelece nesse século. Consideramos também alguns apontamentos sobre a abordagem dos 

livros matemáticos brasileiros da época e sua proximidade/distanciamento sobre essas questões 

abordadas no contexto europeu. 

Em anexo, primeiramente colocamos uma organização dos autores estudados em uma 

ordem cronológica, com o intuito de melhor situar o leitor entre as diversas publicações citadas. 

Na segunda parte, encontram-se as transcrições de alguns verbetes das enciclopédias, que 

julgamos pertinentes aos estudos desse trabalho, e suas respectivas traduções. 
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CAPÍTULO II 

 

II – Enciclopédias 
 

II.0 – Panorama do Séc. XVIII 
 

A matemática francesa atravessava mudanças significativas no cenário mundial 

durante os séculos XVII e XVIII. A consolidação da álgebra simbólica de Viète, da segunda 

metade do século XVI, e o respaldo da geometria analítica de Fermat e Descartes, no século 

seguinte, seriam fundamentais para a construção das novas práticas modernas que viam no 

método analítico uma possibilidade de generalização de resultados e uma ferramenta para se 

obtiver outros novos. 

A cultura clássica determinou, e ainda determina de certa forma, durante longos 

séculos as abordagens nas produções matemáticas Isso se reflete pelas abordagens axiomáticas; 

referências a definições euclidianas, ainda que muitas vagas e sem utilidade; demonstrações 

envolvendo passos sequenciados utilizando-se apenas dos seus postulados como regras 

operacionais sobre os elementos geométricos; e um número muito grande de trabalhos com 

construções geométricas envolvendo apenas régua19 e compasso. 

“A produção matemática do século dezoito se concentrou no cálculo e na sua 

aplicação à mecânica”20 (STRUIK, 1987/1948, p. 117). Essa alta produção do século XVIII na 

álgebra e na aplicação à geometria é uma herança da algebrização do século anterior. Assim, 

Descartes é um ótimo ponto de partida se quisermos entender a relação entre álgebra e 

geometria do século XVIII. 

Seu legado influenciou para além da comunidade matemática francesa. Seu método 

analítico para a geometria permeou as principais discussões sobre álgebra e geometria, sobre a 

relação dos números com as curvas. O seu método fica bem resumido logo nas primeiras 

páginas do seu apêndice Géométrie:  

 

Se queremos resolver qualquer problema, primeiramente supomos que a solução já 

está efetuada e damos nomes a todas as linhas que parecem necessárias para construí-

                                                 
19 É importante que fique claro que se trata de régua não graduada. Mesmo porque, segundo a nossa tese, reta 

numérica não seria um objeto na matemática até o século XIX. 
20 “Mathematical productivity in the eighteenth century concentrated on the calculus and its application to 

mechanics” 
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la. Tanto para as que são desconhecidas como para as que são conhecidas. Em seguida, 

sem fazer distinção entre linhas conhecidas e desconhecidas, devemos percorrer a 

dificuldade da maneira mais natural possível, mostrando as relações entre essas linhas, 

até que seja possível expressar uma única quantidade de dois modos. A isto chamamos 

uma Equação, uma vez que os termos de uma dessas duas expressões são iguais aos 

termos da outra. (DESCARTES, 1637, p. 300, tradução Tatiana Roque, in: ROQUE, 

2012, p. 322, sublinhado nosso) 

 

O que podemos entender dessa passagem é que Descartes recorre à álgebra para 

interpretar problemas de natureza geométrica. A sua abordagem analítica envolve nomear as 

linhas do problema em termos algébricos, sejam elas já conhecidas ou ainda desconhecidas. 

Nesse sentido, o que destaca Descartes dos demais autores até então é que suas manipulações 

algébricas indiscriminavam a natureza dos objetos, ou seja, o princípio da homogeneidade 

(ROQUE, 2012, p. 323). Segundo esse princípio da matemática grega clássica ao 

multiplicarmos dois segmentos de reta, o que obteremos seria o valor relativo à área do 

retângulo cujos lados seriam esses lados. Logo, nesse princípio, jamais poderíamos somar um 

dos lados desse retângulo com o produto de ambos, pois seriam grandezas de naturezas 

distintas. Respeitando esse princípio, só poderiam ser adicionadas área com área, volume com 

volume, etc. 

Contudo, as implicações de seu método foram além das suas próprias propostas. Por 

exemplo, Descartes não utiliza os termos abscissa, ordenada ou eixo em seu trabalho. O uso 

desses termos no sentido de valores representados pelas retas em um problema de geometria é 

uma prática posterior a Descartes, mas que já observamos em autores anteriores ao século 

XVIII. Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 – 1716) em 1684 já fazia uso desses termos, sem 

a preocupação didática de explicar seus significados, o que talvez possa implicar que fossem 

noções já usuais na matemática desse período e, portanto, de origem anterior ao próprio Leibniz. 

Essa transformação ainda carece de estudos e não cabe a este trabalho investigar a origem dessas 

noções, uma vez que foge à nossa proposta de investigar os conceitos pertinentes à reta 

numérica e, até então, não há nenhum registro dessa nossa noção. 

Outro exemplo que pode ilustrar essa dimensão que vai além do tratamento de 

Descartes é o caso dos números negativos no seu sistema de coordenadas. Em seu uso com 

equações para descrever curvas geométricas, vemos um estágio inicial de um sistema de 

coordenadas, porém, ele jamais teria utilizado um sistema de coordenadas cartesianas como a 

concebemos hoje, tampouco se utiliza de números negativos como solução de seus problemas. 

Ele apenas trabalhava sobre o 1º quadrante, como identificamos hoje em dia. 

O que está dentro da proposta estabelecida por Descartes e também é comum a 

outros autores herdeiros de seu legado é a diferenciação de seu método em relação ao método 
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dos “antigos”, isto é, da matemática clássica. Os próprios autores do século XVIII se 

reconheciam produzindo uma matemática distinta:  

 

Os antigos têm primariamente estabelecido exemplos bonitos da análise geométrica 

nestas investigações, onde se assume que o procurado já seja conhecido, e onde se 

deduz da inspeção da figura como o procurado se relaciona com as coisas dadas, e 

onde então se determina ele pelos dados para trás. [...] O discurso sintético, que nos 

convence das verdades, sem que ensine como encontrá-las, foi popular pelos antigos 

na exposição dos elementos.21 (KÄSTNER, in: HUBE, 1759, Betrachtungen, p. 2, 

tradução nossa) 

 

Analisaremos os textos que praticam a análise algébrica em um período em que essa 

disciplina se estabelece. Ela busca sua legitimação a partir de das suas vantagens sobre o método 

sintético dos antigos. Portanto, nossa questão fundamental é identificar quando e como o 

método analítico praticado no século XVIII e início do século XIX no estudo de curvas se 

transformou na prática da geometria analítica e, assim, mostrar em que contexto a noção de reta 

numérica se estabelece. 

Nossas fontes consultadas para compreendermos essa relação entre álgebra e 

geometria partiram das duas comunidades então dominantes na produção matemática, como 

citadas no capítulo anterior: a francesa e a alemã. 

Começaremos analisando o perfil da matemática do século XVIII através das 

enciclopédias mais relevantes – para a matemática – publicadas nesse século. Entendemos que 

esse parece ser um bom ponto de partida por se tratar de textos que têm o principal objetivo 

divulgar o estado da arte de modo superficial, sem muito aprofundamento. 

O século XVIII é marcado pela consolidação do Iluminismo em toda Europa. As 

ciências naturais passavam a ter um novo papel social. A busca por ferramentas que pudessem 

alterar o curso da natureza parece ser o ponto chave da ciência. 

A chamada Filosofia das Luzes, Ilustração ou Iluminismo foi um movimento de 

ideias iniciado no século XVII, mas com seu desenvolvimento consistente no XVIII. Como 

movimento de grandes proporções pelo continente europeu, não podemos entendê-lo como algo 

homogêneo. Seu desenvolvimento na Inglaterra não seguiu o mesmo curso que na França ou 

na Alemanha. O que todos tiveram em comum foi um forte desenvolvimento nos alicerces das 

produções intelectuais. 

                                                 
21 Die Alten haben vornehmlich in diesen Untersuchungen schöne Muster der geometrischen Analysis gegeben, 

bey der man vorassetzt, das Gesuchte sey schon bekannt, und aus Betrachtung der Figur schließt, wie es mit den 

gegebenen Dingen zusammenhänge, und also rückwärts durch dieselben bestimmt werde. […] Der synthetische 

Vortrag, welcher uns von den Wahrheiten überzeugt, ohne daß er lehrte wie sie gefunden werden, ist von den 

Alten bey den Anfangsgründen beliebt worden. 
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Os pensadores iluministas acreditavam, sobretudo, no poder exemplar e didático da 

razão natural, a partir da qual os indivíduos encontrariam o progresso em todos os sentidos. 

Apesar de esses pensadores não proporem exatamente uma revolução, mas o que talvez fosse 

uma ampla reforma, as ideias ilustradas acabaram servindo como fundo ideológico às variadas 

revoluções da passagem do século XVIII para o XIX, entre elas a Revolução Francesa – que 

terá um papel importante na institucionalização do método analítico. 

Imbuídas de discussões, principalmente, de cunho político-social – de forma geral, 

contra o princípio absolutista – as novas ideias também vêm a discutir temas como o 

pensamento científico e o nacionalismo. Esse último terá um papel importante, como no caso 

da Revolução Francesa, enquanto que o pensamento científico daria um destaque especial para 

a matemática desde o século XVII. 

A língua é um fator bastante presente no século XVIII como meio de se buscar uma 

identidade cultural, inclusive nas ciências. Wolff, no início do século nos mostra que essa noção 

de buscar uma autonomia alemã, no caso da matemática é parece ser pertinente. O 

enciclopedista alemão elabora um dicionário contendo novas nomenclaturas para os termos 

matemáticos buscando radicais de origem germânica. Outro caso que analisaremos corresponde 

ao autor inglês E. Chambers. Esse publica uma enciclopédia multidisciplinar em língua inglesa, 

Cyclopædia, que provocará repercussões para além das fronteiras da Grã-Bretanha. Na França, 

por exemplo, seriam publicados os numerosos volumes da Encyclopédie, que – além de ser uma 

resposta à enciclopédia inglesa em língua francesa – é muito mais abrangente e se propõe a 

coletar todo o conhecimento acumulado de todas as áreas possíveis. 

Portanto, nossa escolha em começar o trabalho analisando as enciclopédias 

iluministas pode nos oferecer importantes indícios historiográficos, conforme podemos 

observar pelo seguinte trecho de Sergio Nobre:  

 

Embora as informações históricas sejam apenas pequenas indicações, deve-se 

considerá-las como relevantes, pois muitas dessas informações não aparecem 

na literatura específica e podem fornecer importantes dados acerca do tema 

tratado. Esses elementos colaboram para a ampliação do universo de 

informações sobre a historiografia das ciências e da matemática, e 

demonstram a fertilidade do campo de investigação histórico-científica em 

obras enciclopédicas (NOBRE, 2007, p. 44). 

 

Logo, pretendemos observar como se configuravam as concepções em vigor a 

respeito dos termos matemáticos que nos parecem relevantes. Ou seja, entender como que eram 

concebidas algumas noções próprias do estudo de curvas que envolvem a análise. E, assim, 
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confrontar com algumas publicações pertinentes da época para podermos entender se as 

enciclopédias refletiam as produções matemáticas mais recentes.  

O estudo das enciclopédias faz parte somente de uma análise inicial. Nosso principal 

foco se apoia nos textos matemáticos pertinentes desse período. Para isso, buscamos os textos 

do século XVIII e XIX, disponíveis em acervos virtuais, para traçarmos as características das 

práticas matemáticas envolvendo a análise e identificar quais contribuições se mostram 

relevantes na concepção da noção de reta numérica. 

 

II.1 – WOLFF: Mathematisches Lexicon (1716) e Anfangs-Gründe aller 
mathematischen Wissenschaften (1710)  
 

Christian Wolff (1679 – 1754) foi um filósofo iluminista do século XVIII, seguidor 

de Leibniz. Também foi um dos matemáticos mais importantes para as regiões de língua alemã 

de seu século. Professor da Universidade de Halle, Alemanha, de 1707 a 1723 e depois de 1740 

até 1754, exceto pelo período de 1723 até 1740, em que, por questões religiosas, foi expulso de 

Halle e obteve exílio na Universidade de Marburg, Alemanha. 

Seus trabalhos foram bastante influenciados pela matemática francesa de Arnauld 

(1612 – 1694) e Prestet (1648–1691). Ambos defendiam quase que fervorosamente a 

superioridade da algebrização em contraposição ao método axiomático clássico e foram os 

primeiros matemáticos a utilizar em livros didáticos a linguagem algébrica em pleno 

desenvolvimento no século XVII (para maiores detalhes ver SCHUBRING, 2005, p. 49 – 55). 

A coletânea de livros didáticos de Wolff em alemão de 1710, Anfangs-Gründe aller 

mathematischen Wissenschaften, publicada em latim mais tarde em 1713, Elementa Matheseas 

Universae, foi “o livro alemão mais bem sucedido de todo século XVIII”22 (SCHUBRING, 

2005, p. 95 – 96, tradução nossa). A razão pelo sucesso de seus livros foi pelos seus textos 

serem publicados em língua alemã. Nesse sentido, dedicou-se em suas obras à popularização 

da matemática. Seus textos puderam obter acesso a um público menos erudito, para pessoas que 

não tivessem sido educadas na língua latina. Assim, ganhou uma popularidade ímpar na história 

da matemática das regiões da atual Alemanha:  

 
Por ser um dos poucos livros de matemática escritos em alemão em sua época, obteve 

praticamente o monopólio do mercado na primeira metade do século XVIII na 

Alemanha. (...) No âmbito da popularização da matemática, pode-se dizer que 

Christian Wolff foi um pioneiro. As primeiras aulas de matemática em uma 

                                                 
22 “the most successful German textbook of the entire eighteenth century”. 
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universidade alemã, proferidas em língua alemã, foram de sua responsabilidade. Até 

então, as aulas eram proferidas somente em latim (NOBRE, 2007, p. 42). 

 

Seu legado ainda pode ser observado até hoje. Esse autor foi responsável pela 

adaptação de muitas palavras originalmente de radical latim para o radical germânico. É uma 

peça importantíssima na historiografia da matemática, pois também foi um autor que seus 

trabalhos têm diversas contribuições sobre notas históricas da matemática. Wolff nos parece ser 

uma ótima fonte para compreendermos o estado da arte em matemática até o século XVIII. 

 

Para se ter idéia sobre a importância das informações históricas que Wolff apresenta 

em sua Enciclopédia Matemática, são listados cerca de 600 nomes de personagens 

que tiveram algum tipo de atuação em matemática, sendo que, na maioria dos casos, 

acompanhados pelos títulos de suas obras. Há uma grande ascendência, dentre os 

nomes de matemáticos citados, daqueles que são contemporâneos do autor, como 

Newton, Leibniz e os irmãos Bernoulli. Também tiveram destaque os que viveram 

uma geração anterior, como Galileo, Descartes, Kepler, Clavius e Huygens. Também 

se destacam grandes nomes da matemática grega, como Euclides, Arquimedes e 

Ptolomeu. (...) Wolff também menciona outros ilustres desconhecidos que deram sua 

contribuição para o movimento científico, o que faz de sua obra uma referência para 

historiadores que procuram informações sobre autores e obras que não aparecem na 

literatura tradicional (NOBRE, 2007, p. 45). 

 

O reconhecimento das obras de Wolff datam desde o século XVIII. Sua influência 

foi para além da comunidade alemã. Um exemplo que constata sua repercussão pela Europa 

pode ser observado nas próprias enciclopédias analisadas nesse trabalho, como a inglesa 

Cylopædia e a francesa Encyclopédie. Embora no caso da enciclopédia de Chambers não haja 

menção explícita a Wolff, explicaremos mais a frente como que esse autor alemão foi utilizado 

na Cylopædia. Por outro lado, os autores da enciclopédia francesa são bem explícitos ao citar 

suas fontes, como podemos observar no trecho de Schubring: 

 

O artigo “Élémens des sciences” contém uma outra seção específica sobre os livros-

texto de matemática. Essa seção não é de d’Alembert (...), mas do Abbé de La 

Chapelle (“E”), ele próprio autor de livros-texto. Esse último critica os livros-texto de 

Clairaut por sua falta de rigor, ao mesmo tempo que elogia os livros-texto alemães de 

Christian Wolff e – bastante curiosamente – os dele próprio (SCHUBRING, 2003, p. 

76). 

 

Escolhemos analisar sua obra Mathematisches Lexikon23, de 1716, por se tratar de 

uma enciclopédia matemática que resume as principais ideias do autor em um único volume. 

                                                 
23 Título completo: Mathematisches Lexicon, Darinnen die in allen Theilen der Mathematick üblichen Kunstwörter 

erkläret und Zur Historie der Mathematischen Wissen-schafften dienliche Nachrichten ertheilet, Auch die 

Schrifften wo iede Materie ausgeführet zu finden, angefhhret werden ; que traduzido seria: Enciclopédia 

Matemática, onde são explicados os termos de todas a subdivisões da matemática, e se pode conferir notícias 
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Ou seja, esperamos que os tópicos descritos pelo autor sejam abordados de modo condensado, 

sem necessidade de muito aprofundamento, pois estamos procurando identificar traços que nos 

levem ao conceito de reta numérica. Assim não vemos necessidade de buscar um texto demais 

aprofundado. E o fato de se tratar de uma obra de divulgação, nos faz crer que os assuntos 

relevantes às práticas da época sejam abordados. E ainda, por se tratar de uma publicação 

posterior aos seus livros didáticos já mencionados, esperamos que suas ideias neles abordadas 

façam parte de sua enciclopédia, podendo conter inclusive alguns elementos novos ou mesmo 

reflexões mais amadurecidas. Portanto, a escolha de Wolff como uma primeira referência para 

traçarmos o perfil da matemática alemã do século XVIII parece ser uma boa escolha: “Seus 

livros didáticos e enciclopédias matemáticas estiveram presentes no ambiente acadêmico 

durante quase todo o século XVIII” (NOBRE, 2007, p. 41). 

A princípio, percebemos que no texto de Wolff há uma sustentação prioritariamente 

sobre os textos clássicos. Apenas em algumas ocasiões cita autores mais modernos, como 

Descartes no verbete Curva Algebraica. Podemos perceber que ele o parece fazer por se tratar 

de uma noção oriunda da matemática mais recente, especificamente da geometria analítica. Ou 

seja, parece que apenas nos verbetes provenientes de autores que não pertencem à literatura 

clássica é que ele agrega conceitos mais modernos. Assim, os verbetes Abscisse, Axe e Ordinate 

são definidos em função da simetria de algumas curvas e parecem distante das nossas noções 

associadas ao plano cartesiano.  

Ao começarmos pelo verbete Abscissa, ou die Abscisse, observamos não envolve 

nada do que esperávamos em sobre a relação entre álgebra/aritmética com geometria. É uma 

descrição sob uma perspectiva clássica, mas que apenas em um segundo momento ele estende 

o conceito de ordenada/abscissa para os casos além de figuras simétricas:  

 

É uma parte do eixo ou de um diâmetro de uma linha curva, qual fica entre seu ponto 

vértice e sua ordenada. Seja A o vértice da linha curva MAM, AX seu eixo, MM a 

ordenada; assim AP é a abscissa. [...] Por exemplo, no círculo o quadrado da semi-

ordenada PM é igual ao retângulo da abscissa AP com a parte restante do diâmetro 

PB. Por essa propriedade pode-se distinguir o círculo de todas as outras linhas 

curvas.24 (WOLFF, 1716, p. 4, Abscissa, tradução nossa). 

 

                                                 
sobre a história das ciências matemáticas como também onde os textos são encontrados. (Tradução Sérgio Nobre, 

in: NOBRE, 2007, p. 46, nota 30) 
24 Ist ein Stücke von der Axe oder einem Diameter einer krummen Linie, welches zwischen ihrem Scheitel-Puncte 

und der Ordinate lieget. Als es sey A der Scheitel-Punct der krummen Linie MAM, AX ihre Axe, MM die 

Ordinate; so ist AP die Abscisse. [...] Z.E. in dem Circul ist das Quadrat der halben Ordinate PM dem Rectangulo 

aus der Abscisse AP in den übrigen Theil des Diameters PB gleich. Durch diese Eigenschafft kan man den Circul 

von allen übrigen krummen Linien unterscheiden. 
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Podemos observar esses traços nas figuras referentes a esse verbete: 

 

WOLFF, 1716, p. 4 

 

 

WOLFF, 1716, p. 4 

 

Em um primeiro momento, para explicar o verbete, o autor utiliza uma figura com 

formato de uma parábola, isto é, uma cônica. Trata-se de um indício de uma figura herdeira da 

geometria clássica. O sentido de abscissa como coordenada num sentido mais amplo, associado 

à uma prática analítica não parece pertencer a Wolff, nesse momento. 

Por outro lado, a segunda figura nos releva que abscissa pode ser estendida para 

além do uso da simetria. Revelando-se assim um aspecto mais próximo do nosso uso para o 

termo abscissa, ainda que talvez esteja bastante aquém das nossas expectativas. 
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Assim, a tradição sintética influenciaria Wolff nos verbetes Ordinate e Axis Curvæ. 

No termo Ordinatæ, ordinatim applicatæ, die Ordinaten (WOLFF, 1716, p. 987 – 988), o autor 

se utilizaria da mesma figura em forma de parábola para seguir sua explicação:  

 

São linhas retas MM que são interiores à curva e que são traçadas paralelas umas às 

outras e divididas pelo eixo AX, ou por um diâmetro, divididos em duas partes iguais. 

Utiliza-se essas linhas, quando se quer distinguir as linhas curvas entre si através de 

algumas propriedades, como pode ser visto nos meus Element. Analys. finit. 6º 

capítulo25 (WOLFF, 1716, p. 988, Ordinatæ, tradução nossa). 

 

O termo, Axis Curvæ, eine Axe einer krummen Linie (WOLFF, 1716, p. 225), 

também nos faz confirmar nossa tese de a Matematisches Lexicon é uma obra voltada para uma 

manutenção da matemática tradicional. O autor retoma a ideia de simetria, e se limita a não 

utilizar a palavra eixo em qualquer outro sentido: “É uma linha reta AX, em que todas as linhas 

retas MM que são traçadas paralelas no interior da linha curva, que cruza perpendicularmente 

e em duas partes iguais.”26 (WOLFF, 1716, p. 225, Axis Curvæ.)  

 

 

Ou seja, Wolff não fala de nada que possa ser entendido como um eixo cartesiano. 

Isso nos mostra que, mesmo quase 80 anos após a publicação de Descartes, podemos não 

encontrar o uso de um sistema de coordenadas algébricas em algum sentido próximo ao que 

concebemos hoje. Embora possamos encontrar um sistema de coordenadas semelhante ao nosso 

em alguns autores anteriores à publicação da Mathematisches Lexicon, como veremos logo 

mais no caso de Reyneau (1708). Porém, ao que podemos observar, Reyneau parece ter sido 

                                                 
25 Sind gerade Linien MM, die innerhalb der krummen mit einander parallel gezogen und von der Axe AX, oder 

einem Diameter, in zwey gleiche Theile getheilet werden. Diese Linien brauchet man, wenn man die krummen 

Linien von einander durch gewisse Eigenschafften unterscheiden wil, wie aus meinen Element. Analys. finit. c. 6. 

zu ersehen. 
26 Ist eine gerade Linie AX, welche alle gerade Linien MM, die innerhalb der krummen parallel gezogen werden, 

recht winklicht durchschneidet und in zwey gleiche Theile theilet. 
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pioneiro no uso dessa noção de coordenadas. Logo, seria esperado que Wolff não seguisse o 

mesmo caminho. 

Um fato curioso é que essa mesma figura vai se repetir nas enciclopédias inglesa e 

francesa que estudamos. Vale destacar que o principal motivo em que sua abordagem é muito 

diferente da descrição de d’Alembert é por se apoiar em um texto da literatura clássica, que 

portanto não abordará nenhum conceito relativamente moderno para seu tempo, como as 

relações entre álgebra e geometria das descrições de curvas. 

De qualquer forma, a figura de uma parábola é bastante recorrente no dicionário 

alemão. Mesmo as próprias figuras contidas em outros verbetes fazem uso de uma parábola 

como ilustração, e sempre contendo as mesmas letras, como por exemplo nos dois verbetes: 

Diameter Curvæ, der Diameter einer krummen Linie e Diameter transversa, der Zwerch-

Diameter. 

 

 

WOLFF, 1716, p. 516 (Diameter Curvæ, der Diameter einer krummen Linie); 

 

WOLFF, 1716, p. 518 (Diameter transversa, der Zwerch-Diameter) 
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Por outro lado, veremos traços da geometria analítica no verbete Curva Algebraica, 

eine Algebraische Linie:  

 

É assim chamado, em que a relação entre a abscissa e a meia ordenada pode ser 

explicada por uma equação algébrica. Também o círculo é uma linha algébrica: 

Porque se pode explicar a relação de cada abscissa por sua semi-ordenada por uma 

equação algébrica, como já foi mostrado no verbete æquatio algebraica. Descartes 

chama estas linhas de linhas geométricas porque ele admite elas somente na geometria 

para construir os problemas: no entanto, se considera nesta abordagem não a equação 

que explica a linha, mas a maneira, como se descreve a linha; então, o Senhor Leibnitz 

tem admitido ainda mais linhas na geometria, embora não todas se deixam explicar 

por tais equações. E também se prefira chamar , segundo o Leibniz, as linhas, a 

natureza das quais não se pode explicar por tais equações, curvas algébricas27 

(WOLFF, 1716, p. 465 – 466, Curva Algebraica, tradução nossa). 

 

Wolff nos apresenta um conceito moderno, referenciando nomes como Descartes e 

Leibniz. Note que ele usa os termos como abscissa, ordenada e, inclusive, meia-ordenada. Ou 

seja, nesse momento o autor parece ir além da herança grega, entendendo que esses conceitos 

podem ser utilizados em um sentido algébrico. Isso é importante, pois até então, o 

enciclopedista alemão não fazia uso dessas práticas, mas somente ao abordar um conceito de 

raízes mais modernas. 

Porém, para nossa decepção, o autor não associa nenhuma imagem à essa figura, 

tampouco faz uso de expressões analíticas para exemplificar o conceito. Logo, ficamos sem 

material para podermos aprofundar uma discussão a respeito da sua relação entre os elementos 

da álgebra e da geometria. Porém, com base nos demais verbetes, o dicionário alemão nos revela 

que as noções da geometria analítica de Descartes, ou de Leibniz, não compartilham do mesmo 

status que os elementos da geometria grega clássica. No geral, há uma distância muito maior 

entre a álgebra e a geometria, se compararmos como as abordagens adotadas por Chambers e 

d’Alembert nas Cyclopædia e Encycolpédie, respectivamente. 

Notamos também que existe um distanciamento no tratamento analítico de sua 

enciclopédia em relação ao seu livro-texto mencionado anteriormente, Anfangs-Gründe aller 

mathematischen Wissenschaften. Nele encontramos traços que nos permitem identificar que o 

                                                 
27Wird genennet, in welcher die Relation der Abscisse zu der halben Ordinate sich durch eine Algebraische 

Gleichung erklären lässet. Also ist der Circul eine Algebraische Linie: Denn man kan die Relation einer jeden 

Abscisse zu ihrer Semiordinate durch eine algebraische Gleichung erklären, wie bereits oben unter dem Worte 

æquatio algebraica gezeiget worden. Cartesius nennet diese Linien Geometrische Linien weil er sie allein in der 

Geometrie duldet die Aufgaben zu construiren: allein da hierinnen nicht auf die Gleichung wodurch die Linie 

erkläret wird, sondern auf die Manier, wie sie beschrieben wird, zu sehen ist; so hat der Herr von Leibnitz noch 

mehrere Linien in der Geometrie aufgenommen, ob sie sich gleich nicht durch solche Gleichungen erklären 

lassen. Und also nennet man lieber mit ihm die Linien, deren Natur man durch solche Gleichungen erklären kan, 

Algebraische Linien. 
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autor está mais próximo da matemática analítica do século XVIII do que seu dicionário nos 

revela. 

Inicialmente encontramos um tratamento clássico para os conceitos de eixo, abscissa 

e ordenada, que em muito se assemelha ao seu dicionário:  

 

Das linhas curvas. 

13ª Explicação 199. A linha AX, que divide em duas partes iguais PM e PM todas as 

linhas retas MM, que são todas tracadas interiores à linha curva e paralelas entre sí, é 

o diâmetro, e chama-se em particular o eixo, se ela faz um ângulo reto com estas 

linhas. [Tab. II. Fig. 20.] 

14ª Explicação. 200. As linhas MM chamam-se as ordenadas; mas suas metades PM 

chamam-se de semi-ordenadas. 

15ª Explicação. 201. No entanto, a abscissa PM é a parte do diâmetro ou do eixo, que 

curta as ordenadas MM. 28 (WOLFF, 1750, p. 1677 – 1678, tradução nossa). 

 

O que é interessante nessa visão de Wolff é que ele não restringe o uso desses termos 

às cônicas ou outras curvas simétricas, apesar de sua figura lembrar muito uma parábola, ainda 

que distorcida: 

 

 

WOLFF, 1750, Tab. II, Fig. 20. 

 

O que mais nos chama a atenção é pelo fato dele estar preocupado em trabalhar com 

essas noções geométricas na álgebra. Seguindo nessa direção ele define a noção de linha 

                                                 
28 Von den krummen Linien. Die 13. Erklärung. 199. Die Linie AX, welche alle gerade Linien MM, welche mit 

einander innerhalb einer krummen Linie parallel gezogen werden, in zween gleiche Theile PM und PM theilet, 

wird der Diameter, und insoderheit die Axe genennt, wenn sie mit eben den Linien ein rechten Winckel macht. 

[Tab. II. Fig. 20.] Die 14. Erklärung. 200. Die Linien MM werden die Ordinaten; ihre Helften aber PM die 

Semiordinaten genennt. Die 15. Erklärung. 201. Hingegen die Abscisse PM ist das Stück des Diameters oder der 

Axe, welches die Ordinaten MM abschneiden.  
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algébrica: “17ª Explicação. 203. Chama-se uma curva algébrica se a sua natureza explica-se por 

uma equação algébrica”29 (WOLFF, 1750, p. 1678). 

Em seguida o autor exemplifica alguns casos de curvas e suas respectivas expressões 

algébricas, como a circunferência 𝑦2 = 𝑎𝑥 − 𝑥2. Essa característica de fazer um tratamento 

algébrico sobre as curvas será importante para nós ao passo que na própria figura 21 ele já faz 

algumas substituições desse coeficiente para 𝑎 = 1, 2, 3, 4, 5 e identifica esses pontos na própria 

reta. Essa mesma figura aparece já em seu dicionário, mas não é explicado esses pontos como 

em seu livro-texto. Logo, podemos identificar um primeiro registro numérico sobre uma reta. 

Note, porém, que Wolff não trabalha com números negativos. Ele faz uma simetria dos números 

sobre a reta CD repetindo os valores 1, 2, 3, 4 e 5 em ambos os sentidos da linha reta. Mas pelo 

que podemos observar esses valores parecem corresponder à semirreta AX, uma vez que eles 

são os valores dos raios de cada figura. Outro detalhe é que Wolff não utiliza um sistema de 

coordenadas como o nosso em que identificamos os valores de x pelo eixo horizontal e os de y 

pelo eixo vertical. Ele parece fazer uma troca entre ambos os eixos, conforme podemos observar 

na respectiva figura: 

 
WOLFF, 1750, Tab. II, Fig. 22 

 

Ele parece fazer uma associação dos pontos sobre a reta CB com os valores dos 

coeficientes a, não necessariamente associando ao valor do segmento de A até cada ponto em 

                                                 
29 Die 17. Erklärung. 203. Eine algebraische Linie wird genennt; deren Naturdurch eine algebraische Gleichung 

sich erklären läßt.  
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questão. Ele ainda desenvolve um tratamento análogo nas páginas seguintes associando a 

prancha à expressão 𝑦 = 𝑎𝑥2. 

Contudo, ele apenas enumera os pontos sobre a parábola nomeando-os pelos 

algarismos romanos. Essa associação é feita apenas para explicar algumas relações algébricas 

como “PI = AI, PII = A2, PIII = A3, etc. [...] então sejam AB = a, AP = x, A3 = PIII = y; então 

𝑦2 = 𝑎𝑥 (§. 210 Geom.) e também o ponto III estão na Parábola (§. 217)”30 (WOLFF, 1750, p. 

1683). Esse trecho deixa mais evidente que se trata de uma enumeração dos pontos apenas para 

fins de nomeação. Ele assim o faz para auxiliá-lo na sua explicação. Logo, não vemos uma 

correspondência entre esses enumerações (1, 2, 3, ... ou I, II, III, ...) como correspondendo a 

valores de x ou y iguais a 1, 2, 3, etc. 

Wolff parece ser um autor que admite as duas abordagens, a clássica e a algébrica, 

em seus tratamentos e reconhece ambos os usos dos verbetes que vamos estudar ao longo desse 

texto: eixo, abscissa e ordenada. Dentro de uma visão clássica ele restringe seus usos às seções 

cônicas; mas sob um ponto de vista que está inserido nas últimas produções matemáticas da 

álgebra, ele admite novos significados para essas noções. Portanto, é um autor que parece 

caracterizar bem essa coexistência entre as matemáticas sintética e clássica bem marcada nos 

séculos XVII e XVIII. 

 

 

II.2 – CHAMBERS: Cyclopædia (1728) 
 

Ephraim Chambers (1680 – 1740) foi autor da enciclopédia Cyclopædia: or, An 

Universal Dictionary of Arts and Sciences, dividida em dois volumes e publicada em 1728 pela 

Royal Society of London (Sociedade Real de Londres). 

Sua obra tem origens na sua precursora, também patrocinada pela Royal Society, 

Lexicon Technicum or an Universal English Dictionary of Arts and Sciences, publicada em dois 

volumes também, o primeiro em 1704 e o segundo em 1710, e editada pelo escritor e 

matemático John Harris (1667 – 1719). O objetivo da instituição inglesa seria o de modernizar 

os conteúdos atrasados das enciclopédias estrangeiras, adequando-se às ciências do século 

XVIII. Seu conteúdo principal era voltado tanto para as ciências naturais, ou matemáticas – em 

um sentido muito mais amplo para matemática do que entendemos hoje – como para às ciências 

                                                 
30 PI = AI, PII = A2, PIII = A3, u.s.w. [...] so es sey AB = a, AP = x, A3 = PIII = y; so ist 𝑦2 = 𝑎𝑥 (§. 210 

Geom.) und also de Punct III in der Parabel (§. 217). 
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humanas. Ambas as enciclopédias ainda se destacam nesse sentido por se tratar das primeiras 

enciclopédias publicadas em língua inglesa, o que se evidencia claramente uma posição 

nacionalista e divulgadora das ciências e das artes para o público inglês. 

 

Esse processo vai ser continuado por Ephraim Chambers (1680-1740) com a 

publicação em 1728, também no idioma inglês, da Cyclopædia or An universal 

dictionary of arts and sciences (Fig. 9). Chambers, assim como Harris, omitiu em sua 

obra biografias em favor de maiores informações sobre ciências, artes e sobre o 

pensamento filosófico da Antigüidade e da época. A primeira edição da Enciclopædia 

Britannica, publicada em 1768-71 também vai seguir o mesmo direcionamento 

adotado por Chambers. (NOBRE, 2012, p. 122) 

 

Foi o início de um legado continuado pela Encyclopædia Britannica, cuja primeira 

publicação é 1768, e em 2010 chegou à sua 15ª edição. A própria Cyclopædia foi também 

bastante influente para além das enciclopédias inglesas. D’Alembert, por exemplo, cita a obra 

de Chambers como uma de suas principais referências na construção da Encyclopédie francesa.  

A obra de Chambers é uma obra que segue os parâmetros iluministas em que está 

inserida, como distinguir questões racionais de questões divinas; ou de defender uma identidade 

nacional ao fazer uma obra desse volume para o público inglês; ou por propor a divulgar e 

institucionalizar diversas noções das mais variadas ciências, aos padrões do século XVIII. Seu 

subtítulo deixa claro esses traços, além de definir com clareza seus objetivos:  

 

Contendo as Definições dos Termos, e Acerca dos Significados das Coisas Sobre, nas 

Diversas Artes, tanto Liberais e Mecânicas, e as Diversas Ciências, Humanas e 

Divinas: as Figuras, Tipos, Propriedades, Produções, Preparações, e Uso, de Coisas 

Naturais e Artificiais, o Surgimento, Progresso, e Estado das Coisas Eclesiástica, 

Civil, Militar e Comercial: com os Diversos Sistemas, Seitas, Opiniões, etc; entre os 

Filósofos, Divinos, Matemáticos, Físicos, Antiquários, Críticos, etc.: Todo Entendido 

como um Curso de Aprendizagem Antiga e Moderna31 (CHAMBERS, 1728, 

subtítulo, tradução nossa). 

  

Chambers recorre bastante a algumas antíteses para traçar as áreas de atuação de sua 

enciclopédia. Ele separa as ciências humanas das divinas, um aspecto pertimente no Iluminismo 

europeu. Em particular, nos interessa a sua distinção entre os ensinos clássico e moderno, pois 

implica que o autor entende que essas duas correntes definem dois campos distintos de 

                                                 
31 Containing the Definitions of the Terms, and Accounts of the Things Signify'd Thereby, in the Several Arts, 

both Liberal and Mechanical, and the Several Sciences, Human and Divine: the Figures, Kinds, Properties, 

Productions, Preparations, and Uses, of Things Natural and Artificial; the Rise, Progress, and State of Things 

Ecclesiastical, Civil, Military, and Commercial: with the Several Systems, Sects, Opinions, etc; among 

Philosophers, Divines, Mathematicians, Physicians, Antiquaries, Criticks, etc.: The Whole Intended as a Course 

of Ancient and Modern Learning 
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exposição. Ou seja, em sua obra possui uma proposta de atender a ambos os públicos, aqueles 

que buscam os conhecimentos clássicos e aqueles que procuram o conhecimento moderno. 

Estamos, portanto, interessados em textos matemáticos que se proponham a se 

adequar aos autores contemporâneos, que façam referência a conceitos em sua fase de 

legitimação, que sejam oriundos de práticas matemáticas mais modernas, que façam uso de 

conceitos menos ortodoxos. Seguindo essa linha, procuramos como os valores negativos são 

utilizados, os diversos usos do método analítico e as práticas que façam correspondência entre 

as noções algébricas e geométricas. Ao que indicaria pela sua breve descrição, a Cyclopædia 

poderia ser uma boa fonte para alcançarmos esse objetivo. 

Precisamos destacar algumas características entre as enciclopédias de Wolff e de 

Chambers. Primeiramente, a alemã se trata de um dicionário alemão de termos matemáticos. 

Seu foco era trabalhar somente no campo matemático e afins. Seu autor foi um matemático que, 

em sua trajetória, teve sua preocupação voltada para o ensino de matemática e sua 

popularização na região da Alemanha. A enciclopédia inglesa tem um escopo mais amplo. Sua 

elaboração era voltada para as ciências e as artes de um modo geral. Os assuntos referentes à 

matemática representam apenas uma parcela. 

Contudo, a obra de Chambers também se apoia sobre o trabalho de John Harris, 

Lexicon Technicum, como já citado. Logo, podemos perceber a contribuição de seu antecessor, 

tornando a enciclopédia de Chambers contendo um número significativo de verbetes relativo 

às ciências. Nos verbetes matemáticos da Cyclopædia, observamos até mesmo um tratamento 

mais aprofundado do que o tratamento de Wolff. Os verbetes de fato são mais longos, mesmo 

os referente à matemática. Comecemos por destacar algumas semelhanças entre essas 

enciclopédias, como por exemplo, na descrição do termo Abscisse (abscissa): 

 

Abscissa, nas cônicas, parte do diâmetro, ou eixo transverso de uma seção cônica, 

interceptado entre o vértice ou tomo outro ponto fixado, e a semiordenada. Veja Seção 

CÔNICA. Como são as linhas AP, AP, etc. (Tab. Conics, Fig. 20.) interceptadas entre 

o vértice A e as semi-ordenadas PM, PM, etc.32 (CHAMBERS, 1728, tomo 1, p. 8, 1ª 

col, tradução nossa). 

 

                                                 
32 ABSCISSA, in Conies, a Part of the Diameter, or transverse Axis of a Conic Section, intercepted between the 

Vertex or Tome other fix'd Point, and a Semiordinate. See CONIC Section. Such are the Lines AP, AP, &c. 

(Tab. Conics, Fig. 20.) intercepted between the Vertex A and the Semiordinates PM, PM, &c. 
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CHAMBERS, 1728, Tab. Conicks, fig. 20 

 

Chambers tem assim uma postura muito semelhante à de Wolff, ao tomar a 

matemática clássica como referência na elaboração de seus verbetes matemáticos. Ambos 

definem o conceito de abscissa a partir das cônicas. O mesmo acontece no verbete Ordinate 

(ordenada), esse mesmo verbete é ainda mais revelador. Nele observamos que essas 

semelhanças, entre a enciclopédia inglesa e o dicionário alemão, não são apenas coincidência: 

 

ORDENADAS, em geometria e cônicas, são linhas desenhadas a partir de um 

ponto qualquer da circunferência de uma elipse, ou outra seção cônica, 

perpendicularmente através do eixo, para o outro lado. Veja Seção Cônica. Os Latinos 

chamam de Ordinatim applicatæ: como são as linhas MM, (Tab. Conics, Fig. 26.) 

metade de cada uma dessas linhas EM, são propriamente apenas Semi-ordenadas, 

embora popularmente chamadas de Ordenadas, Veja Semi-Ordenada.33 

[…] 

ORDENADA na Parábola,   Parábola 

ORDENADA na Hipérbole,  veja Hipérbole 

ORDENADA na Elipse,   Elipse (CHAMBERS, 1728, 

tradução nossa). 

 

A descrição em si não parece trazer indícios muito significativos, pois era bastante 

comum o uso desses termos em função das seções cônicas. Contudo, a figura à qual o verbete 

levantaria mais claramente essa suspeita de que a enciclopédia inglesa apoia-se no texto alemão: 

                                                 
33 ORDINATES, in Geometry, and Conics, are Lines drawn from any point of the Circumference of an Ellipsis, 

or other conic Section, perpendicularly a-cross the Axis, to the othes side. See Conic Sektion. The Latins Call 

'em Ordinatim applicatæ: Such are the Lines MM, (Tab. Conics, Fig. 26.) half of each of these as the Lines EM, 

are properly only Semi-ordinates, tho' popularly call'd Ordinates. See Semi-Ordinate. 
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CHAMBERS, 1728, Tab. Conicks, fig. 26 

 

A figura adotada pelo enciclopedista inglês também possui o formato de uma 

parábola e as letras M se repetem ao longo da curva, como se nos dessem a sensação de que o 

mesmo ponto estaria percorrendo a curva. Não poderia ser coincidência que ambas as 

coletâneas, além da Encyclopédie como veremos a seguir, se utilizassem de uma mesmo figura 

em comum. 

Essa descrição se restringindo às cônicas é retomada no Axis: 

Axis, in Geometry.–Axis of Rotation, or Circunvolution, is an imaginary Right 

Line, about which any plane Figure is conceived to revolve, in order to generate a 

Solid. See SOLID, GENESIS, &c. 

(…) 

Axis of a Conick Section, is a Right Line passing through the Middle of the Figure, 

and cutting all the Ordinates at Right Angles. See CONICK Section. 

Thus if AP, Tab Conicks, Fig. 31. be drawn perpendicularly to MN, so as to divide 

the Section into two equal Parts; it is called the Axis of the Section. See SECTION. 

Transverse Axis, called also the first or principal Axis of an Ellipsis or Hyperbola, 

is the Axis AP, last defined: Being thus called in contradistinction to the conjugate or 

secondary Axis. See TRANSVERSE. 

The Transverse Axis in the Ellipsis the longest; and in the Hyperbola cuts the 

Curve in the Points A and P. Fig. 32. 

Conjugate Axis, or second Axis of the Ellipsis, is the Line FF, Fig. 31. drawn 

through the Centre of the Figure C, parallel to the Ordinate MN, and perpendicularly 

to the Transverse 'Axis' AP; being terminated at each extreme by the Curve. See 

ELLIPSIS. 

The Conjugate is the shorter of the two Axis of an Ellipsis. See CONJUGATE. 

Conjugate, or second Axis of an Hyperbola, is the Right Line FF, Fig 32, drawn 

through the Centre parallel to the Ordinates, M N, M N, perpendicularly to the Axis 

AP. See HYPERBOLA. 

The Length of this Axis, though more than infinite, may be found by this 

Proportion, FORMULA. 

Axis of a Parabola. See PARABOLA. 

The Axis of a Parabola is of an indeeterminate Length, that is infinite.–The Axis 

of the Ellipsis is determinate.–The Parabola has only onde Axis; the Ellipsis and 
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Hyperbola two. See CURVE (CHAMBERS, 1728, Tomo 1, p.182, 2ª col. – p. 183, 2ª 

coluna, tradução nossa). 

 

 

CHAMBERS, 1728, Tab. Conicks, fig. 31 

 

 

CHAMBERS, 1728, Tab. Conicks, fig. 3 

 

É importante notar que a palavra eixo é utilizada apenas quando existe alguma 

simetria. Seja nas cônicas ou em sólidos de revolução. Não há nenhuma referência ao sentido 

mais amplo que damos hoje ao termo eixo. Isso é bem caracterizado pelo fato da Cyclopædia 

não conter nenhum verbete correspondente a coordenadas. Somente nos verbetes seguintes que 

ele utiliza uma geometria ‘analítica’, no sentido de utilizar equações que descrevem as cônicas, 

a partir das relações entre as abscissas e ordenadas. 
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No verbete a seguir, podemos apontar algumas ressalvas interessantes. Na Genesis 

of an Hyperbola, por exemplo, na sua figura correspondente, ele faz as linhas IB e BH com 

graduações, contudo na descrição ele sugere a construção da hipérbole por um movimento 

contínuo: 

 

Gênesis de uma Hipérbole. Suponha um bastão de régua de comprimento suficiente, 

como IB, (Fig. 16.) sejam I e H dois pontos centrais, correspondendo ao Foco da 

Elípse, nas quais se permitem pregos fincados ; então, tendo amarrado uma das pontas 

do bastão, uma corda ou linha tão longa quanto o bastão, e seja a outra ponta presa no 

prego I ; e prenda à outra a ponta da corda, por um nó, no outro prego H : o qual 

coloque seu dedo no ponto B, onde a corda e o bastão estão presos, e desça com seu 

dedo até você ter aplicado, e juntado toda corda enquanto, enquanto for necessário, 

em torno do centro I. Logo, com o ponto B, o vértice do ângulo HBI, você terá descrito 

a linha curva XBD, a qual é parte de uma Hipérbole; o todo consistindo dessa curva 

no qual resulta da curva XB; a qual terá que ser adicionado à curva YD, o produto da 

régua e trabalho, como virado para o outro lado.34 (CHAMBERS, 1728, Tomo 1, p. 

305, 2ª col., Conic Section). 

 

 

CHAMBERS, 1728, Tab. Conicks, fig. 16 

 

Essa abordagem é muito mais relevante para uma análise de construções 

geométricas. No entanto, queremos ressaltar que uma prática muito comum hoje seria se utilizar 

dessas graduações para descrever o próprio bastão de régua com valores numéricos, uma vez 

que a régua é assim caracterizada. Creio que essa prática indica o quão natural é para nós 

utilizarmos a reta numérica, mas que está longe de ser uma questão nas pranchas da 

Cyclopædia. 

                                                 
34 Genesis of an HYPERBOLA. Suppose a Staff of Rule of a sufficient Length, as IB, (Fig. 16.) let I and H be 

two central Points, answering to the Foci of an Ellipsis, in which let Nails fasten’d ; then, there being tied to one 

end of the Stick, a Rope or Thread as long again as the Stick, let the other end thereof be bor’d thro’d, and so 

fix’d upon the Nail I ;  and fix the other end of the Rope, by a Knot, upon the other Nail H : which done laying 

your Finger on the Point B, where the Rope and Staff are tied together, let your Finger descend so long, till you 

have thereby applied, and joined the whole Rope while, as it needs must, wheel’d about the Centre I. Thus, with 

the Point B, the Vertex of the Angle HBI, you will have described a Curve Line XBD, which is part of an 

Hyperbola; the whole consisting of that curve which will result from the Curve XBD ; which hath added to it the 

Curve YD, the Produce of the Rule and Work, as turn’d to the other Side. 
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Outras duas figuras que nos chamaram uma atenção especial foram as 8 e 17 e da 

tab. Conicks:  

 

CHAMBERS, 1728, Tab. Conicks, Fig. 8 

 

 

CHAMBERS, 1728, Tab. Conicks, fig. 17 

 

Ambas nos mostram uma numeração de alguns pontos sobre a reta. São os primeiros 

registros numéricos até aqui em uma figura geométrica, em particular, sobre a reta. Não 
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podemos ainda concluir se tratar de uma reta numérica, uma vez que poderia ser apenas uma 

enumeração dos pontos. Precisamos identificar o tratamento dessas figuras em seus respectivos 

verbetes. A figura 8, da Tab. Conicks, é acompanhada pela sua descrição no verbete Parabolic 

Space (espaço parabólico): 

 

Espaço PARABÓLICO, o Espaço ou Área contido entre qualquer ordenada inteira 

como VV Tab. Conicks Fig. 8. e a Curva de uma incumbente Parábola. O espaço 

parabólico é para o retângulo da semi-ordenada dentro da abscissa, como 2 para 3 : 

para o triângulo inscrito na ordenada da base, o espaço parabólico é como 4 para 3. 

Todo espaço parabólico ou parabolóidico é para o retângulo da semi-ordenada  dentro 

da abscissa como rxy : (m + r) pra xy, que é, como r para m + r35 (CHAMBERS, 1728, 

tomo 2, p. 740, 2ª col., Parabolic Space, , tradução nossa). 

 

Chambers, nesse momento, faz uso das práticas da análise. Utiliza-se de sua notação 

algébrica para descrever propriedades referente às cônicas, de maneira mais geral. Essa prática 

tem especial relevância para nós pois queremos estabelecer a relação entre essa abordagem 

analítica e os pontos da figura 8 serem enumerados. Ou seja, aparece pela primeira vez em nossa 

pesquisa um caso embrionário da reta numérica, mas não podemos afirmar se tratar de uma reta 

numérica propriamente dita. Os pontos em si parecem ter sido apenas enumerados para indicar 

uma correspondência entre os próprios pontos da figura. Isso é reforçado pelo fato de ele 

distinguir o uso de algarismos romanos para os pontos das abscissas, enquanto que nas 

ordenadas são usados algarismos indos-arábicos. 

Na outra figura também observamos um comportamento análogo. Uma observação 

preliminar é que os pontos enumerados se encontram no primeiro quadrante. Não se pode ainda, 

sem observar os comentários do autor sobre a figura, deduzir muita coisa. Porém, podemos 

observar que diferente da figura 8, também da tab. Conicks, os pontos tomados parecem ser 

equidistantes sobre o eixo M. As distâncias se mantêm entre os pontos I e II, II e III, III e IV, 

etc. Note também que a enumeração não segue o mesmo padrão da outra figura, pois nos pontos 

sobre o eixo M são utilizados algarismos romanos e os pontos sobre a cônica – provavelmente 

uma hipérbole – são algarismos indos-arábicos. Diferente da outra enumeração, ela não parte 

da origem. Ele, contudo, não cita a figura 17 em todo o verbete Conic Section, embora o nome 

da figura nos indique tal termo. Nem mesmo encontramos em outro verbete relacionado às 

cônicas qualquer menção à essa figura. 

                                                 
35 PARABOLIC Space, the Space or Area contained between any entire Ordinate as VV Tab. Conicks Fig. 8. 

and the Curve of the incumbent Parabola. The Parabolic Space is to the Rectangle of the Semi-ordinate into the 

Abscisse, as 2 to 3 : to a Triangle inscribed on the Ordinate as Base, the Parabolic Space is as 4 to 3. Every 

Parabolical and Paraboloidical Space is to the Rectangle of the Semi-ordinate into the Abscisse as rxy : (m + r) 

to xy, that is, as r to . rm 
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Por fim, podemos ainda destacar um fragmento do verbete Sector. Esse nos chamou 

a atenção pela sua figura conter também registros numéricos, conforme abaixo: 

 

 

CHAMBERS, 1728, Tab. Trigonometry, Fig. 4. 

 

É importante a análise dessa figura, já que nela vemos um dos diâmetros da figura, 

AB, ser seccionado em intervalos numéricos até 90. Não parece fazer parte dessa análise 

qualquer menção a números negativos, ou ser relevante quanto à direção. Uma leitura sobre o 

verbete que refere a figura nos ajuda a entender melhor a proposta do autor:  

 

6º. Para descrever uma elipse, tendo as extremidades conjugadas transversas dadas. 

Suponha AB e ED ([Tab. Trigonometry,] fig. 4.) sendo os diâmetros dados ; tome AC 

em seu compasso, e para a extensão aberta do setor, até a distância de 90 para 90, nas 

linhas dos senos, serem iguais a 0. Então divida a linha AC nas linhas dos senos, 

tomando as extensões paralelas do seno de cada grau, na parte do setor, em seu 

compasso, e sobre elas fora do centro C. A linha então é divida em senos (na figura é 

feito isso apenas para cada 10º seno) de cada perpendicular levantada nos dois 

sentidos; então encontre o ponto naquelas perpendiculares cada uma deve passar 

através elipse, assim: tome a extensão do diâmetro semi-conjugado CE entre o seu 

compasso, e o setor aberto, até a abertura de 90 para 90 na linha dos senos serem 

iguais portanto : então tome cada paralela dos senos de cada grau da linha dos senos 

do setor, e coloque-as sobre aquelas perpendiculares desenhadas pelos complementos 

na linha dos senos AC; assim você terá dois pontos em cada perpendicular, que cada 

um deve atravessar a elipse. Por exemplo, o setor continuando a remanescer o mesmo, 

tome a distância de 80 para 80 na linha dos senos, em seu compasso, e tome um pé no 

ponto 10 na linha AC com o outro, faça os pontos a e b nas perpendiculares passando 

por aquele ponto: então a e b serão os pontos na perpendicular, que a elipse deve 

passar. Todos os outros pontos, encontram-se da mesma maneira, sendo conectados, 

dar-se-á a semi-elipse DAE; e a outra metade será desenhada depois da mesma 

maneira36 (CHAMBERS, 1728, tomo 1, p. 45, 1ª col., Sector, tradução nossa). 

                                                 
36 6º. To describe an Ellipsis, by having the transverse end conjugate Diameters given. Suppose AB and ED 

([Tab. Trigonometry,] fig. 4.) to be the given Diameters ; take AC in your Compasses, and to the Extent thereof 

open the Sector, till the Distance from 90 to 90, on the Lines of Sines, be equal thereto. Then may the Line AC 
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É interessante perceber que nossa primeira evidência que mais se aproxima da nossa 

reta numérica venha a partir de uma graduação de ângulos. A enumeração do segmento AC se 

dá pelo ângulo formado por ECa , assim traçando o sine, uma linha reta perpendicular a um dos 

lados do setor, no caso sobre o lado AC. Porém, segundo a construção que ele descreve, os 

valores 10, 20, 30, ... e 90 jamais poderiam estar equidistantes, como sugere a figura. O que nos 

distancia da noção que temos de reta numérica a partir do comprimento do segmento AC, não 

do ângulo formado sobre a elipse. Por outro lado, a graduação de AC sugere um sistema de 

posicionamento do ponto a sobre a elipse, ou seja, um sistema de coordenadas em que os valores 

sobre AC constituiriam a componente horizontal. Esse fato é reforçado, uma vez que a 

construção sugere a mesma graduação de 10, 20, ... 90 partindo do ponto C até o ponto B. Então 

teríamos uma reta graduada em dois sentidos, a partir de uma origem comum, conforme uma 

reta; mas distinta, pois não haveria distinção de sinal conforme o sentido da reta. 

A escolha dos verbetes em permear as cônicas não foi por acidente. Ao começar a 

explorar os verbetes que poderiam nos oferecer indícios da reta numérica em algum estágio 

preliminar ao que concebemos. Logo começamos pela análise dos termos correspondente a 

eixo, abscissa, ordenada e coordenada. Consequentemente, fomos direcionados a explorar os 

termos relativos às cônicas, uma vez que as definições dos verbetes consultados quase sempre 

limitados às cônicas. Caso contrário, as cônicas não seriam parte do nosso objeto de pesquisa. 

Elas são elementos tradicionais da matemática clássica, estão associadas aos métodos sintéticos. 

Estamos assumindo, a grosso modo, que a reta numérica seria fruto de uma geometria analítica 

muito utilizada em sistemas de coordenadas, que seriam por sua vez é uma noção própria da 

geometria analítica para descrever curvas através de suas propriedades algébricas. 

Porém, nesse momento chegamos a uma certa contradição. As descrições desses 

verbetes consultados utilizam diversas vezes as práticas da geometria analítica de descrever as 

                                                 
be divided into a Line of Sines, by taking the parallel Extents of the Sine of each Degree, on the Legs of the 

Sector, in your Compasses, and laying them off from the Centre C. The Line thus divided into Sines, (in the 

Figure ’tis only done into every 10th Sine) from each raise Perpendiculars both Ways ; then, find Points in those 

Perpendiculars through which the Ellipsis must pass, thus : Take the Extent of the Semi-conjugate Diameter CE 

between your Compasses, and open the Sector, till the Aperture of 90 and 90 on the Lines of Sines be equal 

thereto : Then take the parallel Sines of each Degree of the Line of Sines of the Sector, and lay them off on those 

Perpendiculars drawn through their Complements in the Line of Sines AC; thus will you have two points in each 

Perpendicular, through which the Ellipsis must pass. E. gr. The Sector still remaining the same, take the Distance 

from 80 to 80 on the Lines of Sines, in your Compasses, and setting one Foot in the Point 10, on the Line AC, 

with the other, make the Points a and b in the Perpendiculars passing through that Point : Then will a and b be 

the two Points in the Pernpendicular, through which the Ellipsis must pass. All the other Points, found after the 

same Manner, being connected, will give the Semi-Ellipsis DAE; and the other Half will be drawn after the same 

Manner. 
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linhas geométricas por suas propriedades algébricas. Observamos equações polinomiais do 1º, 

2º e até de grau n-ésimo nas descrições com bastante recorrência. Chegamos a observar 

substituição de valores para as variáveis como x = 0, y = 1 para se observar o comportamento 

aritmético das equações e das próprias curvas. Ou seja, a Cyclopædia de Chambers dá também 

uma ênfase nas práticas mais recentes do século anterior. O que contribui com o plano geral de 

que as enciclopédias do século XVIII estariam atualizadas quanto às novas tendências 

matemáticas do último século e não apenas recorrem à matemática clássica, sempre bastante 

valorizada, especialmente nas universidades. A contradição jaz justamente quando procuramos 

observar essas novas práticas nas pranchas e não se encontram. As figuras geométricas 

apresentam construções clássicas, apresentam notações tradicionais nomeando os pontos com 

letras e sem grandes inovações, diferente de como foram explorados alguns verbetes que 

referenciavam as figuras. 

Em resumo, Chambers apresenta uma postura muito mais ligada à tradição clássica. 

A álgebra parece fazer parte de uma fração bem menor da enciclopédia e, assim como Wolff, 

aparecem somente nos termos exclusivamente oriundos das práticas analíticas. Essa postura 

influenciaria a própria elaboração da enciclopédia francesa, que apresentaremos a seguir. 

 

 

II.3 – D’ALEMBERT: Encyclopédie (1751 – 1772) 
 

A antológica coletânea francesa Encyclopédie ou dictionnaire raisonné des 

sciences, des arts et des métiers, editada por  Jean le Rond d'Alembert (1717 – 1783) e Denis 

Diderot (1713 – 1784) teve a publicação de seus volumes entre os anos de a 1751 a 1772. No 

prefácio do primeiro volume, exibe-se uma lista de 20 autores. Porém, acredita-se que tenha 

sido um empreendimento que envolveu um número muito maior. A enciclopédia francesa 

reuniria os mais diversos assuntos, das mais diversas áreas do conhecimento. Foi um esforço 

coletivo da elite francesa que tinha o claro objetivo de sobrepor a sua enciclopédia sobre as 

demais publicações da época. 

Originalmente, teria sido um projeto de tradução da enciclopédia britânica de 

Chambers, no entanto o projeto ganhou propósito mais original:  

 

Originalmente concebida como uma simples tradução, levemente modificada, da 

Enciclopédia de Ephraim Chambers, a V Enciclopédia tomou pelas mãos de Diderot 

e d'Alembert uma direção mais ambiciosa. O objetivo principal desses autores era dar 

um panorama claro e geral "dos esforços da mente humana em todos os gêneros e em 
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todos os séculos”, destacando o "entrelaçamento" de várias partes da ciência e das 

artes. O primeiro passo nessa empreitada era desenvolver uma "Árvore Genealógica 

de todas as Ciências e de todas as Artes que marcaram a origem de cada ramo de nosso 

conhecimento, as ligações existentes entre elas, e o tronco comum... que servem para 

resgatar diferentes pontos para seus chefes"(Prospecto, p. 2)37 (TATON, 1951, p. 255, 

tradução nossa). 

 

Essa nova proposta deveria adequar os últimos desenvolvimentos em todos os 

campos. Seu nível de aprofundamento deveria muito mais aprofundado, se comparado às 

enciclopédias precedentes. Ela foi um esforço massivo que contou com a colaboração de 

diversos autores de diversas áreas, como pode ser observado pelo fragmento extraído do 

primeiro volume, onde aparecem os nomes dos colaboradores e suas respectivas assinaturas: 

 

 
Encyclopédie, tomo 1, pág. xlvi, Advertissement 

 
Projetada inicialmente para ser a tradução das obras inglesas Lexicon technicum, de 

John Harris, e Cyclopædia, de Chambers, a Enciclopédia Francesa mudou de rumo 

logo no prefácio, quando Diderot e D’Alembert resolveram apresentar um novo e 

revolucionário conceito de enciclopédia. Esse novo modelo enciclopédico ganhou a 

simpatia de muitos, no entanto trouxe também problemas religiosos e políticos que 

levaram à proibição da obra quando ainda haviam sido publicados somente sete 

volumes. (...) O momento era de mudanças, tanto no pensamento filosófico como no 

político, e a Enciclopédia Francesa causa impacto por meio dos temas sociais, 

econômicos, políticos, jurídicos e teológicos que apresenta, figurando como um dos 

mais importantes símbolos do movimento iluminista na Europa (NOBRE, 2007, p. 39 

– 40). 

 

                                                 
37 Conçue à l'origine comme une simple traduction, quelque peu remaniée, de la Cyclopedia d'Ephraïm 

Chambers, V Encyclopédie avait pris entre les mains de Diderot et de d'Alembert une orientation beaucoup plus 

ambitieuse. Le but essentiel poursuivi par ses inspirateurs était de donner un tableau clair et général « des efforts 

de l'esprit humain dans tous les genres et dans tous les siècles », tout en mettant en lumière « l'entrelacement » 

des diverses parties des sciences et des arts. Le premier pas dans cette entreprise lut de dresser un « Arbre 

Généalogique de toutes les Sciences et de tous les Arts qui marquât l'origine de chaque branche de nos 

connaissances, les liaisons qu'elles ont entre elles, et avec la tige commune et qui... servît à rappeler les différents 

articles à leurs chefs » (Prospectus, p. 2) 
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As influências iluministas ficam evidentes na pretensão de se classificar todo o 

conhecimento humano seguindo os parâmetros de Francis Bacon (1561 — 1626) em sua obra 

Of the Proficience and Advancement of Learning, Divine and Human (1605), que mais tarde 

vêm a ser retomadas essas ideias em sua mais conhecida obra Novo organum (1620). Uma 

ramificação que parte inicialmente de três grandes grupos: Memoire (Histoire), Raison 

(Philosophie) e Imagination (Poesie). O campo da Philosophie é subdividido em outros três 

grupos: Science de Dieu, Science de l’Homme e Science de La Nature. Por fim, nos interessa 

esse último ramo por nele conter o que se entende por matemática, a princípio subdividido em 

Pure, Mixtes (mecânica, ótica, astronomia, etc.) e Physicomathematics. O campo da matemática 

pura é então classificado da seguinte forma: 

 

 
D’ALEMBERT ; DIDEROT, 1751, tomo 1, Systême figurè des connoissances humaines. 

 

Essa classificação nos apresenta uma visão bastante moderna, no sentido de que a 

enciclopédia francesa, assim como a britânica, não busca referência somente nos clássicos, mas 

que observa uma distinção da prática aritmética tradicional (Numerique) às práticas mais 

recentes (Algebre); o mesmo se observa quando se distingue as geometrias Elementaire e 

Transcendante, ou seja, uma nítida referência à escola cartesiana. 

Compilada a partir de diversas obras, desde as mais clássicas, como o grego 

Apolônio, até mais recentes, como a do suíço Gabriel Cramer. Seus verbetes incluem descrições 

que favorecem tanto os métodos sintéticos, como em Newton, até textos que usam uma 

matemática sintética unificadora da álgebra e da geometria, como em Descartes. Portanto, a 

própria obra em si parece fazer bem esse papel de unificar as novas práticas desenvolvidas nos 

últimos cem anos, com o advento da álgebra, com a manutenção da herança da Grécia Antiga. 

Assim, esperamos obter uma visão ampla sobre as noções básicas na matemática francesa do 

século XVIII através da Encyclopédie. 

A d’Alembert, sua principal tarefa na Encyclopédie foi a de redigir os verbetes 

relacionados à matemática. De fato, todos os verbetes que julgamos relevantes levam sua 

assinatura (cf. as suas transcrições em anexo). Por isso, é importante entender um pouco melhor 

sobre o perfil de d’Alembert, frente às novas práticas dos séculos XVII e XVIII. 
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D’Alembert não foi somente um enciclopedista, antes disso já fora um notável 

matemático no cenário francês do século XVIII. Membro da Academia de Ciências de Paris, 

jamais aceitara nenhum outro cargo. Nunca chegou a exercer a carreira de magistério ou 

publicar um livro-texto voltado à álgebra (SCHUBRING, 2005, p. 104). Suas publicações, em 

maioria, foram norteadas por questões de filosofia mais gerais. Contudo, esse autor exerce uma 

influência muito forte nas práticas matemáticas de sua época. 

Durante uma fase de consolidação das práticas analíticas, ele se colocaria em 

posições, às vezes, contraditórias a respeito do uso e da legitimidade dos número negativos. 

Podemos observar discussões de caráter metafísico a respeito dessa contradição em textos como 

Essai sur les Éléments de Philosophie, de 1758. 

 
Ele tencionou este livro para apresentar suas próprias opiniões sobre os vários campos 

do conhecimento numa maneira abrangente. Em seu capítulo sobre álgebra, ele disse 

que era a ciência dominante em matemática, mas enfatizou no mesmo tempo que a 

álgebra foi em alguns aspectos ainda não livre de obscuridades, pelo menos nos livros 

didáticos atuais. Em uma nota de rodapé, ele colocou como exemplo de não conheçer 

nenhum livro didático em que a teoria das quantidades negativas seria perfeitamente 

esclarecida (d'Alembert 1805/1965, 291)38 (SCHUBRING, 2005, p. 105, tradução 

nossa). 

 

Seu propósito de fazer uma contribuição significativa para a matemática é bem 

colocada no seguinte fragmento do artigo Equation: 

 

Tentaremos satisfazer esse objeto [equação]; e embora o assunto já tenha sido tratado 

em um grande número de obras, esperamos mostrar que ele tem sido tratado de forma 

insuficiente em muitos aspectos, e o presente aborda uma nova forma quase que 

inovadora39 (Encyclopédie, tomo 5, p. 842, Equation, tradução nossa).  

 

Dessa maneira, fica claro que a Encyclopédie para d’Alembert tem como proposta 

apresentar uma matemática que foge de uma abordagem clássica, sintética. O próprio artigo 

Equation apresenta diversos tipos de equações analíticas. Talvez sendo ainda um dos objetivos, 

sobrepujar a matemática francesa sobre a inglesa, dado que a descrição inicial do verbete é feita 

a partir da tradução da Cyclopædia. Ou seja, um intuito de valorização da cultura nacional que 

tem desenvolvido novas práticas nos últimos tempos. 

                                                 
38 He intended this book to comprehensively present his own views regarding the various fields of knowledge. In 

his chapter on Algèbre, he said that algebra was the leading science in mathematics, but noted at the same time 

that is was in some aspects not yet free of obscurities—at least in the current textbooks. In a footnote, he quoted 

as an example that he did not know any textbook in which the theory of negative quantities was parfaitement 

éclairci (d’Alembert 1805/1965, 291) 
39 Nous allons tâcher de satisfaire à cet objet ; & quoique la matiere ait déjà été fort maniée dans un grand 

nombre d'ouvrages, nous espérons montrer qu'elle a été traitée d'une maniere insuffisante à plusieurs égards, & la 

présenter d'une maniere presque entierement nouvelle. 
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De modo geral, o enciclopedista francês não deixa muito claro em suas publicações, 

além da enciclopédia, a questão da legitimidade dos números negativos. Se por um lado ele 

parece operar sem obstáculos com esses valores, em outros os rejeita, uma vez que se tratam de 

quantidades que seriam menores que nada. Essa oscilação quanto à sua posição a respeito dessas 

grandezas será observado com maior clareza na Encyclopédie. 

O uso da álgebra como ferramenta para resolução, ou até mesmo elaboração de 

problemas, parece ser um reflexo da matemática francesa do século XVIII, em que muitos 

autores trabalhavam com questões envolvendo a geometria analítica. Esse reconhecimento é 

explicitado por d’Alembert no verbete Ligne, em que se credita a herança analítica a Descartes: 

 

É por isso que Descartes e aqueles que seguem sua doutrina definem as linhas 

geométricas como as que podem ser expressas por uma equação algébrica de um grau 

determinado: dá-se também o nome de lugar a esses tipos de linha. Veja LUGAR40 

(Encyclopédie, tomo 9, p. 521, 1ª col., Ligne, tradução nossa).  

 

Na Encyclopédie, podemos observar uma boa dosagem entre a geometria sintética 

com a abordagem analítica. Por exemplo, envolvendo equações algébricas para descrever 

curvas, vemos ainda no verbete Ligne uma abordagem clássica de Euclides, definindo como 

uma grandeza que tem apenas comprimento, mas não possui largura ou profundidade: “S. f. 

(Géométrie) quantité qui n'est étendue qu'en longueur, sans largeur ni profondeur.” (ibid., p. 

519, 2ª col., Ligne); por outro lado em termos como Branche, vemos uma descrição se 

utilizando de uma linguagem algébrica em sua descrição geométrica:  

 

RAMO, termo da Geometria. Para perceber o que é o ramo da curva, imagine uma 

curva geométrica, que tenha a equação em x e y, x representa as abscissas e y, as 

ordenadas. Veja CURVA, ABSCISSA, ORDENADA, etc. É evidente que: 

1 °. Ao tomar x como positivo, y terá um número de valor correspondente ao mesmo 

valor de x. 

2 °. Ao tomar x como negativo, y terá também um certo número de valor 

correspondente ao mesmo x. 

Vale destacar que a curva tem tantos ramos que y tem valores correspondentes a x 

sejam positivos ou negativos. Ver o artigo CURVA, porque as ordenadas positivas 

são colocadas do mesmo lado da abscissa, e as negativas pelo lado oposto41 

(Encyclopédie, tomo 2, p. 395, 1ª col., Branche, tradução nossa).  

                                                 
40 C'est pourquoi Descartes & ceux qui suivent sa doctrine, définissent les lignes géométriques, celles qui 

peuvent être exprimées par une équation algébrique d'un degré déterminé : on donne aussi le nom de lieu à cette 

espece de lignes. Voyez LIEU. 
41 BRANCHE de courbe, terme de Géométrie. Pour entendre ce que c'est que branche de courbe, imaginez une 

courbe géométrique, dont on a l'équation en x & en y, x représentant les abscisses, & y les ordonnées. Voyez 

COURBE, ABSCISSE, ORDONNEE, &c. Il est évident. 

1°. Qu'en prenant x positive, y aura un certain nombre de valeurs correspondantes à la même valeur de x.  

2°. Qu'en prenant x négative, y aura de même un certain nombre de valeurs correspondantes à la même x.  
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De fato, se trata de um verbete bastante significativo para nosso trabalho. Esse artigo 

deixa mais evidente que os pontos sobre um ramo (branche) de uma curva correspondem a 

valores numéricos respeitando o seu sentido, isto é, admite valores positivos em um sentido e 

negativo no outro: 

 

Além disso, é bom notar que geômetras ainda não estabeleram bem o significado da 

palavra ramo. Por exemplo, seja curva que tem como equação 𝑦 =
𝑥𝑥

6𝑎
+ 𝑥 +

5

6
𝑎, em 

geral acredita-se a esta curva ter apenas um ramo, porque existe apenas um valor. No 

entanto, este ramo é, por vezes, contados como dois porque ela se estende até ao 

infinito no lado positivo de x, e do lado negativo também. Introd. À l’analyse des 

lignes courbes pelo Sr. Cramer. (Encyclopédie, tomo 2, p. 395, 1ª col., Branche, 

tradução nossa). 

 

A princípio, o dicionário de Wolff e a enciclopédia de Chambers não apresentam 

um verbete análogo a ramo (branche), o que nos faz crer que essa possa ser a primeira definição 

matemática construída em alguma enciclopédia ou dicionário correspondente a essa noção. 

Portanto, em um cenário permeado por uma prática matemática que pretende incorporar os 

últimos estudos sobre curvas do último século, a elaboração desse verbete na Encyclopédie 

distancia o seu tratamento por uma abordagem mais clássica. Isso permite com muito mais 

‘facilidade’ elaborar uma correspondência entre os pontos de uma curva com, inclusive, 

números negativos, que seria um conceito sem nenhuma legitimidade na matemática 

tradicional. 

Nesse sentido de pioneirismo, d’Alembert se enaltece em sua descrição e admite ser 

o primeiro a trabalhar com o conceito de ramo (branche) dessa forma: “Sou o primeiro que teve 

feito essa observação”42 (Encyclopédie, tomo 2, p. 395, 2ª col., Branche). E de fato, ao que tudo 

indica, é o único matemático do século XVIII a trabalhar com esse conceito. Temos em mãos 

um reflexo das novas discussões matemáticas do último século em que d’Alembert estava 

plenamente inserido: a legitimidade dos números negativos. 

De fato, quando se trata de curvas, d’Alembert não impõe nenhum obstáculo ao se 

utilizar de valores negativos. Ele deixa bem claro que o sentido da curva é que determina se 

seus valores algébricos correspondentes serão negativos ou positivos. Esse uso é encontrado 

também no seguinte fragmento do verbete Courbe: 

 

                                                 
Or la courbe a autant de branches que y a de va leurs répondantes aux x tant positives que négatives. Voyez à 

l'article COURBE, pourquoi les ordonnées positives se prennent du même côté de l'abscisse, & les négatives du 

côté opposé. 
42 « Je suis le premier qui ait fait cette remarque » 
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1 °. As ordenadas positivas devem ser tomadas de um mesmo lado, pois seja (Fig. 36, 

nº 3 Análise) AP o eixo dos x, e encontram-se dois valores positivos para y ; seja Pm 

o maior desses valores, eu digo que o menor PM deve ser tomado pelo mesmo lado. 

Porque seja transposto o eixo AP em p, de modo que Pp = a, e seja p = x, e pm = z ; 

teremos a equação transformada aos eixos x e z, substituindo z – a para y na equação 

da curva; teremos cada valor de z igual a cada valor de y correspondente, aumentado 

de a ; de modo que o ponto p, teremos dois valores positivos de z, a saber a + PM e a 

+ Pm. E quando se coloca PM não do mesmo lado que Pm, mas do outro lado, a 

ordenada pM, em vez de a + PM, seria a – PM; a curva mudaria então ou de equação 

ou de figura, em mudando o eixo; e enquanto que uma de suas partes restaria no 

mesmo lugar, o outro caminharia, por assim dizer, dependendo se o eixo alterar-se de 

lugar. Ora nem o um nem o outro pode acontecer. Então é necessário que PM e Pm 

sejam tomados no mesmo lado, quando são ambos positivos. 

2 °. Se temos dois valores, um positivo PM, o outro negativo Pm (Fig. 36. nº. 2 

Análise.), será necessário tomá-los de diferentes lados. Seja, por exemplo, PM = x, e 

Pm = –x: transpondo o eixo AP em ap, de maneira que pP = a e colocando z – a por 

y, na equação da curva, temos z = a + x e z = a – x. Se supusermos x < a, que é sempre 

possível, uma vez que a é arbitrário, encontraremos z ou pM = a + PM e z ou pm = a 

– PM. Assim Pm deve ser igual a PM, e tomado no sentido contrário. Tudo isso é fácil 

de ver com um pouco de atenção43 (Encyclopédie, tomo 4, p. 379, 2ª col., Courbe, 

tradução nossa). 

 

 
Encyclopédie, Analyse, Planche II , Fig. 36, Nº 2 

 

                                                 
43 1°. Les ordonnées positives doivent être prises d'un même côté ; car soit (fig. 36. n°. 3. analys.) A P l'axe des 

x, & qu'on trouve deux valeurs positives pour y ; soit P m la plus grande de ces valeurs, je dis que la plus petite P 

M doit être prise du même côté. Car soit transposé l'axe A P en a p, en sorte que P p = a, & soit a p = x, & p m = 

z ; on aura l'équation rapportée aux axes x & z, en mettant z - a pour y dans l'équation de la courbe ; & on aura 

chaque valeur de z égale aux valeurs correspondantes de y, augmentées chacune de a ; donc au point p, on aura 

deux valeurs positives de z, savoir a + P M & a + P m. Or si on ne prenoit pas P M du même côté que P m, mais 

de l'autre côté, l'ordonnée p M, au lieu d'être a + P M, seroit a - P M ; la courbe changeroit donc ou d'équation ou 

de figure, en changeant d'axe ; & tandis qu'une de ses parties resteroit à la même place, l'autre se promeneroit, 

pour ainsi dire, suivant que l'on changeroit l'axe de place. Or ni l'un ni l'autre ne se peut. Donc il faut que P M & 

P m soient pris du même côté, quand ils sont tous deux positifs. 

2°. Si on a deux valeurs, l'une positive P M, l'autre négative P m (fig. 36. n°. 2.), il faudra les prendre de 

différens côtés. Car soit, par exemple, P M = , & P m = - x : transposant l'axe A P en a p, ensorte que p P = a & 

mettant z - a pour y, dans l'équation de la courbe, on aura z = a + x & z = a - x. Si on suppose x < a,ce qui se peut 

toûjours, puisque a est arbitraire, on trouvera z ou p M = a + P M & z ou p m = a - P M. Donc P m doit être égale 

à P M, & prise dans un sens contraire. Tout cela est aisé à voir avec un peu d'attention. 
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Uma observação importante que precisamos destacar é pelo uso dos termos abscissa, 

ordenada etc. mais próximo ao nosso uso atual. A relação entre álgebra e geometria difundida 

nos séculos XVII e XVIII aparecem mais claramente nesse trabalho de d’Alembert. Seu nível 

de aprofundamento em alguns verbetes, como o próprio verbete Courbe que começa na página 

377 do tomo 4 e termina na 389, ou seja, possui mais de 20 páginas dedicadas somente a esse 

conceito matemático. Isso nos mostra o nível de profundidade que d’Alembert pretendia com a 

sua enciclopédia. Não tinha como objetivo apenas catalogar os termos e indexar uma breve 

definição, mas tinha a pretensão de se adequar a todos os usos dos verbetes matemáticos. O que 

nos dá uma impressão de que d’Alembert tinha mais a pretensão de fazer um manual didático 

do que uma enciclopédia. Logo, em artigos como esse, é comum encontrarmos diversos casos 

pelos diferentes usos do conceito, nas diversas áreas matemáticas (e também as não 

matemáticas). 

 

D’Alembert apresentou esse desenvolvimento avançado de geometria algébrica 

consistentemente, em particular seu artigo Curva no quarto volume de sua 

Encyclopédie, um artigo que ele mais tarde referiu-se com grande orgulho como o 

estado das coisas que ele havia alcançado44 (SCHUBRING, 2005, p. 113, tradução 

nossa).  

 

Por outro lado, a própria figura 36, nº 2, correspondente ao fragmento retirado do 

artigo, nos mostra que essa geometria moderna, envolvendo equações nas suas descrições, ainda 

mantém uma tradição com a geometria clássica. Isso porque, a própria curva em questão tem o 

formato de uma parábola. A própria nomenclatura das letras utilizadas na prancha também 

favorecem a essa visão. Ou seja, não se aborda pelas pranchas nenhuma indicação de valores 

positivos ou negativos, ou mesmo, nenhuma associação dos pontos sobre a curva com valores 

numéricos. A figura se mantém neutra a respeito de qual geometria está se tratando, seja a 

geometria elementaire ou Transcendante, que os autores expõem inicialmente. 

D’Alembert, ainda nesse mesmo artigo, ainda nos mostra uma certa preocupação 

em aceitar os valores negativos sobre uma reta. Ele sugere ao leitor, para que se convença de 

que os pontos negativos estariam sobre a reta, que desloque o eixo de modo de modo que os 

pontos negativos em questão fiquem positivos: 

 

                                                 
44 D’Alembert presented this further development of algebraic geometry consistently, in particular in his article 

Courbe in the fourth volume of his Encyclopédie, an article he later referred to with great pride as the state of 

affairs he had achieved. 
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Quando as ordenadas são positivas, eles todas pertencem igualmente à curva, o que é 

evidente, uma vez que não há nenhum motivo para preferir uma a outra. Mas quando 

elas são negativas, mas não por isso eles não pertencem à curva; para se convencer 

disso, tem que puxar para trás o eixo de maneira que todas as ordenadas sejam 

positivas. Nesta última posição do eixo, todas as ordenadas pertencem igualmente à 

curva. Por isso será a mesma em relação à primeira posição que o eixo estava. 

(Encyclopédie, tomo 4, p. 379, 2ª col., Courbe, tradução nossa).  

 

A contradição está no fato de que para se convencer de que os pontos negativos 

também pertencem à curva ele sugere deslocar a origem suficientemente de forma que os 

pontos, antes negativos, tenham valores positivos e, portanto, pertenceriam sem obstáculos. Ou 

seja, o ponto correspondente ao zero é relativo, não é um ponto fixo na reta, mas que existe uma 

certa arbitrariedade na sua escolha, o que permite que seja escolhido então outro ponto a fim de 

se esquivar do uso de valores negativos. Isso implica que não há uma legitimidade das 

grandezas negativas muito bem definida. Podemos observar nesse trecho uma relutância em sua 

manipulação. Afinal, não deveria ser nenhuma surpresa essa contradição em d’Alembert, uma 

vez que ele faz questão de exibir seu respeito às práticas dos antigos, ou les anciens45, e, ao 

mesmo tempo, adepto dos autores dos séculos XVII e XVIII, que procuravam dar significado 

às grandezas negativas em seus problemas. Enfim, talvez nesse fragmento não se trate de uma 

aversão do próprio d’Alembert aos números negativos, mas uma preocupação em legitimar ao 

leitor o bom uso dessas grandezas na geometria. 

Percebemos outro aspecto não muito recorrente nas outras enciclopédias na 

definição de eixo. O artigo Axe é outro desses artigos que d’Alembert tenta mapear todos os 

seus significados e usos. De início ele trabalha apenas com o sentido de eixo de simetria, mas 

o que nos chama atenção é o fato de que o autor toma a liberdade de estender o significado de 

eixo para além desse sentido:  

 

De acordo com as definições acima, o eixo de uma curva é geralmente uma linha 

traçada no plano da curva, & que divide a curva em duas partes iguais, semelhantes e 

colocadas semelhantemente em cada parte desta linha. Assim, existe um grande 

número de curvas que não têm um eixo possível, no entanto, para facilidade de nomes, 

tem-se convindo para chamar geralmente eixo de uma curva, qualquer linha tirada 

onde se quiser no plano desta curva, em que leva-se as abscissas, e para que as 

coordenadas da curva são perpendiculares. Assim, qualquer curva desta forma pode 

ter um eixo posicionado onde desejar. Se as ordenadas não são perpendiculares, o eixo 

é chamado de diâmetro. Veja ABSCISSA, DIÂMETRO, ORDENADA. 

(Encyclopédie, tomo 1, p. 905, 1ª col., Axe, tradução nossa).  

 

                                                 
45 Les anciens (Tomo 5, pág. 842) é utilizado também por outros autores para indicar os matemáticos da 

Antiguidade, como por exemplo Chambers (1728), Cramer (1750) e Kästner (in: HUBE, 1759), o que nos revela 

que esses próprios autores fazem questão de diferenciar as suas práticas das dos antigos. 
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Ao mesmo tempo, percebemos que existe uma influência da matemática 

contemporânea sob suas concepções, como no fragmento seguinte:  

 

Para encontrar os pontos onde a curva intersecta o eixo x, existe apenas fazer y = 0 na 

equação da curva, a equação restante conter mais do que u, e a curva vai cortar o eixo 

x em tantos pontos como a equação tem raízes. Ao inverso, para encontrar os pontos 

onde a curva cruza o eixo das ordenadas, precisa fazer x = 0. Veja a Introduction à 

l’analyse des lignes courbes do Sr. Cramer, Genebra 1750. (Encyclopédie, tomo 1, p. 

905, 1ª col., Axe, tradução nossa). 

 

Essa última passagem nos faz entender que o sentido de eixo parece contribuir muito 

com nossa pesquisa. Nele observamos que existe um ponto de origem marcado pelo 0. Mas 

como já ressaltamos anteriormente, ainda seria cedo para assumir se tratar da mesma noção de 

reta numérica que a nossa, uma vez que o sentido usual de reta numérica implica outras noções 

que não são explícitas por d’Alembert. Para podermos chegar a tal comparação, o próximo 

passo é observar as definições de abscissa e ordenada. 

Contudo, o enciclopedista francês apresenta um tratamento clássico, que pouco se 

assemelha com o verbete acima:  

 

S. f. é qualquer parte do diâmetro do eixo ou do eixo de uma curva, entre o vértice 

da curva ou outro ponto fixo, e a reunião da ordenada. Veja EIXO, ORDENADA. 

Esta é a linha A E (Plancha Sec. Conic. fig. 26.) entre o vértice A da curva M A 

m, & a ordenada E M, etc. São chamadas as linhas A F de abscissa, do latin abscindere, 

cortar, porque elas são partes cortadas do eixo ou sobre o eixo ; outros chamam de 

sagittae, isto é, flechas. Veja FLECHA. 

Na parábola a abscissa é a terceira proporcional ao parâmetro & à ordenada, & o 

parâmetro é a terceira proporcional à abscissa & à ordenada. Veja PARÁBOLA, &c. 

Na elipse o quadrado da ordenada é igual ao retângulo do parâmetro com a 

abscissa, no qual foi removido um segundo retângulo da mesma abscissa por uma 

quarta proporcional ao eixo, ao parâmetro, & à abscissa. Veja ELLIPSE. 

Na hipérbole os quadrados das ordenadas são entre si, como os retângulos da 

abscissa com uma outra linha composta da abscissa & o eixo transversal. Veja 

HIPÉRBOLE. 

Nestas últimas proposições sobre a elipse e a hipérbole, presume-se que a origem 

das abscissas, isto é, o ponto A, o qual se começa a contar, seja o vértice da curva, ou 

o que significa o mesmo, o ponto em que ele encontra com o seu eixo. Porque quando 

se coloca a origem da abscissa no centro, como muitas vezes é feito, então os dois 

teoremas anteriores não seriam mais validos. (O) (Encyclopédie, tomo 1, p. 39, 2ª col. 

– p. 40, 1ª col., Abscisse, tradução nossa).  

 

Esse verbete não demonstra uma relação tão forte entre álgebra e geometria, ou seja, 

na propriedade de se determinar uma curva através de uma equação ou vice-versa. Ao invés 

disso, d’Alembert opta por uma abordagem mais clássica através do uso de proporções. Ele se 

mostra preocupado em descrever as relações entre abscissa e ordenada nas cônicas por 

proporcionalidade, que são noções tradicionais da matemática grega da antiguidade. Ou seja, 
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não apresenta nenhuma influência da matemática praticada nas últimas décadas em seu país: 

nenhuma noção inovadora da análise; ou da generalidade do sentido de eixo, no caso eixo das 

abscissa, para curvas mais gerais. A própria figura a qual o texto faz referência aponta para a 

mesma direção: 

 

 
Id., Sections Coniques, Planche III , Fig. 26 

 

Note que se trata da mesma figura utilizada por Chambers (1728) e Wolff (1716). A 

Encyclopédie fica aquém nesse sentido de sua proposta inovadora, mas nos revela as fontes a 

qual faz uso. De qualquer forma, a profundidade abordada por d’Alembert é muito superior se 

tomarmos como referência o dicionário alemão ou a enciclopédia inglesa. 

Contudo, o último parágrafo nos chamou bastante atenção, especificamente a 

seguinte passagem:  

 

Nestas últimas duas propostas sobre a elipse e hipérbole, presume-se que a origem do 

eixo x, isto é, o ponto A, onde se começa a contar [as abscissas], seria o ápice da 

curva, ou equivalentemente, o ponto em que ele se encontra com o seu eixo.46 

(Encyclopédie, tomo 1, p. 39, 2ª col. – p. 40, 1ª col., Abscisse, tradução e grifos 

nossos).  

 

                                                 
46 Dans ces deux dernieres propositions sur l'ellipse & l'hyperbole, on suppose que l'origine des abscisses, c'est-

à-dire le point A, duquel on commence à les compter, soit le sommet de la courbe, ou ce qui revient au même, le 

point où elle est rencontrée par son axe. 
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O conceito chave nesse fragmento é o fato de d’Alembert sugerir que os pontos E, 

da figura acima, sejam contatos a partir do ponto A como se tratasse de uma enumeração 

daqueles pontos sobre a reta. Seria a única referência explícita de uma contagem dos pontos 

sobre uma reta na Encyclopédie. Contudo, não se faz, conforme o autor sugere, uma 

enumeração dos pontos no desenho, como Chambers o faz, por exemplo. Talvez possamos 

assumir que seja por conta da forte herança da geometria clássica que é carregada na descrição 

dos verbetes e, principalmente, nos desenhos geométricos. 

É interessante observar que ele utiliza a mesma figura na descrição do verbete 

Ordonée: 

 
S. f. (Géom.) é o nome dado às linhas traçadas a partir de um ponto na circunferência 

de uma curva de uma linha reta, tomada do plano dessa curva, e que se toma como 

eixo, ou para a linha da abscissa. É essencial que as ordenadas sejam paralelas entre 

si. Chamam-se em latin ordinatim applicatae ; essas são as linhas de EM, EM, etc. Pl. 

Coniq. fig. 26.47 (Encyclopédie, tomo e pág. desconhecidos, Ordonée, tradução nossa) 

 

E ainda que no parágrafo seguinte o uso de ordenada se estende para além das 

cônicas: 

 
Quando as ordenadas são iguais a partir de um lado e do outro do eixo, que se toma 

algumas vezes a parte compreendida entre o eixo e a curva para a meia-ordenada, e a 

soma das duas linhas para a ordenada inteira. Às vezes chama-se também de ordenada, 

as linhas que começam a partir de um determinado ponto, e terminam em uma curva; 

essas são (fig. 39. da prancha de Geometria) as linhas CM, CM, etc. terminando na 

espiral CMA, e a partir do centro C do círculo APp. Veja ESPIRAL. Veja também 

ABSCISSA e COORDENADAS (Encyclopédie, tomo e pág. desconhecidos, 

Ordonée, tradução nossa). 

 

 
Géométrie, Planche III , Fig. 39 

                                                 
47 S. f. (Géom.) c'est le nom qu'on donne aux lignes tirées d'un point de la circonférence d'une courbe à une ligne 

droite, prise dans le plan de cette courbe, & qu'on prend pour l'axe, ou pour la ligne des abscisses. Il est essentiel 

aux ordonnées d'être paralleles entr'elles. On les appelle en latin ordinatim applicatae ; telles sont les lignes E M, 

E M, &c. Pl. coniq. fig. 26. 
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Ou seja, quer-se dizer com isso que ordenada para d’Alembert tem um sentido de 

segmento entre um certo ponto fixo, de origem, no caso o centro da espiral, e um ponto sobre a 

curva. O enciclopedista não define, contudo, um tratamento generalizado para ordenada, para 

curvas quaisquer, que não tenham um ponto central de referência, como a espiral, ou um ponto 

central de simetria, como na parábola. A ausência de um tratamento analítico sobre o verbete 

também não favorece nenhuma relação entre a reta e os números. 

D’Alembert retoma outros pontos importantes da matemática analítica em termos 

como Algebrique: 

 

Curva algébrica é uma curva na qual a razão entre abscissas e ordenadas, pode ser 

determinada por uma equação algébrica. Veja CURVA (Encyclopédie, tomo 1, pág. 

262, 2ª coluna, tradução nossa) 

 

O que nos revela que os papéis de abscissa e ordenada têm os significados 

semelhantes aos nossos atuais, em especial quando falamos de função e gráfico. Talvez fosse 

importante revelar que Wolff também trabalha curva algébrica como uma curva que possui uma 

relação ‘algébrica’ entre abscissa e ordenada. Mas o que é mais pertinente nesse sentido é que 

esse é um dos trechos copiados da Cyclopædia, ou seja, confirma-se que d’Alembert não 

acrescenta nenhuma novidade nesse verbete. Podemos observar essa situação claramente ao 

compararmos ambos os artigos:  

ALGEBRIQUE : adj. m. aquilo que pertence à Álgebra. Veja ÁLGEBRA. Assim, diz-

se caracteres ou símbolos algébricos, curvas algébricas, soluções algébricas. Veja 

CARACTER, &c. Curva algébrica é uma curva na qual a razão entre abscissas e 

ordenadas, pode ser determinada por uma equação algébrica. Veja CURVA. Também 

são chamados de linhas ou curvas geométricas. Veja GEOMÉTRICO. As curvas 

algébricas são opostas às curvas mecânicas ou transcendentes. Veja MECÂNICA e 

TRANSCENDENTE.48 (Encyclopédie, Tomo 1, pág. 262, 2ª coluna, Algebrique, 

tradução nossa). 

 
ALGEBRAICAL, algo que relaciona-se com Álgebra. Veja ÁLGEBRA. Então, dizemos, 

caracteres ou símbolos algébricos, curvas algébricas, soluções algébricas. Veja 

CARACTER. Curva algébrica é uma curva, na qual a razão das abscissas com as semi-

ordenadas, pode ser determinada por uma Equação Algébrica. Veja CURVA. Essas são 

chamadas também de Linhas ou curvas Geométricas. Veja GEOMÉTRIQUE. Curvas 

algébricas estão em contraposição às Mecânicas ou Transcendentais. Veja MECÂNICA, 

                                                 
48 ALGEBRIQUE adj. m. ce qui appartient à l'Algebre. Voyez ALGEBRE. Ainsi l'on dit caracteres ou symboles 

algébriques, courbes algébriques, solutions algébriques. Voyez CARACTERE, &c. Courbe algébrique, c'est une 

courbe dans laquelle le rapport des abscisses aux ordonnées, peut être déterminé par une équation algébrique. 

Voyez COURBE. On les appelle aussi lignes ou courbes géométriques. Voyez GEOMETRIQUE. Les courbes 

algébriques sont opposées aux courbes méchaniques ou transcendantes. Voyez MECHANIQUE & 

TRANSCENDANT. As curvas algébricas são opostas às curvas mecânicas ou transcendentes. Veja 

MECÂNICA e TRANSCENDENTE. 



68 

e TRANSCENDENTAL.49 (Cyclopædia, tomo 1, pág. 60, 2ª coluna, Algebraical, tradução 

nossa) 

 

Em termos de originalidade, d’Alembert tem um destaque ao ser o primeiro desses 

enciclopedistas analisados a dar um significado à palavra Coordonées: 

 

adj. pl. (Géom.) chamam-se deste nome comum as abscissas e as ordenadas 

de uma curva (Veja ABSCISSA & ORDENADAS), que fazem um ângulo 

reto ou não. A natureza de uma curva se determina pela equação entre suas 

coordenadas. Veja CURVA. Chamam-se coordenadas retangulares, aquelas 

que formam um ângulo reto. (O)50 (Encyclopédie, tomo 4, pág. 177, 

Coordonées, tradução nossa).  

 

Percebemos que a noção de coordenadas parece ganhar um espaço mais relevante 

na matemática, uma vez que o dicionário de Wolff e a enciclopédia de Chambers, anteriores à 

de d’Alembert, não contemplavam essa noção. O uso da álgebra para descrever lugares 

geométricos já se mostra usual no contexto de d’Alembert. Esse reconhecimento nos mostra 

que a geometria analítica é uma prática que tem maior legitimidade na segunda metade do 

século XVIII do que em relação à primeira metade. O dicionário matemático de Klügel nos 

mostrará que esse termo também se mostra presente em seu contexto, ao lado de outras noções 

relevantes na análise algébrica. 

 

 

II.4 – KLÜGEL: Mathematisches Wörterbuch (1803 – 1808) 
 

Georg Simon Klügel (1739 – 1812) é herdeiro de uma corrente alemã que buscava 

legitimar o método analítico. Pertencera ao mesmo círculo alemão de matemáticos que Wolff 

e Karsten, embora o tempo tenha separado Wolff e Klügel. Por exemplo, os três pertenceram à 

mesma universidade. Klügel foi sucessor da cadeira de Karsten na Universidade de Halle. 

Assim, não é surpreendente que esses três matemáticos apresentassem trabalhos com algumas 

interseções. 

                                                 
49 ALGEBRAICAL, something that relates to Algebra. See ALGEBRA. In this Sense, we say, Algebraical 

Characters, or Symbols. See CHARACTER. ALGEBRAICAL Curve, is a Curve, wherein the Relation of the 

Abscisses to the Semiordinates, may be defined by an Algebraical Equation. See CURVE. These are also called 

Geometrical Lines. See GEOMETRICAL Lines. Algebraical Curves stand contradistinguish’d to Mechanical or 

Transcendental ones. See MECHANICAL, and TRANSCENDENTAL. 
50 adj. pl. (Géom.) on appelle de ce nom commun les abscisses & les ordonnées d'une courbe (Voyez 

ABSCISSES & ORDONNEES), soit qu'elles fassent un angle droit ou non. La nature d'une courbe se détermine 

par l'équation entre ses coordonnées. Voyez COURBE. On appelle coordonnnées rectangles, celles qui font un 

angle droit. (O) 
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Klügel foi muito crítico dos autores ingleses, que, por tradição, trabalhavam quase 

que exclusivamente pelo método sintético. Para nosso trabalho, Klügel se torna ainda mais 

relevante pela sua concepção sobre os números negativos:  

 

Klügel apontou que uma das razões metodológicas essenciais para a concepção de 

números negativos foi o esforço de generalização em matemática, para resumir e ao 

mesmo tempo abordar e resolver os problemas relacionados, assim identificando o 

conceito de números negativos como uma expressão privilegiada do método 

analítico51 (SCHUBRING, 2005, p. 139, tradução nossa).  

 

Klügel parece motivado em abraçar o método analítico pela sua generalidade na 

resolução de problemas. Os números negativos entram como fruto dessa generalização 

algébrica. Ou seja, ele parece ter o mesmo objetivo que os matemáticos franceses, contudo: “ele 

não citar qualquer autor francês”52 (SCHUBRING, 2005, p. 139). 

É curioso pensar que a matemática francesa – pelo menos no conjunto de 

matemáticos do(s) círculo(s) de influência de D’Alembert, Reyneau ou Cramer – estivera 

preocupada com as mesmas questões que o círculo alemão composto por Klügel, contudo seus 

trabalhos são ignorados nas publicações de Klügel. É apropriado ressaltar que isso não implica 

que Klügel não tivera acesso a essa produção francesa. Mas talvez possamos entender como 

um reflexo da rivalidade entre essas duas nações. 

Ele é autor de uma importante enciclopédia matemática – Mathematisches 

Worterbuch53  – publicada no início do século XIX em 4 volumes, onde o último divido ainda 

em dois livros, totalizando 5 (1803 – 1808).  

A sua enciclopédia, ou dicionário em tradução literal, segue tem algumas 

semelhanças com a de Wolff. Ele também a publica em língua alemã, seus verbetes em maioria 

possuem um radical germânico e muitos verbetes são comuns ao dicionário de Wolff. Contudo, 

podemos observar diferenças significativas. 

A publicação de Klügel é feita quase um século após a enciclopédia alemã. Entre 

esse período, diversas enciclopédias (em especial, alemãs, francesas e inglesas) foram 

publicadas. A sua produção tem como referência muitas questões que foram aprofundadas no 

                                                 
51 Klügel pointed out that one of the essential methodological reasons for conceiving of negative numbers was 

the striving for generalization in mathematics, toward summarizing and concurrently treating and solving related 

problems, thus identifying the concept of negative numbers as a prime expression of the analytic method 
52 “he did not quote any French author at all” 
53 Mathematisches Wörterbuch oder Erklärung der Begriffe, Lehrsätze, Aufgaben und Methoden der Mathematik 

mit den nöthigen Beweisen und literarischen Nachrichten begleitet in alphabetischer Ordnung, que literalmente 

pode ser traduzido como: Dicionário de matemática ou explicação dos termos, teoremas e tarefas e métodos 

matemáticos, com as demonstrações obrigatórias e as notícias literais acompahadas em ordem alfabética 
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próprio século XVIII, como a questão dos números negativos, as contribuições no campo 

geometria analíticas são alguns exemplos de assuntos que nos interessam. 

Klügel, no entanto, tenta ir além de uma exposição superficial dos verbetes 

matemáticos. (SCHUBRING, 1998) Ele propõe incluir como os assuntos em matemática se 

relacionam, suas abordagens, suas aplicações e incluir também as demonstrações. Nesse 

sentido, ele tenta abranger todas as áreas da matemática, pura ou aplicada – como ele próprio 

distingue – em uma única coletânia. De certa forma, seu dicionário quase se assemelha a um 

livro didático, embora a estrutura, apresentação e seu objetivo sejam categoricamente de uma 

enciclopédia. 

Traçaremos um perfil das realizações já institucionalizadas do século XVIII 

reunidos no Mathematisches Wörterbuch de acordo com o seu nível de profundidade proposto. 

Selecionamos alguns verbetes chaves para tentarmos identificar conceitos próprios da noção de 

reta numérica, baseado nas observações efetuadas até aqui. As transcrições dos verbetes no 

original se encontram em anexo. 

No verbete Axe (KLÜGEL, 1803, tomo 1, p. 240), o autor a define inicialmente 

como uma linha reta que divide a figura em duas partes iguais, utilizando as cônicas como 

exemplos de figuras geométricas que possuem eixo: parábola, hipérbole, elipse e círculo e ainda 

observando que figuras como hipérbole e elipse admitem dois eixos ortogonais, enquanto o 

círculo admite infinitos eixos. Ou seja, uma abordagem tradicional do sentido de eixo. Contudo, 

Klügel nos mostra um uso estendido para além da noção da geometria clássica. 

Klügel admite que curvas não simétricas podem admitir um eixo. Assim, se utiliza 

da noção de eixo como uma reta suporte para um sistema de coordenadas, definindo assim um 

par de eixos para as abscissas e para as ordenadas, independente da curva em questão. 

Semelhante ao tratamento que pode ser observado em outros autores, coloca em questão que o 

par de eixos podem admitir um ângulo reto ou oblíquo, contudo, desde que esse ângulo de 

incidência permaneça o mesmo para todas as abscissas e ordenadas. 

No verbete Coordinaten (KLÜGEL, 1803, tomo 1, p. 556) que observamos as 

definições propriamente dos conceitos abscissa (Abscissen) e ordenada (Ordinaten). Segue 

então uma abordagem clássica inicialmente, definindo a partir do eixo de simetria das cônicas 

e estende essa noção para curvas quaisquer. É justamente na relação entre as abscissas e as 

ordenadas que Klügel define a natureza da linha curva:  

 

Coordenadas de uma linha curva de curvatura simples são sequências contínuas de 

pares de linhas retas, nas quais a sequência tomada de linhas retas numa linha curva 

são adjacentes por um ponto dado, e a outra com uma sequência sob um ângulo 
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constante, reto, ou oblíquo. A razão das imagens das linhas determinam a natureza da 

linha curva. Para a geometria a representação analítica da representação de todos os 

pontos de uma linha curva é muito importante porque as propriedades das linhas 

curvas podem ser derivadas pelas propriedades da equação, e pelas duas ou mais 

linhas conectadas pela mesma posição, seus pontos de interseçao e de contato podem 

ser determinados pela combinação de suas equações. [...] Se a linha curva está no 

mesmo plano, então (Fig, 84 Tab. VI.) apenas dois eixos de coordenadas AX, AY são 

necessários. Para um ponto M numa linha curva LMN há de se traçar uma linha MP 

paralela com uma linha passando com um eixo AY até o outro eixo AX em P. Assim, 

AP e PM estão cada um uma linha surginda das duas sequencias das coordenadas. 

Traça-se MR paralela com AX até AY em R, então AR e RM são também pares de 

coordenadas. A linha AP é a abscissa e PM a ordenada; ou ainda, AR é a abscissa, e 

MR a ordenada (KLÜGEL, tomo 1, p. 556 – 557, Coordinaten, grifos nossos).  
 

 

KLÜGEL, 1803, tomo 1,  Tab. VI, Fig. 84 

 

Podemos concluir que Klügel, devido à sua abrangência, inclui um tratamento 

clássico, dos antigos, para os termos matemáticos, mas também reconhece um uso mais atual 

para os verbetes, que inclui um tratamento algébrico/analítico. Essa natureza das curvas parece 

ser uma herança da geometria cartesiana, como bem veremos em outros autores a seguir. O fato 

de considerar esses termos abscissa e ordenada, como determinando a natureza da curva é o que 

muitos autores utilizam no século XVIII quando se propõe a fazer um estudo das linhas curvas 

por relações algébricas. 

É interessante observar pela sua figura 84 que seu sistema de coordenadas tem uma 

forma semelhante ao nosso plano cartesiano. Observamos que o fato dele cosiderar um sistema 

ortogonal a fim de ilustração não exclui 

Nesse mesmo verbete ele apresenta a figura 85 que possui um par de eixos para as 

coordenadas que formam um ângulo oblíquo: 
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KLÜGEL, 1803, tomo 1,  Tab. VI, Fig. 85 

  

Algo que se distaca em relação ao tratamento de Klügel é o número de figuras. O 

autor tem uma preocupação de ser bastante ilustrativo nas explicações. Por exemplo, 

proporcionalmente comparando, somente no primeiro volume podemos encontrar 132 figuras 

distribuídas em 8 pranchas, sendo que o primeiro volume contém apenas os verbetes iniciados 

por A a D. As demais publicações analisadas carecem de um número tão elevado de figuras. 

Esse é outro fator que nos confirma o perfil didático de seu dicionário.  

 

DIÂMETRO Uma linha curva está em relação a uma outra o seu diâmetro, se a soma 

dos produtos das partes positivos entre as duas linhas retas paralelas é tão grande 

quanto com a soma das partes negativas, em relação a um número definido de seções 

combinadas. O diâmetro da linha curva é uma cônica, se cada duas seções são 

multiplicados entre si54 (KLÜGEL, vol. 1, pág. 940, tradução nossa). 

 

O conceito de diâmetro se estende para além da circunferência, como já era assim 

apresentado nas outras enciclopédias. Ele nos interessa aqui, pois Klügel faz uma distinção 

entre números positivos e negativos em um tratamento geométrico. Excepcionalmente, esse 

verbete acaba fugindo do padrão que acabamos de elogiar em seu trabalho. O artigo carece de 

figura e torna o entendimento demais complicado. Ficamos refém de uma interpretação 

duvidosa sobre o significado desses produtos entre as grandezas envolvidas. Ou seja, não há 

uma definição clara sobre o que se entende com a soma dos produtos das partes positivas e 

negativas. O que percebemos é que, implicitamente, fica estabelecido uma linearidade 

                                                 
54 DURCHMESSER Eine krumme Linie ist in Beziehung auf eine andere ihr Durchmesser, wenn die Summe der 

positiven Producte aus den zwischen beiden enthaltenen Abschnitten gerader parallelen Linien so groß ist als die 

Summe der negativen, bey einer bestimmten Anzahl der combinirten Abschnitte. Der krummlinichte 

Durchmesser ist ein Kegelschnitt, wenn je zwey Abschnitte in einander multiplicirt werden. 
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preservando a noção de que valores positivos estão em um sentido e em outro os valores 

negativos, uma vez que o autor divide em duas partes – positivas e negativas. O que nos 

interessa, pois comprova uma visão sobre a correspondência de números positivos e negativos 

sobre uma linha reta que pode corresponder à nossa noção de reta numérica. 

O último verbete que esperávamos encontrar alguma contribuição para o nossa 

pesquisa foi Linearisch (linearidade):  

 

LINEARIDADE O termo ‘linear’ é usado para números, para problemas [de 

construções geométricas] e para equações [álgebra]. Um número linear é um tal que 

é representado geometricamente por uma linha reta, no entanto números “planos” e 

números “espaciais” são representados por áreas e sólidos. Isso é atualmente 

desatualizado. Um problema linear é um que geometricamente atravessa o ponto 

médio entre duas linhas retas. Desse tipo todos os problemas que apenas levam a 

equações do primeiro grau. Uma equação linear entre duas grandezas variáveis é tal 

que ambas estão na primeira potência, como P𝑦 + 𝑄 = 0, onde P e Q estão em função 

uma da outra da grandeza variável x apenas ( KLÜGEL, tomo 3, p. 446, Linearisch, 

tradução e sublinhado nosso).  
 

Na frase em destaque há uma clara relação entre aritmética e geometria. Ele define 

o que seria número linear e o define como podendo ser representado como uma linha reta. Um 

tratamento que já vimos ter sido feito em outros verbetes, como “Coordenadas”, que expressava 

a relação entre segmento de reta com números reais. É interessante ressaltar que o próprio autor 

não considera mais uma questão pertinente a distinção entre a distinção clássica entre números 

lineares, planos e espaciais, que está ‘fora de moda’ preservar o princípio da homogeneidade.  

Por fim, achamos que seria conveniente entender o que o autor entende por número, 

para que possamos concluir nossa análise sobre essa obra:  

 

NÚMERO Número (Numerus). O conceito do número sempre surge por associação 

de várias coisas próximas ou juntas, que são ou totalmente iguais e de mesma natureza, 

ou onde não se considera as diferencias entre eles enquanto devem ser unidos em um 

numero;  surge assim também, o que é o mesmo, com a ideia de repetição ou 

multiplicação de uma e mesma coisa, o que será nomeado geralmente por A. Agora 

pode-se imaginar ou a quantidade própria gerada pela repetição do A ou que seja 

causado pela repetição do tamanho de um si, ou somente o conjunto das repetições. O 

primeiro caso chama-se um número nomeado, concreto ou impuro, e A é a sua 

unidade; o segundo caso é chamado um número abstrato ou puro. Segue que em cada 

número concreto é implicado um número abstrato, e pode-se representar cada número 

concreto por N = nA, se o numero concreto seja denotado por N, este numero abstrato 

por n e a unidade por A; por simplesmente justapondo os símbolos n e A indica-se, 

como é bem conhecido, a repetição ou multiplicação da quantidade A por n vezes. Por 

outro lado, cada número abstrato pode ser entendido como um número concreto, 

quando se relaciona esse número com uma quantidade definida como unidade.55 

(KLÜGEL, 5. Theil, 2. Band, pág. 1053 – 1161, Zahl, tradução nossa).  

                                                 
55 Zahl (Numerus). Der Begriff der Zahl entsteht überhaupt durch die Vorstellung des Neben- oder Beiein- 

anderseyns mehrerer Dinge, welche entweder wirklich völlig gleich und gleichartig sind, oder auf deren 

Verschiedenheit, insofern sie zu einer Zahl vereinigt werden sollen, wenigstens keine Rücksicht genommen 
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Esse verbete foi selecionado para complementar a análise do verbete anterior. Para 

isso, parece ser necessário compreender um pouco o que Klügel entende por número. É 

importante ressaltar nesse caso que Klügel parece ter uma concepção nada trivial do que se trata 

número. Ele utiliza mais de 100 páginas (das pág. 1053 a 1161, KLÜGEL, vol. 5, 2ª parte) para 

explicar o que se pode entender como números e dá exemplos de usos distintos dos números, 

como o caso de congruência de números inteiros, o teorema de Fermat e Wilson para números 

primos, sobre progressões aritméticas, e, dentre outras aplicações para o seu extenso conceito 

de número. Inclui até uma sessão dedicada à história da matemática (Historische 

Bemerkungen), ainda dentro do verbete ZAHL. 

Ou seja, ainda que Klügel possa ter uma concepção bastante ampla sobre o que 

significam os números, a identificação de números com a reta não ocorre em seu trabalho. O 

mais próximo que temos de relevante em seu trabalho para a composição da reta numérica é 

seu tratamento algébrico sobre curvas no verbete de coordenadas. 

Percebemos que o autor reconhece a matemática algébrica, bastante desenvolvida, 

no século anterior como parte integrante, legítima, da matemática. Os estudos sobre curvas e 

seu tratamento algébrico estão inseridos em seu dicionário, ainda que pareça disputar espaço 

com a matemática clássica. Portanto, ele nos confirma que essa matemática que propõe uma 

unificação da álgebra e da geometria já se encontra institucionalidade na matemática até o final 

do século XVIII. De fato, iremos confirmar essa tese com os próximos autores estudados, 

principalmente quando observarmos os livros didáticos e seus estudos analíticos sobre as 

curvas. 

 

 

 

                                                 
wird;also auch, was dasselbe ist, durch  die Vorstellung der Wiederholung oder Vervielfachnug eines und 

desselben Dinges, welches im [pág. 1054] Allgemeinen durch A bezeichnet werden soll. Nun kann man sich 

aber entweder die durch Wiederholung des A entstandene Größe selbst, oder auch bloß die Menge der 

Wiederholungen vorstellen. Das Erste heißt eine benannte, concrete oder auch unreine Zahl, und A ihre Einheit ; 

das Zweite wird eine unbenannte, abstracte oder reine Zahl genannt. In jeder benannten Zahl ist folglich eine 

unbenannte enthalten, und man kann also, wenn jene durch N, diese durch n, die Einheit durch A bezeichnet 

wird, jede benannte Zahl durch N = nA darstellen, indem durch das bloße Nebeneinandersetzen der Symbole n 

und A bekannntlich die n malige Wiederholung oder Vervielfachung der Größe A angedeutet wird. Umgekehrt 

kann jede unbenannte Zahl als eine benannte betrachtet werden, wenn sie auf eine bestimmte Größe als Einheit 

bezogen wird. 
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CAPÍTULO III 

 

III – Livros de aprofundamento 
 

III.1 – EULER: Introductio in analysin infinitorum (1748) e Institutiones 
calculi differentialis (1755) 
 

Leonard Euler (1707 – 1783) foi um matemático que merece um destaque especial 

para a história da matemática. Suas contribuições permeiam uma ampla gama de assuntos, 

fossem eles em forma de artigo, livros matemáticos ou livros-textos. Foi um autor bastante 

reconhecido pelas comunidades matemáticas de sua época. Foi um pivô fundamental na 

legitimação do método analítico. 

Figuras tão distintas na história da matemática merecem talvez uma preocupação 

extra quando citados. Podemos reconhecer nos trabalhos de Euler uma prática instrumental com 

a álgebra muito semelhantes a de tempos atuais, o que talvez nos leve a concepções falaciosas. 

Um exemplo pode ser observado em FERRARO, 2004: 

 
Após Descartes ter mostrado como homogeneidade dimensional pode ser contornada 

(veja Bos [1974, 7]), presumiu-se que qualquer quantidade poderia ser representada 

por linhas. Essa ideia também foi compartilhada por Euler (ver Institutiones calculi 

differentialis [1755, 65]): em seu texto quantidade foi modelada no segmento de linha 

reta (ou um pedaço de uma linha curva, para certas propriedades de quantidades, de 

tal maneira que uma quantidade vai a zero)56 (FERRARO, 2004, p. 37, tradução 

nossa). 

 

É interessante observar que essa mesma interpretação do autor da citação acima 

coincide com a interpretação presente na motivação deste trabalho. Nela, os autores Yannis 

Thomaidis e Constantinos Tzanakis, 2007, nos apresentam que essa mesma noção de reta 

numérica teria sido trabalhada por Euler, quando esse expõe uma sequência numérica. 

Giovanni Ferraro talvez tenha sido demais ousado em sua afirmação em que Euler 

teria se apoiado no conceito de reta para justificar a noção de quantidade. Ao contrário do que 

sugere, Euler em seu tratado Institutiones calculi differentialis57 (1755) não se utiliza de 

                                                 
56 After Descartes had showed how dimensional homogeneity could be circumvented (see Bos [1974, 7]), it was 

assumed that any quantity could be represented by lines. This idea was also shared by Euler (see Institutiones 

calculi differentialis [1755, 65]): in his writings quantity was modeled on the segment of a straight line (or a 

piece of a curved line, for certain properties of quantities, such as the way in which a quantity goes to zero). 
57 Institutiones calculi differentialis cum eius usu in analysi finitorum ac doctrina serierum, cuja tradução seria 

Cálculo diferencial com aplicação na análise finitia e o ensino de séries 
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segmentos ou linhas retas para modelar os números (ou quantidades). Na repectiva pág. 65 

citada pelo autor da citação, Euler está descrevendo propriedades de somatório de frações e não 

faz nenhuma menção à reta, segmento ou curva. 

 

 
EULER, 1755, fragmento da pág. 65. 

 

Nem tampouco no parágrafo 65, como poderíamos encontrar uma base que 

sustentasse a citação. Mesmo que o autor talvez estivesse se referindo ao parágrafo 65, também 

não nesse trecho uma alusão à geometria e, portanto, à alguma caracterização da noção de 

quantidade por segmentos. Nele observamos se tratar de propriedades também a respeito de 

somatórios: 
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EULER, 1755, fragmento das pág. 62 – 63. 

 

No entanto, não podemos excluir a possibilidade do autor estar se apoiando em outra 

edição, apesar da mesma datação. Isso poderia nos levar a uma incompatibilidade na numeração 

das páginas. Em uma busca minuciosa, encontramos argumentos que talvez possam vir a 

sustentar a ideia de Ferraro. 

No parágrafo 98, Euler explora a ordem dos números, às vezes chamando de 

números (Numerorum) e às vezes chamando de quantidades (Quantitates), incluindo positivos 

e negativos. Uma ordenação que reconhecemos até hoje como sendo apropriada: 

“Consideremos primeiro a série de números naturais, que juntos será para trás continuada etc, 

-4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +etc.”58 (Euler, 1755, p. 87 – 89, tradução nossa) 

Nesse tratado de 1755, Euler explora as propriedades dos números apenas do ponto 

de vista algébrico. O fato de não haver figuras em anexo nesse trabalho reforça essa tese. Essa 

ordenação dos números naturais – que poderíamos entender como números inteiros para nossa 

matemática atual – é apenas uma sequência numérica, não tendo o próprio Euler caracterizado 

nesse tratado essa ordem como uma propriedade geométrica, tampouco associada a pontos, ou 

                                                 
58 Consideremus primum seriem numerorum naturaliam, quae simul retro continuata erit &c, -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 

+3 +4 +&c. 
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intervalos, de reta numérica. No entanto, não podemos por esse trabalho de Euler que ele não 

tenha feito essa relação. 

Retomando em paralelo o trabalho dos gregos (THOMAIDIS; TZANAKIS, 2007), 

podemos observar com cuidado que Euler tem a pretensão apenas de trabalhar com a noção de 

sequência numérica. Seria demais exagero afirmar que essa sequência constitui a própria noção 

de reta, uma vez que não há nenhum indício que nos aponte nessa direção, como um registro 

gráfico ou uma interpretação geométrica. 

Essa ordenação certamente é um passo importante se quisermos identificar 

características próprias do conceito contemporâneo de reta numérica. Euler, de fato, trabalha 

com aspectos relevantes para nós no campo da geometria analítica. É revelador que os demais 

autores (gregos e italiano) afirmem exageradamente suas suposições, mas que Euler faz um 

tratamento mais próximo desse aspecto em seu outra obra, mas não na obra apontada pelos 

artigos. Não parece ser nesse livro do matemático suíço que encontramos vestígios que nos 

aponte uma relação entre os números com retas, ou segmentos de retas. O que nos mostra que 

devemos ter cuidado para não assumirmos levianamente o que o autor não chega a dizer 

explicitamente. 

Não queremos dizer que Euler jamais trabalhara com a relação álgebra e geometria. 

Ferraro talvez algum ponto de razão a respeito dessa afirmação, se considerarmos as obras de 

Euler de maneira geral. Em um livro anterior, Introductio in analysin infinitorum59 (1748), 

especificamente no livro 2, Euler faz uso corrente de álgebra com geometria. Explica com 

detalhes a relação entre um intervalo de linha reta com os números. É um trabalho bastante 

relevante na direção em identificar essa característica comum com a noção de reta numérica. 

Euler vai além dos demais autores no uso dos verbetes abscissa, aplicada, eixo, 

coordenadas e origem do sistema. Ele não se restringe ao uso desses termos às cônicas, como 

vemos na maioria dos autores do século XVIII. Ele os utiliza como componentes para 

construções geométricas a partir de relações algébricas. Assim, esses conceitos ganham um 

papel muito semelhante ao que utilizamos hoje.  

 

 

EULER, 1748, Tab. I, Fig. 1 

                                                 
59 Introdução à análise infinita 
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2. Seja x uma quantidade variável que é representada pela linha RS, então é claro que 

qualquer valor determinado de x que é real pode ser representado por um intervalo da 

linha RS. Por exemplo, se P é idêntico com o ponto A o intervalo AP desaparece e 

representa o valor x = 0. Quanto mais afastado do ponto A for o ponto P, maior o 

determinado valor de x é representado pelo intervalo AP. 

O intervalo AP é chamado de abscissa. 

As abscissas exibem os valores determinados de x.60 (Euler, 1755, p. 3, tradução 

nossa) 

 

Em especial para nosso trabalho, observa-se que ele define as abscissas e ordenadas 

a partir de segmentos de reta ao mesmo tempo que os exprime em valores numéricos, por 

exemplo “x = 0” (p. 4) e “y = 0” (p. 5). Ou seja, Euler faz uma identificação entre geometria e 

aritmética, que é bastante pertinente para a construção de reta numérica. Contudo, precisamos 

observar que nas pranchas esses valores não ficam explícitos. Isto é, fica a cargo do texto fazer 

essa relação entre aritmética e geometria, mas fica exclusivamente um tratamento geométrico 

nas pranchas. 

No parágrafo 3, Euler mostra uma legitimidade geométrica no conceito de número 

negativo. Se tomando uma direção para o segmento representado para a abscissa ele 

corresponde a valores positivos, no sentido contrário define como valores negativos: “Iremos 

representar valores positivos de x cortando intervalos à direita de A e valores negativos por 

intervalos Ap à esquerda de A.”61 (EULER, 1748, p. 4) Analogamente, Euler também define 

valores positivos e negativos para as ordenadas, que no caso as chama de aplicadas62: “De um 

modo similar, quando os valores de x são negativos, representadas por aplicadas acima de RS, 

se são positivos, mas deve ser estabelecida abaixo da reta RS, com pm: a menos que algum valor 

de x, com – x = AE, faz y = 0, a Aplicada desaparece.”63(EULER, 1748, p. 5) 

 

                                                 
60 2. Sit igitur x quantitas variabilis, quae per rectam indefinitam (pag. 4) RS repraesenteur, atque manifestum est 

omnes valores determinatos ipsius x, qui quidem sint reales, per portiones in recta RS abscidendas repraesentari 

posse. Scilicet, si punctum P in ipso puncto A capiatur, intervallum AP evanescens exhibebit valorem x = 0; quo 

magis autem punctum P ab A removetur, eo major valor determinatus ipsius x intervallo AP repraesentabitur. 

Vocantur autem haec intervalla AP, ABSCISSAE. Atque ideo Abscissae exhibent variabilis x valores 

determinatos. 
61 “Quod si autem valores affirmativos opsius x ab A dextrorsum progrediendo abscindamus, intervalla Ap 

finistrorsum abscissa valores ipsius x negativos exhibenbunt.” 
62 Aplicatas 
63 “Simili modo valores ipsius y, qui valoribus negativis ipsius x respondent, repraesentantur per aplicatas supra 

RS positas, si sint affirmativi, contra autem infra rectam RS constitui debent, ut pm: sin autem, pro quopiam 

ipsius x valore, ut – x = AE, fiat y = 0, tum ibi longitudo Applicatae evanescit.” 
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EULER, 1748, Tab. I, Fig. 2 

 

Euler é bem detalhista em sua explicação sobre o sistema de coordenadas, sobre 

como se relacionam os intervalos horizontais (abscissa) com os verticais (aplicadas). Ele 

considera, que se pode tomar um sistema de coordenadas ortogonais ou mesmo oblíquas, 

considerando a inclinação das aplicadas  sobre as abscissas: “Nesse caso, chama-se normal ou 

ortogonal aplicada, se forma um ângulo reto com o Eixo. Quando a aplicada PM forma um 

ângulo oblíquo com o Eixo, a aplicada é chamada oblíqua. Vamos constantemente explicar a 

natureza das curvas com Aplicadas ortogonais, exceto quando indicarmos o contrário.”64 

(EULER, 1748, p. 7, tradução nossa) 

O fato de Euler trabalhar em seu livro com um sistema ortogonal, nos mostra um 

plano cartesiano de forma ainda crua, de um ponto de vista teleológico. As ordenadas sobre 

uma reta horizontal e as aplicadas seguindo uma direções verticais, perpendiculares ao eixo das 

abscissas é uma prática semelhante com a nossa. Devemos ressaltar ainda que ambos ainda 

encontramos diferenças significativas. 

Nas pranchas de Euler, não encontramos o mesmo tratamento numérico que em seus 

textos. Não observamos nenhum exemplo de figura com a enumeração de pontos, exceto 

quando chegamos à figura 104, na prancha XXV: 

                                                 
64 Vocantur autem hoc casu Applicatae normales seu orthogonales, quia cum Axe angulum rectum constituunt; 

cum enim simili mod Applicatae PM ad angulum obliquum cum Axe constitui possint, hoc casu Applicatae 

obliquangule vocantur ; hic vero constanter naturam curvarum per Applicatas orthogonales explicabimus, nisi 

expressis verbis contrarium indicetur. 
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EULER, 1748, Tab. XXV, Fig. 104 

 

Na figura os pontos são enumerados de forma bastante significativa. Os pontos 

contêm índices sobrescritos, em vez de uma maneira atual com índices subescrtos. Os pontos 

representados pela letra A são enumeradas em um sentido conforme: A1, A2, A3, etc. O que se 

destaca em sua escrita é admitir que os índices podem ser positivos como também negativos. 

Ou seja, em sentido oposto à enumeração de índices positivos, a enumeração segue conforme: 

A–1, A–2, A–3, etc. Analogamente essa enumeração com números inteiros (positivos e negativos) 

se faz com os pontos com as letras A, F e M. 
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Essa enumeração não é o que esperávamos para uma enumeração da reta numérica. 

Ainda assim podemos considerar como um passo importante na construção explícita de reta 

numérica nas figuras como fazemos hoje. O que se torna relevante destacar é o fato de Euler, 

na primeira metade do século XVIII, aplicar a ordem dos números (inteiros) em uma 

enumeração. Ele se torna pioneiro em uma enumeração que utiliza números negativos nas suas 

pranchas, que seguem uma tradição clássica e, portanto, não se utilizam normalmente números 

negativos – esse conceito que estaria em uma fase de legitimação para a matemática da época. 

Euler se utiliza de uma enumeração dos pontos (em ambos os sentidos) nesse 

momento no capítulo XXI sobre curvas transcendentais, especificamente uma propriedade 

sobre a periodicidade de uma determinada curva senoide. 

 

Vamos tomar a reta CAB como Eixo, e A como início ; primeiro, x = 0, a Aplicada 

AA¹ = πa , AA² = 2πa, AA³ = 3πa, etc. Na outra parte AA–1 = πa , AA–2 = 2πa , AA–3 = 

3πa ; etc. : de modo que a Curva passa por cada ponto65 (EULER, 1748, p. 296, 

tradução nossa). 

 

É importante nesse momento recapitular que enumeração de pontos correspondentes 

a ângulos é uma prática comum nas pranchas do século XVIII. Logo, não seria tão 

surpreendente assim suspeitar que a enumeração de Euler viria no momento que ele explica 

sobre a propriedade de uma curva que viria de uma variação do ângulo. Ou seja, o valor da 

abscissa corresponde a um ângulo, o que poderia legitimar o uso de uma enumeração na sua 

prancha: “Vamos considerar somente a mais simples das curvas desse gênero, como 
𝑦

𝑎
=

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
𝑥

𝑐
 ; onde a Aplicada y é proporcional ao Arco de Círculo, cujo seno é 

𝑥

𝑐
 66” (EULER, 

1748, p. 295, tradução nossa). 

Uma última observação a respeito da enumeração de Euler para esses pontos é dado 

que Euler não se utiliza de um ponto A0 para demarcar a origem de seu sistema de enumeração. 

Ele apenas se refere a esse ponto intermediário como o ponto A, o que se faz distinguir muito 

de nossa enumeração atual, uma vez que sempre denotamos o valor intermediário entre os 

valores positivos e os valores negativos pelo número 0. 

 Euler parece ser o primeiro autor que identificamos utilizando uma enumeração 

com números negativos em suas pranchas. Somente iremos identificar esse mesmo uso dos 

                                                 
65 Sumta ergo recta CAB pro Axe, & A pro Abscissarum principio ; erunt primo , posito x = o , Aplicatæ AA¹ = π 

a , AA² = 2π a, AA³ = 3π a; &c. Itemque ex altera parte AA–1  = π a , AA–2  = 2π a , AA–3  = 3π a ; &c. : atque per 

singula hæc puncta Curva transibit. 
66 Consideremus enum simplicissimam tantum hujus generis æquationem hanc 

𝑦

𝑎
= 𝐴 𝑠𝑖𝑛.

𝑥

𝑐
 ; ita ut Aplicata y sit 

proportionalis Arcui Circuli, cujus Sinus est 
𝑥

𝑐
 . 
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números negativos explicitamente nas figuras no século XIX, embora outros autores do século 

XVIII utilizem em suas construções algébricas o uso dos números negativos. 

 

 

III.2 – CRAMER: Introduction à l'analyse des lignes courbes algébriques 
(1750) 
  

Gabriel Cramer (1704 – 1752) é um autor que, a princípio, foge de nosso recorte 

geográfico – França e Alemanha – por ser um matemático suíço. Contudo, sempre esteve ligado 

à comunidade francesa, uma vez que pertencera ao lado francês da suíça. No que diz respeito 

ao estudo de curvas, é autor da obra Introduction à l'analyse des lignes courbes algébriques 

(Introdução à análise de linhas curvas algébricas, 1750). Esse livro nos chamou a atenção em 

especial, pois foi a obra mais citada pelos demais autores observados em nossa pesquisa, ao 

lado do livro de Euler sobre o mesmo assunto mencionado anteriormente. O livro de Cramer 

foi rapidamente disseminado por toda França, em função do idioma em que foi publicado e de 

sua qualidade expositiva, voltada para um público mais amplo de nível escolar. Podemos 

observar que a influência desse livro foi além das fronteiras francesas, sendo citado, por 

exemplo, por Chambers na Inglaterra e por Hube, Kästner  e Klügel no lado alemão. 

Cramer elabora um manual sobre como relacionar linhas geométricas com 

expressões algébricas e vice-versa. Seu objetivo é bem claro de distinguir o seu método dos 

antigos, ou seja, o autor propõe uma nova abordagem para a geometria que não é privilegiada 

na geometria tradicional: a análise a partir da álgebra, como podemos observar em seu prefácio. 

 

Em que nos resta, vemos que se os Antigos tivessem o mesmo espírito e gênio que os 

Modernos, eles cederiam pelo Método, por este ser infinitamente útil de deduzir um 

só Princípio universal um grande número de Verdades, submeterem-se às regras 

gerais, do desenvolvimento pelas consequências uniformes, e para unir uns com 

outros de maneira mais apropriada de dar origem a novas descobertas67 (CRAMER, 

1750, prefácio, pág. vi, tradução nossa). 

 

Podemos observar que é um autor que se reconhece como moderno. Apesar de não 

ser um termo consensual na historiografia atual, precisamos entender que esse significado parte 

do próprio autor. Ou seja, não estamos definindo que sua abordagem é moderna, mas que ele 

                                                 
67 Dans ce qui nous en reste, on voit que  si les Anciens ont eu autant d'esprit & de génie que les Modernes, ils 

leur cédent par la Méthode, par cet art infiniment utile de déduire d'un seul Principe universel un grand nombre 

des Vérités, de les soumettre à des Règles générales, de les développer par des conséquences uniformes, & de les 

lier les unes aux autres de la manière la plus propre à faire naître de nouvelles découvertes. 
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próprio assim se define. Então, precisamos entender o seu significado dentro de sua proposta: 

fazer um estudo que concilie a geometria com a álgebra; ou seja, que incorpora ao seu discurso 

o método analítico se apoiando em recursos algébricos de forma a lhe oferecer resultados mais 

gerais e ferramentas para a descoberta de novos resultados. Isso é ser moderno do ponto de vista 

de Cramer. 

O autor explica que seu trabalho é baseado no tratamento de Descartes, La 

géométrie, e que, portanto, não se reconhece como sendo nenhum pioneiro no assunto. Sua 

proposta é servir de introdução ao leitor ao método inaugurado por Descartes e que, segundo o 

próprio Cramer, teria adquirido novo formato e novos resultados desde então. 

 

É, sobretudo, na Teoria das Curvas que se comprova bem significativamente a 

utilidade de um método tão geral que é da Álgebra. Desde que Descartes, cujo espírito 

inventor não brilha menos na Geometria que na Filosofia, tem introduzido a maneira 

de como expressar a natureza das curvas de equações algébricas, esta teoria mudou de 

face. As descobertas se multiplicaram com uma extraordinária facilidade: cada linha 

de Cálculo produz novos teoremas.68 (CRAMER, 1750, prefácio, pág. vii – viii, 

tradução nossa). 

 

O prefácio de Cramer é bastante enriquecedor para compreendermos a sua proposta 

e a sua concepção sobre o assunto a tratar. Ele nos ressalta que o tratamento de Descartes sofreu 

transformações e permitiu a descoberta de novos resultados. Ele reconhece a contribuição do 

autor francês, mas nos evidencia que o seu tratamento moderno sofreu transformações. Ele o 

vê como um assunto que está em pleno desenvolvimento e que tem se mostrado bastante 

frutífero em se buscar novas soluções com ‘extraordinária facilidade’. 

Analisando o tratamento das noções que envolvem essa sua matemática moderna, 

podemos observar como se dá o relacionamento entre a álgebra e a geometria. Nele, Cramer 

parte da definição de seu sistema de coordenadas e suas noções associadas, como eixo, abscissa 

e ordenada: 

 

5. Descartes [nota de rodapé: Géométrie, Livre I. & II.] é o primeiro, eu penso, que se 

comprometeu a exprimir a natureza das Linhas por Equações algébricas. Aqui está 

como ele foi feito. Pelo plano, em que numa Linha como MM é traçado, escolhe-se 

arbitrariamente um Ponto fixo, que chama-se de Origem, pelo qual se traça a vontade 

duas Retas AB, AD. De cada ponto M da Linha MM traçam-se as retas MP, MQ 

paralelas às retas AB, AC, e que são iguais a AQ, se chama Ordenada ou Aplicada. 

A outra, como MQ ou são iguais a AP, se chamam Corte ou Abscissa. É por isso que 

a reta AB se chama a Linha ou o Eixo das abscissas ou dos cortes. E usamos a palavra 

                                                 
68 C’est sur-tout dans la Théorie des Courbes qu’on éprouve bien sensiblement l’utilité d’une Méthode aussi 

générale que l’est celle de l’Algébre. DES CARTES, dont l’esprit inventeur ne brille pas moins dans la 

Géométrie que dans la Philosophie, n’eu pas plûtôt introduit la manière d’exprimer la nature des Courbes par des 

équations algébriques, que cette Théorie changea de face. Les découvertes se multiplièrent avec une 

extraordinaire facilité : chaque ligne de Calcul en faisoit de nouveaux Théorèmes.  
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coordenadas para exprimir em comum a abscissa e a ordenada de um mesmo ponto. 

M P & M Q, ou M P & P A, ou enfim M Q & Q A são as coordenadas do ponto M. 

[Fig. 3.]69 (CRAMER, 1750, pág. 3 – 4, tradução e sublinhado nossos). 

  

 

CRAMER, 1750, Planche I, fig. 3. 

 

Portanto, Cramer define o significado de coordenadas a partir de um par de eixos 

(retas). Nessa passagem ainda não fica exposto a interpretação algébrica das abscissas e 

ordenadas. O autor apenas oferece um significado geométrico para esses termos, que são 

explorados do ponto de vista algébrico mais pra frente. Nesse sentido, tomamos um exemplo 

enriquecedor que nos mostra alguns valores numéricos calculados a partir de uma equação 

particular: 

 

Uma das mais simples Curvas desse gênero é a Logarítmica, representada pela 

equação 𝑦 = 𝑏𝑎𝑥. Essa natureza consiste em que, as abscissas estão postas em 

progressão aritmética, as ordenadas são em progressão geométrica. Se designarmos 

por uma unidade a diferença que rege a progressão das abscissas, e por 1 : a a razão 

que rege a progressão das ordenadas, veremos que se a ordenada na origem é b, as 

abscissas 0, 1, 2, 3, 4, 5, etc. que estão em progressão aritmética, tem as ordenadas 

𝑏 = 𝑏𝑎0, 𝑏𝑎 = 𝑏𝑎1,  𝑏𝑎2, 𝑏𝑎3, 𝑏𝑎4, 𝑏𝑎5, etc. em progressão geométrica. Portanto em 

geral a abscissa x representa a ordenada 𝑏𝑎𝑥. Assim, nomeada essa ordenada y, a 

equação da Logorítmica será70 (CRAMER, 1750, pág. 8, tradução nossa). 

 

                                                 
69 5. Des Cartes [Géometrie , Livre I. & II.] est le premier, je pense, qui ait entrepris d'exprimer la nature des 

Lignes par des Equations algébriques. Voici comment il s’y est pris. Dans le plan, sur lequel une Ligne comme 

M M est tracée, on choisit [Fig. 3.] à volonté un Point fixe, qu’on nomme l’Origine, par lequel on méne à 

discrétion deux Droites AB, AD. De chaque point M de la Ligne M M on méne des Droites MP, MQ paralléles 

aux Droites AB, AC, & qui y son égale A Q, se nomme l’Ordonnée ou l’Appliquée. L’autre, comme MQ ou  son 

égale AP, se nomme la Coupée ou l’Abscisse. C’est pourquoi la Droite AB s’apelle la Ligne ou l’Axe des 

abscisses ou des coupées. Et l’on se sert du mot de coordonées pour exprimer en commun l’abscisse & 

l’ordonnée d’un même point. M P & M Q, ou M P & P A, ou enfin M Q & Q A sont les coordonnées du point 

M. 
70 Une des plus simples Courbes en ce genre est la Logarithmique, représentée par l’équation 𝑦 = 𝑏𝑎𝑥. Sa nature 

consiste en ce que, les abscisses étant prises en progression arithmétique, les ordonnées sont en progression 

géometrique. Si on désigne par l’unité la différence qui régne dans la progression des abscisses, & par 1 : a la 

raison qui régne dans la progression des ordonnées, on verra que si l’ordonnée à l’orige est b, les abscisses 0, 1, 

2, 3, 4, 5, &c. qui sont en progression arithmétique, auront les ordonnées 𝑏 = 𝑏𝑎0, 𝑏𝑎 = 𝑏𝑎1,  𝑏𝑎2, 𝑏𝑎3, 𝑏𝑎4, 

𝑏𝑎5, &c. en progression géométrique. Donc en général à l’abscisse x répond l’ordonnée 𝑏𝑎𝑥. Ainsi, nommant 

cette ordonnée y, l’équation de la Logarithmique sera 𝑦 = 𝑏𝑎𝑥 
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Vemos no autor alguns exemplos numéricos que facilitam ao leitor a compreender 

o significado envolvendo essa geometria algébrica. Por exemplo, toma-se uma unidade fixa no 

sistema de coordenadas e calculam-se os valores correspondentes à sequência de x = 0, 1, 2, 3, 

... É interessante notar que os valores das ordenadas não são numericamente calculados, mas 

ficam em função das unidades a e b. Ou seja, Cramer mantém ainda um certo grau de 

generalidade, mesmo trabalhando com alguns exemplos numéricos. 

Esse tratamento numérico exposto é um passo fundamental para identificarmos 

alguma concepção sobre a reta numérica. Infelizmente o autor não nos oferece nenhuma figura 

que acompanhasse esse parágrafo. Mas o fato dele substituir os valores para as abscissas, leva-

nos a entender que esses valores são tomados sobre o eixo, configurando de alguma forma uma 

visão aritmética sobre a reta. Infelizmente, sem os recursos gráficos, ficamos sem poder 

averiguar essa hipótese. 

Outra interpretação complementar de Cramer diz respeito ao posicionamento das 

abscissas em relação à origem. Ele se apoia nas noções de números positivos e negativos 

representados sobre o eixo indicando positivos em uma direção da reta e negativos em outra 

direção. Essa ordem dos números sobre a reta nos oferece uma construção que poderia se 

aproximar da nossa noção de reta numérica: 

 

12. Não somente a equação de uma Curva indica o número de seus ramos, ela marca 

ainda sua posição. Os valores positivos de x marcados nas abscissas positivos, e os 

valores negativos de x definindo as abscissas negativas. Igualmente as ordenadas 

positivas são indicadas pelos valores positivos de y, e as ordenadas negativas, pelos 

valores negativos de y. O uso, mas arbitrário e livre, é colocar as abscissas positivas à 

direita, as negativas à esquerda; as ordenadas positivas acima do eixo das abscissas, 

os negativos abaixo71 (CRAMER, 1750, pág. 11, tradução nossa).  
 

Cramer, portanto, não apenas admite números negativos sem impor nenhum 

obstáculo, como também lhes dá um significado geométrico. Assim, ele admite valores 

positivos e negativos para ambas as coordenadas. Logo, parte do pressuposto que as equações 

admitem soluções negativas, o que é uma diferença marcante se comparado ao trabalho de 

Descartes, em que raízes negativas eram evitadas. Cramer é, portanto, o primeiro autor que 

                                                 
71 12 . Non-seulement l'équation d'une Courbe indique le nombre de ses branches, elle marque encore leur 

position. Les valeurs positives de x marquent des abscisses positives, & les valeurs négatives de x désignent des 

abscisses négatives. De même les ordonnées positives sont indiquées par les valeurs positives de y, & les 

ordonnées négatives, par les valeurs négatives de y. L'usage, mais arbitraire & libre, est de prendre les abscisses 

positives à la droite, les négatives á la gauche; les ordonnées positives au dessus de l'Axe des abscisses, les 

négatives au dessous. 
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observamos utilizar os quatro quadrantes no sentido usual, considerando os valores positivos e 

negativos sobre os eixos, bem como eles posicionados perpendicularmente. 

Analisando com mais cuidado esse livro, podemos perceber ainda alguns traços que 

nos apontam sensíveis diferenças entre a reta numérica de Cramer e a reta numérica atual. Uma 

delas pode ser observada na citação seguinte, onde a unidade estabelecida é tomada a partir de 

uma grandeza a. 

 

Diferentes valores no lugar de x, como 3a, 2a, a, 0, –a, –2a, –3 a, –4a, –5a, –6a, –7a, 

etc. e vemos que essas abscissas correspondem às ordenadas 5
1

3
𝑎, 3

1

2
𝑎, 2a, −

1

2
𝑎, 

−
2

3
𝑎, −

1

2
𝑎, 0, 

5

6
𝑎, 2a, etc.72 (CRAMER, 1750, pág. 16, tradução nossa)  

 

Com essa afirmação, é possível perceber que Cramer se mantém dependente da 

unidade geométrica que foi estabelecida. Que não seria x um valor numérico livre de unidade, 

mas que a ele sempre estaria associada essa unidade pré-estabelecida. Portanto, o que o autor 

nos indica quando afirma que podem ser tomados valores positivos e negativos para x, que seria, 

a nosso ver, um significado geométrico em que o sinal de positivo ou negativo aponta em qual 

direção a abscissa está, a direita ou a esquerda, ou em relação à ordenada, acima ou abaixo do 

outro eixo. Quando ele então afirma que tomará valores para x, o que está querendo dizer em 

nossa linguagem é que a partir desses valores ele exibirá x como esse respectivo ‘múltiplo’ da 

unidade a. Cramer não parece tratar x e y, do ponto de vista algébrico, apenas como números 

em um sentido mais amplo, mas como grandezas geométricas estudadas pelas suas equações. 

Essa concepção parece ficar mais evidente quando buscamos nas suas pranchas 

algum registro numérico sobre os seus eixos coordenados e não encontramos. A figura abaixo 

é coerente com a citação extraída acima. Nela observamos claramente que a é uma unidade 

linear, um intervalo de reta. E os valores de x e de y são representados conforme as suas 

definições iniciais – paralelas aos seus respectivos eixos cujo comprimento seria 

correspondente ao seu valor, a direita ou a esquerda e acima ou abaixo do eixo, preenchendo 

qualquer um dos quatro quadrantes indiscriminadamente.  Por outro lado, nenhum número é 

explicitamente exibido na imagem, preservando um tratamento mais tradicional para suas 

pranchas: 

 

                                                 
72 différentes valeurs au lieu de x, comme 3a, 2a, a, 0, –a, –2a, –3 a, –4a, –5a, –6a, –7a,  &c. & l’on trouvera 

qu’à ces abscisses répondent les ordonnées 5
1

3
𝑎, 3

1

2
𝑎, 2a, −

1

2
𝑎, −

2

3
𝑎, −

1

2
𝑎, 0, 

5

6
𝑎, 2a, etc. 
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Planche II, fig. 10 

 

A figura é referida em um parágrafo longo, que se estende desde a página 11 até a 

página 14, quando se encerra com o trecho retirado acima. Note que, a unidade que ele toma 

como referência é um segmento. Portanto, talvez não faça sentido trabalhar com os eixos como 

‘valores absolutos’, como a unidade sendo 1 por exemplo. Tanto que as equações aparecem 

sempre em função da unidade a. Talvez possamos identificar isso como uma forte herança da 

geometria clássica. No fragmento colocado abaixo vemos uma referência à essa figura: 

 

Para este efeito, tendo traçadas duas Retas AP, AQ, que se cruzam, em ângulos retos 

se quiser, no ponto A escolhido como a Origem, temos sobre o Eixo das abscissas AP, 

de mesmo corte reto, três partes AB, BC, CD iguais à Reta dada a, por ter as três 

abscissas positivas AB = a, AC = 2a & AD = 3a, e do corte à esquerda sete partes 

também iguais à a, por ter as sete abscissas negativas AE = –a, AF = – 2a, AG = –3a, 

AH = –4a, AI = –5a, AL = –6a, AM = –7a. [Fig. 10]73 (CRAMER, 1750, p. 14, 

tradução nossa). 

 

Concluímos de Cramer com esses recortes que o seu sistema de coordenadas, 

tomados convenientemente a partir de dois eixos perpendiculares, mostra um uso para os termos 

abscissa e ordenada no contexto da geometria algébrica. Essas duas áreas parecem se unir na 

proposta do autor. Por outro lado, ele ainda nos mostra um certo desprendimento de algumas 

noções própria do tratamento desde a Antiguidade, onde os exemplos de natureza geométrica 

deveriam preservar o uso somente de letras para demarcar seus pontos, como podemos observar 

na figura acima. De qualquer forma, não podemos dizer que essa explicação já era pertencente 

à geometria clássica, pois os valores para as abscissas e para as ordenadas respeitam o 

posicionamento em relação ao sinal de seu valor correspondente. 

                                                 
73 Pour cet effet, ayant mené deux Droites AP, AQ, qui se croisent, à angles droits si l’on veut, au point A choisi 

pour l’Origine, on prendra sur l’Axe des abscisses A P, du côté droit, trois parties AB, BC, CD égales à la Droite 

donnée a, pour avoir les trois abscisses positives AB = a, AC = 2a & AD = 3a, & du côté gauche sept parties 

aussi égales à a, pour avoir les sept abscisses négatives AE = –a, AF = – 2a, AG = –3a, AH = –4a, AI = –5a, AL 

= –6a, AM = –7a. 
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Também podemos observar que os sinais positivos e negativos, definidos utilizados 

nos trechos aqui exibidos são apenas trabalhados no campo algébrico como uma referência à 

posição dos pontos no gráfico. Esses sinais não são identificados nos desenhos. Novamente, 

observamos nas pranchas uma manutenção da geometria clássica, mesmo que a proposta do 

autor se trate ao “novo” campo da álgebra. 

Uma nota que acaba não sendo relevante para nós é que na página 18, ele se utiliza 

apenas algebricamente das grandezas imaginárias, mas não trabalha com elas geometricamente. 

Essa não parece ser uma necessidade para Cramer, uma vez que valores positivos estariam em 

uma direção da reta e negativos em outra. Logo, os números imaginários não poderiam se 

enquadrar nesse sistema geométrico. 

No parágrafo 18 há uma referência ao livro de Descartes transcrito pelo “Mr. l’Abbé 

De Gua”. Como vimos anteriormente, d’Alembert toma como uma de suas referências o livro 

de Cramer e a própria transcrição do livro de Descartes pelo “Abbé de Gua”. Isso parece indicar 

que d’Alembert se apoia, não apenas no livro de Cramer, mas também nas referências desse 

próprio autor. Isso também pode ser um indício que d’Alembert não parece fazer uma consulta 

muito extensa para além de outros livros, que não Cramer e suas próprias fontes, para a 

elaboração da Encyclopédie, mas em textos canonizados. Ou seja, seu compêndio estaria mais 

próximo de um resumo acerca dessa curta bibliografia do que uma referência ‘universal’ sobre 

o conhecimento de sua época. 

Por fim, um último adendo a ser destacado se refere às referências contidas nas 

enciclopédias que tratamos aqui. Os capítulos VI e VIII são referenciados em duas 

enciclopédias. Na Encyclopédie, D’Alembert aponta para os capítulos VI e VIII como contendo 

informações relevantes sobre o estudo do método analítico. Essa mesma referência a esses 

capítulo é também feita por Klügel, alguns anos mais tarde. Porém, não encontramos mais 

nenhuma informação adicional que seja relevante para este trabalho. 

Concluímos dessa análise de Cramer que a unidade geométrica tem um destaque, 

mesmo do ponto de vista algébrico. Isto é, quando o autor coloca que irá substituir as abscissas 

x por valores, esses carregam em seu simbolismo a sua unidade, nos exemplos pela letra a. Esse 

termo não é tratado com a mesma natureza que os números. Isso se justifica por ele colocar nas 

equações exemplos como x = 2a ou x = – 3a; analogamente para y. Ou seja, ele opera com essas 

grandezas a partir de seus números, mas em seus registros se mantém a unidade geométrica. A 

álgebra geométrica de Cramer mantém uma herança clássica, de certa forma, ao manter essa 

unidade recorrente em ambas as análises: geométrica e aritmética. 
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III.3 – HUBE: Versuch einer analytischen Abhandlung von den 
Kegelschnitten (1759) 
 

Johann Michael Hube (1737 – 1807) é certamente o autor menos conhecido da nossa 

relação de protagonistas e coadjuvantes do século XVIII. Temos poucas informações a respeito 

desse autor. Não conseguimos encontrar nenhuma fonte confiável que nos aponte suas datas e 

locais de nascimento ou morte, onde obteve sua formação matemática e onde atuou. Temos 

apenas que fora um aluno de A. G. Kästner e também autor do que “foi provavelmente o 

primeiro livro-texto elementar de geometria analítica jamais produzido”74 (SCHUBRING, 

2005, p. 135). Relata-se que estudou em Leipzig e Göttingen e que atuou como professor de 

física e matemática no colégio militar em Warsawa75. 

Escolhemos esse autor para a análise, por ser uma das primeiras obras de língua 

alemã voltada para o ensino da análise algébrica no estudo de curvas. Sua obra relevante para 

nós Versuch einer analytischen Abhandlung von den Kegelschnitten (Ensaio de um tratado 

analítico sobre seções cônicas, 1759) é introduzida por dois prefácios, um pelo Kästner e outro 

pelo próprio Hube. Em ambos os prefácios, percebemos que há uma tentativa de se fazer uma 

abordagem mais moderna sobre as construções geométricas e algébricas se comparadas ao 

tratamento dos antigos76. 

 

Os antigos têm primariamente estabelecido exemplos bonitos da análise geométrica 

nestas investigações, onde se assume que o procurado já seja conhecido, e onde se 

deduz da inspeção da figura como o procurado se relaciona com as coisas dadas, e 

onde então se determina ele pelos dados para trás. [...] O discurso sintético, que nos 

convence das verdades, sem que ensine como encontrá-las, foi popular pelos antigos 

na exposição dos elementos.77 (KÄSTNER, in: HUBE, 1759, Betrachtungen, p. 2, 

tradução nossa) 

 

O que Kästner aponta em seu discurso é o reconhecimento de que o método analítico 

teria sido usado pelos antigos. Porém, teria sido mais popular na matemática clássica o uso do 

método sintético. O que propõem os matemáticos do século XVIII, como Kästner e Hube, é a 

                                                 
74 “it was probably the first elementary textbook of analytic geometry ever published” 
75 http://libraries.ucsd.edu/speccoll/weather/fulltext.html 
76 den Alten (prefácio, p. 4) 
77 Die Alten haben vornehmlich in diesen Untersuchungen schöne Muster der geometrischen Analysis gegeben, 

bey der man vorassetzt, das Gesuchte sey schon bekannt, und aus Betrachtung der Figur schließt, wie es mit den 

gegebenen Dingen zusammenhänge, und also rückwärts durch dieselben bestimmt werde. […] Der synthetische 

Vortrag, welcher uns von den Wahrheiten überzeugt, ohne daß er lehrte wie sie gefunden werden, ist von den 

Alten bey den Anfangsgründen beliebt worden. 
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vantagem das ferramentas da álgebra no discurso analítico se comparada à abordagem sintética 

tradicional. Hube, por exemplo, afirma em sua introdução ele não ter encontrado esse seu 

tratamento, se comparado a outros autores importantes do século XVII e XVIII, que portanto 

sua abordagem seria inédita: 

 

Entre todos esses escritores famosos [Newton, de la Hire, de l’Hôpital, Simson, Euler, 

Hausen] eu conheço ninguém, exceto o Senhor Euler, que se teriam servido do método 

analítico, embora ela não somente por ser curta e clara, mas também por causa de sua 

generalidade, é indisputávelmente a preferir ao método sintético.78 (HUBE, 1759, 

Vorrede, p. 3, tradução nossa) 

 

No entanto, ao final de seu prefácio ele expõe os principais textos de referência para 

a elaboração de seu livro. Nele podemos observar alguns livros que já tratamos e também outros 

de abordagem sintética, como o próprio Newton. 

 

Eu acho que é necessário aqui dizer que Newtoni Principia, O Treatise of Fluxions by 

Colin Mac-Laurin, Analyse des Lignes courbes par Mr. Cramer, Euleri Introd. em 

Anal. Infin., Hausenii Elementa, Gregor. a S. Vincent. Opus Geometricum, foram os 

principais autores que tenho usado principalmente em elaborando esse tratado.79 

(HUBE, 1759, Vorrede, p.5, tradução nossa) 

 

Como vamos observar mais adiante, o tratamento do autor é bastante semelhante ao 

de Euler e Cramer, por exemplo. Portanto, talvez a sua crítica sobre os demais autores seja um 

pouco exagerada, embora não totalmente infundada, uma vez que os demais autores nos 

apresentam uma abordagem puramente sintética, enquanto que a proposta de Hube é apresentar 

uma geometria analítica. 

Temos interesse em perceber se há aspectos onde a noção de reta numérica 

demonstra seus indícios. O autor define logo no início de seu livro uma interpretação 

geométrica para as equações entre variáveis e se apoia sobre os conceitos de eixo, abscissa e 

aplicada (sinônimo para ordenada), que serão conceitos fundamentais no seu tratamento 

analítico sobre a geometria:  

 

§.3. Cada equação, na qual somente tem grandezas variáveis,  e nos vamos tratar na 

seguida somente tais, é apresentada geometricamente da seguinte maneira: 

                                                 
78 Denn unter allen diesen berühmten Schriftstellern ist mir, ausser herrn Eulern, keiner bekant, der sich der 

analytischen Methode bedient hätte, da dieselbe doch, nicht nur wegen ihrer kürze und Deutlichkeit, sondern 

auch wegen ihrer Allgemeinheit, der synthetischen unstreitig vorzuziehen ist. 
79 Uerigens halte ich es für nöthig hier noch zu sagen, daß Newtoni Principia die Treatise of Fluxions by Colin 

Mac-Laurin, die Analyse des Lignes courbes par Mr. Cramer. Euleri Indrod. in Anal. Infin. Hausenii Elementa, 

Gregor. a S. Vicent. Opus Geometricum die vornehmsten Schristen gewesen sind, deren ich mich bei 

Bersertingung dieses Auffatzes vornämlich bedient habe. 
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Traça-se num plano duas linhas retas indefinidas [i.e., infinitas] AB, NC, as quais se 

cruzam em A sob um ângulo dado ou sob qualquer ângulo. A reta NC chama-se o eixo 

das abscissas, a outra AB o eixo das aplicadas; e A o ponto de início das abscissas. 

Na equação dada atribue-se a uma grandeza variável, como x, successivamente 

valores diferentes, que se representam pelos segmentos AR, AS, AT, AQ, etc., 

cortados do eixo das abscissas a partir do ponto A .80 (HUBE, 1759, p. 2, tradução 

nossa) 

 

 

HUBE, 1759, Tab. I, Fig. 1 

 

Percebemos por esse parágrafo que Hube considera uma generalização do conceito 

de eixo para além do caso de simetria. Da herança clássica, era muito comum observar esses 

termos no estudo de simetria das cônicas e até para outras figuras, ainda que simétricas. Ainda 

não era tão comum na época de Hube expandir esses termos para curvas mais gerais, embora 

tenhamos vistos algumas exceções em atores anteriores.  

Nesse momento, percebemos que Hube relaciona os segmentos do eixo das 

abscissas a partir de um ponto de origem, a saber o ponto A, com valores numéricos. Essa 

relação é importante se nos apoiarmos na figura a qual ele faz referência acima, pois seu 

objetivo não é apenas relacionar grandezas geométricas com aritméticas, mas fazer um sistema 

de coordenadas para estudar as equações. Percebemos ainda pela figura a generalidade de sua 

definição, uma vez que a equação que trabalha parece ser de uma natureza qualquer. Não se 

particulariza para um caso específico, mas a partir de uma equação geral pode-se estabelecer a 

curva que a representa através do seu sistema de coordenadas. 

                                                 
80 §.3. Eine jede Gleichung, in der nur veränderliche Grössen sind, und von denen bloß werden wir in der Folge 

reden, wird auf folgende Art geometrisch vorgestellt: 

Man zieht in einer ebnen Fläche zwo gerade unbestimmte Linien AB, NC, die sich in A unter einem gegebenen 

oder nach Belieben angenommenen Winkel durchschneiden. Die eine NC wird die Axe der Abscissen, die andre 

AB, die Axe der Applicaten; und A, der Anfangspunkt der Abscissen, genannt. Man giebt in der gegebnen 

Gleichung der einen veränderlichen Grösse, als x, nach und nach verschiedne Werthe, die durch die, aus dem 

Punkte A von der Axe der Abscissen abgeschnitten Stücke AR, AS, AT, AQ, &c. vorgestellt werden. 
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Nos chama a atenção também para as definições que se sucedem. Ele faz uma 

extensão dessa relação entre os segmentos sobre o eixo das abscissas para valores negativos. 

Hube faz uma interpretação quanto ao sinal da grandeza, se for positivo ele define sendo para 

um da reta suporte para as abscissas, e se negativo para o outro sentido, que é um tratamento 

esperado se estamos buscando o desenvolvimento da noção de reta numérica “Os valores 

positivos são representados pelos segmentos, que estão em direção a C, como AR, AS, AT etc. 

os negativos são designados pelas partes AQ, AP etc. que caem no lado oposto”81 (HUBE, 

1759, p. 3) 

Temos assim que Hube tem a preocupação de trabalhar tanto com grandezas 

negativas como com grandezas positivas e como que elas podem ser representadas 

geometricamente. Esse tratamento é muito importante para evidenciar como a matemática 

alemã lidava com esses valores. Hube não está sozinho nessa assunção. Como veremos mais a 

seguir, outros autores alemães também fizeram a mesma interpretação de Hube sobre a natureza 

das grandezas positivas e negativas em relação a suas representações geométricas. Os números 

negativos já parecem fazer parte do ambiente matemático frequentado por Hube. 

No caso das aplicadas (ordenadas), essa consideração sobre valores positivos e 

negativos também existe. Ele explica como se determinam os segmentos que representam as 

aplicadas, tomando retas paralelas ao seu respectivo eixo e traçando a partir do eixo das 

abscissas uma linha que corresponderia ao valor das aplicadas, a saber, o valor de y, levando 

em consideração o seu valor, sendo positivo acima dos x e negativo abaixo. 

 

Pois, quando se substitui um valor qualquer para uma grandeza variável, vao ser na 

equação dada, exceto y, somente grandezas definidas e dadas. [...] Consequentemente 

y recebe, para cada abscissa AR, AS, AT, AQ, AP etc., então assim chamam-se esses 

segmentos, um ou mais valores definidos. Traçam-se, entao, pelos pontos R, S, T, P 

etc. linhas retas paralelas ao eixo AB, e coloca-se todos os valores positivos de y, os 

quais, por exemplo, pertencem à abscissa AR, na reta AB, a partir de A, na direção de 

acima; assim, por exemplo, Aβ é um valor positivo de y, Aε um negativo de y, quando 

se poe x = AR. [...] As linhas RF, SG, Rf, Sg etc. chamam-se aplicadas; e em geral 

exprime-se as abscissas por x e as aplicadas porém, por y.82 (HUBE, 1759, p. 3 – 4, 

tradução e grifos nossos) 

 

                                                 
81 „Die positiven Werthe nämlich werden durch solche Stücke vorgestellt, die nach C zu liegen, als AR, AS, AT 

&c. die negativen hingegen bezeichnet man durch die Theile AQ, AP &c. welche an die entgegen gesetzte Seite 

fallen.“ 
82 Es ist offenbar, daß, man mag der einen veränderlichen Grösse einen Werth geben, welchen man will, daburch 

auch die andre, als y, einen, oder mehrer bestimmte Werthe erhält. [...] Folglich erhält y, für iede Abscisse AR, 

AS, AT, AQ, AP &c. denn so nennt man diese Stücke, einen oder mehrere bestimmte Werthe. Man ziehe daher 

durch die Punkte R, S, T, P, Q, &c. gerade Linien der Axe AB parallel, und trage alle positive Werthe von y, die 

z. E. zu der Abscisse AR gehören, auf die AB, von A aus nach oben zu; so daß z. E. Aβ ein positiver, Aε 

negativer Werth von y ist, wenn man x=AR setzt. [...] Die Linien RF, SG, Rf, Sg &c. werden Applicaten 

genennt; und man drückt gemeiniglich die Abscissen durch x, die Applikaten aber, durch y, aus. 
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Esse tratamento de Hube é importante para que tenhamos uma visão dos primeiros 

tratamentos da geometria analítica em um livro-texto. Sua proposta é fornecer ao leitor uma 

primeira visão sobre o tratamento analítico sobre a geometria envolvendo o algebrismo do 

século XVIII. Logo suas páginas iniciais se tornam fundamentais para entendermos as suas 

próprias concepções acerta das noções que envolvem esse assunto. 

Não vemos porém uma explicação numérica, com alguns exemplos, nesse sentido. 

Sua proposta parece ser a de se manter bastante genérico. Assim, o autor não vê necessidade de 

fazer alguns cálculos particulares. Os únicos valores que vemos o autor substituir são os pontos 

de origem, “x = 0” e “y = 0” (HUBE, 1759, p. 4) 

Os exemplos que ele se propõe são em termos de equações, como “ y + Ax + B = 0 

” (HUBE, 1759, p. 4), associando à figura abaixo. Nesse caso, é interessante destacar também 

que ele substitui os valores das abscissas, por exemplo, em termos literais: “eine positive 

Abscisse AD = a, so wird y, oder die Applicate Df = −B − Aa”, o que nos distancia de um 

registro numérico envolvendo a noção de reta numérica: 

 

 

HUBE, 1759, Tab. I, Fig. 2 

 

Por fim, podemos considerar ainda a sua explicação sobre algumas operações 

envolvendo abscissas e aplicadas através do uso de proporções. Esse tratamento nos é bastante 

instrutivo, pois toma a partir de uma abordagem clássica, que em geral, é uma característica da 

geometria sintética o uso de proporções, para então poder explicar se pode efetuar algumas 

operações no campo da análise. Não que o uso de proporções não possa ser inserido nesse 

contexto, contudo vemos nos demais autores, em geral posteriores a Hube, que o uso de 

proporções cai em desuso, quando entram no campo da geometria analítica. 

 

Seja ED uma linha de de um certo grau; AL o eixo das abscissas, AC o eixo das 

aplicadas. [...] Traça-se por F uma linha paralela AC, a qual cruza AL em f, e tome Af 

= a, Ff = b. [...] Vamos então supor as seguintes proporções: HM = i ∶ c ; DH ∶ DM =
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i ∶ f ; FH ∶ FI = i ∶ d ; FH ∶ HI = i ∶ e ; se chamamos cada nova abscissa, como FH e 

z, e a correspondente aplicada como DH e u, há de ser HM = BL = cu ; FI = fL = dz 

; HI = MN = ez ; DM = fu. Como a abscissa há de ser então AB = Af + fL − BL e a 

aplicada BD = DM + BN − MN, há de ser contudo x = a + dz − cu ; y = b + fu −
ez.83 (HUBE, 1759, p. 6, tradução nossas)  

 

 

HUBE, 1759, Tab. I, Fig. 3 

 

Essa explicação nos mostra um interpretação da álgebra a partir do uso de 

proporções. É fundamental essa passagem para observamos uma necessidade de se apoiar sobre 

uma noção utilizada com bastante recorrência em geometria, o uso de proporções, para então 

generalizar essas relações na linguagem algébrica. Fica bem evidente que o uso literal de x e y 

são instrumentos para obter um grau de generalidade, cujo autor defende como sendo um dos 

principais motivos pela sua escolha em fazer um livro voltado para o uso na álgebra no estudo 

de geometria. 

Percebemos, portanto, que Hube procura conciliar as noções da geometria clássica 

com as noções da álgebra, adaptando quando necessário as noções clássicas. Ele procura 

oferecer interpretações tanto no campo da álgebra quanto no campo da geometria. Sempre de 

modo genérico, a fim de cobrir uma gama maior de resultados. Esse seu grau de generalidade 

é que nos parece ser o principal fator que não gera no autor uma necessidade em se trabalhar 

com registros numéricos, tanto algebricamente como geometricamente. 

                                                 
83 Es sei ED eine Linie von einem gewissen Grade; AL die Axe der Abscissen, AC die Axe der Applikaten. [...] 

Man lege durch F eine der AC parallele Linie, welche die AL in f durchschneidet, und setze Af = a, Ff = b. [...] 

Wir wollen daher folgende Proportionen annehmen: HM = i ∶ c ; DH ∶ DM = i ∶ f ; FH ∶ FI = i ∶ d ; FH ∶ HI =
i ∶ e ; so wird, wenn wir iede der neuen Abscissen, als FH, z; und die dazu gehörige Applikate, als DH, u 

nennen; HM = BL = cu ; FI = fL = dz ; HI = MN = ez ; DM = fu. Da nun die Abscisse AB = Af + fL − BL 

und die Applikate BD = DM + BN − MN ist, so wirdüberhaupt x = a + dz − cu ; y = b + fu − ez. 
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CAPÍTULO IV 

 

IV – Livros-textos elementares 
 

IV.1 – REYNEAU: Analyse demontrée e Usage de l'analyse (1708) 
 

Charles-René Reyneau (1656–1728) foi um padre da Ordem dos Oratorianos. Essa 

ordem católica tem um destaque especial nas ciências, como na física e na matemática, por 

valorizarem o ensino dessas disciplinas. Nos séculos XVII e XVIII, essa ordem teve um papel 

significativo na França de disseminação dos processos de algebrização e generalização 

(SCHUBRING, 2005, p. 73 – 74). Reyneau foi sucessor de Prestet, outro padre oratoriano, na 

Universidade de Angers, onde atuou de 1683 a 1705. 

Em 1708, Reyneau publicou um livro dividido em dois tomos que desempenhou um 

papel importante nessa fase de legitimação da álgebra: Analyse demontrée ou la Méthode de 

résoudre les problêmes des mathématiques, et d'apprendre facilement ces sciences e Usage de 

l'Analyse, ou de la maniere de l'appliquer à découvrir les proprietés des figures de la 

Geometrie. Foi uma das primeiras obras voltadas para o ensino contendo o método analítico 

envolvendo a álgebra no estudo de curvas. Assim, foi um dos livros mais adotados nesse assunto 

na França pela primeira metade do século XVIII, chegando a ter uma segunda edição em 1738. 

Reyneau é o primeiro autor que observamos a dividir o plano de coordenadas em 

quatro quadrantes. Como se pode observar quase cem anos após a publicação de La Geometrie, 

de Descartes, o padro oratoriano se utiliza de linhas cruzadas ortogonalmente dividindo o plano 

em quadrantes. Diferente do nosso tratamento, ele não utiliza números para marcar os pontos 

do plano, mas letras para nomeá-los. Essa sua inovação em dividir o plano em quadrantes nos 

chama ainda mais a atenção, pois considera as retas que dividem o plano em quadrantes 

representando valores positivos e negativos. 

 

Reyneau foi provavelmente o primeiro a explicitamente introduzir os quatros 

quadrantes no sistema de coordenadas de um plano, uma novidade que parece auto-

evidente para nos hoje. [...] Em contraste com a moderna convenção, ele chamou as 

linhas descendentes de positivas, e as ascendentes de negativas84 (SCHUBRING, 

2005, p. 82, tradução nossa). 

                                                 
84 Reyneau was probably the first to explicitly introduce the four quadrants in the coordinate system of the plane, 

a novelty that appears self-evident to us today. […] In contrast to modern convention, he called the descending 

lines positive, and the rising lines negative. 
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É interessante que esse tratamento inicial do Reyneau parece bem característico de 

uma transição entre a matemática clássica para uma matemática moderna dos séculos XVIII e 

XIX. Ao mesmo tempo em que descreve a proporcionalidade entre grandezas geométricas dos 

antigos, se utiliza de uma linguagem algébrica para adaptá-la à essa nova análise de Viète e 

Descartes. Ele ganha um destaque ainda maior, pois os números negativos não eram utilizados 

de forma geral pelos demais autores. 

Nesse sentido, a geometria analítica de Reyneau é bem uma herança cartesiana. Ele 

usa o conceito que é associado a Descartes, mas não deixa ser explícito ser dele, uma vez que 

se utiliza de questões da geometria clássica, como a proporcionalidade, para aplicar o seu 

método algébrico na construção dos problemas e assim permitir sua solução com essa 

abordagem. Quer se dizer, assim como Descartes se utilizou de problemas da geometria clássica 

para mostrar a legitimidade, e até a superioridade, de seu método analítico. Logo, Reyneau 

segue um trajeto semelhante ao se apoiar em questões referentes, por exemplo, às cônicas e a 

preocupação de algebrizar grandezas proporcionais. Essa manipulação com os números 

permite, inclusive, a manipulação com divisões e até mesmo frações de modo bem 

generalizado.  

Não parece haver nenhuma contradição no texto de Reyneau com o uso de números 

negativos, como ocorre com outros autores contemporâneos (cf. SCHUBRING, 2012 e 

GLAESER, 2010/1981). Ele admite o uso bastante legítimo desses valores. Em primeiro lugar 

podemos destacar o fato dele assumir uma ordem entre os números, negativos e positivos, que 

assumimos hoje como uma das propriedades da reta numérica. Ele faz uso dessa ordem já em 

seu primeiro volume Analyse demontrée, de 1708: 

 

 

REYNEAU, 1708, p. xxii, Avertissement. 

 

O próprio autor em seu volume seguinte, Usage de l'analyse, 2ª edição de 1738, a 

qual tivemos acesso, diz explicitamente o significado dos sinais + e – na reta: 
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281. Suponha que as duas linhas DAE, CAB se cruzam em ângulo reto no ponto A, e 

que as linhas paralelas a um e ao outro que estão nos quatro ângulos retos, como RM, 

KM, OL, AO, KL, ON, PN, RQ, QP, etc. são incluídos em um Problema, quando é 

preciso distinguir entre as paralelas a AB, aquelas que vão para a direita daquelas que 

vão para a esquerda, e entre as paralelas a DAE, aquelas que descendentes daquelas 

que vão para cima, chamam-se as primeiras que vão para a direita ou para a esquerda, 

a umas positivas e coloca-se antes o sinal + e a outras negativas e a elas colocam-se 

na frente o sinal -; faz-se o mesmo para distinguir entre as paralelas a DAE, aquelas 

que descendentes daqueles que sobem. É livre no início da operação de ter para 

positivas quaisquer que se deseja entre aquelas que vão da esquerda para direita, ou 

da direta para esquerda, e da mesma forma aquelas descendentes e aquelas que sobem 

: Mas se for determinado colocar o sinal + na frente daquelas que vão da esquerda 

para direita, como AB, DH, EF ; aquelas que vão de direita para a esquerda como AC, 

DI, EG, etc. deve ter o sinal –. Da mesma forma, se for determinado colocar o sinal + 

na frente daqueles para baixo como AE, BF, CG, etc. deve-se escrever o sinal – na 

frente daquelas que vão para cima, como AD, BH, CI, etc. O termo onde começa as 

positivas e as negativas da esquerda para a direita ou da direita para a esquerda, é a 

linha de DAE ; o termo onde começa as positivas e que descem e as negativas que 

sobre, é a reta CAB85 [Fig. 1] (REYNEAU, 1738, p. 9 – 10, tradução nossa). 

 

O autor tenta ser bem claro que existe uma associação entre valores positivos em 

um sentido da reta e negativos no sentido contrário. Essa relação entre números positivos e 

negativos é fundamental para  construção da noção de reta numérica. Ele ainda define uma 

arbitrariedade entre se escolher qual sentido será representado por qual sinal (+ ou –). No 

entanto, de acordo com o sinal escolhido em um dos sentidos, outro sentido deverá vir 

acompanhado do outro sinal, nunca o mesmo. Ele dá um sentido muito claro para os números 

negativos nesse contexto da geometria. E ainda o faz considerando as duas retas que definem 

seu sistema de coordenadas, conforme a figura indicada: 

 

                                                 
85 281. SUPPOSANT que les deux lignes DAE, CAB se coupent à angles droits au point A, & que les lignes 

paralleles à l’une & à l’autre qui sont dans les quatre angles droits, comme RM,  KM, OL, AO, KL, ON, PN, RQ, 

QP, &c. soient comprises dans un Problême, quand on a besoin de distinguer entre les paralleles à AB, celles qui 

vont vers la droite de celles qui vont vers la gauche, & entre les paralleles à DAE, celles qui descendent de celles 

qui vont en montant, on nomme parmi les premieres qui vont vers la droit ou vers la gauche, les unes positives & 

l’on met devant le signe +, & les autres negatives & l’on met au devant le signe – ; on fait la même chose pours 

distinguer entre les paralleles à DAE, celles qui descendent de celles qui montent. Il est libre au commencement 

de l’operation de prendre pour positives lesquelles on voudra entre celles qui vont de gauche à droit, ou de droite 

à gauche, & de même entre celles qui descendent & celles qui montent : Mais si l’on se détermine à mettre le 

signe + devant celles qui vont de gauche à droit, comme AB, DH, EF ; celles qui vont de droit à gauche comme 

AC, DI, EG, &C. doivent avoir le signe –. De même si l’on se determine à mettre le signe + devant celles qui 

descendent, comme AE, BF, CG, &c. on doit écrire le signe – decant celles que vont en montant, comme AD, 

BH, CI, &c. Le terme où commencent les positives & les négatives de gauche à droit, ou de droite à gauche, est 

la ligne DAE ; le terme où commencent les positives qui descendent & les négatives qui montent, est la droite 

CAB. [Fig. 1.] 
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REYNEAU, 1738, Planche 1re, Fig. 1. 

 

A figura deixa claro como o autor concebe a sua interpretação geométrica. 

Conforme havia definido, ele parte de duas retas perpendiculares para servir de base para seu 

sistema de coordenadas. A orientação das retas para determinar os valores positivos e negativos 

se configura em outro ponto bastante relevante para nossa análise. 

Embora Reyneau não chegue a ser vanguardista ao introduzir sentidos negativos 

e positivos para a reta – essa não prática pode ser observada anteriormente a sua publicação – 

contudo podemos ressaltar algumas contribuições valiosas, num sentido epistemológico, pelos 

seus textos. Uma análise sobre os alguns contextos em que os números negativos foram 

interpretados seguem uma fundamentação semelhante a do autor francês. Por exemplo, 

apoiando-se sobre a noção de sentidos positivos ou negativos para as retas, a regra dos sinais, 

para o autor, poderia ser bem definida. Ele considera que se um retângulo formado por um lado 

negativo e outro positivo, “–AD” e “+AB”, terá sua área negativa, ou vice-versa; enquanto que 

um outro retângulo formado por dois lados negativos teria sua área positiva. 

Observamos a seguir um tratamento mais completo a respeito do uso operacional 

dos números negativos. Mesmo nesse caso, não parece constituir nenhum obstáculo para o autor 

se utilizar das operações aritméticas. De fato, essa mistura entre o clássico e o moderno, 

marcante em Reyneau, o permite justificar, por exemplo, a regra de sinais no produto: 

 

Como também nomeado AK (+e), teremos por causa dos triângulos semelhantes OAN, 

KAM, AO (+ a ou + 1). ON (– d) :: AK (+ e) . KM = +
𝑑𝑒

𝑎
 ; de onde vemos como + 

multiplicado por –, ou – por +, dá um produto que tem –. [...] Enfim por causa dos 

triângulos semelhantes OAN, RAM, teremos AO (+ a ou + 1). ON (–d ) :: AR (–f) . RM 
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= +
𝑑𝑓

𝑎
 ; de onde vemos como – por –, dá um produto que tem +86 (REYNEAU, 1738, 

p. 10, tradução nossa). 

  

Outro ponto a se ressaltar é que ele assume um valor “adimensional” para a unidade. 

Ele reconhece que se trata de uma arbitrariedade quanto à medida da unidade a ser adotada. 

Contudo, uma vez estabelecida, ele atribui “1” como sendo o seu valor e todas as grandezas em 

questão assumem valore numéricos em função dessa unidade, mas sem carregar nenhuma 

dimensão ou unidade. Nota-se que Reyneau está mais interessado com isso em explorar a 

relação direta entre a geometria e a aritmética. 

 

Por exemplo, sobre a primeira figura, suponha que AK seja a unidade assim AK = 1, 

AB = a, AM = e ; temos, assumindo KM e BH paralelas, a proporção AK (1) . AB (a) 

:: AM (e). AH = 
𝑎𝑒

1
 , ou simplesmente ae = AH ; porque podem sempre implicar a 

unidade em um produto, ou como uma grandeza sem marcar87 (REYNEAU, 1738, p. 

3, tradução nossa). 

 

Nesse mesmo trecho observamos que Reyneau dá um significado ao produto entre 

dois valores correspondendo a linhas geométricas, mas que não é interpretado como uma área. 

O autor mostra que a sua geometria caminha para uma nova tendência na matemática, em que 

números possuem um grau de abstração que não se torna mais relevante práticas que respeitam, 

por exemplo, o princípio da homogeneidade. 

Outra característica explorada por ele é que, no seu exemplo, as suas linhas das 

abscissas e das ordenadas são ortogonais. Conforme pode ser observado com frequência em 

suas pranchas, principalmente nas construções envolvendo cônicas, contém um par de retas 

ortogonais como suporte. Essas linhas já seriam adotadas por Reyneau com a nomenclatura que 

as damos de usualmente:  

 

Dado um lugar, por exemplo, expresso por 𝑦 =
𝑏𝑥

𝑎
, e construa geometricamente pela 

figura AEF, DAÍ, chamemos o ponto A onde começam os x positivos tomados sobre 

AE, e os x negativos sobre AD, a origem: a linha AE e AD sobre aquela tomados os x, 

se chama a linha dos cortes ou das abscissas : as linhas AE, AD, nomeadas x, chamam-

se os cortes  ou as abscissas : as paralelas EF, OL, etc. que são os y, chamam-se as 

ordenadas, e ainda as aplicadas ; cada abscissa x e sua ordenada correspondente y, se 

                                                 
86 Comme aussi en nommant AK (+e), on aura à cause des triangles semblables OAN, KAM, AO (+ a ou + 1). ON 

(– d) :: AK (+ e) . KM = +
𝑑𝑒

𝑎
 ; d’où l’on voit comment + multiplié par – , ou – par +, donne un produit qui a –. 

(...) Enfin à cause des triangles semblables OAN, RAM, l’on aura AO (+ a ou + 1). ON (–d ) :: AR (–f) . RM = 

+
𝑑𝑓

𝑎
 ; d’où l’on voit comment – par –, donne un produit qui a + . 

87 Par exemple danns la premiere figure, supposé que AK soit l’unité ainsi AK = 1 ; que AB = a, AM = e ; l’on a, 

en supposant KM & BH paralleles, cette proportion AK (1) . AB (a) :: AM (e) . AH = +
𝑎𝑒

1
, ou simplement ae = 

AH ; parcequ’on peut toujours sous-entendre l’unité sous un produit, ou sous une grandeur sans la marquer. 
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chamam as coordenadas : a linha CAB conduzida pela origem A paralela às ordenadas, 

chama-se a linha das ordenadas ; e podemos conceber que os y se tomam sobre essa 

linha, e determina o lugar IAF àquela linha CAB pelo movimento das paralelas KL, 

PQ, etc. para a linha DAE ; porque ele vai AK = OL (+b) . KL=AO (a) :: AB = EF (y) 

. BF = AE (x) ; de onde deduziremos BF (x) = 
𝑎𝑦

𝑏
 ; teremos do mesmo modo PQ ou 

CI (– x) = −
𝑎𝑦

𝑏
 88 (REYNEAU, 1738, p. 12, tradução nossa). 

 

 

Com isso, observamos de modo mais claro agora o uso com um sistema de 

coordenadas mais completo, no sentido de atribuir valores positivos e negativos às grandezas 

geométricas, a posição dos pontos de acordo com os valores das abscissas ou ordenadas. 

Note que Reynau se distancia das definições clássicas para os temos abscissa ou 

ordenada. Ele constrói esses conceitos para o estudo de curvas de modo geral. Portanto, suas 

coordenadas podem exprimir relações algébricas de qualquer natureza. 

De modo geral, Reyneau parece ser um vanguardista de seu século, uma vez que 

algumas práticas suas com os números e com a geometria não eram tão usuais em seu tempo. 

Contudo, em nenhum momento o autor se identifica como pioneiro em nenhuma de suas 

práticas. De qualquer forma, parece ser difícil identificar onde se poderia ter ocorrido esse uso 

com um sistema de coordenadas ortogonais anteriores a Reyneau e como seus volumes tiveram 

uma repercussão muito grande na França do século XVIII. Onde poderia ser devido à sua 

proposta didática referente à essa nova geometria analítica que se encontrava em moda nos 

círculos matemáticos franceses. 

 

 

IV.2 – BÉZOUT: Cours de mathématiques (1764 – 1769) 
 

No século XVIII, a França passava por reformas nas suas estruturas militares. 

Diversas escolas voltadas para a formação de oficiais militares foram criadas e seus cursos 

reformulados. Étienne Bézout (1730 – 1783) foi incorporado pelo sistema de ensino da marinha 

francesa em 1763. Desde então participou ativamente na formação de oficiais, inicialmente da 

                                                 
88 Dans un lieu, par exemple, exprimé par 𝑦 =

𝑏𝑥

𝑎
, & construit geometriquement par la figure EAF, DAI, on 

nomme le point A où commencent les x positives prises sur AE, & les x négatives sur AD, l’origine : la ligne AE 

& AD sur laquelle se prennent les x, se nomme la ligne des coupèes ou des abcisses : les lignes AE, AD, 

nommées x, s’appellent les cooupées ou les abcisses : les paralleles EF, OL, &c. qui sont les y, se nomment les 

ordonnées, & encore les appliquées ; chaque abcisse x & son ordonée correspondante y, se nomment les 

coordonées : la ligne CAB menée par l’origine A parallele aux ordonnées, s’appelle la ligne des ordonnées ; & 

l’on peut concevoir que les y se prennent sur cette ligne, & rapporter le lieu IAF à cette ligne CAB par le moyen 

des paralleles KL, PQ, &c. à la ligne DAE ; car l’on aura AK = OL (+b) . KL=AO (a) :: AB = EF (y) . BF = AE 

(x) ; d’où l’on déduira BF (x) = 
𝑎𝑦

𝑏
 ; l’on trouvera de même PQ ou CI (–x) = −

𝑎𝑦

𝑏
. 
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marinha, mas posteriormente das demais instituições militares. Já a partir de 1764 começou a 

publicação de uma série de livros didáticos matemáticos voltados para a formação naval. Nos 

anos seguintes essa série de livros foi reeditada diversas vezes para atender a outras instituições. 

Em primeiro momento, ao corpo de artilharia e, em segundo momento, adaptada também à 

École Polytechnique de Paris. A sua relação com as instituições públicas francesas fazem de 

Bézout um autor capaz de refletir com clareza as novas tendências para o ensino de sua época. 

Tivemos inicialmente acesso aos volumes utilizados pelo Corpo Real de Artilharia 

(Corps Royal de l’Artillerie) de 1770, pois estava em melhor estado para a análise. No entanto, 

tivemos também acesso a uma edição anterior direcionada à marinha (Gardes du Pavillon et de 

la Marine) de 1766, cujos fragmentos que achamos relevantes se encontravam escritos de 

mesma forma. Ambos os volume tratam da aplicação da álgebra à aritmética e à geometria, cujo 

subtítulo é Contendo a Álgebra e a aplicação dessa ciência à Aritmética e à Geometria89. 

Bézout faz um apanhado bem completo sobre as noções que esperávamos da 

geometria analítica. Na seção 220. ele define o que são abscissas, ordenadas, eixos e 

coordenadas, de modo genérico, sem restringir esse uso ao estudo de cônicas, mas a curvas 

mais gerais: 

 

As linhas Ap, ou mp’, que medida a distância de cada ponto m à uma OAO  de duas 

linhas de comparação, chamam-se as abscissas; e as linhas mp ou p’A que medida a 

distância à outra linha AB de comparação, chamam-se as ordenadas; a linha AB se 

chama o eixo das ordenadas. O ponto A de onde se começa a contar as abscissas, 

chama-se a origem das abscissas ; chama-se também origem das ordenadas, a qual 

onde se começa a contar as ordenadas Ap’ ou pm: na fig. 27. esses dois pontos são 

somente um e o mesmo ponto, a saber o ponto A ; nada impede de contar as abscissas 

a partir do mesmo ponto onde se contam as ordenadas; mas quando nenhuma 

circunstância determina fazer o contrário, é sempre mais fácil contar do mesmo 

ponto.90 (BÉZOUT, 1770, p. 284 – 285, tradução e grifos nossos). 

 

Bézout nos apresenta uma noção que julgamos fundamental na reta numérica: a 

contagem. Sua noção de medida dos valores das abscissas e das ordenadas fica mesclada à 

noção de contagem. O comprimento é determinado a partir do ponto de origem que, em geral, 

é o mesmo para ambos. Ou seja, no seu sistema de coordenadas fica bem explicito e os 

                                                 
89 Contenant l'Algebre & l'application de cette science à l'Arithmétique & à la Géométrie 
90 Les lignes Ap, ou mp’, qui mesurent la distance de chaque point m à l’une OAO des deux lignes de 

comparaison, s’appellent les abscisses ; & les lignes mp ou p’A qui mesurent la distance à l’autre ligne AB de 

comparaison, s’appellent les ordonnées ; la ligne AB s’appelle l’axe des ordonnées. Le point A d’où l’on 

commence à compter les abscisses, s’appelle l’origine des abscisses ; on appelle de même origine des 

ordonnées, celui d’où l’on commence à compter les ordonnées Ap’ ou pm : dans la fig. 27. ces deux points sont 

un seul & même point, savoir le point A ; rien n’assujettit à compter les abscisses depuis le même point d’où l’on 

compte les ordonnées ; mais quand aucune circonstance ne détermine à faire autrement, il est toujours plus 

simple les compter du même point. 
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significados dos verbetes relacionados também. A figura 27 nos apresenta uma explicação 

geométrica da interpretação desses conceitos: 

 

 

BÉZOUT, 1769, Algèbre Pl. Ire, Fig. 27 

 

A generalidade de sua explicação também fica mantida na própria figura. Podemos 

notar que ele mostra que os pontos podem ser quaisquer, uma vez que ele repete a mesma letra 

para diversos pontos na figura. Outro fato curioso que a figura nos revela é a sua preocupação 

em distinguir pontos distintos para m se em lados opostos. No caso ele chama os pontos acima 

do eixo AB de m e abaixo de m’. Poderia dessa maneira refletir uma necessidade posterior em 

seu livro de distinguir valores positivos e valores negativos na própria ilustração. 

Na seção anterior, 219., contudo, já encontramos um uso de algumas noções que 

esperamos encontrar a respeito da ideia de reta numérica. A começar pelo seguinte  trecho em 

que ele divide o segmento AB em 10 partes iguais e para cada uma identifica a um número de 

1 a 10 e, em seguida, inclui os valores de y correspondentes dados pela equação 𝑦𝑦 = 𝑎𝑥 − 𝑥𝑥: 

 

No pressuposto de que temos, que a é dividido em 10, ou que é composto em 10 

partes, nós teremos a = 0, e por conseguinte a equação 𝑦𝑦 = 𝑎𝑥 − 𝑥𝑥. Se então nós 

supusermos sucessivamente x = 1, x = 2, x = 3, x = 4, x = 5, x = 6, x = 7, x = 8, x = 

9, x = 10 ; tem-se sucessivamente […] y = 3 ; y = 4 ; y = 4,5 ; y = 4,9 ; y = 5 ; y = 4,9 

; y = 4,5 ; y = 4 ; y = 3 ; y = 091 (BÉZOUT, 1770, p. 281, tradução nossa). 

 

                                                 
91 Dans la supposition que nous venons de faire, que a est divisé en 10 parties, ou qu’il est composé de 10 

parties, nous aurons a = 10, & par conséquent l’équation devient yy = 10x – xx. Si donc nous supposons 

successivement x = 1, x = 2, x = 3, x = 4, x = 5, x = 6, x = 7, x = 8, x = 9, x = 10 ; on trouvera sucessivement 

[…] y = 3 ; y = 4 ; y = 4,5 ; y = 4,9 ; y = 5 ; y = 4,9 ; y = 4,5 ; y = 4 ; y = 3 ; y = 0. 
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Note, no entanto, que esse tratamento numérico não é feito na figura. Apenas 

apontam-se os nomes dos pontos. Não parece ser uma questão para Bézout – como os demais 

autores de sua época – fazer esse registro numérico nas figuras. Podemos, por essa 

característica, perceber um distanciamento dos tratamentos algébrico e geométrico. O 

tratamento algébrico se permite substituir as letras por números a fim de exemplos, o que não 

acontece na representação gráfica. 

Outro fator importante de Bézout – que se pode observar também em alguns autores 

anteriores – é que ele trabalha neste contexto livremente com números negativos. Ele reconhece 

que na equação em questão 𝑦𝑦 = 𝑎𝑥 − 𝑥𝑥 existem dois valores admissíveis para y para cada 

valor de x, um positivo e outro negativo: 

 

Vimos que toda raiz par tinha dois valores, um positivo, outro negativo. Assim, além 

dos valores de y que encontramos, têm-se ainda esses outros valores y = – 3 ; y = – 4 ; 

y = – 4,5 ; y = – 4,9 ; y = – 5 ; y = – 4,9 ; y = – 4,5 ; y = – 4 ; y = – 3 ; y = 092 (BÉZOUT, 

1770, p. 282, tradução nossa). 

 

Outro ponto importante é que podemos observar claramente a ideia de que as 

grandezas x estão desassociadas de uma unidade de comprimento. Nesse momento, Bézout 

parece apenas descrever como valores adimensionais. Isso é uma abordagem inovadora, se 

compararmos com outros autores. Por exemplo, Cramer (1750) constrói igualdades muito 

parecidas. Sua diferença no caso é colocar os valores sempre em função do segmento a: 

“différentes valeurs au lieu de x, comme 3a, 2a, a, 0, –a, –2a, –3 a, –4a, –5a, –6a, –7a,  &c.”. 

Portanto, Bézout tem apenas a preocupação da manipulação aritmética dos pontos na reta sem 

se preocupar com a natureza dessas grandezas. 

É importante ressaltar, contudo, que o autor não trabalha apenas como uma 

contagem. A sua contagem envolve valores quaisquer a partir da equação em questão. Ele 

trabalha os valores, no caso das ordenadas, como números quaisquer “𝑦 = √9, 𝑦 = √16, 𝑦 =

√21, 𝑦 = √24, 𝑦 = √25, 𝑦 = √24, 𝑦 = √21, 𝑦 = √16, 𝑦 = √9, 𝑦 = √0” (BÉZOUT, 1770, 

p. 282) e depois os aproxima para números com apenas uma casa decimal, como colocamos na 

outra citação anterior. 

O que nos chama a atenção nesse seu processo é o arredondamento dos valores:  

Talvez ele o faça para tornar ao leitor a observação com mais clareza da dimensão dos valores 

atribuídos a y e também o posicionamento de cada valor de y na reta, de acordo com os valores 

                                                 
92 Nous avons vu que toute racine paire avoit deux valeurs, l’une positive, l’autre négative. Ainsi outre les 

valeurs de y que nous venons de trouver, on a encore ces autres-ci, y = – 3 ; y = – 4 ; y = – 4,5 ; y = – 4,9 ; y = – 

5 ; y = – 4,9 ; y = – 4,5 ; y = – 4 ; y = – 3 ; y = 0. 
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de x. Esse processo se justifica por se tratar de um texto didático. A coletânea de Bézout foi 

tomada como referência para o ensino de matemática da época. Não por menos, outros autores, 

como veremos a seguir, fazem essa mesma técnica de substituir alguns valores particulares das 

variáveis para efetuar algumas contas a fim  de ilustração. Não queremos afirmar que Bézout 

foi pioneiro nesse modo de expor, seria um absurdo chegar a tanto. O que queremos indicar 

nesse momento é que esse grau de generalidade restrito a alguns exemplos particulares parece 

ser uma prática mais comum nas publicações dessa segunda metade do século XVIII. 

Como estamos tratando com um texto didático, espera-se que seja um tratado 

expositor das tendências matemáticas de sua época. Os dois cursos de Bézout, para marinha e 

para artilharia, tornaram-se paradigmas de um texto de divulgação.. Não esperamos que seja 

um trabalho tão inovador nesse sentido. Portanto, Bézout espera ser mais didático na aplicação 

da álgebra à geometria e para isso se utiliza de valores numéricos para exemplificar suas 

práticas. O que seria diferente da abordagem de outros autores que tentam utilizar da 

generalidade do método analítico e, assim, não utilizam retas numéricas. 

É um exemplo que parece contribuir para a tese de que a reta numérica teria surgido 

como um instrumento do ensino do que um conceito, uma ferramenta utilizada pelos 

matemáticos em seus tratados, uma vez que o seu sistema de coordenadas é, implicitamente, 

ortogonal como pode ser evidenciado na figura. 

Ainda que seu trabalho nessas seções mostrem um uso muito mais fluente com o 

uso de números negativos e com o uso da álgebra na geometria, é importante ressaltar que ele 

em nenhum momento atribui valores aos pontos no próprio gráfico. A figura 27 deixa bem 

evidente que há uma manutenção da tradição clássica em apenas nomear os pontos com letras. 

O aspecto que procuramos da reta numérica como uma numeração dos pontos no próprio 

gráfico não é observado. 

Em seu livro da marinha, (vol. 3, 1766) ele utiliza esse mesmo exemplo e explica 

com as mesmas palavras os conceitos de abscissa, ordenada etc. No caso, tratam-se das seções 

282. a 284. Buscando em todos os volumes, não encontramos nenhum registro gráfico que nos 

contribua. 
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IV.3 – KÄSTNER: Anfangsgründe der Analysis endlicher Grössen (1760) 
 

A coletânia de Christian Wolff ficou quase meio século sendo o único livro-texto 

alemão a tratar da análise. Em 1734, Christian Hausen (1693 – 1743), professor de matemática 

em Leipzig, apresenta em seu livro-texto, Elementa Matheseos, um tratamento analítico 

contendo resultados importantes sobre a fundamentação dos números negativos sob um novo 

significado para a operação de multiplicação. Porém, a sua obra, escrita em latim, não se 

propunha a substituir as de Wolff, que se mantiveram como texto padrão de ensino. Abraham 

Gotthelf Kästner (1719 – 1800) surge então como uma peça importante na difusão do método 

analítico no ambiente alemão. Discipulo de Hausen, Kästner deu continuidade a seus trabalhos, 

conforme ele próprio conta em sua autobiografia. Ele publica então uma série de livros em 

quatro volumes (Theils) dedicados aos conteúdos matemáticos de sua época. 

O primeiro volume, Anfangsgründe der Arithmetik, Geometrie, ebenen und 

sphärischen Trigonometrie, und Perspectiv (1758), é dedicado à aritmética, geometria, 

trigonometria e perspectiva; o segundo volume é dedicado a aplicações; o terceiro divide-se em 

duas partes, Anfangsgründe der Analysis endlicher Grössen (1760) e Anfangsgründe der 

Analysis des Unendlichen (1761), e são elas dedicadas à análise de grandezas finitas (endlicher 

Grössen) e infinitas (Unendlichen), isto é, lida a primeira parte é dedicada à álgebra e a segunda 

parte aos cálculos diferencial e integral; e o quarto e último volume, Anfangsgründe der höhern 

Mechanik (1766), à mecânica. 

Kästner é um autor preocupado em se manter atualizado com as discussões recentes 

em matemática, em especial para nós no campo da análise. O terceiro volume de sua coleção 

se torna relevante para nossos estudos, pois contém um tratamento bastante amplo dos 

resultados desse assunto em questão. “Com esse livro-texto, Kästner mostrou que ele estava no 

nível do desenvolvimento internacional da análise, sendo capaz de incluir até os mais recentes 

resultados de pesquisa”93 (SCHUBRING, 2005, p. 245, tradução nossa). Portanto, por essa 

razão, nossa escolha para a análise desse autor se torna pertinente. 

Seu uso com respeito às noções abscissa e ordenada se mantém coerente com os 

desenvolvimentos de sua época, relacionando essas noções como sendo ao mesmo tempo 

valores numéricos e o comprimento dos segmentos paralelos aos eixos das coordenadas. Antes 

de introduzir esses termos propriamente, ele faz considerações sobre de funções, curvas e suas 

                                                 
93 With his textbook, Kästner showed that he was at the level of the international development of analysis, being 

able to include even the most recent results of research. 
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representações algébricas a seguir. Na pág. 181 do seu volume de 1760, encontramos uma 

definição de função dentro da seção “Das linhas curvas” (Von den krummen Linien): 

 

323. Explicação. Uma grandeza variável  y que de qualquer maneira fica determinada 

por uma outra grandeza variável x e por grandezas que sempre mantem o mesmo valor 

enquanto x e y assumem outros valores, assim determinada por grandezas constantes 

chama-se uma função de x. Por enquanto, eu considero apenas funções algébricas, 

onde uma equação do tipo que temos conhecido, é dado que contem y e x e grandezas 

constantes.94 (KÄSTNER, 1760, p. 181, tradução nossa) 

 

Essa passagem se torna relevante para nós, pois logo a seguir ele discursará sobre 

uma figura que achamos ser bastante apropriada para explorarmos. Na figura existe uma 

ordenação dos pontos a partir das letras dos alfabetos romano e grego. As letras são escritas em 

ordem, conforme podemos observar: 

 

 

KÄSTNER, 1760, Tab. I, Fig. 8 

 

Kästner faz uma divisão das letras de acordo com o ponto central C. As letras 

romanas maiúsculas são colocadas a direita da reta AB, enquanto que as minúsculas ficam a 

esquerda. Parece ser uma preocupação a respeito das abscissas positivas ficarem a direita do 

ponto A de origem do eixo das abscissa. Analogamente, os pontos acima da reta CK são 

representadas por letras gregas maiúsculas, enquanto que as letras abaixo da reta CK ficam 

representadas por letras gregas minúsculas. Contudo, as letras gregas maiúsculas e minúsculas 

                                                 
94 323. Erkl. Eine veränderliche Grösse y; die auf was für Art man will durch eine andere veränderliche Grösse 

x; und Grössen die immer einerley Werth behalten, wenn gleich x und y andere Werthe bekommen, durch 

beständige Grössen bestimmt wird; heißt eine Function von x. Zunächst betrachte ich nur algebraische 

Functionen, wo eine Gleichung von der Art wie wir haben kenen lernen, gegeben ist, die y; x; und gegebene 

Grössen enthält. 
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não representam valores positivos ou negativos para as ordenadas. Seu significado fica mais 

claro para nós quando observamos que ele se refere à um exemplo de função quando cita a 

figura acima no parágrafo 327., pág. 182: 

 

327. Seja 𝑦2 = 10𝑦 − 𝑥2 or 𝑦 = 5 ± √(25 − 𝑥2). Então existe para todo x um y se 

pegamos o sinal superior da raiz, e um, se o outro sinal é usado. [...] Então 

correspondem a 𝑥 = 4; 𝑦 = 5 ± √(25 − 16) d.i. 5 ± 3; ou ; também a 

𝑥 = −5; −4; −3; −2; −1; 0 

y d. I. R. = 5; 8; 9; +9,582; 9,898; 10 

d. II. R. = 5; 2; 1; +0,102; 0,102; 0 

[...] Na figura 8 ficam  

x = At;  As; Ar; Aq; Ap; 0 

y. I. R; = tK; sΦ; rE; qΔ; pΛ; AB 

y. II. R; = tχ; sφ; rε; qδ; pλ; 0 

(KÄSTNER, 1760, p. 182 – 183, tradução nossa) 

 

Essse uso das letras romanas e gregas é retomado na sua explicação. Note que ele 

repete as mesmas linhas, em um primeiro momento utilizando os números e em um segundo 

momento interpretando esses valores pelos pontos da figura. Essa abordagem nos apresenta um 

distanciamento entre as práticas da aritmética e da geométrica. Ambas estão relacionadas, mas 

o autor parece ressaltar suas diferenças, apresentando os segmentos na figura pelas suas letras. 

Seu tratamento numérico nesse seu exemplo de função parece ser uma preocupação 

didática de fazer o leitor entender que os valores de y dependem dos valores de x e que essa 

relação pode ser expressa por uma equação. Ele faz distinção do tratamento aritmético para o 

tratamento geométrico. Na figura, não há resíduos de valores numéricos, apenas os pontos são 

representados por letras. Kästner então nos mostra que, mesmo lidando com representações 

algébricas de curvas ou vice-versa, há um distanciamento entre as duas representações. Nas 

suas representações algébricas, admite-se substituir as letras por números e efetuarem-se alguns 

cálculos. Mas na sua representação geométrica, essas substituições não são feitas, mantendo 

assim um aspecto mais geral na sua ilustração. 

Uma observação curiosa é que, para Kästner, uma função não precisa ser unívoca, 

no sentido de que cada valor de x implicará em um único valor para y. Assim, sua representação 

geométrica para a função de y em x admite que haja dois valores na mesma linha vertical. 

Outro ponto a se destacar é que Kästner não explica que as linhas retas das 

representações de x e y formam um ângulo reto. Ele assume esse fato implicitamente quando 

faz o desenho da figura. Ele somente vai fazer essa consideração sobre o ângulo quando vier a 

definir os termos abscissa, ordenada, eixo e coordenadas após essa introdução sobre função e 

sua representação gráfica. 
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331. Explicação. A linha, na qual os valores de x são determinados (329), chama-

se linha das abscissa; e particularmente o eixo, se o ângulo das ordenadas APM é reto. 

Os segmentos AP ou AQ etc. chamam-se abscissas, e as PM, Pm, Pμ, ou QN, Qn, Qν, 

que correspondem a elas, ordenadas (ordinatim applicatae) Λ a origem das abscissas; 

cujas funções são as ordenadas (323), ordenadas e abscissas juntas chamam-se 

coordenadas; se elas são perpendiculares entre si, coordenadas ortogonais.95 

(KÄSTNER, 1760, p. 184, tradução nossa) 

 

Assim, percebemos que Kästner faz um tratamento semelhante aos livros franceses 

de sua época. Ele considera esses termos próprios para o estudo de funções de uma maneira 

geral, onde os valores x e y podem ser representados graficamente a partir dos seus eixos 

coordenados ortogonais. É uma consideração importante, embora não identifiquemos nenhum 

registro numérico em suas figuras, exceto por figuras como: 

 

 

 

 

KÄSTNER, 1760, Tab. IIII, Fig. 35 

 

Note que o autor se utiliza de um registro numérico para demarcar os pontos sobre 

a reta, porém, podemos perceber que se aplica muito mais ao comprimento da distância entre 

os pontos “n”A até A, e entre os comprimentos dos arcos “n”F. 

Kästner, portanto, nos mostra que suas considerações sobre as representações 

gráficas de curvas ou funções são descritas de um ponto de vista envolvendo coordenadas 

ortogonais e as distâncias entre os pontos da curva/função. Se considerarmos o período de 

publicação de sua coletânea, é o primeiro autor de nossa análise a fazer um tratamento numérico 

como exemplo. Substitui os valores das variáveis em questão, calcula seus valores 

correspondentes e ainda os interpreta graficamente, a partir de um par de eixos coordenados 

perpendiculares entre si. 

                                                 
95 331. Erkl. Die Linie, auf welcher die Werthe von x (329) genommen werden, heißt Abscissenlinie; und 

besonders die Axe, wenn der Ordinatenwinkel APM ein rechter ist. Die Stücken AP; oder AQ; u.s.w. heissen 

Abscissen, die ihnen zugehörigen PM; Pm; Pμ; oder QN; Qn; Qν; Ordinaten (ordinatim applicatae) Λ der 

Anfang der Abscissen; deren Functionen die Ordinaten sind (323) Ordinaten und Abscissen zusammen 

Coordinaten; wenn sie senkrecht auf einander stehen, rechtwinklichte Coordinaten. 
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Por fim, podemos ainda incluir uma figura que nos chama muito a atenção. Após se 

aprofundar em um primeiro tratamento sobre linhas curvas, o autor faz algumas considerações 

que nos parecem, de alguma forma relevantes. O que nos instigou foi a seguinte figura, presente 

na página 311: 

 

 

KÄSTNER, 1760, p. 311 

 

Note que é feita uma malha sobre o plano, dividindo-o em pequenos quadrados. Seu 

propósito é revelador, pois faz profundas reflexões sobre esse seu sistema. Dentre elas, podemos 

destacar sua descrição incial: 

 

633. Teorema. Seja a linha reta MN divida em tantas partes iguais como se queira; 

seja um ML; e MO que é perpendicular a ele, seja dividido em tantas partes iguais 

quanto se queira, sendo um MK; sejam ML e MK iguais entre si ou não. Por todos os 

pontos médios traçam paralelas a MN e MO; segundo o teorema 3 eles vão se 

encontrar em A e P. Eu mantenho o seguinte: 

I) Entre dois pontos de interseção como A e C traça-se uma linha reta AC. Quando 

entre A e C não esteja nenhum outro ponto de interseção; e quando se prorroga AC 

até que torna-se CB = CA, então B seria um ponto de interseção, e em CB entre C e 

B há de ter nenhum outro. 

II) Quando se traca por P um ponto de interseção assumido em uma posição 

qualquer, e se traça PQ paralelo e igual com AC, então Q é um ponto de interseção , 

e entre P e Q não está nenhum outro em PQ. 

Demonstração: O comprimento de cada ponto de interseção de MO é medidos por 

ML, e seu comprimento de MN por MK, mas esses comprimentos são múltiplos de 

ML e MK em números inteiros. Então na figura CF = 3.MK; CH=4.ML; Por outro 

lado, se ao mesmo tempo os comprimentos dos pontos  de MN por MK e o 
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comprimento de MO é medido por ML, então ele é um ponto de interseção.96 

(KÄSTNER, 1760, p. 311 – 312, tradução nossa) 

 

Convém destacar que ele não está, nesse momento, estudando curvas e suas 

representações algébricas. Sua proposta é muito mais identificar as distâncias entre os pontos a 

partir de outras distâncias, por exemplo, perceber que a distância entre os pontos HS é o dobro 

da distância de ML, ou que o comprimento MH é igual à soma dos comprimentos de MK e AR. 

Temos assim um sistema de posicionamento bastante interessante, do ponto de vista das 

coordenadas. Observamos que ele faz considerações sobre os comprimentos dos segmentos 

verticais e horizontais partirem de uma mesma unidade, respectivamente. Porém, em seu 

próprio texto, não encontramos nenhum tratamento aritmético para essa sua construção. O que 

acaba exaurindo nossa empreitada por uma busca em identificar os conceitos consistentes com 

a noção de reta numérica nos textos de Kästner. 

O autor ainda faz um aprofundamento sobre o estudo de curvas do ponto de vista 

analítico na segunda parte do terceiro volume (1761). Ele faz uso corrente das noções que aqui 

estudamos de forma bastante genérica. Nesse estudo ficam presentes as noções dos cálculos 

diferencial e integral, como também um estudo das seções cônicas. Nesse livro constatamos 

que a representação gráfica de seu sistema de coordenadas se mantém semelhante à nossa. 

Todavia, o autor parece sempre buscar manter a generalidade das figuras apenas recorrendo a 

letras para nomear seus pontos, sem fazer nenhuma abordagem numérica em seu sistema de 

eixos, como podemos observar na figura: 

 

                                                 
96 633. Lehrs. Die gerade Linie MN sey in soviel gleiche Theile als man will getheilet; einer sey ML; und MO 

welche auf sie senkrecht steht, sey in soviel gleiche Theile als man will getheilet, deren einer MK ist; es mögen 

ML; MK; unter sich gleich seyn oder nicht. Durch alle Theilungspuncte ziehe man Parallelen [pág. 312] mit MN; 

MO; die einander, 3. [dritter] L. [Lehrsatz] in A; P; begegnen. Ich behaupte folgendes: I) Durch zweene 

Durchschnittspuncte wie A; C; ziehe man eine gerade Linie AC. Wenn auf ihr zwischen A; C; kein anderer 

Durchnittspunct fällt; aber AC verlängert wird, bis CB = CA ist, so wird B ein Durchschnittspunct seyn, und auf 

CB zwischen C und B kein anderer fallen. II) Wenn durch P; einen nach Gefallen angenommenen 

Durchschnittspunct, PQ mit AC parallel und gleich gezogen wird, so ist Q ein Durchschnittspunct, und zwischen 

P und Q fällt auf PQ kein anderer Beweis: Jedes Durchschnittspunctes Weite von MO wird durch ML, und seine 

Weite von MN durch MK gemessen, oder diese Weiten sind Vielfachen von ML; MK; nach ganzen Zahlen. So in 

der Figur CF = 3. MK; CH = 4. ML; Umgelehrt, wenn zugleich die Weite eines Punctes von MN durch MK; und 

seine Weite von MO durch ML gemessen wird, so ist es ein Durchschnittspunct.  
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KÄSTNER, 1961, Tab. II,  Fig. 12 

 

O que podemos concluir de Kästner é que ele é um autor que se mostra presente às 

discussões dos demais autores de sua época no campo da análise e, ao mesmo tempo, apresenta 

um tratamento mais tradicional nas suas ilustrações geométricas. Preserva-se então em suas 

figuras uma natureza estritamente geométrica, sem a substituição dos pontos por coordenadas 

explicitamente numéricas. 

 

 

IV.4 – PRONY: Cours d’Analyse appliquée à la mécanique (1795) 
 

Gaspard Riche de Prony (1755 – 1839) sempre esteve vinculado à emblemática 

escola École Polytechnique de Paris desde sua fundação e à École de Ponts e Chaussées. Foi 

um dos principais propagadores do método analítico na École Polytechnique e sendo 

responsável pela configuração inicial dessa disciplina na escola. Incialmente obteve o cargo de 

professor (instituteur) de análise e mecânica, que funcionava como um ensino aplicado de 

análise, na escola politécnica e mais tarde, em 1798, assume a posição de diretor da escola de 

Ponts e Chaussées, e, desde então, se manteve a frente do corpo diretivo da escola. Sempre 

esteve ligado à formação de engenheiros após as diversas reformas no ensino em função da 

Revolução Francesa. 

Essa instituição tem uma grande importância na história da matemática, pois 

marca uma época em que o ensino de matemática começara a fazer parte ao ambiente de ensino 

superior, no caso da escola na formação de engenheiros. Era uma escola que, ao menos em seus 

primeiros anos, tinha a matemática e a química os alicerces de seu ensino. A escola contribui 

para nosso trabalho, pois sua proposta de ensino incorporava a matemática recentemente 

desenvolvida na França dos últimos anos. Isso inclui os métodos da análise como a principal 



113 

proposta inovadora no ensino de matemática para uma instituição, que até então para as demais 

instituições da época se resumiam em uma exposição da matemática clássica (AMADEO, 

2013). 

Foi autor de uma primeira publicação propriamente da escola no campo da análise 

relativa às suas notas de aulas ministradas. Essas notas de aula publicadas em uma estrutura de 

texto didático foi dividida em quatro partes fazendo parte das quatro primeiras publicações do 

Journal de l’École Polytechnique. O próprio uso da reta numérica se torna mais evidente nesse 

seu trabalho. Podemos destacar que ele foi vanguardista de seu tempo, pois praticava o método 

analítico nesse campo da matemática rejeitando os infiniment petits, sem mencioná-los nas suas 

fundamentações. (SCHUBRING, 2005, p. 289) Nesse sentido, o autor francês tem uma 

preocupação didática em explicar sobre o que se trata o cálculo analítico antes de se aprofundar 

no assunto. Ele apresenta ainda no primeiro caderno do Journal de l'École Polytechnique, 

publicado em 1795, algumas preocupações dessa abordagem analítica que são muito úteis para 

entendermos o que se entendia sobre esse método até o século XVIII: 

 

As quantidades exprimidas pela linguagem analítica, tem duas maneiras 

diferentes de ser, que devem ser cuidadosamente distinguidas, e a partir da 

qual dividem a análise em duas partes. A primeira parte supõe que as 

quantidades que ela se ocupa são invariáveis, e estabelece entre elas somente 

a distinção entre as conhecidas e as desconhecidas : essa parte é chamada 

análise determinada […] As operações que ela comporta, e que são a 

eliminação e a solução das equações, têm muito ocupados os matemáticos, e 

atualmente em muitos casos de grandes dificuldades. A segunda parte é 

relativa às expressões analíticas e às equações que contêm, para além dos 

dados, outras quantidades que podem ser supostas de assumir sucessivamente 

um número indefinido de valores; esta parte é chamada análise 

indeterminada. Se é levado a esta parte em todos os problemas onde o número 

de quantidades que não são dadas pela situação da questão, é maior do que o 

de equações que estabelecem as suas relações com os dados, e que se chamam 

então de equações indeterminadas. Chamam-se respectivamente, variáveis e 

constantes, as quantidades que são ou não são suscetíveis de um número 

indefinido de valores97 (PRONY, 1795, p. 93 – 94, tradução nossa). 

 

                                                 
97 Les quantités exprimées par la lange analytique, ont deux manières d'être différentes, qu'il faut soigneusement 

distinguer, et d'après lesquelles on divise l'analyse en deux parties. La première partie suppose que les quantités 

dont elle s’occupe sont invariables, et n’établit entr’elles d’autre distinction que celle des connues et des 

inconnues : cette partie se nomme analyse déterminée […] Les opérations qu’elle comporte, et qui sont 

l’élimination et la solution des équations, ont beaucoup exercé les mathématiciens, et présent dans beaucoup de 

cas de grande difficultés. La seconde partie est relative aux expressions analytiques et aux équations qui 

renferment, outre les données, d’autres quantités qu’on suppose susceptibles de prendre successivement un 

nombre indéfini de valeurs différentes ; elle se nomme analyse indéterminée. On y est conduit dans tous les 

problèmes où le nombre des quantités qui ne sont pas données par l’état de la question, est plus grand que celui 

des équations qui établissent leurs rapports avec les données, et qui se nomment alors équations indetermiées. 

On appelle respectivement, variables et constantes, les quantités qui sont ou qui ne sont pas susceptibles d’un 

nombre indéfini de valeurs. 
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Existe uma discriminação importante no discurso de Prony entre o que ele entende 

como linguagem analítica. A primeira trata de técnicas de resolução de equações; enquanto a 

segunda, que será relevante para nós, no tratamento de equações indeterminadas. Uma noção 

central presente nesse estudo sobre equações indeterminadas será o de função: 

 

Uma expressão analítica, de forma qualquer, que contenha variáveis e 

constantes, chama-se função dessas variáveis ; então, x, y, z são as variáveis, 

e a, b, m, &c. as constantes, (𝑧 + a𝑦 + 𝑏𝑥)𝑚,  (a𝑧 + 𝑏𝑦)𝑥,  
𝑥

𝑦
+ 𝑎𝑏 sin. 𝑧 são 

funções de x, y et z.98 (PRONY, 1795, p. 94, tradução nossa) 

 

Uma observação interessante sobre a sua definição de função é que ele toma a 

expressão em si com a função, o que é um tratamento bastante comum para o contexto de função 

no século XVIII e início do século XIX. Note que não é de se espantar que o autor esteja 

trabalhando com a noção de função ao passo que estamos investigando os primeiros usos da 

noção de reta numérica. Lembremos que uma das principais aplicações de reta numérica em 

nosso contexto envolve a construção gráfica de funções no plano cartesiano. Logo, percebemos 

nesse trabalho, que os primeiros usos da noção que investigamos parece se relacionar com a 

noção de função do século XVIII. É nesse contexto que Prony faz sua mais reveladora 

contribuição para nossa pesquisa. 

Na pág. 96 do primeiro caderno, Prony faz referência à uma interpretação 

geométrica para o seu conceito de função: 

 

A geometria fornece outro modo de representar todas as soluções de uma 

equação indeterminada com duas variáveis: esse modo sonsiste em traçar a 

fig. I, dois eixos XX, YY, formando entre eles um ângulo qualquer, para estar 

no eixo XX, à direita e à esquerda de YY, um número arbitrário de 

comprimentos AP, assumido para representar todos os valores de x, e para 

levar por cada ponto P, paralelamente a YY, uma linha PM, que representa o 

valor y, correspondente ao AP (*). É então traçada até a extremidade de todos 

os MP uma linha curva, cada ponto fornece uma solução para a equação, dada 

pelas linhas MP e PA que o correspondente99 (PRONY, 1795, p. 96, tradução 

nossa). 

 

                                                 
98 Une expression analytique, de forme quelconque, qui renferme des variables et des constantes, s’appelle 

fonction de ces variables ; ainsi, x, y, z étant des variables, et a, b, m, &c. des constantes, (𝑧 + a𝑦 + 𝑏𝑥)𝑚,  

(a𝑧 + 𝑏𝑦)𝑥,  
𝑥

𝑦
+ 𝑎𝑏 sin. 𝑧 sont des fonctions de x, y et z. 

99 La géométrie fournit un autre moyen de représenter toutes les solutions d’une équation indéterminée à deux 

variables : ce moyen consiste à tracer fig. I, deux axes XX, YY, faisant, entr’eux, un angle quelconque, à porter 

sur l’axe XX, à droite et à gauche de YY, un nombre arbitraire de longueurs AP, qu’on suppose représenter autant 

de valeurs de x, et à mener par chaque point P, paralellement à YY, une ligne PM, qui représente la valeur de y, 

correspondante à celle de AP (*). On trace ensuite par l’extrémité de tous les PM une ligne courbe, dont chaque 

point fournit une solution de l’équation, donnée par les lignes MP et PA qui lui correspondent. 
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Essa representação geométrica se encaixa no perfil da geometria analítica dos 

livros que estudamos, que estabelecem a relação entre números e comprimentos a partir de uma 

expressão algébrica. O que nos interessa nos trabalhos de Prony para esse projeto se encontra 

na própria fig. I. Semelhante ao método de Reyneau, ele divide o plano em 4 quadrantes 

definidos pelos dois eixos. Ele caracteriza cada uma dessas regiões de acordo com o sinal de 

suas variáreis. Apesar de no texto não ficar claro, ele considera que essas variáveis do problema 

podem assumir valores positivos ou negativos. O que hoje chamamos de primeiro quadrante, 

ele define que é a região no plano cujo “ângulo de x e y positivos” (“angle des x et y positives”). 

No que hoje entendemos como segundo quadrante, caracteriza essa região como sendo de 

“ângulo de x negativo e ângulo de y positivo”. E assim sucessivamente para as outras duas 

regiões, conforme podemos observar em sua imagem: 

 

 

PRONY, 1795, pág 96 

 

Essa prática inovadora dos trabalhos de de Prony se mostra muito mais parecida 

com as nossas práticas atuais, ainda que tenha alguns detalhes distintos. Apesar do autor se 

utilizar da palavra ângulo para os conceitos de coordenada de seu sistema, ele faz algumas 

considerações complementares sobre o significado de ângulo nesse sentido e de coordenadas e 

eixos, logo em seguida à passagem e à figura anterior: 
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A equação 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0, ou uma de suas derivadas, é chamado pela equação 

𝜑(𝑥, 𝑦) = 0 ; as linhas AP (x),  PM (y) são as coordenadas da curva, e o ponto 

A é a origem das coordenadas ; XX é o eixo de x, YY é o eixo de y. As 

coordenadas se tornam positiva ou negativas, dependendo de eles 

corresponderem à um ou ao outro dos ângulos cujos nomes são mostrados na 

figura.100 (PRONY, 1795, p. 96, tradução nossa) 

 

Prony considera que as coordenadas podem ser negativas ou positivas e que elas 

correspondem aos segmentos AP e PM na figura. Essa questão mostra que a matemática do 

autor lida sem obstáculos com grandezas negativas, inclusive considerando-as em seu próprio 

sistema de coordenadas. Porém carece de explicação sobre o que ele entende como ângulos 

positivos ou negativos. De uma forma ou de outra, podemos apenas entender que ele admite 

valores positivos ou negativos tanto para os segmentos como para os ângulos. 

Por fim, podemos ainda citar que o autor também faz considerações no caso de 

funções envolvendo 3 variáveis, onde 𝑧 = 𝜑(𝑥, 𝑦) (PRONY, 1795, p. 102). O que é interessante 

é que para montar a representação gráfica de uma função dessa natureza ele considera que os 

eixos x e y devem se manter perpendiculares, formando assim um plano que estamos mais 

acostumados. Porém o eixo z na sua figura fique um tanto distorcido, dado que ele não desenha 

a figura em perspectiva, como fazemos hoje: 

 

A geometria fornece um outro modo de reprentar todas as soluções de uma 

equação indeterminada de três variáveis ; o plano YAX, fig. 2, supõe-se que no 

quadro, e os dois eixos AY, AX estão perpendicularmente um com o outro, 

deve-se imaginar dois outros planos ZAY, ZAX, tomando os eixos AY e AX 

como suas dobradiças, e pode se tornar perpendicular ao plano YAX, no cado 

dos dois eixo que AZ se reunem não formam uma única perpendicular YAX. 

[…] Esses planos prolongados indefinidamente, formam oito ângulos sólidos 

que se encontram no ponto A ; os x, y et z positivos são contados 

respectivamentes sobre as partes dos eixos AX, AY, AZ traçados sobre a figura, 

e as mesmas coordenadas negativas são contadas sobre os prolongamentos dos 

mesmos eixos.101 (PRONY, 1795, p. 101, tradução nossa) 

 

                                                 
100 L’équation 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0, ou l’une de ses dérivées, se nomme équation 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0 ; les lignes AP (x), PM (y) 

sont les coordonnées de la courbe, et le point A est l’origine des coordonnées ; XX est l’axe des x, YY est l’axe 

des y. Les coordonnées se prennent positivement ou négativement, suivant qu’elles correspondent à l’un ou 

l’autre des angles dont les noms sont indiqués sur la figure.  
101 La géométrie fournit un autre moyen de représenter toutes les solutions d’une équation indéterminée à trois 

variables ; le plan YAX, fig. 2, étant supposé celui du tableau, et les deux axes AY, AX étant perpendiculaires l’un 

sur l’autre, il faut imaginer deux autres plans ZAY, ZAX, tournant sur les axes AY et AX comme sur des 

charnières, et pouvant devenir perpendiculaires au plan YAX, auquel cas les deux axes AZ se réuniront pour n’en 

former qu’un seul perpendiculaire à YAX. […] Ces plans prolongés indéfiniment, forment huit angles solides qui 

se réunissent au point A ; les x, y et z positifs se comptent respectivement sur les parties des axes AX, AY, AZ 

tracés sur la figure, et les mêmes coordonnées négatives se comptent sur les prolongements des mêmes axes. 
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PRONY, 1795, fig. 2, p. 101 

 

Nessa passagem o autor não chama os seus ângulos sólidos de positivos ou 

negativos, apenas considera para as coordenadas, ou seja, os valores de x, y e z. No caso das 

funções desse tipo, que ele chama de superfícies curvas (surfaces courbers), ele faz questão de 

considerar os ângulos entre os eixos retos. Não há nenhuma consideração sobre os ângulos 

serem quaisquer, como no caso das curvas.  

Por fim, vale ainda ressaltar que o tratamento de Prony em suas lições é puramente 

algébrico. Não vemos em nenhum momento o autor calcular valores de suas coordenadas e 

também nenhum registro numérico em suas figuras, mesmo que ele pareça ter a intenção de 

tornar o seu texto mais didático possível e seu público alvo sejam ingressantes que buscam uma 

fundamentação matemática em sua formação. Nota-se uma necessidade dele manter sua 

abordagem mais genérica possível, sem envolver, portanto, particularidades numéricas. Nesse 

sentido, é coerente a sua consideração de grandezas negativas para as coordenadas.  

 

 

IV.5 – FISCHER: Lehrbuch der Elementar-Mathematik. Vierter Theil: 
Anfangsgründe; der Algebra und der Lehre von deen Kegelschnitten 
(1829) 
 

Ernst Gottfried Fischer (1754–1831) foi matemático e professor ginasial e 

membro da Academia de Berlin. Ele atua no contexto alemão, especificamente na Prússia, onde 

as reformas educacionais de sua época eram mais exigentes na inserção da matemática no 
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contexto escolar. Seus livros, portanto, têm esse público alvo. São livros-textos de nível 

elementar, que tiveram seu propósito inserir o aluno de classe escolar nas práticas matemáticas 

a nível. Sua coletânea de livros didáticos, Lehrbuch der Elementar-Mathematik (Livro-texto de 

matemática elementar, tradução nossa), foi uma das mais adotadas logo após a reforma 

prussiana. 

Uma primeira característica que observamos em Fischer é que ele opera com 

quantidades negativas e positivas sem restrições. Suas concepções epistemológicas a respeito 

dos números e de suas operações elementares ficam bem evidentes. Ele vê as quantidades 

positivas e negativas como objetos matemáticos que são construídos em sentidos contrários – 

uma noção fundamental para sua construção de reta numérica. 

Nesse sentido, Fischer nos mostra que sua matemática não está mais preocupadas 

em legitimar o método analítico ou fundamentar a noção de número negativos. Ele opera com 

essas grandezas sem a necessidade de introduzi-los, o que mostra que para ele é um objeto tão 

legítimo quanto os próprios números positivos. 

 

Ele chamou os dois “pedaços” contados em sentidos opostos de quantidades 

opostas (ibid., 189 f.). Em sua teoria precedente dos números, ele introduziu 

subtração sem nenhuma restrição, e declarou adição e subtração sendo “modos 

opostos de calcular,” um que cancelaria o outro (ibid., 60 f.). Ele o faz sem 

adicionar maiores reflexões, e sem explicitamente introduzir números 

negativos, os quais haviam sido implicitamente assumidos aqui também102 

(SCHUBRING, 2005, p. 526, tradução nossa). 

 

Fischer está inserido em um contexto alemão onde se opera livremente com 

números positivos e negativos, eles já fazem prática da produção matemática corrente, enquanto 

que na França temos alguns casos isolados com os Oratorianos, como Reyneau e Prestet, e 

depois na Revolução Francesa com Prony. Essa manipulação a qual SCHUBRING, 2005, atesta 

sendo característica de Fischer pode ser confirmada no quarto volume de sua série de livros 

didáticos, cuja primeira edição é de 1820 – 1824, mas que tivemos acesso apenas à edição de 

1829: 

 

Quando se apresenta uma grandeza como aumentando no sentido positivo ou 

negativo, então se chama uma grandeza variável; mas quando se põe uma 

grandeza como permanecendo idêntica, chama-se a de grandeza constante. É 

                                                 
102 He called two “pieces” counted in such an opposed way opposite quantities (ibid., 189 f.). In his preceding 

number theory, he had indeed introduced subtraction without any restriction, and declared addition and 

subtraction to be “opposite modes of calculating,” one of which canceled the other (ibid., 60 f.). He did so 

without adding further reflections, and without explicitly introducing negative numbers, which had been 

implicitly assumed here as well. 
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costume na análise indicar as variáveis pelas ultimas letras do alfabeto e as 

constantes pelas primeiras letras103 (FISCHER, 1829, p. 231, tradução nossa).  

 

No quarto volume que referimos, cujo título é Vierter Theil: Anfangsgründe der 

Algebra und der Lehre von deen Kegelschnitten (Volume 4: Elementos da álgebra e da teoria 

de seções cônicas, tradução nossa), não encontramos nenhuma discussão sobre a natureza dos 

números negativos. Essa discussão pode ser encontrada no volume anterior, portanto não se faz 

necessário explicar novamente. Esse volume é divido em duas partes. A primeira delas relativa 

a álgebra e a segunda às seções cônicas. Seu interesse principal nessa segunda parte é fazer um 

tratamento sobre as noções que envolvem a análise de seções cônicas. Entre elas, se apresentam 

as noções de função, coordenadas, eixos, grandezas, abscissa, ordenada, e gráficos de funções, 

que serão bastante pertinentes para nosso estudo. 

Seu tratamento com funções se assemelha bastante ao nosso, mas com algumas 

diferenças. O autor inicialmente explica que se pode tomar duas abordagens para o tratamento 

de funções: uma geométrica (sintética) e outra algébrica (analítica). Esse trecho resume a sua 

visão sobre a relação entre as grandezas envolvidas em uma função: 

 

Duas grandezas podem estar em uma relação aritmética ou geométrica de 

várias grandezas, que, quando se varia uma, a outra também é variada. Assim, 

cada uma delas é chamada de função da outra.104 (FISCHER, 1829, p. 231 – 

232, tradução nossa). 

 

O uso da notação x para a variável independente e y para a variável dependente é 

uma característica de Fischer. Ele explora melhor essa relação de dependência entre as variáveis 

separadamente para grandezas aritméticas e para grandezas geométricas. 

 

Uma relação de grandezas é apresentada aritmeticamente por uma equação. Estabelecendo agora 

qualquer equação, na qual duas grandezas variáveis (x e y) são conectadas com outras grandezas 

constantes, então é possível se convencer facilmente, que, se o valor de uma (x) for variado, então 

também a outra assuma um valor variado. [...] Quando se pôe x = 0, ou +1, +2, +3 etc., ou -1, -2, 

-3 etc., então descobre-se facilmente se e como o valor de y muda, se x obtem um outro valor.105 

(FISCHER, 1829, p. 232, tradução nossa). 

                                                 
103 Wenn man sich eine Größe positiv oder negativ wachsend vorstellt, so nennt man sie eine veränderliche 

Größe; setzt man aber eine Größe sich gleichbleibend, so nennt man sie eine beständige Größe. Jene pflegt man 

in der Analysis mit den letzten, diese mit den ersten Buchstaben des Alphabets zu bezeichnen. 
104 Zwei Größen können in irgendeinem arithmetischen oder geometrischen Zusammenhange mehrerer Größen 

in einen solchen Verbindung stehen, daß, wenn man die eine verändert, auch die andere dadurch verändert wird. 

Dann nennt man jede derselben eine Function der andern. 
105 Ein Zusammenhang von Größen wird arithmetisch vorgestellt durch eine Gleichung. Bildet man nun eine 

ganz beliebige Gleichung, in der zwei veränderliche Größen (x und y) mit andern beständigen Größen verbunden 

sind, so wird man sich leicht überzeugen können, daß, wenn der Werth der einen (x) verändert wird, auch die 

andere dadurch einen veränderten Werth erhält. [...] Setzt man dann x=0, oder +1, +2, +3 zc., oder –1, –2, –3 zc., 
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A noção explicada pelo autor é a de que se pode tomar arbitrariamente um valor 

de x, incluindo tantos valores positivos como negativos, para então se calcular o valor de y. 

Porém a diferença surge no próprio nome apresentado por ele. Entendemos que os valores de y 

assim calculados seriam a imagem, contudo essa noção é demais anacrônica. Fischer identifica 

os valores de y como sendo a função de x. Assim, podemos ser levados a uma compreensão 

não própria do autor, se não tivermos o cuidado de se limitar ao seu próprio tratamento, sem 

permitir que nossas próprias concepções interfiram. 

 

Geometricamente uma relação de grandezas é apresentada por uma figura. 

Então a intuição imediata revela quais elementos são funções dos outros 

elementos. Traça-se, por exemplo, um triângulo, e coloque um único lado ou 

um único ângulo variável para um lado, e reflita quais dos elementos restantes 

vão ser alterados assim necessariamente, há de se entender facilmente quais 

elementos são supostos como variáveis.106  (FISCHER, 1829, p. 232, tradução 

nossa). 

 

Essa noção de função não fora explorada pelos demais autores. Fischer se 

encontra herdeiro de uma geração que terá como característica o uso de função para definir seus 

objetos. Função se torna o conceito central do século XIX. Ele define os conceitos de 

coordenada, abscissa e ordenada logo na página seguinte. 

 

A posição de um ponto E, Figura 1, pode ser determinada de uma maneira 

muito simples no plano quando duas linhas sem limites AB e CD, que se 

intersectam em O sob qualquer ângulo agudo COB, são consideradas dadas 

pela sua posição. Tais linhas são chamadas para nossos objetivos de 

Coordenadas ou Linhas diretivas. Para determinar a posição do ponto E, é 

somente necessário traçar de E uma linha EF paralela à uma das duas Linhas-

Coordenadas (CD). Por isso se corta um pedaço OF da outra coordenada AB; 

e é claro que, quando se conhece o comprimento de OF e EF, e também o lado, 

na qual elas são colocadas em relação à AB e CD, a posição do ponto E é 

completamente determinada por este meio107 (FISCHER, 1829, p. 233, 

tradução nossa). 

                                                 
so wird man leicht entdecken, ob und wie sich der Werth von y ändert, wenn x einen andern Werth erhält. Findet 

sich y verändert, so ist y eine Function von x. 
106 Geometrisch wird ein Zusammenhang von Größen durch eine Figur vorgestellt. Dann ergiebt sich durch die 

unmittelbare Anschauung, weiche Bestandtheile Functionen von einander sind. Man zeichne z. B. ein Dreieck, 

und setze eine einzige Seite oder einen einzigen Winkel nach der einen Seite veränderlich, und überlege, welche 

der übrigen Bestandtheile dadurch nothwendig verändert werden oder nicht, so wird man sehr leicht einsehen, 

welche Bestandtheile Functionen des als veränderlich angenommen sind. 
107 Die Lage eines Punktes E Fig. 1. in einer Ebene läßt sich auf eine sehr einfache Art bestimmen, wenn man 

zwei unbegränzte Linie AB und CD, welche sich in O unter einem beliebigen spitzen Winkel COB schneiden, 

als der Lage nach gegeben betrachtet. Solche Linien nennt man für unsern Zweck Coordinaten oder Richt-

Linien. Um nun die Lage des Punktes E zu bestimmen, ist nichts nöthig, als daß man aus E eine Linie EF parallel 

mit einer der beiden Coordinaten-Linien (CD) zieht. Hiedurch wird von der andern AB ein Stück OF 
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FISCHER, 1829, Tafel 2 (Kegelschnitte), Fig. 1. 

 

A ideia então de coordenada para o autor não se restringe a um sistema ortogonal. 

Basta considerar o ângulo agudo formado pelas linhas (retas infinitas) que determinam seu 

sistema. Assim, as coordenadas de seu sistema serão dadas pelas linhas paralelas a essas 

principais e suas distâncias. Então o autor define o significado dos termos abscissa e ordenada. 

 

Chama-se, porém, OF a abscissa, EF a ordenada; ambas sem distinção as 

coordenadas do ponto E. Caso queira se distinguir as duas Linhas diretivas, 

então chama-se usualmente aquela, AB, na qual tem a abscissa, a Linha 

diretiva das abscissas, ou simplesmente a linha-abscissa, e a outra, CD, a linha 

diretiva das ordenadas, ou frequentemente a Linha diretiva. O ponto de 

interseção O é o ponto de início da abscissa, e o ângulo entre as linhas 

diretivas, o ângulo-das-coordenadas. Ele é normalmente reto, salvo se não for 

explicitamente determinado o contrario108 (FISCHER, 1829, p. 233, tradução 

nossa). 

 

                                                 
abgeschnitten; und es ist klar, daß wenn man einmal die Größe von OF und EF, und dann auch die Seite kennt 

nach welcher sie, in Beziehung auf AB und CD, liegen, die Lage des Punktes E dadurch völlig bestimmt ist. 
108 Man nennt aber OF die Abscisse, EF die Ordinate; beide ohne Unterschied die Coordinaten des Punktes E. 

Will man beide Richt-Linien unterscheiden, so nennt man gewöhnlich diejenige, AB, auf welcher die Abscisse 

liegt, die Richtlinien der Abscissen, oder schlechthin die Abscissenlinie, und die andere, CD, die Richtlinie der 

Ordinaten, auch oft schlechthin die Richtlinie. Der Durchschnittspunkt O heißt der Anfangspunkt der Abscissen, 

und der Winkel, den die Richtlinien einschließen, der Coordinaten-Winkel. Er ist gewöhnlich ein rechter, wofern 

nicht ausdrücklich das Gegentheil bestimmt wird. 
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Essa concepção sobre as noções de abscissa, ordenada e coordenadas é importante 

para nós, porque elas estão sendo feita para curvas genéricas, sem remeter a uma simetria de 

uma cônica, com herança da matemática clássica. Ainda que essa parte do quarto volume tenha 

como foto o tratamento sobre as seções cônicas, podemos observar que já na primeira parte ele 

lida com essas noções – sem remeter às seções cônicas.  

Curiosamente, é na primeira parte desse volume em questão que encontramos o 

primeiro registro de um plano cartesiano semelhante aos nossos registros. Nele o sistema de 

coordenadas é explicitamente graduado por números. Porém, antes de introduzir essa figura, o 

autor parte da equação 𝑥3 − 5𝑥2 + 6 = 0 analisando como um caso particular da equação 𝑥3 −

5𝑥2 + 6 = 𝑦 e discute alguns valores numéricos para x e para y, conforme podemos observar 

pela sua tabela. 

 

 

FISCHER, 1829, p. 106 

 

Essa substituição de valores de x e calcular os valores de y correspondentes é 

compatível com as nossas práticas didáticas da noção de função. Fischer se pauta sobre um 

tratamento didático sobre seu conceito de função. Para esse fim, ele constroi a tabela acima para 

explicar os passos de como construir essa relação entre esses dois conjuntos de valores. Note 

que o autor tem uma preocupação de somar os valores positivos e separadamente os valores 

negativos para então estabeler a diferença. Outro ponto interessante é que na coluna de 𝑥 = −1 

o valor de y corresponde a 0, contudo o autor tem a preocupação de colocar o sinal ∓ a frente 

do zero para caracterizá-lo como um valor nem estritamente positivo nem estritamente 

negativo. 

Mais adiante no §. 13. da página 108 ele retoma ao problema §. 11. da página 106, 

mas com uma abordagem geométrica. Ele se prevalece das noções de abscissa e ordenada para 

x e y, respectivamente, e em seguida discute sobre a curva descrita por essa equação: 
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FISCHER, 1829, prancha 1, figura 13. 

 

É importante destacar que primeiro o autor faz uma análise numérica, montando 

inclusive uma tabela com alguns valores de x e seus respectivos valores de y para só então 

esboçar a curva correspondente a essa situação. Percebemos que há uma clara intensão didática 

nesse seu tratamento. Ele se propõe a educar o leitor a construir a curva correspondente a esse 

problema. Uma vez que alguns valores já foram calculados, ele portanto sente a necessidade de 

graduar os eixos para que o leitor possa indicar a correspondência entre os números calculados 

e os valores das coordenadas dos pontos. Identificamos, assim, um primeiro tratamento com a 
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reta numérica, com essa análise numérica sobre a reta, que ainda reconhecemos válida até hoje, 

especialmente sobre os livros didáticos. 

Outro exemplo que ele ilustra sobre esse sistema de eixos graduados é visto no §. 

17., página 113, conforme pode ser observado na figura seguinte: 

 

FISCHER, 1829, prancha 1, figura 14 

 

O que nos acrescenta no parágrafo §. 17. correspondente à figura acima é o uso 

da palavra gráfico. Até então ele se referia a essa relação geométrica entre as grandezas x e y 

como sendo uma curva. Nesse momento se refere à figura como sendo uma explicação gráfica. 

Essa nomenclatura não pareceu ser recorrente nos nossos textos analisados anteriormente. 

Na figura percebemos uma inversão do eixo y. Ele não tem a preocupação 

canônica de deixar os valores positivos. Os valores para esse eixo são claramente negativos. 

Contudo, o problema que ele coloca implicaria que y assumiria valores estritamente positivos. 

Ou seja, existe uma incoerência entre o que o autor propõe algebricamente com a sua construção 

do gráfico. No entanto, considerando que ele coloca os valores positivos de y acima do eixo x, 

então seu gráfico está compatível com a construção da figura anterior (figura 13). O que se 

mantém incompatível é sua preocupação de colocar o sinal (+ ou –) antes do número para 

determiná-lo sendo positivo ou negativo. No entanto, claramente se percebe que os valores 20, 

40, 60, etc. têm o sinal – em sua frente, caracterizando assim como valores negativos (–20, –

40, –60, etc.). 
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Enfim, essa preocupação do autor de sempre especificar o significado do x como 

sendo a abscissa e y como sendo a ordenada é interessante, pois isso implica que essa 

nomenclatura talvez não fosse ainda tão usual para o estudante. É de se esperar que no início 

de seu volume ele explicasse essas nomenclaturas e ao longo do texto as utilizasse sem precisar 

defini-las novamente. No entanto, como ele faz essa explicação do que seriam as abscissas e as 

ordenadas em seu sistema de coordenadas, isso nos faz entender que talvez não fosse um uso 

tão corrente assim – ao menos para o estudante ao qual o livro é direcionado. 

O estudo de curvas a partir de equações algébricas e o uso dos conceitos de 

abscissa, ordenada e eixos utilizados para além do contexto de figuras simétricas foi utilizado 

por outros autores muito anteriores a Fischer, portanto não seria nenhum uso inédito desse autor. 

O que queremos destacar no trabalho desse autor é que ele introduz um registro gráfico de reta 

numérica graduando explicitamente os números (positivos e negativos) de modo bastante 

inovador. Ele faz esse uso a partir de um contexto em que a curva que ele se propõe a desenhar 

no seu sistema de coordenadas é o gráfico de uma função. O que é uma característica bem 

marcada da matemática do século XIX, em que o principal objeto de estudo desse período é o 

conceito de função. 

Um último ponto que precisamos destacar no trabalho de Fischer é que ele faz seu 

registro gráfico de uma reta numérica graduada em um contexto pedagógico. Seu livro tem 

como objetivo introduzir ao estudante o estudo da álgebra e das seções cônicas. Portanto, esse 

autor comprova a nossa tese de que a reta numérica teria se estabelecido na matemática como 

um objeto de ensino. Ele só assim o faz, como pode ser observado nas passagens retiradas de 

seu livro para explicar ao leitor o significado de função e como se pode efetuar os cálculos com 

alguns exemplos. 
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CAPÍTULO V 

 

V – Resultados 
 

O objetivo desse capítulo é sintetizar alguns resultados do trabalho do ponto de vista 

epistemológico. Separamos os conceitos que julgamos ser pertinentes ao desenvolvimento da 

noção de reta numérica. Esse capítulo retoma os assuntos já abordados ao longo do trabalho, 

assim analisamos cada conceito de modo transversal aos autores. Comparamos suas diferenças 

e semelhanças para nos oferecer uma visão mais ampla sobre as práticas matemáticas 

envolvendo o século XVIII e o início do século XIX, no que diz respeito ao uso da álgebra no 

tratamento de problemas geométricos. 

 

 

V.1 – Generalização de eixo 
 

Nosso primeiro tópico abordado nesse penúltimo capítulo diz respeito às práticas 

envolvendo as noções de coordenadas na geometria analítica. Julgamos que seja pertinente, 

nesse sentido, observar como eram as práticas dessas noções que se pautavam sobre a definição 

de um par de eixos coordenados. 

Vimos no início do nosso trabalho que o dicionário de Christian Wolff nos oferece 

uma visão muito mais ligado às práticas matemáticas dos antigos. A matemática clássica, como 

pode ser observada em Apolônio (apud. KLINE, 1972, p. 320), utilizava a noção de eixo como 

a reta que divide simetricamente uma seção cônica, como uma parábola, elipse, etc. Essa noção 

ainda é estendida, como pode ser observado em Wolff para outras curvas simétricas, onde 

simétrica significa, nesse contexto, que possui uma simetria por reflexão sobre uma reta. “É 

uma linha reta AX, em que todas as linhas retas MM que são traçadas paralelas no interior da 

linha curva, que cruza perpendicularmente e em duas partes iguais.”109 (WOLFF, 1716, p. 225, 

Axis Curvæ.) 

 

                                                 
109 „Ist eine gerade Linie AX, welche alle gerade Linien MM, die innerhalb der krummen parallel gezogen werden, 

recht winklicht durchschneidet und in zwey gleiche Theile theilet.“ 
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WOLFF, 1716, p. 225, Axis Curvæ. 

 

Wolff em sua enciclopédia opta por escolher expor uma matemática mais 

tradicional. Esse tratamento não parece ser muito coerente com as práticas em que ele próprio 

estava inserido. Como podemos observar em seu livro didático, Anfangs-Gründe aller 

mathematischen Wissenschaften (1713/1750), ele considera a noção de eixo podendo ser 

aplicada a curvas quaisquer, como uma ferramenta para o estudo algébrico de curvas. Os termos 

como abscissa e ordenada, ilustrados respectivamente na figura como sendo os segmentos PM 

e AP, nesse contexto, podem ser tomados formando um ângulo qualquer entre seus eixos e 

definindo uma relação algébrica qualquer de uma curva mais geral, conforme podemos observar 

em outros autores já da primeira metade do século XVIII, como, por exemplo, pode ser 

observado em Reyneau (1708/1738): 

 

 

REYNEAU, 1738, Planche 1re, Fig. 1 
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Reyneau considera como sendo os eixos das abscissas e das ordenadas, 

respectivamente, as retas CAB e DAE. Ele define de modo geral para qualquer curva que se 

deseja estudar as suas relações algébricas, ou vice-versa, estudar o comportamento geométrico 

a partir de uma equação literal. Esse par de eixos então descreve as coordenadas dos pontos da 

curva que devem satisfazer uma determinada equação, se necessário. 

Wolff também apresenta essa noção da geometria analítica em seu livro-texto. Ele 

também faz considerações sobre o estudo de curvas do ponto de vista algébrico, apoiando-se 

sobre as noções de coordenadas dos pontos.  

Esse caso nos mostra como as enciclopédias do século XVIII não incluíam algumas 

noções próprias de seu tempo. Elas não parecem refletir, de modo geral, as práticas mais 

recentes, ainda não muito usuais. Essa característica é curiosa, pois alguns autores, como o 

próprio Wolff, faziam uso desses termos no sentido mais moderno. Ao mesmo tempo que ele 

considera essas noções para curvas quaisquer, opta por não fazer o mesmo tratamento em seu 

dicionário. Wolff mantém uma exposição mais tradicional da matemática em seu dicionário. 

 Essa prática também é observada pela enciclopédia inglesa, Cyclopædia (1728), de 

E. Chambers. O texto inglês tem uma pretensão de ser mais abrangente, não se limitando 

somente à matemática, mas a todas as áreas de conhecimento. No que diz respeito ao tratamento 

das noções de eixo, abscissa e ordenada, encontramos muita semelhança entre ambas as 

publicações. O texto inglês também se limita a definir esses termos em função das práticas 

clássicas, como sendo componentes de uma análise de curvas simétricas. Não podemos julgar 

que Chambers tenha se inspirado no dicionário alemão, uma vez que o próprio texto de 

Chambers, no que diz respeito à matemática, inspira-se em outro dicionário inglês de J. Harris, 

Lexicon Technicum (1704 – 1710). Mas alguns traços as enciclopédias alemã e inglesa possuem 

em comum. Além do tratamento ser feito de forma análoga, cuja diferença entre as publicações 

se dá apenas pelo fato de Chambers ter sido mais extenso nas suas explicações do que Wolff, 

vemos também semelhança até nas figuras utilizadas para explicação, como pode ser observada 

a seguir: 
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CHAMBERS, 1728, Tab. Conicks, fig. 26 

 

Chambers se pauta sobre a mesma figura que havia no dicionário alemão. Talvez só 

pudéssemos ser mais conclusivos sobre essa hipótese se nos aprofundássemos nas demais 

dicionários ou enciclopédias desse período, como a de Harris, para que pudéssemos inferir 

sobre um ter sido referência do outro ou se ambos se basearam sobre um terceiro texto anterior. 

Contudo, na enciclopédia inglesa vemos algumas referências à matemática analítica 

do século XVIII, como no termo Algebraical (algébrico), em que se considera aplicando a 

linhas curvas: “Curva algébrica é uma curva, na qual a razão das abscissas com as semi-

ordenadas, pode ser determinada por uma Equação Algébrica”110 (Cyclopædia, tomo 1, pág. 

60, 2ª col., Algebraical, tradução nossa). Logo, a enciclopédia inglesa tenta privilegiar também 

essas práticas mais difundidas a partir da metade do século anterior e em pleno processo de 

consolidação do século seguinte. Apesar de não definir essas noções em questão, como eixo, 

abscissa e ordenada, dentro de seus respectivos artigos de modo a contemplar às aplicações da 

álgebra, ele faz essas considerações em outros artigos. O que nos mostra uma legitimidade do 

método analítico do século XVIII ganhando seu espaço sobre textos de divulgação, como as 

enciclopédias. 

Essa mesma prática conflitante entre o clássico e o moderno é observada na 

enciclopédia francesa, Encyclopédie (1751 – 1772), cujos termos matemáticos ficaram sob a 

responsabilidade de d’Alembert. Nela, percebemos que os termos, quando possível, são 

introduzidos de forma a contemplar a matemática sintética tradicional e seus respectivos usos 

dos conceitos. Sua abordagem começa restringindo os termos como abscissa, eixo e ordenada, 

                                                 
110 Courbe algébrique, c'est une courbe dans laquelle le rapport des abscisses aux ordonnées, peut être déterminé 

par une équation algébrique. 
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ao caso das cônicas e de curvas simétricas. Inclusive, podemos observar a mesma figura 

reproduzida novamente pela versão francesa: 

 

 

Encyclopédie, Sections Coniques, Planche III , Fig. 26 

 

A semelhança, nesse momento, deve ser tomada com menos surpresa que no caso 

anterior. A Encyclopédie teve como objetivo abranger o maior número de conteúdos possíveis. 

Isso explica porque a sua primeira edição foi dividida em 33 volumes. Apesar de ser fruto de 

um esforço coletivo de cerca de 20 autores, ela não foi inovadora em todos os seus artigos. A 

enciclopédia francesa toma como referência o trabalho inglês. Alguns termos são tomados a 

partir de uma tradução literal de uma enciclopédia para a outra, conforme pode ser observado 

pelos verbetes Algebraical (Cyclopædia, tomo 1, pág. 60, 2ª coluna) e Algebrique 

(Encyclopédie, Tomo 1, pág. 262, 2ª coluna). 

Porém, quanto ao uso dos termos abscissa, eixo e ordenada, d’Alembert se propõe 

a abranger também as práticas mais recentes. Semelhante a Wolff, D’Alembert se encontra 

ativo da produção matemática de seu tempo. A enorme diferença entre esses dois autores é que 

d’Alembert jamais seguiu a carreira de magistério ou tampouco foi autor de livros-textos, ao 

menos no campo da álgebra. Ele se manteve em contato com as publicações de sua época e foi 

autor de artigos científicos em sua época. Portanto, não era por menos que se tornou um 

matemático de referência para a historiografia tradicional. É um dos poucos autores em 

destaque da matemática do século XVIII que não possui nenhum vínculo com o ensino de 

matemática. Assim, não possui nenhuma publicação de cunho didático que explicasse de modo 
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elementar como se deveria entender e aplicar os conceitos básicos da análise no estudo de 

curvas. As únicas referências que se aproximam nesse sentido são seus artigos na Encyclopédie. 

Logo, apesar das semelhanças entre do trabalho francês com os textos inglês e 

alemão, d’Alembert tenta se aprofundar ainda mais no uso e aplicações dos termos em questão. 

Depois de um tratamento clássico, como no trecho: “De acordo com as definições acima, o eixo 

de uma curva é geralmente uma linha traçada no plano da curva, & que divide a curva em duas 

partes iguais” (Encyclopédie, tomo 1, p. 905, 1ª col., Axe, tradução nossa), podemos perceber 

que em um segundo momento ele considera o seu uso para o estudo de curvas algébricas: 

 

Assim, existe um grande número de curvas que não têm um eixo possível, no entanto, 

para facilidade de nomes, tem-se convindo para chamar geralmente eixo de uma 

curva, qualquer linha tirada onde se quiser no plano desta curva, em que leva-se as 

abscissas, e para que as coordenadas da curva são perpendiculares. Assim, qualquer 

curva desta forma pode ter um eixo posicionado onde desejar. Se as ordenadas não 

são perpendiculares, o eixo é chamado de diâmetro. Veja ABSCISSA, DIÂMETRO, 

ORDENADA. (Encyclopédie, tomo 1, p. 905, 1ª col., Axe, tradução nossa). 

 

Portanto a enciclopédia francesa propõe abranger tanto a matemática clássica, dos 

antigos, como a matemática moderna, do legado cartesiano. No entanto, podemos perceber que 

d’Alembert ainda apresenta algumas visões contraditórias, que será explicado quando 

analisarmos o uso de números negativos a seguir. Essa questão ambígua presente nos trabalhos 

de d’Alembert nos mostram que a generalidade da álgebra, aplicada ou não a problemas 

geométricos, é um bom indício de que não se trata de uma disciplina com total legitimidade 

para o século XVIII. Não no sentido mais geral envolvendo a resolução de problemas 

geométricos ou assumindo os números negativos em suas práticas, como veremos a seguir. 

Fica evidente que essa última matemática se torna mais popular talvez somente no 

final do século XVIII, uma vez que o dicionário alemão de Klügel (1803 – 1808), mais tardio 

em relação às demais enciclopédias escolhidas por nós, já contempla sem contradições as 

noções da geometria envolvendo o método da análise. Klügel é um exemplo que ilustra bem o 

estado da arte que a matemática alemã se encontrava por volta do início do século XIX. Sua 

definição de eixo é bastante abrangente voltado para o estudo de curvas. Ele assume que pode 

ser tomado um par de eixos formando um ângulo qualquer, de forma conveniente, e a partir de 

então estabelece as noções de abscissa e ordenada em um sistema de coordenadas.  

É um tratamento também presente em todos os nossos textos analisados. Para a 

geometria analítica do século XVIII, nunca pareceu ser uma questão a noção de eixo limitado 

às cônicas, como pode ser observada por Hube: 
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HUBE, 1759, Tab. I, fig. 1 

 

Os termos abscissa e ordenada são utilizados em todos os livros analisados nesse 

trabalho como noções que estabelecem a relação entre a geometria e a álgebra. São termos que 

definem ou definidos por uma expressão algébrica, envolvendo sempre um grau de 

generalidade em seu tratamento, daí o uso recorrente entre esses livros de estabelecer x como a 

variável das abscissas e y como a variável das ordenadas, dependente de x de acordo com a 

expressão algébrica que determina a relação entre as variáveis. Para esse trabalho, as diferenças 

que queremos observar entre os livros voltados para a análise de curvas se pautam sobre o 

significado de valores negativos na geometria de coordenadas ou sobre como eram feitos os 

registros numéricos nos gráficos. 

Portanto, as enciclopédias nos mostram evidências históricas de como era tratada a 

álgebra na resolução de problemas geométricos no século XVIII. Podemos observar pelas 

enciclopédias que não era uma disciplina totalmente estabelecida, por exemplo, com o mesmo 

status que a geometria sintética. Ela vai adquirir um espaço maior com a introdução da análise 

no ensino de matemática e com a publicação de livros-textos elementares sobre o estudo de 

curvas algébricas. 

 

 

V.2 – Números negativos 
 

A utilização dos números negativos é um bom exemplo para mostrarmos a ausência 

de uma uniformidade no discurso matemático do século XVIII. No estudo das curvas isso se 

mostra bastante presente. Quando Descartes publica o anexo de seu discurso, La Géométrie, ele 
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rejeita as soluções de suas equações que lidassem com grandezas negativas. De modo geral, o 

século XVII é rico em exemplos de discussões sobre a legitimidade dos números negativos, 

conforme discutimos em nossa introdução com os exemplos de Cardano e Arnauld. Essa 

discussão não estaria de fora do contexto das aplicações da álgebra na geometria, permitindo 

uma interpretação geométrica para os valores negativos. 

Observamos que no século seguinte essa discussão ainda se manteve em 

determinados ambientes de discussão. Percebemos que existem tratamentos distintos com 

números negativos entre as comunidades alemã e francesa. D’Alembert reflete essa transição 

entre a negação e legitimação dessas grandezas. 

Na Encyclopédie, d’Alembert faz uso de valores negativos ao descrever as curvas. 

A associação de pontos sobre uma curva com os números em um sistema de coordenadas 

permite um novo significado para os números negativos. Dentre as mais de 20 páginas 

dedicadas ao seu artigo Courbe (curva) e no seu artigo Branche (ramo) – o qual se orgulha de 

ser o primeiro a escrever sobre essa noção em uma enciclopédia – o autor francês apresenta um 

significado para esses números de acordo com o sentido da reta que se tomam os pontos “Se 

temos dois valores, um positivo PM, o outro negativo Pm (Fig. 36. nº. 2 Análise.), será 

necessário tomá-los de diferentes lados. Seja, por exemplo, PM = x, e Pm = –x” (Encyclopédie, 

tomo 4, p. 379, 2ª col., Courbe, tradução nossa). 

 

 

Encyclopédie, Analyse, Planche II , Fig. 36, Nº 2 

 

O enciclopedista francês é bem enfático a respeito de como devem ser interpretadas 

os números positivos e negativos no estudo de curvas. Contudo, ele apresenta algumas 

restrições sobre isso. Ainda no verbete Courbe (curva) ele vai considerar deslocar o ponto p 



134 

acima como o ponto 0 do eixo das abscissas para o ponto P – dado que a escolha do ponto 0 é 

arbitrária – a fim de que ambos Pm e PM estejam do mesmo lado e tenham o mesmo sinal +, a 

fim de se evitar que tenha pm e pM em lados opostos da reta e, portanto, tendo sinais opostos, 

como –pm e +pM (Encyclopédie, tomo 4, p. 379, 2ª col., Courbe). D’Alembert é um reflexo de 

como era o tratamento francês frente aos números negativos. 

A comunidade francesa não é uniforme a respeito do uso de números negativos 

nesse período histórico. As polêmicas envolvendo alguns personagens já citados como pano de 

fundo para esse trabalho evidenciam que os círculos matemáticos franceses eram divididos 

quanto ao tratamento dessas grandezas. Por outro lado, a comunidade alemã emergente não 

chega a apresentar os mesmos obstáculos na superação, sendo muito mais usual em suas 

publicações considerações abrangendo esses números. Ela apresenta um uso mais consolidado 

a respeito dessa noção (SCHUBRING, 2005, p. 132). Porém, não cabe a esse trabalho fazer 

uma análise profundada sobre esse assunto. É interessante para nós a concepção dos números 

negativos sobre a reta e, portanto, suas aplicações e uso nos sistemas de coordenadas. 

Por outro lado, autores anteriores a d’Alembert apresentam outra visão sobre os 

números negativos. Eles compartilham de sua definição de números negativos sobre a reta, mas 

não fazem a mesmo consideração a respeito de se deslocar o ponto de origem do eixo para evita 

o uso de números negativos.  

Já no século XVII já se fazia uso de números positivos e negativos sobre uma reta. 

Reyneau, por exemplo, é herdeiro desse legado. Já no início do século XVIII, apresenta em seu 

livro-texto essa visão sobre os pontos positivos e negativos sobre os eixos. Não apenas ele 

justifica as abscissas ou ordenadas positivas e negativas sobre os eixos, Reyneau também 

apresenta uma prática operatória com esses sinais. Ele argumenta que se um retângulo possuir 

um  de seus lados positivos (+AB) e outro (–AD), então a área desse retângulo será negativa; 

enquanto que se ambos os lados tiverem o mesmo sinal (+AB e +AD ou –AB e –AD), sua área 

será positiva (REYNEAU, 1738, p. 10). 

Nesse momento temos um bom exemplo pontual de que não existe uma linearidade 

nos conceitos matemáticos. Essa consideração de área positiva e área negativa não é um 

tratamento que vigorou até os dias de hoje. Reyneau considera áreas positivas e negativas, mas 

hoje seria um absurdo supor áreas negativas; apenas positivas. 

No tratamento de números positivos e negativos no contexto do estudo de curvas 

por intermédio da álgebra, mostra-se muito comum o uso de números negativos. Vemos que 

Euler e Cramer, ambos de origem suíça e contemporâneos – suas publicações analisadas datam 

de 1748/1756 e 1750, respectivamente – apresentam um uso sem restrições aos números 
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negativos. Ambos apresentam um tratamento muito semelhante ao de Reyneau nos seus 

registros numéricos. 

Eles partem de uma unidade geométrica, como a exemplificado abaixo, 

exemplificado na figura abaixo e consideram os sinais + ou – de acordo com o sentido dos 

pontos tomados, mas sempre em função dessa unidade: “diferentes valores no lugar de x, como 

3a, 2a, a, 0, –a, –2a, –3 a, –4a, –5a, –6a, –7a, etc. e vemos que essas abscissas correspondem 

às ordenadas 5
1

3
𝑎, 3

1

2
𝑎, 2a, −

1

2
𝑎, −

2

3
𝑎, −

1

2
𝑎, 0, 

5

6
𝑎, 2a, etc.”111 (CRAMER, 1750, pág. 16, 

tradução nossa). 

 

 

CRAMER, 1750, Planche II, fig. 10 

Independente de se poder operar livremente com grandezas positivas ou negativas, 

geometricamente ou algebricamente; temos que as existe uma necessidade de se destacar que 

está se trabalhando com uma grandeza geométrica (a) e nela os sinais + ou – indicam a posição 

do respectivo ponto em relação ao eixo. Isso talvez seja um reflexo sobre a concepção dos 

números negativos. Logo, ficamos com a impressão que eles utilizam o sinal apenas para 

direcionar os pontos, não o número −
1

2
 como um número propriamente. Desses três autores 

citados, Reyneau, Cramer e Euler, talvez Euler seja o único que podemos defender, com 

segurança, a legitimidade dos números negativos como objetos em si. 

Em seu tratamento algébrico, percebemos que ele também recorre a uma unidade e 

a mantém em suas expressões algébricas, como Reyneau e Cramer: “a Aplicada AA¹ = πa , AA² 

= 2πa, AA³ = 3πa, etc.”112 (EULER, 1748, p. 296, tradução nossa). Contudo, quando Euler 

recorre somente à aritmética em sua explicação, vemos que ele se ausenta do uso de uma 

unidade fixa, trabalhando apenas com os números: “Consideremos primeiro a série de números 

                                                 
111 différentes valeurs au lieu de x, comme 3a, 2a, a, 0, –a, –2a, –3 a, –4a, –5a, –6a, –7a,  &c. & l’on trouvera 

qu’à ces abscisses répondent les ordonnées 5
1
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𝑎, 3
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2
𝑎, 2a, −
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𝑎, −

1
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𝑎, 0, 

5

6
𝑎, 2a, etc. 

112 Aplicatæ AA¹ = π a , AA² = 2π a, AA³ = 3π a; &c. 



136 

naturais, que juntos será para trás continuada etc, -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +etc.”113 (Euler, 

1755, p. 87 – 89, tradução nossa). Essa concepção nos aponta que, quando o contexto inserido 

é geométrico, algum elemento propriamente geométrico permanece na parte algébrica para 

distingui-lo de um tratamento aritmético apenas, no caso, permanece a unidade escolhida. 

A distinção entre as comunidades alemã e francesa aparecem com maior clareza 

nesse momento. Nas publicações alemães observadas, como o texto didático de Wolff do início 

do século XVIII e o texto mais avançado de Hube, esse publicado por volta da metade do século 

(1759), mesmo momento que as publicações de Euler e Cramer, ambos textos alemães não 

recorrem a esse uso de uma unidade geométrica para legitimar as operações com números 

negativos. Eles apenas tratam o valores de x e y como números negativos. Observamos esse 

tratamento genérico nos demais textos alemães. No caso francês, esse tratamento viria a se 

tornar padrão somente a partir de Bézout e Prony. 

Portanto, temos um exemplo concreto de distinção entre os tratamentos com 

números negativos entre as comunidades alemães e francesa, ao menos até metade do século 

XVIII. Contudo, independente de utilizar ou não uma unidade geométrica para se operar com 

a álgebra, o que percebemos é que as enciclopédias não parecem refletir o tratamento usual da 

geometria pelo método analítico. Ou seja, enquanto que os estudos sobre o método analítico do 

século XVIII lidavam com recorrência com os números negativos, as enciclopédias não os 

aceitavam em seu tratamento da mesma forma. Começamos a ver um uso natural de grandezas 

dessa natureza com d’Alembert, embora ainda contendo algumas ressalvas quanto ao seu uso. 

O dicionário de Klügel é tardio a essa discussão, aceitando sem impor nenhum obstáculo a 

prática com essas grandezas. Portanto, observamos que o uso dos números negativos se mostra 

recorrente na análise do século XVIII. Não seria, portanto, essa disciplina a impor seus 

obstáculos contra essas grandezas, mas talvez em outras áreas mais tradicionais, como a própria 

geometria sintética. 

 

 

V.3 – Enumeração de pontos 
 

Nosso próximo resultado é relativo ao registro de reta numérica. Até agora vimos 

que o conceito de associar números a pontos da reta se estabelece com a difusão do método 

                                                 
113 Consideremus primum seriem numerorum naturaliam, quae simul retro continuata erit &c, -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 

+3 +4 +&c. 
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analítico nos séculos XVII e XVIII. Nesse contexto, fica estabelecida uma geometria de 

coordenadas em função do estudo de curvas. Uma expressão algébrica entre duas variáveis pode 

ser associada a uma curva geométrica e vice-versa. Logo, os números negativos ganham uma 

nova interpretação, uma vez que podem ser vistos a partir de uma representação gráfica. 

Associa-se assim cada os dois sentidos do eixo ao sinal da variável, positivo ou negativo. 

Nesse momento, estamos tendo um cuidado extra de não assumir que os autores que 

fazem uso dessas duas noções exploradas no parágrafo acima já fazem uso, portanto, do 

conceito de reta numérica. Nenhum dos autores que observamos faz uso da expressão reta 

numérica, ou outra semelhante. Esse nome carrega muitos significados para nosso contexto, 

como foi explorado em nossa introdução. Seria anacrônico utilizar esse termo para descrever 

as práticas observadas aqui, uma vez também que a nossa noção de reta numérica é associada 

a um registro gráfico. Ou seja, faz-se uma correspondência, não apenas no tratamento algébrico 

entre os números e os pontos correspondentes aos intervalos do eixo, como essa associação é 

usualmente feita sobre no tratamento geométrico, isto é, na própria figura em questão. 

É natural para nós que, se for pedido para traçar uma reta numérica, demarcarmos 

alguns pontos correspondentes a alguns números em cima do nosso próprio esboço. Não 

encontramos até Fischer (1829) nenhum autor que fizesse o mesmo tratamento em suas 

ilustrações, os pontos marcados pelo seu valor correspondente. Encontramos, no entanto, outras 

associações com contagem em nosso trabalho que vale a pena ser destacado. 

Wolff, em 1710 é o primeiro autor que observamos utilizar uma enumeração 

explícita em suas pranchas, conforme podemos observar abaixo na sua edição de 1750: 

 

 

WOLFF, 1750, Tab. II, Fig. 22 
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Note que na figura é apresentado dois sistemas de numeração, um em algarismos 

indo-arábicos e outro em algarismos romanos. Quando observamos a reta CD, observamos 

claramente que existe uma enumeração dos pontos de interseção da reta com as circunferências 

partindo no sentido de A para as extremidades. Ele não faz nenhuma pretensão escrever 

números negativos para um sentido e positivos para outro. Se retomarmos a expressão algébrica 

que determina as circunferências, podemos entender melhor a sua proposta. 

Na pág. 1678 ele coloca em questão a expressão 𝑦2 = 𝑎𝑥 − 𝑥2, onde ele substitui 

os valores da constante 𝑎 = 1, 2, 3, 4, 5, fazendo as respectivas curvas satisfeitas pela equação. 

Ele não trabalha com os intervalos de A a cada ponto correspondendo a x ou a y na expressão. 

Wolff talvez tenha se inspirado nessa enumeração para determinar o valor do coeficiente e, 

portanto, sua circunferência correspondente em seu sistema de coordenadas. Portanto, fica 

coerente porque sua enumeração é a mesma para ambos os pontos sobre a mesma 

circunferência, pois são relativos a uma mesma circunferência determinada por a igual a 1, 2, 

3, etc. 

O autor se aproveita da mesma prancha para fazer uma análise sobre a parábola 

descrita pela equação 𝑦 = 𝑎𝑥2. A partir de então, sua enumeração para essa parábola tem o 

objetivo de apenas nomear os pontos para poder simplificar sua análise: “PI = AI, PII = A2, 

PIII = A3, etc. [...] então sejam AB = a, AP = x, A3 = PIII = y; então 𝑦2 = 𝑎𝑥 (§. 210 Geom.) 

e também o ponto III estão na Parábola (§. 217)”114 (WOLFF, 1750, p. 1683). Assim, não 

reconhece esses pontos chamados de I, II, III, etc. como correspondendo aos valores de x ou y 

iguais a 1, 2, 3, etc. Assim, podemos entender com mais clareza qual seu objetivo de enumerar 

os pontos em sua prancha. 

Na Cyclopædia (1728), Chambers também escreve em algumas pranchas uma 

enumeração semelhante. O autor inglês apresenta duas enumerações em uma mesma prancha, 

utilizando indo-arábicos e romanos: 

 

                                                 
114 PI = AI, PII = A2, PIII = A3, u.s.w. [...] so es sey AB = a, AP = x, A3 = PIII = y; so ist 𝑦2 = 𝑎𝑥 (§. 210 

Geom.) und also de Punct III in der Parabel (§. 217). 
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CHAMBERS, 1728, Tab. Conicks, Fig. 8 

 

Nesse primeiro momento, percebemos que Chambers também faz um estudo sobre 

parábola e, assim, desenvolve um registro numérico na figura. Os pontos sobre a parábola são 

enumerados por algarismos romanos, enquanto que os valores da ordenada (eixo vertical) é 

tomado por algarismos indo-arábicos. Percebemos aqui outra evidência de que Chambers teria 

se inspirado diretamente nos trabalhos de Wolff para elaborar suas enciclopédias. Se olharmos 

as curvas na metade superior, observamos que parecem se tratar de arcos de circunferência. 

Logo, seria muita coincidência que ambos foram desenhados de forma tão parecida. Porém, o 

contexto em que cita a figura é bastante diferente entre os dois autores. Wolff tem uma 

preocupação em fazer cálculos analíticos sobre as propriedades da parábola, enquanto que em 

Chambers encontramos que a figura serve como base apenas para explicar o conceito de espaço 

parabólico, sem efetuar nenhum cálculo algébrico. 

Chambers ainda faz outra figura com esse sistema de enumeração com dois tipos de 

algarismos. Na figura a seguir, fica claro que ele corresponde cada número romano, que fazem 

parte do eixo das abscissas, ao seu correspondente indo-arábico, que está marcado sobre a 

curva. 
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CHAMBERS, 1728, Tab. Conicks, fig. 17 

 

O autor inglês parece mais interessado, em ambas as figuras, apenas enumerar os 

pontos para auxiliar em suas explicações. Não existe nenhuma pretensão de marcar os pontos 

sobre um dos eixos coordenados determinando o valor de seu ponto correspondente, por 

exemplo, se x = 1, 2, 3, etc., escrever os números 1, 2, 3, etc. sobre o próprio eixo a fim de 

explicitar na prancha o valor correspondente dessa variável. Ou seja, novamente é uma 

enumeração dos pontos com o propósito de apenas nomear os pontos. 

Euler possui outra forma de nomear os pontos. Conforme vimos nos artigos de 

Ferraro, 2004, e Thomaidis e Tzanakis, 2007, o matemático suíço apresenta diversas vezes uma 

sequência numérica envolvendo os números negativos. Em ambos os livros que analisados de 

Euler, 1748 e 1755, ele considera a ordem dos números positivos e inteiros como sendo 0, 1, 2, 

3, ... em um sentido e 0, –1, –2, –3, ... em outro sentido. Essas duas sequências colocadas juntas, 

respeitando a ordenação dos números positivos e negativos, é explicada por Euler: 

“Consideremos primeiro a série de números naturais, que juntos será para trás continuada etc, 

-4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +etc.”115 (Euler, 1755, p. 87 – 89, tradução nossa). Essa sua 

consideração de colocar os números nessa sequência bem ordenada é interpretada, nos artigos 

                                                 
115 Consideremus primum seriem numerorum naturaliam, quae simul retro continuata erit &c, -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 

+3 +4 +&c. 
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de Ferraro e Thomaidis e Tzanakis, como sendo a representação de reta numérica para Euler. 

Acreditamos que essa suposição é exagerada, dado que em nenhum momento Euler afirma estar 

trabalhando com esse conceito. Nos trechos que esses autores afirmam sobre Euler, 

encontramos que Euler faz um estudo sobre sequências numéricas, sem trabalhar com nenhum 

aspecto geométrico. 

No que diz respeito ao registro de uma enumeração de pontos, Euler merece ser 

destacado. Ao trabalhar com a expressão analítica 
𝑦

𝑎
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝑥

𝑐
, ele considera a representação 

da curva por essa equação definida. A partir de então, exibe em sua representação gráfica uma 

enumeração dos pontos que, até então, se mostra inovadora: 
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EULER, 1748, Tab. XXV, Fig. 104 

 

Na imagem, percebemos que os pontos A, E, F e M são indexados com números 

positivos e negativos. Essa notação de Euler foi a única que observamos nesse trabalho a utilizar 

valores negativos para uma contagem. Essa indexação é ainda mais pertinente para nosso 

trabalho, pois seu explica que: 
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Vamos tomar a reta CAB como Eixo, e A como início ; primeiro, x = 0, a Aplicada 

AA¹ = πa , AA² = 2πa, AA³ = 3πa, etc. Na outra parte AA–1 = πa , AA–2 = 2πa , AA–3 = 

3πa ; etc. : de modo que a Curva passa por cada ponto116 (EULER, 1748, p. 296, 

tradução nossa). 

 

O que Euler quer dizer com esse trecho é que os índices (..., –2, –1, 0, 1, 2, 3,...) , 

correspondem aos valores de x na expressão 
𝑦

𝑎
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝑥

𝑐
. Portanto, sua enumeração dos pontos 

faz uma correspondência com o respectivo valor da variável x. Claramente, não seria um 

registro explícito de uma reta numérica, mas vemos uma associação entre o valor da variável e 

o seu ponto correspondente, levando em consideração uma contagem com números positivos e 

negativos. 

Vemos em Euler uma exceção em utilizar números em seu sistema de contagem. Os 

demais autores observados são relutantes em escrever qualquer registro numérico sobre a reta. 

Por exemplo, Kästner, em 1760, propõe uma contagem utilizando os alfabetos grego e romano: 

 

 

KÄSTNER, 1760, Tab. I, Fig. 8 

 

No seu eixo horizontal, ele nomeia os pontos com letras romanas. A partir de A, ele 

conta indo para a direita com letras maiúsculas P, Q, R, S e T; no sentido contrário, para a 

esquerda, ele escreve as mesmas letras correspondentes em minúscula p, q, r, s e t. Nos pontos 

da circunferência ele mistura as letras gregas e romanas. Na parte superior, ele escreve os pontos 

                                                 
116 Sumta ergo recta CAB pro Axe, & A pro Abscissarum principio ; erunt primo , posito x = o , Aplicatæ AA¹ = π 

a , AA² = 2π a, AA³ = 3π a; &c. Itemque ex altera parte AA–1  = π a , AA–2  = 2π a , AA–3  = 3π a ; &c. : atque per 

singula hæc puncta Curva transibit. 
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com letras romanas L, D, E e F, e no sentido contrário escreve as letras correspondentes em 

grego maiúsculo Λ, Δ, Ε, Φ. Assim, na parte inferior da circunferκncia, escreve as letras 

minϊsculas correspondentes ΰs letras na mesma reta vertical, como l, d, e e f do centro para a 

direita e no sentido contrário, do centro para a esquerda, com as letras gregas minúsculas λ, δ, 

ε e φ. Esse recurso sofisticado de Kδstner nos mostra uma tradiηγo em escrever os pontos com 

letras, jamais com nϊmeros. 

O que percebemos ι que, embora muitos autores, como Kδstner e Hube do lado 

alemγo ou Cramer e d’Alembert do lado francκs, reconheηam fazer uma matemαtica moderna 

em contraposiηγo ΰ matemαtica dos antigos, eles fazem uma manutenção da tradição em seus 

desenhos. Não há, com poucas exceções expostas acima, outros recursos de se discriminar os 

pontos na figura que não fosse usando letras, gregas ou romanas. Quase todos os autores, como 

o próprio Kästner, nomeiam os pontos da figura a partir de das letras romanas mais tradicionais 

como A, B, C, D, etc. 

Ainda no século XVIII, vemos recursos numéricos aparecendo com mais clareza na 

seguinte prancha de Cyclopædia: 

 

 

CHAMBERS, 1728, Tab. Trigonometry, Fig. 4. 

 

Na ilustração da elipse, vemos o seu eixo maior, AB, ser demarcado por uma 

sequência numérica de 10, 20, 30, ..., 90. Essa enumeração de pontos é o único recurso que 

observamos anterior a Fischer de uma enumeração explícita dos pontos sobre um dos eixos 

remetendo a um registro de reta numérica. Contudo, devemos destacar que esses números não 

correspondem a alguma medida sobre AC. Como se trata de uma elipse, Chambers faz uma 

associação dos pontos marcados de acordo com o ângulo formado por ECa, onde a seria o ponto 
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sobre a elipse. Logo os valores marcados sobre o eixo AB correspondem a uma contagem dos 

ângulos – não a uma variável x definida sobre o eixo AB, com origem em C, como poderíamos 

pensar anacronicamente. 

Por fim, concluímos os primeiros registros de reta numérica somente na primeira 

metade do século XIX. No trabalho de Fischer, 1829, encontramos duas pranchas que nos 

mostram um sistema de coordenadas trabalhadas usualmente em nosso contexto. O autor 

alemão tem a preocupação em demarcar os pontos sobre os eixos, fazendo a correspondência 

gráfica entre os valores das variáveis x e y com a sua curva sob um plano de coordenadas 

ortogonal, conforme podemos observar a representação geométrica para a expressão analítica 

𝑥3 − 5𝑥2 + 6 = 𝑦 abaixo: 

 

FISCHER, 1829, prancha 1, figura 13. 
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Essa figura apresenta todas as características de uma reta numérica que entendemos 

em uma representação visual. Ele associa explicitamente cada ponto do eixo das abscissa com 

os valores de x e o faz corresponder no eixo das ordenadas. É interessante perceber que ele faz 

uma análise numérica anterior à figura, calculando alguns valores para y de acordo com alguns 

valores inteiros de x:  

 

 

FISCHER, 1829, p. 106 

 

Logo, fica justificada a necessidade de Fischer em introduzir esse registro numérico 

nos eixos coordenados. Ele o faz como um auxílio para esboçar o gráfico representado 

numericamente por alguns pontos pela sua tabela. É interessante que ele discrimina os valores 

positivos e negativos no seu gráfico. Levando em consideração as práticas da geometria 

analítica usuais, coloca os positivos em uma direção e os negativos e outra direção. Ele utiliza 

uma análise numérica tanto na expressão algébrica como na abordagem geométrica. Nesse 

contexto, faz-se conveniente escrever explicitamente onde correspondem os valores das 

abscissas e das ordenadas. 

 

 

V.4 – RETA NUMÉRICA como construção didática 
 

Nessa última sessão vamos fazer algumas considerações a respeito de nossa tese 

principal. Tivemos a pretensão nesse trabalho de observar em que contexto a noção de reta 

numérica é desenvolvida. Observamos que ela é uma noção que está inicialmente vinculada às 

práticas da geometria analítica. Ela, então, se estabelece como um recurso didático na análise 

de curvas a partir de expressão algébrica de suas variáveis. Vemos em Fischer o primeiro 

registro dessa noção, ou seja, somente no século XIX. Sua série de livros didáticos é voltada 

para o ensino escolar. Ele faz uma abordagem didática direcionada a um ensino elementar. Não 

é um texto de nível muito aprofundado. Não é direcionado a um público mais avançado que 
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possui domínio sobre as práticas matemáticas. Mas um público em fase escolar que estão sendo 

introduzidos na matemática. 

Observamos que algumas noções associadas ao conceito de reta numérica já 

estavam estabelecidas ainda no século XVIII. A geometria de coordenadas, em que se associam 

pontos a números foi uma prática bem estabelecida nesse século. Vemos que essa associação 

está presente no estudo de curvas por um tratamento analítico. Uma herança do método analítico 

de Descartes que inaugura uma prática moderna, no sentido em que os próprios protagonistas 

desse método se reconheciam como fazendo uma matemática distinta dos antigos. 

Outra noção bem estabelecida no final do século XVIII que observamos é quanto 

aos números negativos. Vemos com clareza esses números serem manipulados sem 

impedimentos no estudo de curvas. O método analítico do século XVIII faz uma associação dos 

números positivos e negativos com os dois sentidos de uma reta. Logo, estabelecido um ponto 

central da reta, em um sentido eram associados números positivos e em outro os números 

negativos. Essa interpretação geométrica desempenha um papel significativo na legitimação 

dessas grandezas e, ao menos nas práticas do estudo de curvas, os autores são, em sua maioria, 

consensuais quanto ao seu uso. 

Vemos que essas práticas concorrem simultaneamente em textos de nível avançado 

e de nível elementar. Esses tratamentos podem ser observados tanto em Euler, um texto 

essencialmente utilizado por outros matemáticos, como em Bézout, um texto voltado para uma 

formação de engenheiros, ou como em Kästner, voltado para uma formação também geral. 

Comparando duas comunidades dominantes na produção matemática desse período, 

vemos que no final do século XVIII há uma uniformidade no tratamento da análise em 

geometria. Esses autores se utilizam das mesmas noções com suas respectivas manipulações de 

forma coerente. Temos então um bom indício de que a geometria analítica era uma disciplina 

bem estabelecida pela metade desse século. Porém, não vemos contribuições significativas no 

sentido da reta numérica pelo seu registro gráfico em ambos os textos elementares ou 

avançados, mesmo com a legitimidade dessa disciplina até o século seguinte. 

Portanto, Fischer, em 1829, confirma a nossa tese de que a reta numérica parece ser 

um advento do ensino. Uma noção matemática com fins pedagógicos para oferecer uma 

introdução ao estudante no estudo de curvas pelas suas representações algébricas.  
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CAPÍTULO VI 

 

VI – Considerações finais 
 

Nosso trabalho propôs identificar em qual contexto se estabelece a noção de reta 

numérica. Para esse fim fizemos uma análise crítica sobre alguns textos relevantes no 

desenvolvimento do método analítico do século XVIII até o início do século XIX. Para 

evitarmos fazer uma pesquisa excessivamente extensa, optamos por selecionar textos relativos 

às duas comunidades matemáticas dominantes da época, a França e a Alemanha. Embora essa 

não fosse uma nação unificada, nos permitimos chamar de Alemanha todo o território onde hoje 

se situa. Fizemos nossa pesquisa sobre as publicações mais relevantes no desenvolvimento da 

geometria analítica, portanto escolhemos tanto textos elementares, para um público mais amplo, 

como textos mais avançados, para um público mais restrito. E assim, concluímos que a reta 

numérica fica bem definida nos padrões que ainda reconhecemos como legítimos a partir de um 

texto mais elementar, voltado para uma formação escolar. 

Consideramos também as enciclopédias para nos oferecem um parâmetro sobre as 

práticas matemáticas mais usuais. Elas trazem como reflexo os conceitos já bem estabelecidos 

na matemática e, especialmente na Encyclopédie, pudemos observar algumas contradições no 

uso das noções menos tradicionais na matemática. Como os números negativos e as noções que 

envolviam análise dos séculos XVII e XVIII. A falta de uma tradição plena nesses estudos mais 

modernos, apontam que as enciclopédias tardaram a incorporar, ainda que enciclopedistas, 

como Wolff, trabalhassem com esses conceitos em seus livros-textos, mas os preferiu não 

selecioná-los para o seu dicionário. 

Escolhemos alguns autores de livros de matemática que pareciam caracterizar 

melhor as práticas da geometria analítica pertinentes ao nosso recorte histórico e geográfico, 

Alemanha e França do século XVIII. Escolhemos os textos mais recorrentes no assunto, uma 

vez que não teríamos tempo hábil para realizar uma pesquisa mais profunda a cerca dessas 

comunidades. Acreditamos que qualquer evidência significativa poderia ser revelada por um 

desses textos. Essa escolha se justifica, pois estamos buscando as práticas mais difundidas 

nesses territórios, não uma busca pelas exceções. 

Como parte de nossa investigação sobre a noção de reta numérica, observamos as 

práticas envolvendo alguns conceitos que são englobadas pela análise de curvas e pela própria 

noção de reta numérica. Assim, identificamos como esses autores lidavam com as noções de 
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eixo, abscissa, ordenada e coordenadas; e também como eles lidavam com números negativos 

e sua interpretação geométrica. Como a reta numérica parece ter sido uma construção própria 

da geometria analítica do início do século XIX, estudamos como esses conceitos, que a ela 

associamos, se estabeleceram anteriormente, no século XVIII.  

Percebemos que os termos abscissa, ordenada, eixo e coordenadas parecem ter se 

estabelecido antes de nosso recorte, pois vemos indícios em Leibniz, em 1684, que já fazia uso 

dessas noções, mas sem a preocupação de definir esses conceitos. Portanto, esses nomes já se 

mostram pertencentes à prática comum a Leibniz. Entendemos que essa questão ainda carece 

de uma investigação mais aprofundada. Não coube a esse trabalho investigar suas origens, uma 

vez que foge de nosso escopo. Não pretendemos buscar as origens das práticas atuais da 

geometria analítica, mas identificar o uso da noção de reta numérica. Deixamos em aberta essa 

questão para uma investigação futura. 

Apesar de nos focarmos nas publicações alemães e francesas, incluímos algumas 

exceções como a enciclopédia inglesa, Cyclopædia, e os trabalhos dos suíços Euler e Cramer 

sobre o estudo de curvas. A escolha pela Cyclopædia se mostrou complementar para a análise 

da Encyclopédie. A versão inglesa serviu de referência para a elaboração de alguns artigos da 

enciclopédia francesa. Selecionamos Cramer, pois foi um autor muito presente na comunidade 

francesa. De fato, Cramer viveu por muito tempo na parte francesa da Suíça, o que justificaria 

sua imersão na matemática da França. Já o texto de Euler surgiu a partir das referências dos 

artigos que nos motivaram a fazer essa pesquisa. Euler é um autor tomado como referência na 

matemática do século XVIII. Seu renome e seu elevado número de publicações tornou-o em 

um dos principais protagonistas da historiografia tradicional. Logo seria justificado tomar seu 

trabalho como um parâmetro de comparação com os trabalhos de outros autores de seu período. 

Verificamos se Euler trabalhava com a noção de reta numérica ou seria uma atribuição 

exagerada da parte de alguns estudiosos. Observamos que de fato a noção de reta numérica não 

fica evidente em Euler e, portanto, identificamos algumas formulações incoerentes da 

historiografia tradicional a respeito do conceito de reta numérica. 

Podemos supor que um próximo passo dessa pesquisa seria o de incluir outras 

comunidades pertinentes na produção matemática desse período, como a inglesa e a italiana. 

Entendemos que o método analítico teve uma aceitação maior nas comunidades francesa e 

alemã, enquanto que o método sintético era quase que exclusivamente adotado nos textos 

matemáticos ingleses. Salvo algumas exceções, as demais comunidades não tiveram 

publicações tão expressivas no estudo de curvas pelo método analítico. 
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Outra alternativa para esse trabalho é considerarmos um novo recorte histórico. 

Poderíamos avançar nosso período de análise para incorporar a prática da noção reta numérica 

no século XIX. Uma dessas direções seria identificar como se faz o uso dessa noção fora do 

contexto didático. Identificamos em Carl F. Gauß (1777 – 1855) o uso dessa noção de modo 

bastante claro em uma publicação próxima a de Fischer. 

Em Theoria residuorum biquadraticum (Teoria de resíduo biquadrado, 1831), Carl 

F. Gauß (1777 – 1855), reconhecido em vida como uma das maiores autoridades matemáticas, 

utiliza a noção dentro dos contextos dos números complexos. Inicialmente considera a reta dos 

números reais. Ele a descreve de forma coerente aos demais autores em nosso trabalho, 

considerando os números positivos em um sentido e os números negativos no outro:  

 

Assim como os números inteiros absolutos são representados por uma série de pontos 

ordenados à distancias iguais sobre uma reta, sobre a qual o ponto inicial representa 

0, o seguinte o número 1, etc.; do mesmo modo com efeito é apenas preciso para a 

representação dos números negativos um prolongamento ilimitado da serie no lado 

oposto do ponto inicial; (GAUß, 1831, tradução Gerard Grimberg.)  

 

A grande contribuição que Gauß faz pertinente a nosso trabalho é descrever os 

números inteiros como sendo uma série de pontos sobre uma reta. Não encontramos em Fischer 

o mesmo tratamento, em que esse faz um registro gráfico da reta numérica e, portanto, fica 

implícito o tratamento que Gauß explica com todas as palavras. A distinção para o tratamento 

de Gauß é que seu objetivo é trabalhar apenas com os números inteiros. Ele recorre a noção de 

reta apenas com fim de ordenar os números inteiros sobre uma mesma reta. 

Embora não use recursos visuais, apenas um discurso escrito, o objetivo de Gauß é 

legitimar uma representação gráfica para os números complexos. Considera então um sistema 

de coordenadas em que um dos eixos se refere aos números reais e o outro para os múltiplos de 

uma unidade imaginária, a saber i, compondo assim os números inteiros imaginários. Assim, 

ele dá as instruções de como construir esse plano de números inteiros complexos: 

 

assim precisa-se para a representação dos números complexos inteiros apenas de 

acrescentar que esta serie é bem definida se encontrar em um plano definido ilimitado, 

e paralelamente a esta dos dois lados, deve ser colocada uma quantidade ilimitada de 

series semelhantes a mesma distância uma da outra, tal que se apresenta a nós, no 

lugar de uma serie de pontos, um sistema de pontos que se deixam ordenar de dois 

modos de serie em serie, que serve à um recobrimento de plano inteiro por quadrados 

perfeitamente iguais.(GAUß, 1831, tradução Gerard Grimberg). 

 

Logo, podemos confirmamos que essa noção de reta numérica se estabelece 

solidamente nesse período da primeira metade do século XIX. Esse tratamento de Gauß ainda 



151 

nos revela um momento em que essa noção é utilizada fora do estudo de curvas e seções cônicas. 

Até então, nossos livros analisados que encontramos evidências de um tratamento com essa 

noção eram livros voltados para a aplicação do método analítico no estudo de cônicas e outras 

curvas que pudessem ser expressas por uma relação algébrica. Considerando que ambos, Gauß 

e Fischer, são contemporâneos, vemos que foi muito próximo o estabelecimento dessa noção 

fora do estudo de curvas. Contudo, devemos levar em consideração que Gauß é uma exceção 

na matemática. Suas publicações possuem grande influência na matemática de sua época. Seus 

métodos são incorporados pelas práticas matemáticas com muito mais facilidade do que as 

práticas de outros autores menos conceituados. Logo, precisaríamos fazer uma pesquisa mais 

profunda para identificarmos a extensão da influência de Gauß no uso desse conceito nas outras 

áreas da matemática. Teríamos que fazer outra investigação, expandida para o século XIX, para 

identificar quais outros estudos estabeleceram um uso da noção de reta numérica. 

Enfim, estamos considerando dois eixos que poderiam nos oferecer novos caminhos 

para essa pesquisa. O primeiro eixo seria o geográfico, onde poderíamos incorporar um número 

maior de obras consultadas dentro da França e da Alemanha, agregando autores menos usuais 

e tentar observar semelhanças e diferenças das obras mais tradicionais; dentro desse eixo 

geográfico poderíamos expandir nossas fronteiras incorporando outras comunidades relevantes, 

como a inglesa ou a italiana, ou seja, fazer um panorama comparativo entre as práticas desses 

diferentes círculos. O outro eixo que consideramos é o histórico. Podemos expandir nossa 

seleção incluindo o século XVII, uma vez que autores relevantes como Descartes e Leibniz 

fazem parte desse contexto, e buscar as origens dos termos que aqui observamos. No outro 

sentido, podemos avançar nossa análise para incluir uma questão posterior, como identificar 

outras áreas que estabelecem a noção de reta numérica, ou avançar ainda mais o recorte para 

incluir o contexto de Dedekind, na segunda metade do século XIX, com a construção dos seus 

cortes para legitimar a noção de completude da reta, porém alterando o foco da noção de rigor 

em matemática. 

Uma expansão deste trabalho muito particular que consideramos é a nível nacional. 

Esse estudo foi proposto dentro do ambiente europeu, dado que ele exercia uma dominância na 

produção intelectual do Ocidente em nosso recorte. As produções no Brasil não eram muito 

expressivas em matemática até a segunda metade do século XIX. Com a criação massiva de 

escolas (civis e militares), o Brasil passa a ter sua própria produção nacional – naturalmente 

influenciada pelas produções europeias. 

Tomando como referência o trabalho de Wagner Valente, Uma história da 

matemática escolar no Brasil (1730-1930), de 1999, pudemos identificar que um autor 
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característico desse período da segunda metade do século XIX foi Cristiano Benedito Ottoni. 

O Colégio Pedro II nesse período era a principal referência no ensino escolar. Ottoni faz uma 

coletânea de livros-textos com dois volumes, um voltado para a álgebra e outro para a 

geometria, que são amplamente adotados pela escola. Tivemos acesso a ambos os volumes, 

Elementos de Álgebra (1856, 2a edição) e Elementos de Geometria (1857, 2a edição). Neles 

observarmos a ausência da noção de reta numérica. É importante observar que esse estudo ainda 

carece de uma investigação profunda. Uma das hipóteses que formulamos ao observar os 

conteúdos é que o estudo de curvas não faz parte do conteúdo da coleção e, como pudemos 

observar, é nesse assunto que a noção de reta numérica se estabelece inicialmente. Nas 

pranchas, nas identificamos o uso desse recurso. Elas parecem seguir um enfoque mais 

tradicional, utilizando pontos nomeados por letras e, quando o autor julga necessário, nomeia 

uma sequência de pontos com o recurso do apóstrofo, como por exemplo na figura 5, da 5ª 

prancha de geometria, onde os pontos aparecem em sequência: a, a’, a’’, a’’’, etc. Tampouco 

no corpo do seu livro aparecem referências a um sistema de coordenadas que pudesse aplicar a 

noção de reta numérica. 

Embora este trabalho tenha se proposto a fazer uma pesquisa suficientemente 

extensa sobre o assunto, percebemos muitas outras potencialidades em que essa investigação 

poderia tomar e novas questões que poderia colocar em pauta. 
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ANEXO I 

A-I – Análise Cronológica 
 

Século XVII 

1637  DESCARTES, la geometrie† 

1684  LEIBNIZ, Nova methodus pro maximis et minimis † 

 

Século XVIII 

1708 REYNEAU, Analyse demontrée e Usage de l'analyse 

1716 WOLFF, Mathematisches lexicon* 

1728 CHAMBERS, Cyclopædia* 

1748 EULER, Introductio in analysin infinitorum 

1750  CRAMER, Introduction à l'analyse des lignes courbes algébriques 

1750  WOLFF, Der Anfangs-Gründe Aller Mathematischen Wissenschaften Letzter 

1751 – 1772 D’ALEMBERT, Encyclopédie* 

1759 HUBE, Versuch einer analytischen Abhandlung von den Kegelschnitten 

1764 – 1769 BÉZOUT, Cours de mathématiques 

1786 – 1797 KÄSTNER, Der mathematischen Anfangsgründe 

 1795 PRONY, Cours d’Analyse appliquée à la mécanique 

 

Século XIX 

1803 – 1808 KLÜGEL, Mathematisches Wörterbuch* 

 1829 FISCHER, Lehrbuch der Elementar-Mathematik 

 1831 GAUß, Theoria residorum biquadraticum† 

1872 DEDEKIND, Stetigkeit und Irrationale Zahlen† 

1857 OTTONI, Elementos de geometria† 

 

* Enciclopédia/dicionário 

†
 Textos apenas tomados como referência.  
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A-II.1 –Mathematisches Lexicon 

 

Verbetes selecionados:  

Abscissa die Abscisse ................................................................................................... 157 

Axis Curvæ, eine Axe einer krummen Linie, ............................................................... 157 

Curva Algebraica, eine Algebraische Linie, ................................................................ 157 

Diameter Curvæ, der Diameter einer krummen Linie, ................................................ 157 

Diameter transversa, der Zwerch-Diameter, ............................................................... 158 

Ordinatæ, ordinatim applicatæ, die Ordinaten,............................................................... 158 
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Abscissa die Abscisse 

(pág. 3)
Ist ein Stücke von der Axe oder einem 

Diameter einer krummen Linie, welches 

zwischen ihrem Scheitel-Puncte und der 

Ordinate lieget. Als es sey A der Scheitel-Punct 

der krummen Linie MAM, AX ihre Axe, MM die 

Ordinate; so ist AP die Abscisse. [...] Z.E. in dem 

Circul ist das Quadrat der halben Ordinate PM 

dem Rectangulo aus der Abscisse AP in den 

übrigen Theil des Diameters PB gleich. Durch 

diese Eigenschafft kan man den Circul von allen 

übrigen krummen Linien unterscheiden. 

É uma parte do eixo ou de um diâmetro de 

uma linha curva, qual fica entre seu ponto vértice e 

sua ordenada. Seja A o vértice da linha curva 

MAM, AX seu eixo, MM a ordenada; assim AP é 

a abscissa. [...] Por exemplo, no círculo o quadrado 

da semi-ordenada PM é igual ao retângulo da 

abscissa AP com a parte restante do diâmetro PB. 

Por essa propriedade pode-se distinguir o círculo 

de todas as outras linhas curvas.

 

Axis Curvæ, eine Axe einer krummen Linie, 

(pág. 225)
Ist eine gerade Linie AX, welche alle 

gerade Linien MM, die innerhalb der krummen 

parallel gezogen werden, recht winklicht 

durchschneidet und in zwey gleiche Theile 

theilet. Von den Axen der Kegel-Schnitte handelt 

umständlich Apollonius Pergaus Conicorum lib. 

2. 

É uma linha reta AX, em que todas as linhas 

retas MM que são traçadas paralelas no interior da linha 

curva, que cruza perpendicularmente e em duas partes 

iguais. Apollonius Pergaus trata dos eixos das seções 

cônicas extensamente no livro 2 dos seus Cônicas. 

 

Curva Algebraica, eine Algebraische Linie, 

(pág. 465)
Wird genennet, in welcher die Relation der 

Abscisse zu der halben Ordinate sich durch eine 

Algebraische Gleichung erklären lässet. Also ist der 

Circul eine Algebraische Linie: Denn man kan die 

Relation einer jeden Abscisse zu ihrer Semiordinate 

durch eine algebraische Gleichung erklären, wie bereits 

oben unter dem Worte æquatio algebraica gezeiget 

worden. Cartesius nennet diese Linien Geometrische 

Linien weil er sie allein in der Geometrie duldet die 

Aufgaben zu construiren: allein da hierinnen nicht auf 

die Gleichung wodurch die Linie erkläret wird, sondern 

auf die Manier, wie sie beschrieben wird, zu sehen ist; 

so hat der Herr von Leibnitz noch mehrere Linien in der 

Geometrie aufgenommen, ob sie sich gleich nicht durch 

solche Gleichungen erklären lassen. Und also nennet 

man lieber mit ihm die Linien, deren Natur man durch 

solche Gleichungen erklären kan, Algebraische Linien. 

É assim chamado, em que a relação entre a 

abscissa e a meia ordenada pode ser explicada por uma 

equação algébrica. Também o círculo é uma linha 

algébrica: Porque se pode explicar a relação de cada 

abscissa por sua semi-ordenada por uma equação 

algébrica, como já foi mostrado no verbete æquatio 

algebraica. Descartes chama estas linhas de linhas 

geométricas porque ele admite elas somente na 

geometria para construir os problemas: no entanto, se 

considera nesta abordagem não a equação que explica 

a linha, mas a maneira, como se descreve a linha; então, 

o Senhor Leibnitz tem admitido ainda mais linhas na 

geometria, embora não todas se deixam explicar por 

tais equações. E também se prefira chamar , segundo o 

Leibniz, as linhas, a natureza das quais não se pode 

explicar por tais equações, curvas algébricas. 

Diameter Curvæ, der Diameter einer krummen Linie, 

(pág. 515)
Ist eine gerade Linie AX, welche alle 

Linien MM, die innerhalb der krummen Parallel 

gezogen wirden, in zwen gleiche Theile theilet. 

Von den Diametris der Kegelschnitte handel 

umständlich Apollonius Conicorum lib. 2. Man 

findet das nöthigste in meinen Elementis 
Analys. finit. 

É uma linha reta AX que divide todas as linhas 

MM, que são traçadas paralelamente no interior da linha 

curva, em duas partes iguais. Apollonio trata 

extensamente dos diâmetros das seções cônicas no livro 

2 das suas Cônicas. O mais pertinente acha-se nos meus 

Elementis Analys. finit. 
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Diameter transversa, der Zwerch-Diameter, 

(pág. 517) 
Ist eine gerade Linie AB, die zwischen 

zweyen krummen Linien von einer Art lieget, und die 

geraden Linien MM, welche innerhalb deselben 

Parallel gezogen werden, in zwey gleiche Theile theilet. 

Dergleichen trifft man in den Hyperbeln an. Man 

nennet diese Linie auch Diametrum determinatum. 

É uma linha reta AB, que está entre duas 

linhas curva de algum tipo, e as linhas retas MM, que 

são traçadas paralelas igualmente, em duas partes 

iguais. Encontra-se da mesma forma nas hipérboles. 

Chama-se essa linha também de Diametrum 

determinatum.

 

 

Ordinatæ, ordinatim applicatæ, die Ordinaten, 

(pág. 987) 
Sind gerade Linien MM, die innerhalb der 

krummen mit einander parallel gezogen und von der 

Axe AX, oder einem Diameter, in zwey gleiche Theile 

getheilet werden. Diese Linien brauchet man, wenn 

man die krummen Linien von einander durch gewisse 

Eigenschafften unterscheiden wil, wie aus meinen 

Element. Analys. finit. c. 6. zu ersehen. 

São linhas retas MM que são interiores à 

curva e que são traçadas paralelas umas às outras e 

divididas pelo eixo AX, ou por um diâmetro, divididos 

em duas partes iguais. Utiliza-se essas linhas, quando 

se quer distinguir as linhas curvas entre si através de 

algumas propriedades, como pode ser visto nos meus 

Element. Analys. finit. 6º capítulo.
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A-II.2 – Cyclopædia 

 

Verbetes selecionados: 
 

ALGEBRAICAL ........................................................................................................ 160 

ABSCISSE ................................................................................................................. 160 

AXIS ........................................................................................................................... 160 

CONIC SECTION ...................................................................................................... 161 

HYPERBOLA ............................................................................................................ 161 

ORDINATE ................................................................................................................ 162 

PARABOLA............................................................................................................... 162 

PARABOLIC SPACE ................................................................................................ 163 

SECTOR ..................................................................................................................... 163 
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ALGEBRAICAL 

(tomo 1, pág. 60, 2ª col.) 

ALGEBRAICAL, something that relates to Algebra. See ALGEBRA. 

In this Sense, we say, Algebraical Characters, or Symbols. See CHARACTER. 

ALGEBRAICAL Curve, is a Curve, wherein the Relation of the Abscisses to the Semiordinates, may be defined by an 

Algebraical Equation. See CURVE. 

These are also called Geometrical Lines. See GEOMETRICAL Lines. 

Algebraical Curves stand contradistinguish’d to Mechanical or Transcendental ones. See MECHANICAL, and TRANSCENDENTAL. 
 

ABSCISSE 

(tomo 1, pág. 8, 1ª col.) 
ABSCISSA, in Conies, a Part of the Diameter, or transverse Axis of a Conic Section, intercepted between the Vertex or Tome other 

fix'd Point, and a Semiordinate. See CONIC Section.  

Such are the Lines AP, AP, &c. (Tab. Conics, Fig. 20.) intercepted between the Vertex A and the Semiordinates PM, PM, &c. 

They are called Abscisses of the Latin Absindo, I cut off ; as being Parts cut off from the Axis. Others call 'em Sagittæ, Arrows. 

See SAGITTA. 

In the Parabola, the Absciss is a third Proportional to the Parameter and Semiordinate ; and the Parameter a third Proportional 

to the Absciss and Semiordinate. See Paraboia, Semiordinate, &c. 

In the Ellipsis, the Square of the Semiordinate is equal to the Rectangle of the Parameter into the Abscisse, subtracting another 

Rectangle of the same Abscisse, into a fourth Proportional to the Axis, Parameter, and Abscisse. See ELLIPSIS. 

In the Hyperbola, the Squares of the Semiordinates are to each other as the Rectangles of the Abscisse into another Line, 

compos'd of the Abscisse and the transverse Axis. See HYPERBOLA 

 

AXIS 

(Tomo 1, pág.182, 2ª col. – pág. 183, 2ª col.) 

AXIS properly signifies a Line or long Piece of Iron or Wood passing through the Centre of a Sphere, wich is moveable upon 

the same. See SPHERE. 

(...) 

Axis, in Geometry.–Axis of Rotation, or Circunvoltution, is an imaginary Right Line, about wich any plane Figure is conceived 

to revolve, in order to generate a Solid. See SOLID, GENESIS, &c. 

Thus a Sphere is conceived to be formed by the Rotation of a Semicircle about its Diameter or Axis, and a Right Cone by that 

of a Right Angle Triangle about its perpendicular Leg, which is here its Axis. 

Axis of a Circle or Sphere, is a Line passing through the Centre of a Circle or Sphere, and terminating at each End, in the 

Circumference thereof. See CIRCLE and SPHERE. 

The Axis of a Circle, &c. is otherwise call'd the Diameter thereof - Such is the Line AB. Tab. Geometry. Fig. 27. See 

DIAMETER. 

Axis is yet more generally used for a Right Line proceeding from the Vertex of a Figure to the Base thereof. See FIGURE, 

VERTEX, and BASE. 

Axis of a Cylinder is properly that quiefcent Right Line about wich the Parallelogram turns, by whose Revolution the Cylinder 

is formed. See CYLINDER. 

Though, both in Right and Oblique Cylinders, the Right Line joining the Centres of the opposite Basis, is also called the Axis of 

the Cylinder. 

Axis of a Cone is the Right Line or Side upon which the right angled Triangle forming the Cone makes its Motion. See CONE. 

Hence it follows that only a Right Cone can properly have an Axis; in regard an Oblique one cannot be generated by any Motion 

of a Plane Figure about a Right Line at rest. 

But in Regard the Axis of a Right Cone is a Right Line drawn from the Centre of its Base to the Vertex; in Analogy hereto the 

Writers of Conicks do likewise call the same Line drawn from the Centre of the Base of an Oblique Cone to the Vertex, the Axis thereof. 

Axis of a Vessel, is that Quiescent Right Line passing through the Middle thereof, perpendicularly to its Base, and equally distant 

from its Sides. 

Axis of a Conick Section, is a Right Line passing through the Middle of the Figure, and cutting all the Ordinates at Right Angles. 

See CONICK Section. 

Thus if AP, Tab Conicks, Fig. 31. be drawn perpendicularly to MN, so as to divide the Section into two equal Parts; it is called 

the Axis of the Section. See SECTION. 

Transverse Axis, called also the first or principal Axis of an Ellipsis or Hyperbola, is the Axis AP, last defined: Being thus called 

in contradistinction to the conjugate or secondary Axis. See TRANSVERSE. 

The Transverse Axis in the Ellipsis the longest; and in the Hyperbola cuts the Curve in the Points A and P. Fig. 32. 

Conjugate Axis, or second Axis of the Ellipsis, is the Line FF, Fig. 31. drawn through the Centre of the Figure C, parallel to the 

Ordinate MN, and perpendicularly to the Transverse 'Axis' AP; being terminated at each extreme by the Curve. See ELLIPSIS. 

The Conjugate is the shorter of the two Axis of an Ellipsis. See CONJUGATE. 
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Conjugate, or second Axis of an Hyperbola, is the Right Line FF, Fig 32, drawn through the Centre parallel to the Ordinates, M 

N, M N, perpendicularly to the Axis AP. See HYPERBOLA. 

The Length of this Axis, though more than infinite, may be found by this Proportion, FORMULA. 

Axis of a Parabola. See PARABOLA. 

The Axis of a Parabola is of an indeeterminate Length, that is infinite.–The Axis of the Ellipsis is determinate.–The Parabola has 

only onde Axis; the Ellipsis and Hyperbola two. See CURVE. 

(...) 

 

CONIC SECTION 

(tomo 1, pág. 304, 1ª col.) 

CONIC Sećtion, a curve Line arising from the Sećtion of a Cone. See Cone, and Section. 

The Conic Sećtion are three, viz. the Ellipsis, Hyperbola, and Parabola ; beside the Circle, which the it arise from the Sećtion 

of a Cone by a Plane parallel to the Base is not usually confider’d in that Capacity. See Circle. 

Tho the Equations, Genesis, and many of the Properties, with the Ratio’s, Dimensions, &c. of each of the Conic Sections, be 

separately given under their respećtive Articles in this Work, Ellipsis, Hyperbola, and Parabola ; yet, to make the Doćtrine of Conics, 

which is so considerable a Part of the higher Geometry, and of such frequent use in the new Astronomy, the Motion of Projećtiles, &c. 

more complete, we shall here put the whole in a new Light, and bring it together into one contraćted view. 

The common Intersećtion, the, of any Plane with a Conic Superficies, we observe, is called a Conic Sećtion : And this Sećtion, 

varies, and acquires a different Name, according to the different Inclinations of the cutting Plane. For, 

2st, If ABC, (Tab. Conics, Fig. 12.) be a Cone any how cut by a Plane ADE, thro’ the Vertex ; and again by another Plane 

parallel to the former Plane ADE : then, the Sećtion BFGH, made in the Superficies thereof, is called an Hyperbola ; the Planee of 

which being produced to meet the opposite Superficies, will make the Sećtion f h g ; which is likewise call’d an Hyperbola : and both 

these, conjunćtly, are called opposite Sećtion. 

2dly, If thr’ the Vertex A of a Cone, a Plane DAE passes (…) is called an Ellipsis. 

3dly, If a Plane ADE touches the Superficies of a Cone, and the Cone be cut by a Plane, the Sećtion is a Parabola. 

But instead of considering these Curves as arising by Section of the Cone it self, their Description, Nature and Properties, are 

found more easy of Conception, when consider’d as drawn on a Plane : For which Reason, after Des Cartes and most of the later 

Writers, we shall rather chuse to lay ‘em down in this second manner. 

Genesis, or Construćtion of the Ellipsis. 

To conceive the Produćtion and Nature of an Ellipsis, then, let H and I, (Fig. 13.) be two Points, Nails, or little Pegs, about 

which put a Thread BHI, then putting your Finger to the Thread, and keeping the same always in an equal Tension, move the Finger 

roung from the Point B till you return to the same Point B again. 

(…) 

[pág. 305]Genesis of na HYPERBOLA. 

Suppose a Staff of Rule f a sufficient Length, as IB, (Fig. 16.) let I and H be two central Points, answering to the Foci of an 

Ellipsis, in which let Nails fasten’d ; then, there being tied to one end of the Stick, a Rope or Thread as long again as the Stick, let the 

other end thereof be bor’d thro’d, and so fix’d upon the Nail I ;  and fix thhe other end of the Rope, by a Knot, upon the other Nail H : 

wich done laying your Finger on the Point B, where the Rope and Staff are tied together, let your Finger descend so long, till you have 

thereby applied, and joined the whole Rope while, as it needs must, wheel’d about the Centre I. Thus, with the Point B, the Vertex of 

the Angle HBI, you will have described a Curve Line XBD, which is part of an Hyperbola; the whole consisting of that curve which 

will result from the Curve XBD ; which hath added to it the Curve YD, the Produce of the Rule and Work, as turn’d to the other Side. 

(…) 

Lastly, If the length of the Rope and Rule be equally increas’d, their Difference in the mean while, and the Interval of  the Nails 

remaining the same ; not a different Hyperbola, either as to Species or Magnitude, will be describ’d, nor any other than a greater Part 

of the same Hyperbola. 

 

 

HYPERBOLA 

(tomo 1, pág. 276 – , 2ª col.) 

[pág. 276] HYPERBOLA, in Geometry, one of the Curve Lines, form’d by the Section of a Cone. See CONIC Section. 

The Hyperbola arises when the Pane that curts the Cone is not parallel to one of its Sides, as it is in the Parabola ; but diverges 

from it outwards, not inward, as in the Ellipsis. See PARABOLA and ELLIPSIS. 

Thus : If the Cone ABC (Tab. Conicks, Fig. 27.) be so cut, as that the  Axis of the Section DQ continu’d, concur with the Side 

of the Cone AC, continu’d to E ; the Curve arising from this Section is an Hyperbola. See CONE. 

Some Authors define the Hyperrbola to be a Section of the Cone, by a Plane parallel to its Axis. But this Definition is faulty : 

For tho’ it be true that such a Section really describes a Hyperbola ; yet it is likewise true, that a thousand others may be describ’d where 

the Plane is not parallel to the Axis, and which of Consequence are not included in the Definition. 

Authors sometimes call the Plane terminated by this Curve, by Hyperbola ; and in respect hereof, call the Curve itself the 

Hyperbolic Line. 

A Hyperbola may be defin’d, with respect to its Properties to be a Curve Line, wherein the Square of the Semi-ordinate is to 

the Rectangle of the Absciss into a right Line [pág. 277] compounded of the same Absciss, and a given right Line call’d the Transverse 
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Axis, as another given right Line, call’d the parameter of the Axis, is to the Transverse Axis : Or, it is a Curve Line, wherein 

bxxabxay 2
, that is, 

22 :: xaxyab  . 

In the Hyperbola, a mean Proportinal between the transverse Axis and Parameter, is call’d the Conjugate Axis : And if the 

Transverse Axis AB (Tab. Conicks, Fig. 27.) be join’d directly to the Axis AX, and be bissected in C ; the Point C is call’d the Centre 

of the Hyperbola. See AXIS and CENTRE. 

If a right Line DE pass thro’ the Vertex A, (Fig. 20.) parallel to the ordinates Mm, it is a Tangent to the Hyperbola in A. See 

TANGENT. 

If a right Line DE be drawn thro’ the Vertex A of Hyperbola, parallel to the Ordinates Mm, and be equal to the Conjugate Axis, 

viz. the Parts DA and AE equal to the Semi-axis ; and right Lines CF and CG be drawn from the Centre C thro’ D and E ; those Lines 

are call’d Assymptotes of the Hyperbola. See ASSYMPTOTES. 

The Square of the right Line CI or AI, is call’d the Power of the Hyperbola. See POWER. 

Properties of the HYPERBOLA. 

In the Hyperbola,  (…)  

 

ORDINATE 

(tomo 1, pág. 673, 1ª col.) 

ORDINATES, in Geometry, and Conics, are Lines drawn from any point of the Circumference of an Ellipsis, or other conic 

Section, perpendicularly a-cross the Axis, to the othes side. See Conic Sektion. 

The Latins Call 'em  Ordinatim applicatæ: Such are the Lines MM, (Tab. Conics, Fig. 26.) half of each of these as the Lines 

EM, are properly only Semi-ordinates, tho' popularly call'd Ordinates. See Semi-Ordinate. 

In Curves of the second Order ; if any two parallel right Lines be drawn so as to meet the Curve in three Points : a right Line 

which cuts these Parallels so, as that The Sum of two Parts terminating at the Curve on one side the Secant, is equal to the third part 

terminated at the Curve on the other sid; will cut all other right Lines parallel to these, and that meet the Curve in three Points, after the 

same manner ; i.e. so as that the Sum of the two Parts on one side ;  these three Parts equal on either side, Sir Isaac Newton calls 

Ordinatim applicatæ, or Ordinates of Curves of the second Order. See Curve 
ORDINATE in a Parabola,   Parabola  

ORDINATE in a Hyperbola,  see Hyperbola 

ORDINATE in a Ellipsis,    Ellipsis 

 

PARABOLA 

(Tomo 2, pág. 740, 1ª col.) 

PARABOLA, in Geometry, a Figure arising from the Section of a Cone, when cut by a Plane parallel to one of its Sides. See 

SECTION. 

From the same Point of a Curve, therefore, only one Parabola can be drawn : All the other Sections within those Parallels 

being Ellipses ; and all without, Hyperbola’s. See CONE. 

Wolfius defines the Parabola to be a Curve wherein the Square of the Semi-ordinate is equal to the Rectangle of the Abscissem 

and a giben right Line call’d the Parameter of the Axis or Latus rectum. 

Hence a Parabola is a Curve of the first Order, and as the Abscisses increase, the Semi-ordinates increase likewise ; 

consequently the Curve never returns into itself. Hence also the Abscisse is a third Proportional to the Parameter and Semi-ordinate ; 

and the Parameter a third Proportional to the Abscisse and Semi-ordinate ; and the Semi-ordinaate a mean Proportional between the 

Parameter and Abscisse. 

To describe a Parabola. The Parameter AB Tab. Conicks. Fig. 8. being given ; continue it to C, and from B let fall a 

Perpendicular, to N. From Centres taken at Pleasure, with the Compasses open to A, describe Arches cutting the right Line BC in I, II, 

III, IV, V, &c. And the right Line BC in 1, 2, 3, 4, &c. Perpendiculars be raised, 1 I = BI, 2 II = BII, 3 III = BIII, &c. The Curve passing 

thro’ the Points I, II, III, &c. is a Parabola ; and PN its Axis. 

Every Point of the Parabola may also be determined geometrically. E.gr. If it isinquired whether the Point M be in the Parabola 

or not ? From M to BN let fall a Perpendicular MP. And let PN be equal to the Parameter AB ; upon BN describe a Semicricle. For if 

that pass thro’ M, the Point M is in the Parabola. 

In a Parabola the Fistance of the Focus from the Vertex is to the Parameter in a subquadruple Ratio A: And the Square of the 

Semi-ordinate is quadruple the Rectangle of the Distance of the Focus from the Vertex, into the Abscisse. 

To describe a Parabola by a continued Motion. Assuming a right Line for an Axis, let aFigf
2

1
AF.9.A  . In A ffix a 

Ruler DB cutting the Axis fD at right Angles. To the Extremity of another Ruler EC, fasten a Thread fix’d at its other Extreme in the 

Focus F which is to be = AD + AF. If  then a Style or Point be fix’d to the Ruler EC, and the Ruler be carried first to the Right then to 

the Left, according to the Direction of the other DB; the Style will mark out a Parabola : for FM will be constantly 

axf
4

?
PEM  , and consequently the Point M is in a Parabola. 

Properties of the Parabola 
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The Squares of the Semi-ordinates are to each other as the Abscisses ; and the Semi-ordinates, themselves, in a subtriplicate 

Ratio of the Abscisses. 

The Rectangle of the Sum of the two Semi-ordinates into their difference, is equal to the Rectangle of the Parameter into the 

Difference, is equal to the Rectangle of the Prameter into the Difference of the Abscisses : The Parameter therefore is to the Sum of the 

two Semi-ordinates, as their Difference to the Difference of the Abscisses. 

In a Parabola the Rectangle of the Semi-ordinate into the Abscisse, is to the Square of the Abscisse, as the Parameter to the 

Semi-ordinate. 

In a Parabola the Square of the Parameter is to the Square of one Semi-ordinate, as the Square of the other Semi-ordinate to 

the Rectangle of the Abscisses. 

In a Parabola the subtangent is double the Abscisse, and the Subtangent subduple the Parameter. 

Quadradture of the Parabola. See QUADRATURE. 

Rectification of the Parabola. See RECTIFICATION. 

Centre of Gravity of a Parabola. See CENTRE OF GRAVITY. 

Centre of Oscillation of the Parabola. See OSCILLATION. 

PARABOLA’s of the higher Kinds are Algebraic Curves, defin’d by 
m1m yxa 

. E.gr. by 
32 yxa  , 

43 yxa  , 

54 yxa  , 
65 yxa  , &c. See CURVE. 

Some call these Paraboloides : particularly, if 
32 yxa   they call it a Cubical Paraboloid. If 

43 yxa  , &c. They call it a 

Biquadratical Paraboloid, or a Surdesolidai Paraboloid. And in respect of these , the Parabola of the first Kind, above explained, they 

call the Apollonian of Quadratic Parabola. 

Those Curves are likewise used to be referred to Parabola’s wherein 
m1m yxa 

. as E. gr. 
32 yxa  , 

43 yxa  , which 

some call Semi-parabola’s. They are all comprehended under one common Equation 
rnm yxa , which also extends to other Curves, 

v.g. to those wherein 
532422 yxayxa  , 

743 yxa  , 

Since in Parabola’s of the higher Kinds, xay 1mm  ; If any other Semi-ordinate be called v, the Abscisse corresponding to 

z, will be zav 1mm   consequently zaxavy 1m1mmm :::: 
. That is zx : . ’Tis a common Property, therefore, of these 

Parabola’s, that the Powers of the Ordinates are in the Ratio of the Abscisses. 

But in Semi-parabola’s .:::::: 1m1m1mmm  zxxavy  Or the Powers of the Semi-ordinates are as the  Powers of the 

Abscisses, one Degree lower. E. gr. In Cubical Semi-parabola’s, the Cubes of the Ordinates 
3y and 

3v  are as the Squares of the 

Abscisses 
2x  and 

2z . 

Apollonian PARABOLA, is the Common, or Quadratic Parabola or Parabola of the first Kind ; so called by way of Distinction 

from Parabola’s of the higher Kinds : Which see. 

Quadratic PARABOLA, is the same with the Apollonian : Which see. 

 

PARABOLIC SPACE 

(Tomo 2, pág. 740, 2ª col.) 

PARABOLIC Space, the Space or Area contained between any entire Ordinate as VV Tab. Conicks Fig. 8. and the Curve of 

the incumbent Parabola. 

The Parabolic Space is to the Rectangle of the Semi-ordinate into the Abscisse, as 2 to 3 : to a Triangle inscribed on the 

Ordinate as Base, the Parabolic Space is as 4 to 3. 

Every Parabolical and Paraboloidical Space is to the Rectangle of the Semi-ordinate into the Abscisse as )(: rmyxr   to 

x y, that is, as r to rm . 

Segment of a Parabolic Space, is that Space included between two Ordinates. See SEGMENT. 

PARABOLIC Pyramidoid, (…) 

 

SECTOR 

Tomo 1, pág. 42 – 45, 2ª col. 
(…) 

[pág. 45, 1ª col.] 6º. To describe an Ellipsis, by having the transverse end conjugate Diameters given. Suppose AB and ED 

([Tab. Trigonometry,] fig. 4.) to be the given Diameters ; take AC in your Compasses, and to the Extent thereof open the Sector, till the 

Distance from 90 to 90, on the Lines of Sines, be equal thereto. Then may the Line AC be divided into a Line of Lines, by taking the 

parallel Extents of the Sine of each Degree, on the Legs of the Sector, in your Compasses, and laying them off from the Centre C. The 

Line thus divided into Sines, (in the Figure ’tis only done into every 10th Sine) from each raise Perpendiculars both Ways ; then, find 

Points in those Perpendiculars through which the Ellipsis must pass, thus : Take the Extent of the Semi-conjugate Diameter CE between 

your Compasses, and open the Sector, till the Aperture of 90 and 90 on the Lines of Sines be equal thereto : Then take the parallel Sines 
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of each Degree of the Line of Sines of the Sector, and lay them off on those Perpendiculars drawn through their Complements in the 

Line of Sines AC; thus will you have two points in each Perpendicular, through which the Ellipsis must pass. E. gr. The Sector still 

remaining the same, take the Distance from 80 to 80 on the Lines of Sines, in your Compasses, and setting one Foot in the Point 10, on 

the Line AC, with the other, make the Points a and b in the Perpendiculars passing through that Point : Then will a and b be the two 

Points in the Pernpendicular, through which the Ellipsis must pass. All the other Points, found after the same Manner, being connected, 

will give the Semi-Ellipsis DAE; and the other Half will be drawn after the same Manner. 

(…) 
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AXE / EIXO 
Tomo 1, pág. 904 – 905, 2ª col.,  d’Alembert (O) 

 
(...)[pág. 905, 1ª col.] 

Suivant les définitions précédentes, l'axe d'une courbe 

est en général une ligne tirée dans le plan de cette courbe, & 

qui divise la courbe en deux parties égales, semblables & 

semblablement posées de part & d'autre de cette ligne. Ainsi il 

y a un grand nombre de courbes qui n'ont point d'axe possible 

: cependant pour la facilité des dénominations, on est convenu 

d'appeller généralement axe d'une courbe, une ligne 

quelconque tirée où l'on voudra dans le plan de cette courbe, 

sur laquelle on prend les abscisses, & à laquelle les ordonnées 

de la courbe sont perpendiculaires. Ainsi toute courbe en ce 

sens peut avoir un axe placé où l'on voudra. Si les ordonnées 

ne sont pas perpendiculaires, l'axe s'appelle diametre. Voyez 

ABSCISSE, DIAMETRE, ORDONNEE. 

(...) 

De acordo com as definições acima, o eixo de uma 

curva é geralmente uma linha traçada no plano da curva, & 

que divide a curva em duas partes iguais, semelhantes e 

colocadas semelhantemente em cada parte desta linha. Assim, 

existe um grande número de curvas que não têm um eixo 

possível, no entanto, para facilidade de nomes, tem-se 

convindo para chamar geralmente eixo de uma curva, 

qualquer linha tirada onde se quiser no plano desta curva, em 

que leva-se as abscissas, e para que as coordenadas da curva 

são perpendiculares. Assim, qualquer curva desta forma pode 

ter um eixo posicionado onde desejar. Se as ordenadas não são 

perpendiculares, o eixo é chamado de diâmetro. Veja 

ABSCISSA, DIÂMETRO, ORDENADA. 

Une courbe ne rencontre son axe que dans les points où 

l'ordonnée est égale à zéro. 

Uma curva que encontra seu eixo somente nos pontos em que 

a ordenada é igual a zero. 

En général l'on appelle la ligne des abscisses axe des 

abscisses, ou simplement axe ; & la ligne des ordonnées, axe 

des ordonnées ; (toûjours avec cette condition que les deux 

axes soient perpendiculaires l'un à l'autre, sinon ce sont deux 

diametres.) Cependant plusieurs auteurs, entr'autres M. 

Cramer, nomment ces deux lignes axes, quelqu'angle qu'elles 

fassent entr'elles. 

Geralmente a linha das abscissa é chamada eixo das abscissas, 

ou simplesmente eixo; & a linha das ordenadas chama-se eixo 

das ordenadas, (sempre com a condição de que ambos os eixos 

são perpendiculares uns aos outros, se não eles são dois 

diâmetros.) No entanto, vários autores, entre outros o Sr. 

Cramer, chamam essas duas linhas de eixo, qualquer que seja 

o ângulo entre elas. 

Pour savoir les points où la courbe coupe l'axe des abscisses, il 

n'y a qu'à faire y = 0 dans l'équation de la courbe ; l'équation 

restante ne contiendra plus que u, & la courbe coupera l'axe 

des abscisses en autant de points que cette équation aura de 

racines. 

Para localizar os pontos onde a curva intersecta o eixo das 

abscissas, deve-se somente fazer y = 0 na equação da curva ; a 

equação restante  não conterá mais que u, & a curva vai cortar 

o eixo das abscissas em tantos pontos que essa equação terá 

raízes. 

Au contraire pour trouver les points où la courbe coupe l'axe 

des ordonnées, il faut faire x = 0. Voyez l'introduction à 

l'analyse des lignes courbes de M. Cramer, Geneve 1750. 

(...) 

Ao contrario, encontrar os pontos onde a curva intersecta o 

eixo das ordenadas, deve-se fazer x = 0. Veja a introdução à 

análise da curva linhas Cramer, Genebra 1750. 

(...)
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ABSCISSE / ABSCISSA 

Tomo 1, pág. 39, d’Alembert (O) 

 
S. f. est une partie quelconque du diametre ou de l'axe d'une 

courbe, comprise entre le sommet de la courbe ou un autre point 

fixe, & la rencontre de l'ordonnée. Voyez AXE ORDONNEE.  

S. f. é qualquer parte do diâmetro do eixo ou do eixo de uma 

curva, entre o vértice da curva ou outro ponto fixo, e a reunião 

da ordenada. Veja EIXO, ORDENADA. 

Telle est la ligne A E (Plan. sect. coniq. fig. 26.) comprise entre 

le sommet A de la courbe M A m, & l'ordonnée E M, &c. On 

appelle les lignes A F abscisses, du Latin abscindere, couper, 

parce qu'elles sont des parties coupées de l'axe ou sur l'axe ; 

d'autres les appellent sagittae, c'est-à-dire fleches. Voyez 

FLECHE.  

Esta é a linha A E (Plancha Sec. Conic. fig. 26.) entre o vértice 

A da curva M A m, & a ordenada E M, etc. São chamadas as 

linhas A F de abscissa, do latin abscindere, cortar, porque elas 

são partes cortadas do eixo ou sobre o eixo ; outros chamam de 

sagittae, isto é, flechas. Veja FLECHA. 

Dans la parabole l'abscisse est troisieme proportionnelle au 

parametre & à l'ordonnée, & le parametre est troisieme 

proportionnel à l'abscisse & à l'ordonnée. Voyez PARABOLE, 

&c.  

Na parábola a abscissa é a terceira proporcional ao parâmetro 

& à ordenada, & o parâmetro é a terceira proporcional à 

abscissa & à ordenada. Veja PARÁBOLA, &c. 

Dans l'ellipse le quarré de l'ordonnée est égal au rectangle du 

parametre par l'abscisse, dont on a ôté un autre rectangle de la 

même abscisse par une quatrieme proportionnelle à l'axe, au 

parametre, & à l'abscisse. Voyez ELLIPSE.  

Na elipse o quadrado da ordenada é igual ao retângulo do 

parâmetro com a abscissa, no qual foi removido um segundo 

retângulo da mesma abscissa por uma quarta proporcional ao 

eixo, ao parâmetro, & à abscissa. Veja ELLIPSE. 

Dans l'hyperbole les quarrés des ordonnées sont entre eux, 

comme les rectangles de l'abscisse par une autre ligne 

composée de l'abscisse & de l'axe transverse. Voyez 

HYPERBOLE.  

Na hipérbole os quadrados das ordenadas são entre si, como os 

retângulos da abscissa com uma outra linha composta da 

abscissa & o eixo transversal. Veja HIPÉRBOLE. 

Dans ces deux dernieres propositions sur l'ellipse & 

l'hyperbole, on suppose que l'origine des abscisses, c'est-à-dire 

le point A, duquel on commence à les compter, soit le sommet 

de la courbe, ou ce qui revient au même, le point où elle est 

rencontrée par son axe. Car si on prenoit l'origine des abscisses 

au centre, comme cela se fait souvent, alors les deux théorèmes 

précédens n'auroient plus lieu. (O) 

Nestas últimas proposições sobre a elipse e a hipérbole, 

presume-se que a origem das abscissas, isto é, o ponto A, o qual 

se começa a contar, seja o vértice da curva, ou o que significa o 

mesmo, o ponto em que ele encontra com o seu eixo. Porque 

quando se coloca a origem da abscissa no centro, como muitas 

vezes é feito, então os dois teoremas anteriores não seriam mais 

validos. (O) 

 

 
Sections Coniques, Planche III , Fig. 26 
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ORDONÉE / ORDENADA 

d’Alembert (O) 

 
S. f. (Géom.) c'est le nom qu'on donne aux lignes tirées d'un 

point de la circonférence d'une courbe à une ligne droite, prise 

dans le plan de cette courbe, & qu'on prend pour l'axe, ou pour 

la ligne des abscisses. Il est essentiel aux ordonnées d'être 

paralleles entr'elles. On les appelle en latin ordinatim applicatae 

; telles sont les lignes E M, E M, &c. Pl. coniq. fig. 26.  

S. f. (Géom.) é o nome dado às linhas traçadas a partir de um 

ponto na circunferência de uma curva de uma linha reta, tomada 

do plano dessa curva, e que se toma como eixo, ou para a linha 

da abscissa. É essencial que as ordenadas sejam paralelas entre 

si. Chamam-se em latin ordinatim applicatae ; essas são as 

linhas de EM, EM, etc. Pl. Coniq. fig. 26. 

Quand les ordonnées sont égales de part & d'autre de l'axe, on 

prend quelquefois la partie comprise entre l'axe & la courbe 

pour demi- ordonnée, & la somme des deux lignes pour 

l'ordonnée entiere. On appelle aussi quelquefois ordonnées, des 

lignes qui partent d'un point donné, & qui se terminent à une 

courbe ; telles sont (fig. 39. de la Géométrie) les lignes C M, C 

M, &c. terminées à la spirale C M A, & partant du centre C du 

cercle A P p. Voyez SPIRALE. Voyez aussi ABSCISSE & 

COORDONNEES.  

Quando as ordenadas são iguais a partir de um lado e do outro 

do eixo, que se toma algumas vezes a parte compreendida entre 

o eixo e a curva para a meia-ordenada, e a soma das duas linhas 

para a ordenada inteira. Às vezes chama-se também de 

ordenada, as linhas que começam a partir de um determinado 

ponto, e terminam em uma curva; essas são (fig. 39. da prancha 

de Geometria) as linhas CM, CM, etc. terminando na espiral 

CMA, e a partir do centro C do círculo APp. Veja ESPIRAL. 

Veja também ABSCISSA e COORDENADAS. 

Dans une courbe du second genre, si on tire deux lignes 

paralleles, qui rencontrent la courbe en trois points, & qu'une 

ligne droite coupe chacune de ces paralleles, de maniere que la 

somme des deux parties terminées à la courbe d'un côté de la 

sécante soit égale à l'autre partie terminée à la courbe de l'autre 

côté, cette ligne droite coupera de la même maniere toutes les 

autres lignes, qu'on pourra tirer parallelement aux deux 

premieres, c'est-à-dire, de maniere que la somme des deux 

parties prises d'un côté de la sécante sera toujours égale à l'autre 

partie prise de l'autre côté. Voyez COURBE. 

Numa curva do segundo tipo, quando se traça duas linhas 

paralelas, as quais encontram a curva em três pontos, e que uma 

linha reta intersecta cada uma dessas paralelas, de modo que a 

soma das duas partes terminadas na curva de um lado da secante 

seja igual à outra parte que termina no outro lado da curva, esta 

linha reta intersecta da mesma maneira todas as outras linhas, 

que se pode traçar paralelamente aos dois primeiros, isto é, de 

modo que a soma das duas partes tomadas de um lado da 

secante será sempre igual à outra parte tomada do outro corte. 

Veja CURVA. 

Il n'est pas essentiel aux ordonnées d'être perpendiculaires à 

l'axe, elles peuvent faire avec l'axe un angle quelconque, pourvu 

que cet angle soit toujours le même ; les ordonnées s'appellent 

aussi appliquées. Voyez APPLIQUEE. 

(...)  

Não é necessário para as ordenadas serem perpendiculares ao 

eixo. Elas podem fazer com o eixo um ângulo qualquer, se este 

ângulo for sempre o mesmo ; as ordenadas são chamadas 

também de aplicadas. Veja APLICADA. 

(...)

 

 
Sections Coniques, Planche III , Fig. 26 

 

 
Géométrie, Planche III , Fig. 39
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DIAMETRE / DIÂMETRO 

Tomo 4, pág. 941, d’Alembert (O) 
(...) 

Le diametre d'une section conique est une ligne droite, telle que 

A D (Pl. coniq. fig. 5.) qui coupe en deux parties égales toutes 

les ordonnées MM, &c. aux points P. Voyez CONIQUES. 

(...) 

O diâmetro de uma seção cônica é uma linha reta, como AD (Pl 

coniq. Figura. 5 [nº 2]) Que divide em duas partes iguais todas 

as ordenadas MM, etc. nos pontos P. Ver CÔNICAS.

Quand ce diametre coupe les ordonnées à angles droits, on 

l'appelle plus particulierement l'axe de la courbe ou de la 

section. Voyez AXE. 

Quando o diâmetro do cruza as ordenadas em ângulos retos, é 

chamado mais particularmente o eixo da curva ou da secção. 

Ver EIXO. 

Le diametre transverse d'une hyperbole est une ligne droite, 

telle que A B (Pl. coniq. fig. 6. n° 2.) laquelle étant prolongée 

de part & d'autre, coupe en deux parties égales toutes les lignes 

droites, MM, terminées à chacune des hyperboles & paralleles 

entr'elles. Voyez HYPERBOLE.  

(...) 

O diâmetro transverso de uma hipérbole é uma linha reta, como 

AB (Pl. coniq. fig. 6. nº 2.) que se estende de um lado & do 

outro, divide em duas partes iguais todas as linhas retas, MM , 

cada uma terminada nas hipérboles e paralelas entre eles. Ver 

HIPÉRBOLE. 

(...) 

Sur le diametre d'une courbe en général, voyez l'article 

COURBE. Nous ajoûterons seulement à ce qu'on trouvera dans 

cet article, qu'il n'y est question que des diametres rectilignes. 

Mais on peut imaginer à une courbe un diametre curviligne, 

c'est-à-dire une courbe qui coupe toutes les ordonnées en deux 

également. Par ex. soit en général y = X + , X & étant des 

fonctions de x. Voyez FONCTION & COURBE. La courbe qui 

divisera les ordonnées en deux également sera telle, que si on 

nomme son ordonnée z, on aura z”Xz”X   ; 

donc ”z   ; donc ”y   sera l'équation du diametre 

curviligne, ou plûtôt d'une branche de ce diametre. Car ”yy   

représenteroit la courbe entiere ; mais il n'y a que la branche 

”y   qui serve en ce cas ; la branche ”y   est inutile. 

Quanto ao diâmetro de uma curva de um modo geral, ver o 

artigo CURVA. Vamos apenas acrescentar ao que encontramos 

neste artigo, que há uma questão de diâmetros retilíneos. Mas 

pode-se imaginar uma curva de diâmetro curvilíneo, isto é, uma 

curva que corta todas as ordenadas em dois iguais. Por exemplo, 

é em geral ”Xy  , X & ”  são de funções de x. Veja 

FUNÇÃO & CURVA. A curva que divide as ordenadas em 

duas iguais será tal, que se for chamada sua ordenada z, temos 

z”Xz”X   ; então ”z   ; então ”y   é a 

equação do diâmetro curvilíneo, ou melhor de um ramo deste 

diâmetro. Porque ”yy   representaria a curva inteira ; mas não 

há que o ramo ”y   que serve neste caso ; o ramo ”y   

é inútil. 

Sur les contre-diametres d'une courbe, V. COURBE.  

(...) 

Sobre os contras-diâmetros de uma curva, V. CURVA. 

(...) 

 

 
Sections Coniques, Planche I , Fig. 5, Nº2 

 

 

 
Sections Coniques, Planche I , Fig. 6, Nº 2
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COURBE / CURVA 

Tomo 4, pág. 379, d’Alembert (O) 

 
[...] 
 

Lorsque les ordonnées sont positives, elles appartiennent 

toutes également à la courbe, ce qui est évident, puisqu'il 

n'y a pas de raison pour préférer l'une à l'autre. Mais 

lorsqu'elles sont négatives, elles n'appartiennent pas moins 

à la courbe ; car pour s'en convaincre, il n'y a qu'à reculer 

l'axe de façon que toutes les ordonnées deviennent 

positives. Dans cette derniere position de l'axe, toutes les 

ordonnées appartiendront également à la courbe. Donc il en 

sera de même dans la premiere position que l'axe avoit.  

 

Quando as ordenadas são positivas, eles todas pertencem 

igualmente à curva, o que é evidente, uma vez que não há 

nenhum motivo para preferir uma a outra. Mas quando elas 

são negativas, mas não por isso eles não pertencem à curva; 

para se convencer disso, tem que puxar para trás o eixo de 

maneira que todas as ordenadas sejam positivas. Nesta 

última posição do eixo, todas as ordenadas pertencem 

igualmente à curva. Por isso será a mesma em relação à 

primeira posição que o eixo estava. 
 

[...]

 
Analyse, Planche II , Fig. 36, Nº 2 

 

 
Analyse, Planche II , Fig. 36, Nº 3 
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BRANCHES / RAMOS 

Tomo 2, pág. 395, 1ª col., d’Alembert (O) 
BRANCHE de courbe, terme de Géométrie. Pour entendre ce que 

c'est que branche de courbe, imaginez une courbe géométrique, dont 

on a l'équation en x & en y, x représentant les abscisses, & y les 

ordonnées. Voyez COURBE, ABSCISSE, ORDONNEE, &c. Il est 

évident. 

RAMO de uma curva, termo de geometria. Para entender o que é que 

o ramo da curva, imagine uma curva geométrica, que tem a equação 

em x e em y, x é as abscissas, e y as ordenadas. Veja CURVA, 

ABSCISSA, ORDENADA, etc. É evidente. 

1°. Qu'en prenant x positive, y aura un certain nombre de valeurs 

correspondantes à la même valeur de x.  

1°. Ao tomar x positivo, haverá um certo número de valores 

correspondentes ao mesmo valor de x. 

2°. Qu'en prenant x négative, y aura de même un certain nombre de 

valeurs correspondantes à la même x.  

2 °. Ao tomar x negativo, haverá ainda um certo número de valores 

correspondentes ao mesmo x. 

Or la courbe a autant de branches que y a de va leurs répondantes aux 

x tant positives que négatives. Voyez à l'article COURBE, pourquoi 

les ordonnées positives se prennent du même côté de l'abscisse, & les 

négatives du côté opposé. 

Agora a curva tem também ramos que estão respondendo a x tanto 

positivos como negativos. Veja o artigo CURVA, porque as 

ordenadas positivas permanecem no mesmo lado da abscissa, e as 

negativas do lado oposto. 

Au reste il est bon d'observer que les Géometres n'ont pas encore 

bien fixé la signification du mot branche. Par exemple, soit une 

courbe qui ait pour équation ax
a

xx
y

6

5

6
 , on regarde 

d'ordinaire cette courbe comme n'ayant qu'une seule branche, parce 

que y n'a qu'une seule valeur. Cependant cette branche est 

quelquefois comptée pour deux, parce qu'elle s'étend à l'infini du côté 

des x positives, & du côté des x négatives. Introd. à l'analyse des 

lignes courbes par M. Cramer. 

Além disso é bom observar que os Geômetras ainda não tem fixado o 

significado do ramo. Por exemplo, uma curva tem equação 

ax
a

xx
y

6

5

6
 , vemos a curva como usual com apenas um 

ramo, porque tem somente único valor. No entanto, esta ramificação 

é, por vezes, contados como dois, uma vez que se estende até ao 

infinito no lado de x positivos, e do lado dos x negativos. Introd. à 

l’analise des lignes courbes pelo Sr. Cramer. 

On appelle branche infinie une branche de courbe qui s'étend à 

l'infini. 

Chama-se ramo infinito um ramo de uma curva quando se estende ao 

infinito. 

L'hyperbole & la parabole ont des branches infinies. Mais le cercle & 

l'ellipse n'en ont point ; ce sont deux courbes qui rentrent en elles 

mêmes. 

A hipérbole e a parábola têm ramos infinitos. Mas o círculo e a elipse 

não têm nenhum ; são duas curvas que entram em si mesmas. 

Les branches infinies d'une courbe sont ou paraboliques ou 

hyperboliques.  

Os ramos infinitos de uma curva são ou parabólicas ou hiperbólicas. 

Les branches paraboliques sont celles qui peuvent avoir pour 

asymptote une parabole d'un degré plus ou moins élevé. Par exemple, 

la courbe dont l'équation seroit 
x

b

a

x
y

22

 , auroit une branche 

infinie parabolique, qui auroit pour asymptote une parabole ordinaire 

dont l'équation seroit 
a

x
y

2

 . En effet x étant infinie, l'équation se 

réduit à 
a

x
y

2

  qui est celle de la parabole ordinaire. De même si 

l'équation étoit 
xx

Y

a

x
y

3

2

3

  ; on trouveroit que la branche infinie 

auroit pour asymptote une parabole du troisieme degré 
2

3

a

x
y  . 

Os ramos parabólicos são aqueles que podem ter por assíntota uma 

parábola de um grau mais ou menos elevado. Por exemplo, a curva 

cuja equação seria 
x

b

a

x
y

22

 , teria um ramo infinito parabólico, 

o que teria a parábola assíntota comum cuja equação seria 
a

x
y

2

 . 

De fato quando x é infinito, a equação reduz-se a 
a

x
y

2

 , que é o 

da parábola ordinária. Da mesma forma se a equação fosse 

xx

b

a

x
y

3

2

3

 , devemos achar que o ramo teria assíntota infinita 

para o terceiro grau parábola 
2

3

a

x
y  . 

Les branches hyperboliques sont celles qui ont pour asymptote une 

ligne droite ; elles peuvent aussi avoir pour asymptote une hyperbole 

d'un degré plus ou moins élevé. Par exemple, la courbe 

x

b

a

x
y

22

  dont nous venons de parler, se réduit à 
x

b
y

2

  

lorsque 0x , elle a pour asymptote l'ordonnée infinie qui passe par 

l'origine, & elle peut avoir aussi pour asymptote l'hyperbole 

ordinaire. 

Os ramos hiperbólicos são aqueles que tem por assíntota uma linha 

reta ; eles podem também ter uma assíntota hiperbólica de um grau 

mais ou menos elevado. Por exemplo, a curva 
x

b

a

x
y

22

  que 

falamos, é reduzido para 
x

b
y

2

  quando 0x , tem por assíntota a 

ordenada infinita que passa pela origem, e pode também ter a 

assíntota hiperbólica regular. 

De même la courbe 
2

3

2

3

x

b

a

x
y   a pour asymptote l'ordonnée 

infinie, qui passe par le point où x = 0 ; & elle a aussi pour asymptote 

une hyperbole cubique. 

Do mesmo modo, a curva 
2

3

2

3

x

b

a

x
y   tem por assíntota infinita, 

que passa através do ponto em que 0x ; e que também tem uma 

assíntota hipérbole cúbica. 
Il est visible que toutes les branches infinies sont ou hyperboliques ou 

paraboliques. Car soit dans l'équation d'une courbe y exprimée en x par une 
série dont tous les termes soient réels, il est évident que quand x sera infinie 

ou infiniment petite, toute cette équation se réduit à mxy  , tous les autres 

termes étant alors regardés comme nuls. Or la branche sera parabolique, si m 

est positif & plus grand que 1, & hyperbolique, si m est négatif, ou 0, ou 1. 

Voyez SERIE. 
É visível que todos os ramos infinitos são ou hiperbólicos ou parabólicos. 

Porque a equação de uma curva y exprime em x uma série cujos termos são 

reais, é evidente que quando x for infinito ou infinitamente pequeno, toda esta 
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equação se reduz a mxy  , todos os outros termos é, assim, considerado 

como nulo. Ou o ramo será parabólico, se m for positivo e maior que 1, & 

hiperbólico, se m for negativo, ou 0, ou 1. Veja SÉRIE. 

Au reste il ne faut pas croire que cette équation mxy   qui 

détermine si une branche est hyperbolique ou parabolique, soit 

suffisante pour connoître le nombre & la position des branches. Par 

ex. soit ax
a

x
y   ; en faisant x infinie, on a 

aa

x
y

?
 , & l'on 

voit que la branche est parabolique. De plus, on est tenté de croire 

que cette courbe aura comme la parabole deux branches infinies, 

l'une du côté des x positives, l'autre du côté des x négatives. Mais on 

seroit dans l'erreur, si on le pensoit ; car x étant négative, l'ordonnée y 

= x2/a + sera imaginaire. On peut bien négliger vis-à-vis de 
2

2

a

x
, 

lorsque ax & 
a

x2

 sont tous deux réels : mais lorsque ax  

devient imaginaire, alors ce terme ax  rend imaginaire 
a

x2

, & on 

ne sauroit conserver l'un sans l'autre. Je suis le premier qui ait fait 

cette remarque. Voyez les mém. de l'acad. royale des Sciences de 

Prusse, année 1746. Voyez aussi REBROUSSEMENT.  

Alem disto, não se deve pensar que esta equação mxy   determina 

se um ramo é hiperbólico ou parabólico, seja suficiente para saber o 

número e posição dos ramos. Por exemplo seja ax
a

x
y  , 

fazendo x infinito, onde temos 
aa

x
y

?
 , e vemos que o ramo é 

parabólico. Além disso, é tentador acreditar que esta curva terá como 

a parábola dois ramos infinitos, um lado de x positivo, o outro lado 

de x negativo. Mas seria um erro, se pensar assim; porque x sendo 

negativo, a ordenada ax
a

x
y 

2

será imaginária. Pode-se muito 

bem negligenciar comparado com 
2

2

a

x
, onde ax & 

a

x2

 são 

todos os dois reais : mas quando ax  se torna imaginário, então este 

termo termo raiz de ax torna 
a

x2

 imaginário, e não se poderia 

conservar um sem o outro . Eu sou o primeiro que fez esta 

observação. Veja as memórias da Acad. Royale des Sciences de 

Prusse, no ano de 1746. Veja também PONTO DE INFLEXÃO. 

On trouvera une théorie très-complete des branches infinies des 

courbes dans le viij. chapitre de l'introduction à l'analyse des lignes 

courbes, par M. Cramer. Il y donne la méthode de déterminer les 

différentes branches d'une courbe, & leurs asymptotes droites ou 

courbes. Comme cette théorie nous conduiroit trop loin, nous 

renvoyons là-dessus à son ouvrage. On trouve aussi d'excellentes 

choses sur ce sujet dans les usages de l'analyse de Descartes, par M. 

l'abbé de Gua. (O) 

Encontra-se ter uma teoria muito completa de ramificações infinitas 

de curvas no capítulo 8. ‘l'introduction à l'analyse des lignes 

courbes’, pelo Sr. Cramer. Ele explica o método para determinar os 

diferentes ramos de uma curva, e as assíntotas retas ou curvas. Como 

esta teoria nos leveria bastante longe, nos referimos aqui a seu  

trabalho. Há também coisas excelentes sobre isso no livro L’usages 

de l’analyse de Descartes, pelo Sr. L’abbé de Gua. (O) 

COORDENÉES / COORDENADAS 

Tomo 4, pág. 177, d’Alembert (O) 
adj. pl. (Géom.) on appelle de ce nom commun les abscisses & les 

ordonnées d'une courbe (Voyez ABSCISSES & ORDONNEES), 

soit qu'elles fassent un angle droit ou non. La nature d'une courbe 

se détermine par l'équation entre ses coordonnées. Voyez 

COURBE. On appelle coordonnnées rectangles, celles qui font un 

angle droit. (O) 

adj. pl. (Géom.) chamam-se deste nome comum as abscissas e as 

ordenadas de uma curva (Veja ABSCISSA & ORDENADAS), que 

fazem um ângulo reto ou não. A natureza de uma curva se 

determina pela equação entre suas coordenadas. Veja CURVA. 

Chamam-se coordenadas retangulares, aquelas que formam um 

ângulo reto. (O) 

 

 

ALGEBRIQUE / ALGEBRICO 

Tomo 1, pág. 262, 2ª coluna, Chambers [copiado da Cyclopædia] 
adj. m. ce qui appartient à l'Algebre. Voyez ALGEBRE. adj. m. aquilo que pertence à Álgebra. Veja ÁLGEBRA.  

Ainsi l'on dit caracteres ou symboles algébriques, 

courbes algébriques, solutions algébriques. Voyez 

CARACTERE, &c.  

Assim, diz-se caracteres ou símbolos algébricos, 

curvas algébricas, soluções algébricas. Veja CARACTER, &c. 

Courbe algébrique, c'est une courbe dans laquelle le 

rapport des abscisses aux ordonnées, peut être déterminé par 

une équation algébrique. Voyez COURBE. 

Curva algébrica é uma curva na qual a razão entre 

abscissas e ordenadas, pode ser determinada por uma equação 

algébrica. Veja CURVA 

On les appelle aussi lignes ou courbes géométriques. 

Voyez GEOMETRIQUE. 

Também são chamados de linhas ou curvas 

geométricas. Veja GEOMÉTRICO. 

Les courbes algébriques sont opposées aux courbes 

méchaniques ou transcendantes. Voyez MECHANIQUE & 

TRANSCENDANT. 

As curvas algébricas são opostas às curvas mecânicas 

ou transcendentes. Veja MECÂNICA e TRANSCENDENTE.
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EQUATION / EQUAÇÃO 

Tomo 5, pág 842, 1ª coluna. D’Alembert [extraído também da Cyclopædie de Chambers] 

 
(...) 

9°. A l'égard de la géométrie des lignes courbes, on a coûtume de 

déterminer ces lignes, ou en les supposant décrites par le mouvement 

local de quelques lignes droites, ou en les représentant par des 

équations, qui expriment indéfiniment le rapport de certaines lignes 

droites, disposées entr'elles dans un certain ordre & suivant une 

certaine loi, & terminées à la courbe par une de leurs extrémités. 

Voyez COURBE & LIEU.  

 

(...) 

9 °. No que diz respeito à geometria de curvas, tem-se o costume de 

determinar essas curvas, ou supondo descritas pelo movimento local 

de algumas linhas retas, ou representando por equações, que 

expressam indefinidamente a relação entre certas linhas retas, 

dispostas entre elas de uma certa ordem e de acordo com uma 

determinada lei, e terminadas a curva por uma de suas extremidades. 

Ver CURVA e LUGAR. 

Les anciens déterminoient les courbes, ou par le mouvement continu 

de quelque point, ou par les sections des solides, mais moins 

commodément qu'on ne les détermine par la seconde des deux 

manieres dont nous venons de parler. Les calculs qui regardent les 

courbes, lorsqu'on les décrit de la premiere maniere, se font par une 

méthode semblable à celle que nous avons donnée jusqu'ici. 

Supposons, par exemple, que AKC (fig. 9.) soit une ligne courbe 

décrite par le point vertical K d'un angle droit AKφ , dont un côté AK 

puisse se mouvoir librement, en passant toûjours par le point A donné 

de position, tandis que l'autre côté Kφ d'une longueur déterminée coul 

ou glisse le long d'une ligne droite AD, aussi donnée de position..On 

demande de trouver le point C, dans lequel une ligne droite CD aussi 

donnée de position doit couper cette courbe : pour cela on tirera les 

lignes AC, CF, qui peuvent représenter l'angle droit dans la position 

qu'on cherche ; on menera la perpendiculaire CB sur AF ; on 

s'appliquera ensuite à trouver le rapport des lignes, sans examiner 

celles qui sont données ou celles qui ne le sont pas, & on verra que 

toutes dépendent de C F, & de l'une des quatre lignes BC, BF, AF & 

AC ; supposant donc CF = a, & CB = x, on aura d'abord BF = 

xxaa   , & AB = 
xxaa

xx


; car à cause des triangles rectangles 

ACF, CBF, on a BF : BC : : BC : AB. De plus, comme CD est donnée 

de position, AD est donnée ; ainsi on appellera AD, b ; on connoît 

aussi la raison de BC à BD, qu'on supposera comme d à e, & on aura 

d

ex
BD    & 

d

ex
bAB   : donc 

xxaa

xx

d

ex
b


 . Si on 

quarre les deux membres de cette équation, & qu'on les multiplie 

ensuite par aa - xx, on réduira l'équation à cette forme 

eedd

aabbddaabdexbbddxxaaeeabddex
x






23
4

 ; & par 

le moyen des quantités données a, b, d, e, on tirera de cette équation 

la valeur de x. Cette valeur de x ou de BC étant connue, on tirera à la 

distance BC une ligne droite parallele à A D, qui coupera la courbe, 

& CD au point cherché C.  

Os antigos determinavam as curvas, ou pelo movimento contínio de 

algum ponto, ou pelas seções dos sólidos, mas menos 

convenientemente como se as determina pela segunda ddas duas 

maneiras que vamos expor. Os cálculos a respeito das curvas, quando 

os descrevem pela primeira maneira, é feito por um método 

semelhante ao que temos feito até agora. Suponhamos, por exemplo, 

que AKC (Fig. 9.) seja uma curva descrita pelo ponto vertical K de um 

ângulo reto AKφ, então um lado AK pode se mover livremente, sempre 

que passa pelo ponto A de posição dada, enquanto o outro lado Kφ de 

um comprimento determinado flui ou desliza ao longo de uma linha 

reta AD, também de uma posição dada.. Quer-se encontrar o ponto C, 

em que uma linha reta CD também de posição determinada deve 

intersectar esta curva: para isso traçam-se as linhas AC, CF, que 

podem representar o ângulo reto da posição que se procura ; traça-se 

a perpendicular CB sobre AF ; aplica-se em seguida para encontrar 

a razão das linhas, sem examinar aquelas que são dadas ou os que 

não são, e se verá que todas dependem de CF, e de uma das quatro 

linhas BC, BF, AF e AC ; supondo então CF = a, e BC = x, resulta 

primeiramente BF = xxaa  , e AB = 
xxaa

xx


, porque devido 

aos triângulos retângulos ACF, CBF, temos BF : BC : : BC : AB. Além 

disso, como CD é de posição dada, AD é dada, assim se chamará AD  

b ; conhece-se também a razão de BC com BD, que se supõe como d a 

e, e tem-se 
d

ex
BD   e 

d

ex
bAB   : então 

xxaa

xx

d

ex
b




. Quando se coloca ao quadrado os dois membros dessa equação, e 

quando se multiplica-os em seguida por aa-xx, se reduzirá a equação 

a essa forma 

eedd

aabbddaabdexbbddxxaaeeabddex
x






23
4

 ; e por 

meio das quantidades dadas a, b, d, e, será obtido esta equação o valor 

de x. Esse valor de x ou de BC estando conhecidos, traça-se à distância 

BC uma linha reta paralela a AD, que cortará a curva, e CD no ponto 

procurado C.

Si, au lieu de descriptions géométriques, on se sert d'équations pour 

désigner les lignes courbes, les calculs deviendront encore plus 

simples & plus faciles, puisqu'on aura moins d'équations à trouver ; 

ainsi supposons que l'on cherche le point d'intersection C de l'ellipse 

donnée ACE (fig. 10.) avec la ligne droite CD donnée de position ; 

pour désigner l'ellipse,on prendra une des équations qui la 

déterminent, comme yyxx
q

r
rx  , dans laquelle x marque une 

partie indéterminée AB ou Ab de l'axe prise depuis le sommet A, & y 

une perpendiculaire BC, terminée à la courbe, & où r & q sont 

données par l'espece donnée de l'ellipse. Or, puisque CD est donnée 

de position, AD sera aussi donnée ; on la nommera A, & BD sera a - 

x ; l'angle ABC sera aussi donné, & par conséquent le rapport de BD 

à BC, qu'on supposera être celui de 1 à e ; & BC (y) sera a e - e x, dont 

le quarré e e a a - 2 e 2 a x + e e x x doit être égal à 
q

rxx
rx  . Cette 

équation étant réduite, donnera 

q

r
ee

aaeerxaeex
xx






2
 ou 

q

r
ee

q

arr

ee

rr
areraee

x






42

1

. On remarquera que lors même 

que l'on détermine les courbes par des descriptions géométriques ou 

par des sections de solides, on peut toûjours les désigner par des 

équations, & que par conséquent toutes les difficultés des problèmes 

qu'on peut proposer sur les courbes,se réduisent au cas où on 

envisagerait les courbes sous ce dernier point de vûe. Ainsi dans le 

premier exemple (fig. 9.), si AB est appellé x, & BC, y, la troisieme 

proportionelle BF sera 
x

yy
, dont le quarré joint au quarré BC est égal 

à CF2, c'est-à-dire que 
𝑦4

𝑥𝑥
+ 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 ou 𝑦4 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥. Par 

cette équation on peut déterminer tous les points C de la courbe AKC, 

en trouvant la longueur de chaque ligne BC qui répond à chaque 

partie de l'axe AB ; & cette équation peut être fort utile dans la solution 

des problèmes qu'on aura à résoudre sur cette courbe. 
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Se, em vez de descrições geométricas, usamos equações para designar 

as linhas curvas, os cálculos tornam-se ainda mais simples e mais 

fáceis, já que tem menos equações para encontrar ; por isso suponho 

que se procure o ponto de intersecção C da elipse dada ACE (Fig. 10.) 

com a linha reta CD de posição dada ; para designar a elipse, 

tomamos uma das equações que a determinam, como  𝑟𝑥 −
𝑟

𝑞
𝑥𝑥 = 𝑦𝑦, em que x marca uma parte indeterminada AB ou Ab do 

eixo tomando do vértice A, e y uma perpendicular BC, terminada na 

curva, e onde r e q são dados pela espécie dada da elipse. Ou, desde 

que CD seja de posição dada, AD também será dada; chamamos de 

A, e BD será a – x ; o ângulo ABC será também dado, e por 

conseguinte a razão entre BD e BC, que será assumido entre este de 1 

a e ; e BC (y) será ae-ex, cujo quadrado eeaa-2 e 2ax+eexx deve ser 

igual a 𝑟𝑥 −
𝑟𝑥𝑥

𝑞
 . Esta equação sido reduzida, dará 

q

r
ee

aaeerxaeex
xx






2
 ou 

q

r
ee

q

arr

ee

rr
areraee

x






42

1

. 

Deve-se notar que embora mesmo que sejam determinadas as curvas 

por descrições geométricas ou por suas seções sólidas, pode-se 

sempre os designar por suas equações, e que por conseguinte todas as 

dificuldades de seus problemas que se podem colocar em curvas,  se 

reduzem onde se considera as curvas pelo último ponto de vista. Assim 

no primeiro exemplo (Fig. 9.), se AB é chamado x, e BC, y, a terceira 

proporcional BF será 
x

yy
, cujo quadrado junto ao quadrado BC é 

igual a 
2CF ,ou seja, aayy

xx

y


4

ou aaxxxxyyy 4 . Por 

esta equação podemos determinar todos os pontos c da curva AKC, 

por encontrar o comprimento de cada linha BC que corresponde a 

cada parte do eixo AB ; e essa equação pode ser fortemente útil como 

a solução dos problemas que têm para resolver sobre essa curva. 

 

Quand une courbe n'est point donnée d'espece, mais qu'on propose de 

la déterminer, on peut supposer une équation à volonté qui exprime sa 

nature d'une maniere générale ; on prendra cette équation pour la 

véritable équation de la courbe, afin de pouvoir par ce moyen arriver 

à des équations, par le moyen desquelles on déterminera la valeur des 

quantités qu'on a prises pour données. 

(...) 

Quando uma curva não é dada a espécie, mas que se propõe a 

determiná-la, podemos supor uma equação a vontade que exprime sua 

natureza de uma maneira geral ; se terá esta equação pela equação 

real da curva, a fim de poder por esse meio chegar às equações, pelo 

meio das quais se vai determinar o valor das quantidades que foram 

tidas por dadas. 

(...) 

 

Jusqu'ici nous n'avons fait que traduire l'article équation à-peu-près 

tel qu'il se trouve dans l'Encyclopédie angloise. Cet article est tiré 

presque en entier de l'Arithmétique universelle de M. Newton ; il est 

aisé d'y reconnoître en effet la main d'un grand maître, & nous avons 

crû devoir le donner tel qu'il est par cette raison, l'Arithmétique 

universelle n'ayant point d'ailleurs été traduite jusqu'ici en notre 

langue. Mais il reste encore sur la théorie des équations beaucoup de 

choses à dire pour rendre cet article complet dans un ouvrage tel que 

l'Encyclopédie. Nous allons tâcher de satisfaire à cet objet ; & quoique 

la matiere ait déjà été fort maniée dans un grand nombre d'ouvrages, 

nous espérons montrer qu'elle a été traitée d'une maniere insuffisante 

à plusieurs égards, & la présenter d'une maniere presque entierement 

nouvelle. 

(...)

Até agora, temos apenas traduzido o artigo equação um pouco tal 

como se encontra na Enciclopédia inglesa. Esse artigo é tido quase 

que inteiramente da Aritmética universal do Sr. Newton ; é fácil de 

reconhecer de fato a mão de um grande mestre, e nós temos pensado 

dever citar de tal maneira porque, a Aritmética universal não foi 

traduzida em nossa língua. Mas ainda permanece na teoria das 

equações muitas coisas para dizer para fazer este artigo completo em 

uma obra como a Enciclopédia. Vamos tentar satisfazer esse objeto ; 

e embora o assunto foi tratado em um número muito grande de livros, 

nós esperamos mostrar que ela foi tratada de uma maneira 

insuficiente em muitos aspectos, e apresentar uma maneira quase 

inteiramente nova. 
(...) 

 
Algebre et Arithmétique, Planche I , Fig. 9  

Algebre et Arithmétique, Planche I , Fig. 10
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AXE 

Tomo 1, pág. 240 

 
Axe ist eine gerade Linie in der Ebene einer krummen 

Linie, welche diese in zwey gleiche, ähnliche und auf beiden Seiten 

ähnlich liegende Theile zerschneidet, z. B. in einer Parabel, in einer 

Ellipse und Hyperbel. Die beiden leßtern Linien haben zwey Axen, 

die auf einander senkrecht find. Der Kreis hat unendlich viele 

Axen, alle durch den Mittlepunct. Viele krumme Linien haben 

keine Axe. 

Eixo é uma linha reta no plano de uma linha curva, que a 

divide em dua partes iguais, semelhantes e a dividinda em partes 

simétrias em ambos os lados, como na parábola, elipse e hipérbole. 

As duas últimas linhas têm dois eixos, perpendiculares entre eles. 

O círculo tem um número infinito de eixos, todos passando pelo 

centro. Muitas linhas curvas não têm eixos. 

Man nennt aber auch diejenige gerade Linie in der Ebene 

einer krummen Linie, worauf die Abscissen genommen werden, 

die Axe der Abscissen, oder schlechtweg die Axe, und die durch 

den Anfangspunct der Abscissen mit den Ordinaten parallele die 

Axe der Ordinaten, der Ordinatenwinkel mag ein rechter oder 

schiefer seyn. Wenn bey einem schiefen Ordinatenwinkel die 

Ordinaten in demselben Puncte auf beiden Seiten der 

Abscissenlinie sich durchgehends gleich sind, so heißt die Axe ein 

Durchmesser. 

(…) 

Nomea-se também aquela linha reta no plano de uma linha 

curva, onde as abscissas são presas, o eixo das abscissas, ou 

simplesmente o eixo, e nomea-se aquela linha reta traçada pela 

origem da abscissa e paralela as ordenadas o eixo das ordenadas, 

independentemente se o ângulo das ordenadas umseria reto ou 

oblíquo. Se o ângulo das ordenadas seria oblíquo e se as ordenadas 

no mesmo ponto em ambos lados da linha das abscissas seriam 

todas iguais, então o eixo chama-se um diâmetro. 

(...) 

COORDINATEN 

Tomo 1, pág. 556 
Coordinaten einer krummen Linie von einfachen 

Krümmung sind zwey stetige Folgen gerader Linien, von welchen 

die eine Folge auf einer gegebenen geraden Linie in oder neben 

der krummen Linie von einem gegebenen Puncte an genommen, 

und die andere Folge mit jener unter einem unveränderlichen 

Winkel, rechten oder schiefen, verbunden wird. Die Relation diser 

Linien bestimmt die Natur der krummen Linie. Für die Geometrie 

ist die analytische Darstellung des ganzen Zuges einer krummen 

Linie sehr wichtig, weil aus den Eigenschaften der Gleichung die 

Eigenschafter der krummen Linie hergeleitet werden können, und 

bey der Verbindung zweyer oder mehrerer Linien die Lage 

derselben gegen einander, ihre Durchschnitts- und 

Berührungspuncte durch die Verbindung ihrer Gleichungen sich 

bestimmen lassen. 

Coordenadas de uma linha curva de curvatura simples são 

sequências contínuas de pares de linhas retas, nas quais a 

sequência tomada de linhas retas numa linha curva são adjacentes 

por um ponto dado, e a outra com uma sequência sob um ângulo 

constante, reto, ou oblíquo. A razão das imagens das linhas 

determinam a natureza da linha curva. Para a geometria a 

representação analítica da representação de todos os pontos de 

uma linha curva é muito importante porque as propriedades das 

linhas curvas podem ser derivadas pelas propriedades da equação, 

e pelas duas ou mais linhas conectadas pela mesma posição, seus 

pontos de interseçao e de contato podem ser determinados pela 

combinação de suas equações. 

(...)

Wenn die krumme Linie in derselben Ebene liegt, so sind 

(Fig, 84. Tab. VI.) nur zwey Axen der Coordinaten AX, AY, 

nöthig. Von jedem Puncte M einer krummen Linie LMN wird eine 

Linie MP parallel mit der einen Axe AY bis an die andere AX in 

P gezogen. So sind AP, PM jede eine Linie aus den beiden Folgen 

der Coordinaten. Zieht man MR parallel mit AX bis an AY in R, 

so sind AR, RM ebenfalls ein Paar Coordinaten. Die Linie AP 

heißt die Abscisse, PM die Ordinate; oder auch, es ist AR die 

Abscisse, und MR die Ordinate. 

Se a linha curva está no mesmo plano, então (Fig, 84 Tab. 

VI.) apenas dois eixos de coordenadas AX, AY são necessários. 

Para um ponto M numa linha curva LMN há de se traçar uma linha 

MP paralela com uma linha passanda com um eixo AY até o outro 

eixo AX em P. Assim, AP e PM estão cada um uma linha surginda 

das duas sequencias das coordenadas. Traça-se MR paralela com 

AX até AY em R, então AR e RM são também pares de 

coordenadas. A linha AP é a abscissa e PM a ordenada; ou ainda, 

AR é a abscissa, e MR a ordenada. 

 

DURCHMESSER 

Vol. 1, pág. 939 – 940. 
(…) 
Eine krumme Linie ist in Beziehung auf eine andere 

ihr Durchmesser, wenn die Summe der positiven Producte aus 

den zwischen beiden enthaltenen Abschnitten gerader 

parallelen Linien so groß ist als die Summe der negativen, bey 

einer bestimmten Anzahl der combinirten Abschnitte. Der 

krummlinichte Durchmesser ist ein Kegelschnitt, wenn je zwey 

Abschnitte in einander multiplicirt werden. 
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DIÂMETRO Uma linha curva está em relação a uma 

outra o seu diâmetro, se a soma dos produtos das partes 

positivos entre as duas linhas retas paralelas é tão grande quanto 

com a soma das partes negativas, em relação a um número 

definido de seções combinadas. O diâmetro da linha curva é 

uma cônica, se cada duas seções são multiplicados entre si. 

Euleri Introd. in Anal. Inf, T. II, cap. XV 
Cramer Analyse des lignes courbes algébriques, Ch. VI 
Newtoni enumer. lin. tertii ordinis, art. II. III. 
In dieser Abhandlung sind Beyspiele von Linien der dritten Ordnung mit einem Durchmesser. 

 

LINEARISCH 

Tomo 3, pág. 446 – 447 

 
Linearisch wird von Zahlen, von Aufgaben und von 

Gleichnungen gebraucht. 

Eine linearische Zahl ist eine solche, die geometrisch 

durch eine gerade Linie vorgestellt wird, dagegen Flächenzahlen 

und Körperzahlen durch Flächen und Körper abgebildet werden. 

Dieses ist gegenwärtig verraltert. 

Eine linearische Aufgabe ist eine solche, welche 

geometrisch durch den Durchschnitt zweyer geraden Linien 

aufgelöset werden kann. Von dieser Art sind alle Aufgaben, 

welche nur auf Gleichungern vom ersten Grade führen. 

Eine linearische Gleichung zwischen zwey 

veränderlichen Größen ist eine solche, worin die eine derselben nur 

in der ersten Potenz vorkommt, dergleichen Py + Q = o ist, wo P 

und Q Functionen von der andern veränderlichen Größe x alein 

sind. 

O termo ‘linear’ é usado para números, para problemas 

[de construções geométricas] e para equações [álgebra]. Um 

número linear é um tal que é representado geometricamente por 

uma linha reta, no entanto números “planos” e números “espaciais” 

são representados por áreas e sólidos. Isso é atualmente 

desatualizado. 

Um problema linear é um que geometricamente atravessa 

o ponto médio entre duas linhas retas. Desse tipo todos os 

problemas que apenas levam a equações do primeiro grau.  

Uma equação linear entre duas grandezas variáveis é tal 

que ambas estão na primeira potência, como P𝑦 + 𝑄 = 0, onde P 

e Q estão em função uma da outra da grandeza variável x apenas. 

 

(…) 

 

ZAHL 

5. Theil, 2. Band, pág. 1053 – 1161 

 
Zahl (Numerus). Der Begriff der Zahl entsteht überhaupt durch 

die Vorstellung des Neben- oder Beiein- anderseyns mehrerer 

Dinge, welche entweder wirklich völlig gleich und gleichartig 

sind, oder auf deren Verschiedenheit, insofern sie zu einer Zahl 

vereinigt werden sollen, wenigstens keine Rücksicht genommen 

wird;also auch, was dasselbe ist, durch  die Vorstellung der 

Wiederholung oder Vervielfachnug eines und desselben Dinges, 

welches im [pág. 1054] Allgemeinen durch A bezeichnet werden 

soll. Nun kann man sich aber entweder die durch Wiederholung 

des A entstandene Größe selbst, oder auch bloß die Menge der 

Wiederholungen vorstellen. Das Erste heißt eine benannte, 

concrete oder auch unreine Zahl, und A ihre Einheit ; das Zweite 

wird eine unbenannte, abstracte oder reine Zahl genannt. In jeder 

benannten Zahl ist folglich eine unbenannte enthalten, und man 

kann also, wenn jene durch N, diese durch n, die Einheit durch A 

bezeichnet wird, jede benannte Zahl durch N = nA darstellen, 

indem durch das bloße Nebeneinandersetzen der Symbole n und 

A bekannntlich die n malige Wiederholung oder Vervielfachung 

der Größe A angedeutet wird. 

Umgekehrt kann jede unbenannte Zahl als eine benannte 

betrachtet werden, wenn sie auf eine bestimmte Größe als Einheit 

bezogen wird. 

(...) 

NÚMERO Número (Numerus). O conceito do número sempre 

surge por associação de várias coisas próximas ou juntas, que são 

ou totalmente iguais e de mesma natureza, ou onde não se 

considera as diferencias entre eles enquanto devem ser unidos em 

um numero;  surge assim também, o que é o mesmo, com a ideia 

de repetição ou multiplicação de uma e mesma coisa, o que será 

nomeado geralmente por A. Agora pode-se imaginar ou a 

quantidade própria gerada pela repetição do A ou que seja 

causado pela repetição do tamanho de um si, ou somente o 

conjunto das repetições. O primeiro caso chama-se um número 

nomeado, concreto ou impuro, e A é a sua unidade; o segundo 

caso é chamado um número abstrato ou puro. Segue que em cada 

número concreto é implicado um número abstrato, e pode-se 

representar cada número concreto por N = nA, se o numero 

concreto seja denotado por N, este numero abstrato por n e a 

unidade por A; por simplesmente justapondo os símbolos n e A 

indica-se, como é bem conhecido, a repetição ou multiplicação da 

quantidade A por n vezes. 

Por outro lado, cada número abstrato pode ser entendido como 

um número concreto, quando se relaciona esse número com uma 

quantidade definida como unidade. 

(...)
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