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RESUMO

Este estudo teve por objetivo compreender a abordagem da prova e da
demonstracdo de conteidos geométricas presentes em livros didaticos do 6° ao 9°
ano, aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didatico de 2011. Os temas, objeto
de estudo, sao angulos formados por duas retas paralelas e uma transversal, soma
dos angulos internos do triangulo, bem como a relacdo entre as medidas de um
angulo externo e os internos néo adjacentes de um triangulo. Desse modo, o estudo
pretendeu responder a seguinte questdo: como os livros didaticos, aprovados pelo
PNLD/2011, abordam temas geométricos, com enfoque nas demonstracdes e
provas. O estudo fundamentou-se no trabalho de Nicolas Balacheff sobre os
processos de validacdo de provas. Para a analise dos livros, considerados como
documentos de pesquisa, a pesquisa teve como procedimento metodoldgico a
andlise de contetdos. Os resultados deste estudo mostraram que, em geral, 0s
autores dos dez livros didaticos analisados mesclam provas pragméticas e
intelectuais para validar teoremas e propriedades apresentadas, porém as tarefas de
natureza investigativa estdo ausentes na maioria dos livros. Todavia, paralela as
qualidades das cole¢cdes, emergiu o valor do docente como mediador e promotor dos
processos de argumentacdes. A otimizacdo do potencial das obras demonstrou

dependéncia da sua conducédo pedagdgica adequada.

Palavras-chave: Livro didatico. PNLD. Prova e demonstracdo. Geometria.



ABSTRACT

This study aimed understanding the approach to proof and proving of
geometric contents in textbooks for the 6th to the 9th grades approved by
PNLD/2011. The themes, object of study, are angles formed by two parallel lines and
a transversal, addition of internal angles of the triangle, as well as the relation
between the measures of non-adjacent exterior and interior angles of the triangle.
Thus, the study sought to answer the following question: how textbooks approved by
PNLD/2011 present geometric themes and how do they teach this object with a focus
on proof and proving. The study was based on the work of Nicolas Balacheff about
the processes of validation of tests. To analyze the textbooks, documents of
investigation, the methodological procedure of this research was content analysis..
The study results showed that, in the textbooks examined, in general, the authors
mixed evidence to validate pragmatic and intellectual properties and theorems
presented, but the nature of investigative tasks are missing in most of the books.
However, in parallel to the quality of the collections, emerged the value of the teacher
as mediator and promoter of arguments processes. The optimization of this

collections demonstrates on its adequate pedagogical conduction.

Keywords: Textbooks. PNLD. Proof and prooving. Geometry.
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INTRODUCAO

"Ninguém comeca a ser educador numa certa
terca-feira as quatro da tarde. Ninguém nasce
educador ou marcado para ser educador. A gente se
faz educador, a gente se forma, como educador,
permanentemente, na pratica e na reflexdo sobre a
pratica."

(FREIRE, 1991, p. 58)

Ensinar Matemética tem sido cada vez mais desafiante.

Quando comecei a lecionar no Ensino Fundamental surgiram inquietacfes
sobre como explicar os porqués da Matematica, jA que os alunos perguntavam:
Como chegou a essa formula? Pra que serve?

Durante a trajetéria da minha vida escolar, como aluna, n&o tive
oportunidades de desenvolver e conhecer estes porqués. Frequentemente a
Matemética nos era apresentada como um saber ja construido, sem lugar para a
intuicdo, experimentacdo ou descoberta, e perante o qual ndo era possivel a
argumentacdo. Os conceitos eram mostrados ja formalizados e ndo decorriam de
nossas reflexdes. Ndo se dava tempo para que nés, alunos, sentissemos a
formalizacdo como algo natural e necessario a comunicacdo de processos e
resultados. Além disso, ndo havia oportunidade do aluno questionar o professor,
este era soberano, o senhor detentor de toda a sabedoria. Dessa forma, propiciava-
se a construcdo de uma imagem da Matematica como ciéncia abstrata, acabada,
indiscutivel — algo apenas compreensivel e utilizavel por poucos.

Mas, a realidade estd mudando, cada dia mais os alunos estdo em contato
constante com o desenvolvimento tecnolégico e recebendo informacdes em
excesso. O jovem de hoje é mais curioso do que o de antigamente e, por ser menos
ingénuo, ele questiona tudo e todos. A maior oferta de informacé&o, também, faz com
gue ele crie um percurso proprio na aquisicado do conhecimento.

Vivemos em um mundo que, cada vez mais, exige que as pessoas pensem,
questionem e se arrisquem propondo soluc¢des aos varios desafios os quais surgem

no trabalho ou na vida cotidiana.



Boero (2011) afirma que o desenvolvimento da consciéncia dos alunos sobre
as regras de argumentacao e prova ha Matematica € um dos principais desafios da
Educacdo Matematica. Segundo ele, isso mostra a convic¢do partilhada pelos
educadores matematicos nas Ultimas trés décadas apesar de algumas divergéncias
guanto ao momento em que se deve desenvolver a consciéncia sobre elas, que
elementos incluir na consciencializacdo e como lidar com esses pormenores na sala
de aula.

A discussdo em torno de ensino e aprendizagem da prova e da demonstracao
tem mais a ver com o papel que a atividade deveria desempenhar na Educacéo
Matematica, (HANNA, 2000), mas também tem a ver com o tipo de enfoque que se
poderia dar em sala de aula (HEINZE, 2004). Hanna et al. (2009) afirmam que os
profissionais da Educacdo Matematica enfrentam uma tarefa importante que é de
levar os alunos a compreender o papel da argumentacdo e prova em Matematica
escolar, e que atualmente documentos curriculares de diferentes paises tém
elevado o status da prova em Matematica escolar.

Em relacdo ao papel da demonstracdo em sala de aula, Hanna (2000)
defende que se considere todo o conjunto de funcbes que a pratica de uma
demonstracdo pode desempenhar (verificagdo, explicacdo, sistematizacao,
descoberta, comunicacdo, construcdo de uma teoria empirica, exploracdo do
significado de uma definicdo, incorporacdo de um fato em um novo quadro e sua
visualizacdo a partir de nova perspectiva), porém ela defende que no ensino sejam
priorizadas as funcdes de verificacdo e de explicacdo. Caracterizando a prética da
demonstracdo em sala de aula, Balacheff (1987) categoriza as provas produzidas

por alunos em pragmaticas e intelectuais e defende que

A pratica de provas precisa (...) poder encontrar seu lugar desde as
praticas matematicas das primeiras classes, aceitando que sejam
reconhecidas como provas outras coisas que ndo as demonstracdes no
sentido estrito. Sera preciso levar em consideragdo a natureza da
racionalidade dos alunos e as condi¢cbes de sua evolugdo, mas também
encarregar-se da analise didatica dos critérios aceitos de prova que podem
evoluir no decorrer da escolaridade. (BALACHEFF, 1987, apud
CARLOVICH, 2005, p. 49).

Este movimento de discussdo entre pesquisadores em Educacdo Matematica
me inspirou a refletir sobre a problematica da demonstracdo no curriculo

educacional. Mas como, em geral, a Matematica escolar contempla varios topicos
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cada um dos quais susceptiveis de contemplar demonstra¢des, nossa atencao ficou
voltada para a geometria.

Na disciplina Desenvolvimento de Recursos Didaticos do Mestrado em Ensino
de Matematica da UFRJ, nos foi apresentado com detalhes o trabalho feito no
Programa Nacional do Livro Didéatico (PNLD). As informacdes e o debate em torno
do PNLD e do papel do livro didatico geraram em mim o interesse de investigar
como autores de livros didaticos, recurso didatico mais utilizado pelos professores,
trazem e abordam a argumentacdo em suas obras como competéncia a ser
desenvolvida em Matematica.

Conversei, entdo, com a professora Monica Mandarino, que apresentou o
seminario e € integrante da equipe técnica do Programa. Mostrei-me interessada em
desenvolver uma dissertacdo de mestrado com a finalidade de fazer uma andlise
critica das argumentacbes e provas apresentadas nas cole¢cbes do Ensino
Fundamental, aprovadas pelo PNLD.

O papel do livro didatico, sua qualidade e caracterizacao tem sido tema de um
namero crescente de pesquisas nos ultimos anos. Tal interesse deve-se, em parte, a
expansdo da politica publica de analise, compra e distribuicdo de livros na rede
publica, o Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD)%. Um dos objetivos desse
programa é oferecer informacfes para subsidiar o processo de escolha e uso do
livro didatico.

No caso de nossa pesquisa, a atencdo volta-se para as Colecdes de
Matematica aprovadas na avaliacdo do PNLD/2011 (BRASIL, 2010), obras que
estavam nas escolas durante a realizacdo desta pesquisa. O objetivo é explicitar
tendéncias adotadas pelos autores no campo da argumentacéo e prova. Interessa-
nos particularmente verificar a forma como as provas séo realizadas, se existem
atividades com teor de prova e a articulagdo do uso deste tipo de raciocinio em
geometria e sua conexao com o que foi, esta sendo e sera trabalhado, num mesmo
livro didético.

Mas por que enveredar por geometria € ndo por outro assunto matematico?

! Tematica que sera explorada na secéo 1.1.3.
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A delimitacdo em torno da geometria justifica-se pela necessidade de
revalorizacdo deste campo (PAVANELO, 1993) e por ser locus privilegiado de
aplicacao e compreensao da demonstracdo em Matematica.

Existe uma preocupacao pelo resgate do ensino da Geometria nas escolas
brasileiras. Esta afirmacédo pode ser constatada em um estudo realizado sobre o
desempenho dos alunos do Ensino Médio:

[...] os alunos revelam maiores dificuldades na expressado escrita
particularmente na producédo de textos bem estruturados, com sequéncia
I6gica e sem erros ortograficos fato que se reflete no desempenho dos
mesmos has restantes disciplinas. Os testes revelaram ainda haver
problemas na disciplina de Matematica, por exemplo, na geometria, célculo
percentual, trabalho com radicais e em exercicios que exigem célculo com
ndmeros decimais ou notacdo decimal. (INDE e MEC, 2007, p.6).

Outro ponto importante é que grande parte dos professores e autores de livro
que hoje estdo em atividade tiveram uma formacdo precaria em Geometria, em
razdo do Movimento da Matematica Moderna que relegou o ensino deste campo
para segundo plano.

ALMOULOUD e MELLO (2000 p.2) afirmam que “embora os curriculos mais
recentes destaquem a importancia de se resgatar o trabalho com Geometria no
Ensino Fundamental, o professor ndo sabe o que fazer.” Estes autores defendem a
necessidade de uma formacdo adequada do professor para trabalhar com a
demonstracdo em Geometria como forma de preparar o aluno para apropriar-se dos
conceitos e habilidades geométricas.

Como reflexo da identificacdo dos problemas que o Ensino da Geometria
enfrenta no Brasil, constatamos que existem varias pesquisas de Mestrado e/ou
Doutorado (GOUVEA, 1998, PIETROPAOLO, 2005, entre outros) que tém
contribuido para a busca de formas adequadas para abordar a prova e a
demonstracao em Geometria.

Como uma das motivacdes para a utilizacdo dos livros didaticos como fonte
de dados desta pesquisa estd associada a grande influéncia que este recurso
exerce nas salas de aula, levamos este aspecto em conta no levantamento de
pesquisas. Até o momento atual, ndo foram encontradas pesquisas que tivessem o
livro didatico como objeto de analise para a questédo da prova em Geometria.

Assim, a questao orientadora desta pesquisa sera:

12



Como sao trabalhadas as argumentacbes e provas no ensino da
geometria, no que diz respeito as orientacdes pedagdgicas indicadas pelos

livros didaticos de Matematica de anos finais do Ensino Fundamental?

Para tal investigacdo delimitamos a pesquisa a trés contetdos. Para esta
escolha tomamos como principio serem conteldos para 0s quais a argumentacao e

prova sado simples de serem trabalhadas e entendidas. Séo eles:

- Angulos formados por paralelas e transversais.
- Soma dos angulos internos do triangulo;
- Relacdo entre as medidas de um angulo externo e o0s internos nao

adjacentes de um triangulo;

Nosso trabalho tem como objetivo descrever e analisar a organizacéo
Matematica e didatica destes trés conteudos da Geometria, do ponto de vista da
prova e demonstracdo. Para esse estudo, tomamos como referencial tedrico os tipos
de provas propostos por Balacheff.

Consideraremos as func¢des do livro didatico (GERARD & ROEGIERS, 1998)
e, dentre elas, a de apresentar o conhecimento formal e estruturado, fundamental
para o desenvolvimento de habilidades de argumentacéao.

Como o objeto de andlise séo textos, livros didaticos de Matematica

aprovados pelo PNLD 2011, recorreremos a metodologia andlise de conteudos.
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1. A PESQUISA E SEU REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo discutimos o levantamento bibliogréfico realizado para cada
um dos temas envolvidos nesta pesquisa. Primeiramente tratamos de estudos
relativos ao livro didatico. Na sec¢do seguinte trazemos nossos estudos e reflexdes
iniciais sobre argumentacdo, prova e demonstracdo Matematica, relacionando-as
com o ensino. Por isso, faz-se uma rapida revisdo historica sobre o tema,
apresentando algumas teorias, onde procuramos entender os fundamentos que os
sustentam. Neste momento definimos entdo nosso referencial tedrico, o qual nos
dard& embasamento para as analises realizadas. Como nossa pesquisa esta
direcionada para o ensino e a aprendizagem de geometria, achamos necessario
apresentar um breve histérico sobre que necessidades levaram o homem a utilizar-
se da Geometria em seu cotidiano, propomo-nos em seguida tratar, de maneira
breve, a questdo do ensino da Geometria, tendo como embasamento trabalhos de
diversos autores. Posteriormente, apresentamos, entdo, os conteldos que seréo
analisados nos livros didaticos, mostrando algumas maneiras de aborda-los e

demonstra-los.
1.1. Reflexdes sobre o livro didatico

Nesta secdo, primeiramente apresentamos alguns estudos relativos ao livro
didatico. Posteriormente, relacionamos de forma breve, os livros com a organizacao
curricular, pois no levantamento e andlise da selecao e distribuicdo dos conteudos
que abordamos neste trabalho, a compreensédo das questdes curriculares atuais
serdo fundamentais. Nesta mesma sec¢do, trazemos ainda, informagdes sobre o
PNLD, visto que os livros que serdo analisados foram os aprovados por este

programa.
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1.1.1. Algumas ideias iniciais sobre livros didaticos

Pesquisas mostram que, para muitos professores e alunos, o livro didatico é a
mais importante e, muitas vezes, a Unica fonte de consulta. Segundo Pereira e Melo
(2007, p. 1), “Uma parcela significativa dos docentes utiliza na preparagéo de suas
aulas, unica e exclusivamente o livro didatico adotado na escola, alguns até
limitando o conteudo abordado e a metodologia empregada ao proposto no livro”.

Na literatura, os livros didaticos tém sido abordados por diversos
pesquisadores, especialmente os que trabalham com instrumentos de ensino e
aprendizagem. As discussdes acerca do assunto apontam para varias concepcoes
sobre esses recursos didaticos.

Molina (1988, p.17), ao realizar estudos sobre a qualidade dos livros
didaticos, refere-se a eles como “uma obra escrita (ou organizada, como acontece
tantas vezes), com a finalidade especifica de ser utilizada numa situacéo didatica, o
que a torna, em geral, andmala em outras situagdes”. Fica claro que para esse
pesquisador, o livro didatico € um material Unico e exclusivamente usado no ensino
escolar. Segundo Rojo (2005, p.3), “o conceito de livro didatico proposto por Molina
implica uma sala de aula regida basicamente pelo manual, pelo livro didatico”.

Goldberg (1983, p. 7) considera que, o livro didatico “tem intencéo de fazer
com que o aluno aprenda, razdo pela qual apresenta conteddos selecionados,
simplificados e sequenciados”.

Esses estudos, assim, apontam para a reafirmacdo da relevancia do livro
didatico no ensino escolar. Porém ha outras reflexdes sobre o papel desses livros.

Segundo pesquisadores Gérard & Roegiers (1998), no que diz respeito ao
professor, o livro didatico desempenha, entre outras, as funcdes de:

> auxiliar no planejamento didatico-pedagdgico anual e na gestédo das
aulas;

> favorecer a formacéo didatico-pedagdgica;

> auxiliar na avaliagdo da aprendizagem do aluno;

> favorecer a aquisicéo de saberes profissionais pertinentes, assumindo
o papel de texto de referéncia.

De acordo com os mesmos pesquisadores, para os alunos, o livro deve:

» favorecer a aquisicdo de saberes socialmente relevantes;
> consolidar, ampliar, aprofundar e integrar os conhecimentos;

15



> propiciar o desenvolvimento de competéncias e habilidades do aluno,
gue contribuam para aumentar sua autonomia;

> contribuir para a formacdo social e cultural e desenvolver a
capacidade de convivéncia e de exercicio da cidadania.

(GUIA DO PNLD 2012, p. 13).

Para Carvalho & Lima (2010c): “o livro € portador de escolhas sobre: o saber
a ser estudado; os métodos adotados para que os alunos consigam aprendé-lo mais
eficazmente; a organizagdo curricular ao longo dos anos de escolaridade”. Segundo
ainda esses pesquisadores, nesse didlogo existe uma “teia” de relagdo que envolve
o autor/livro didatico, o professor, o aluno e a Matematica.

O amplo papel atribuido ao livro didatico, segundo os pesquisadores acima,
concorre para que se considere esse instrumento pedagdgico como um elemento de
muita relevancia na escola. No entanto, em documentos curriculares, encontram-se

adverténcias para desvios nao tao distantes da pratica escolar:

E preciso observar, no entanto, que as possiveis funcdes que um
livro didatico pode exercer ndo se tornam realidade, caso ndo se leve em
conta o contexto em que ele é utilizado na escolha quanto no uso do livro, 0
professor tem o papel indispensavel de observar a adequacdo desse
instrumento didatico a sua prética pedagbgica e ao seu aluno. (...) Além
disso, o livro didatico é recurso auxiliar no processo de ensino-
aprendizagem. N&o pode, portanto, ocupar papel dominante nesse
processo. Assim, cabe ao professor manter-se atento para que a sua
autonomia pedagégica ndo seja comprometida. Ndo é demais insistir que,
apesar de toda sua importancia, o livro didatico ndo deve ser o Unico
suporte do trabalho pedagégico do professor. E sempre desejavel buscar
complementéa-lo. (GUIA DO PNLD 2007, p. 11).

1.1.2. Livro didatico e organizacao curricular

Como ja foi falado na secdo 1.1.1, o livro didatico é um grande aliado do
trabalho do professor. Segundo Alain Choppin (1992), uma de suas principais
funcBes deve ser a de auxiliar no ensino de uma determinada disciplina através da
apresentacao de um conjunto extenso de conteudos do curriculo, de acordo com
uma progressdo, sob a forma de unidades ou licbes em uma organizacdo que
favorece tanto o uso coletivo (em sala de aula) quanto individuais (em sala de aula
ou em casa).

Portanto, para realizar pesquisas que tomam o livro didatico como fonte de

dados é preciso compreender o seu papel em relacdo ao curriculo bem como, a
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influéncia do curriculo sobre este material pedagdgico e, antes disso tudo, adotar
uma definicdo de curriculo.

No levantamento bibliografico sobre o termo curriculo h& registros de seu uso
desde o século XVII. Apesar de algumas divergéncias dos principais tedricos sobre o
tema, arriscamo-nos a dizer que este termo sempre esta relacionado com um projeto
de controle do ensino e da aprendizagem, associando ordena¢do de conteudos e
meétodos de ensino, como um instrumento facilitador da administracéo escolar.

Para Forquin (1993)

Um curriculo escolar € primeiramente, no vocabulario pedagégico
anglo-saxdo, um percurso educacional, um conjunto continuo de situag6es
de aprendizagem (learning experiences) as quais um individuo vé-se
exposto ao longo de um dado periodo, no contexto de uma instituicdo de
educacdo formal. (...) O curriculo, escreve por seu lado P. W. Misgrave
(1972), constitui na verdade 'um dos meios essenciais pelos quais se acham
estabelecidos os tragos dominantes do sistema cultural de uma sociedade’,
no minimo pelo papel que ele desempenha na gestdo do estoque de
conhecimentos de que dispbfe a sociedade, sua conservagdo, sua
transmissédo, sua distribuicdo, sua legitimacdo, sua avaliagdo (FORQUIN,
1993, p.22)

Todo curriculo envolve um processo de selecdo, de decisbes acerca do que
sera e do que néo sera legitimado pela escola. Assim, os professores de Mateméatica
e autores de livros didaticos, por exemplo, compartilham concepc¢fes de Matematica
e de seu ensino que direcionam a selecédo dos conteudos, do que valorizar ou nédo
de cada conteudo, e das préticas escolares. Tais escolhas se sustentam e reforcam
uma cultura escolar. A escolha de um determinado padrdo cultural na selecdo de
contelidos expressa uma valorizacdo desse padrao em detrimento de outros. Assim,
decide-se, por exemplo, se a capacidade de argumentar e formular provas é uma
das competéncias Mateméticas a ser desenvolvida na educacdo basica, ou seja,
para todo cidaddo e ndo apenas para os que forem se tornar matematicos de
profissao.

Silva traz o conceito de curriculo oculto que pode nos ajudar a discutir
decisdes curriculares que privilegiem ou ndo uma formacdo Matematica mais ou
menos ampla. Para este autor, "O curriculo oculto é constituido por todos aqueles
aspectos do ambiente escolar que, sem fazer parte do curriculo oficial, explicito,

contribuem, de forma implicita para aprendizagens sociais relevantes (...) o que se
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aprende no curriculo oculto sdo fundamentalmente atitudes, comportamentos,
valores e orientagfes.” (Silva, 1999, p.78)

No Dicionario Interativo da Educac&o Brasileira®, curriculo escolar é entendido
como o “Conjunto de dados relativos a aprendizagem escolar, organizados para
orientar as atividades educativas, as formas de executé-las e suas finalidades”.

Do ponto de vista da legislagdo nacional, a Lei de Diretrizes e Bases da
Educacao (LDB), de 1996, orienta para um curriculo de base nacional comum para o
Ensino Fundamental e Médio. As disposi¢cdes sobre curriculo estdo em trés artigos
da LDB. Numa primeira referéncia, mais geral, quando trata da Organizacdo da
Educacdo Nacional, define-se a competéncia da Unido para "estabelecer em
colaboracdo com os Estados, o Distrito Federal e os Municipios, competéncias e
diretrizes para a educacao infantil, o Ensino Fundamental e o Ensino Médio, que
norteardo os curriculos e seus conteudos minimos, de modo a assegurar formacgao
bésica comum". (Brasil, Lei 9.394, Art. 9°, inciso V)

Em decorréncia dessa atribuicdo, o Ministério da Educacdo encaminhou a
apreciacdo do Conselho Nacional de Educacédo, no final de 1996, os chamados
Parametros Curriculares Nacionais (PCN), que servem de eixo norteador na revisao
e/ou elaboracdo da proposta curricular das escolas, pois foram elaborados
procurando, de um lado, respeitar diversidades regionais, culturais, politicas,
existentes no pais e, de outro, considerar a necessidade de construir referéncias
nacionais comuns ao processo educativo em todas as regides brasileiras,
favorecendo assim 0 acesso ao conjunto de conhecimentos socialmente elaborados
e reconhecidos como necessarios ao exercicio da cidadania.

Com esta concepcgdo, os Parametros apresentam um conjunto de quatro
documentos: Introducdo aos Parametros Curriculares Nacionais, Convivio Social e
Etica, Documentos de Area e, Documentos de Convivio Social e Etica, que
compdem o primeiro nivel de concretizagdo. Segundo o préprio documento

introdutério,

(...) os PCN constituem o primeiro nivel de concretizag&o curricular.
S&o uma referéncia curricular nacional para o Ensino Fundamental; (...) Tém
como fungéo subsidiar a elaboracdo ou a revisdo curricular dos estados e
municipios, dialogando com as propostas e experiéncias ja existentes,
incentivando a discussao pedagdgica interna as escolas e a elaboracao de

2 Baseamo-nos nas informacdes disponiveis em:

http://www.educabrasil.com.br/eb/dic/dicionario.asp?id=72, acesso em jan/2012.
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projetos educativos, assim como servir de material de reflexdo para a
pratica de professores. (PCN, p. 22)

Assim além dos PCN, sdo necessarios outros niveis de concretizagdo
curricular: as propostas curriculares dos Estados e Municipios; a proposta curricular
de cada instituicdo escolar; e a realizacdo das atividades de ensino e aprendizagem
na sala de aula.

Do ponto de vista da organizacdo dos conteudos da Matematica escolar, os
PCN propdem uma organizagdo em quatro grandes blocos (estudo dos numeros e
das operacdes; estudo do espaco e das formas; estudo das grandezas e das
medidas e tratamento da informacéo) que deveriam servir de base para a construcao
do curriculo das escolas. Esse agrupamento tem como finalidade evitar a excessiva
fragmentacao de objetivos e conteldos e tornar possivel uma abordagem menos
parcelada dos conhecimentos. Para cada um dos blocos define-se, em linhas gerais,
0 que se considera relevante que seja trabalhado com os alunos do Ensino
Fundamental.

Os conteudos nos PCN ndo sédo apresentados em uma listagem, como em
documentos anteriores a ele. Enfatiza-se a necessidade de entender a palavra
conteudo basicamente em trés dimensdes: conceitos, procedimentos e atitudes.
Valoriza-se, portanto, muito mais a compreenséo das ideias Mateméticas e o modo
como estas serdo buscadas (podendo esse modo de busca ser estendido e aplicado
para as demais areas do conhecimento) do que a sua sistematizacao, muitas vezes
vazia de significado. Entendem-se os contelldos como um meio para desenvolver
atitudes positivas diante do saber em geral e do saber mateméatico em particular. O
gosto pela Matematica e o incentivo a procedimentos de busca exploratoria,
desenvolvendo uma atitude investigativa diante de situacdes-problema propostas
pelo(a) professor(a) sdo alguns exemplos dessa compreensao mais ampla do que é
ensinar e aprender em Matematica.

Segundo Mandarino

Uma das diversas polémicas resultantes da convivéncia de
diferentes concepg¢des e pontos de vista, muitas vezes contraditorios, reside
na definicdo ou ndo de uma listagem de conteldos que oriente: o trabalho
dos professores, os autores de livros didaticos, os elaboradores de
avaliagBes nacionais e pesquisadores. No entanto, ao longo destes anos foi
se constituindo um curriculo seriado que, explicitado ou n&o por
documentos, parece funcionar como oficial. A existéncia desta listagem de
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conteddos sempre pdde ser identificada na organizacao e distribuicdo dos
conteudos dos livros didaticos. (MANDARINO, 2007, p.3).

Portanto, ndo ha uma regra pré-estabelecida sobre a seriacdo dos conteudos
a serem abordados nos livros didaticos. Os PCN sdo somente as diretrizes do
trabalho que deve ser desenvolvido pelos livros, tendo em vista o processo de
construcdo do conhecimento por parte do aluno e o papel do professor como
mediador entre o aluno e o conhecimento.

Fazendo um paralelo entre o que falamos acima e as dez colecdes
analisadas, percebe-se que todos os autores estdo preocupados em adotar o0 que 0
Parametro Curricular Nacional propde, a fim de que os alunos tenham um
conhecimento unificado em todo o pais.

Embora as cole¢cOes estejam adequadas ao Parametro Curricular Nacional,
pode-se destacar que algumas dessas ndo apresentam continuidade aos contetdos
e alguns sdo apresentados de maneira pouco favoravel ao desenvolvimento dos

educandos.

1.1.3. Processo de avaliagdo e escolha de uma colecédo de

livros didaticos de Matematica

Para alunos e professores, o livro didatico se constitui em uma importante
fonte de informacgBes para a elaboracdo de um tipo especifico de conhecimento, o

conhecimento escolar.

Embora vivamos em um tempo em que a oferta de recursos
destinados a dissemina¢do do conhecimento seja cada vez maior, no
espago escolar, o livro impresso ainda € o material que melhor atende as
necessidades dos professores e alunos das escolas publicas brasileiras.
(GUIA DO PNLD 2012, 1998, p. 7).

Por isso, o interesse em pesquisar o livro didatico vem aumentando no
transcorrer dos ultimos anos, o que pode ser comprovado pelo aumento do niamero
de publicacbes dedicadas a esse tema. A esse proposito, destacam-se os resultados
obtidos por Batista e Rojo (2005), ao concluirem que no periodo de 1975 a 2003
foram identificados nada menos que 1927 trabalhos dedicados ao livro didatico,

utilizando como fonte de dados a Plataforma Lattes do CNPq. Entre esses trabalhos,
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0s autores incluiram titulos referentes a producdo e divulgacdo de iniciacdo
cientifica, dissertacdes de mestrado e teses de doutorado.

Os autores dessa pesquisa mostram ainda que a partir de 1990 houve um
aumento consideravel no volume da producdo de trabalhos dedicados ao livro
didatico, destacando que apenas o periodo de 2000 a 2003 é responsavel pela
metade da producédo. Dessa maneira, fica evidenciada a existéncia de um volume
consideravel de pesquisas, realizadas recentemente, sobre livros didaticos no Brasil.
Dentre os diferentes trabalhos sobre LD, podemos destacar o de Molina (1987),
Coracini (1999), Dionisio e Bezerra (2002), Rojo e Batista (2003), Batista e Costa Val
(2004), Costa Val e Marcuschi (2005), Galvdo e Batista (2009), Tagliani (2009) e
Bunzen (2005, 2009).

Ao que tudo indica pelo menos dois fatores contribuiram para a expanséo do
atual interesse em pesquisar o livro didatico. Um deles foi a expansdo da pés-
graduacdo e do numero de pesquisas em areas da educacdo, tal como é o caso da
Educacdo Matematica (Cassiano, 2009), e também a implementacdo mais intensa
de politicas publicas voltadas para a avaliagdo da educacdo, entre as quais o
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD).

O sistema adotado pelo PNLD para analisar os livros didaticos, a partir de
regras definidas pelos proprios pesquisadores das diferentes areas do saber escolar
e avalizadas pelo poder publico, tem, de certa forma, influenciado ndo somente a
formacdo de professores, mas também a redefinicdo das estratégias de ensino e
consequentemente as orientacdes pedagogicas. A rigor, admitindo que compete ao
professor definir suas op¢des metodoldgicas, podemos falar que o livro didatico ndo
determina, mas contribui para a inducdo de estratégias de ensino. Muitas vezes, as
orientacdes contidas no livro didatico sao reproduzidas em sala de aula. Além disso,
habitualmente o livro didatico exerce um poder de influéncia na definicdo das
atividades realizadas em sala de aula.

O Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD)? foi instituido em 1985 e, ao
longo dos anos, vem se aperfeicoando para atingir seu principal objetivo: educacao
de qualidade.

Com a finalidade de distribuir gratuitamente livros escolares aos estudantes

matriculados no Ensino Fundamental das escolas publicas, o PNLD pretende

® Baseamo-nos nas informacdes disponiveis em: <www.fnde.gov.br>. Acesso em: ago/2011.
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contribuir para universalizar e melhorar o ensino do 1° ano ao 9° ano, e promover a
valorizagcdo do magistério, conferindo ao professor a tarefa da escolha do livro
didatico.

O Programa PNLD é administrado pelo Fundo Nacional de Desenvolvimento
da Educacdo (FNDE), com o financiamento do Salario Educacdo e recursos do
Orgcamento Geral da Uniao.

A distribuicdo dos livros é feita diretamente pelas editoras as escolas, por
meio de um contrato entre 0 FNDE e a Empresa Brasileira de Correios e Telégrafos
(ECT). Esta etapa do PNLD conta com o acompanhamento de técnicos do FNDE e
das Secretarias Estaduais de Educacéo.

A cada trés anos é lancado um edital para que as editoras apresentem suas
obras a fim de pleitear a aquisicdo pelo Ministério da Educacéo. Esse edital define
as regras para inscricAo e apresenta os critérios pelos quais os livros serdo
avaliados.

Ao final de cada processo de avaliacédo € publicado o Guia Nacional de Livros
Didaticos (GNLD), contendo os principios norteadores da analise, bem como os
critérios da area e ainda as resenhas das obras aprovadas. Esse guia serve de
instrumento para auxiliar os professores na escolha dos livros que serdo adotados.
As resenhas dos Guias de Matematica oferecem informacBes sobre a selecdo, a
distribuicdo e a abordagem dos conteludos adotadas pela obra, bem como uma
analise da metodologia e do manual do professor, como suporte para o trabalho
docente.

A analise apresentada no Guia é feita tomando-se como parametros as
tendéncias mais atuais da Educacdo Matematica, bem como a adequacdo do
tratamento dos conceitos tendo em vista uma formacéo sdlida para as sucessivas
ampliagdes e aprofundamentos dos contedudos da Matematica. Nesse sentido, a
corregcdo conceitual tem sido balizadora da aprovacao das obras e, inadequacdes
gue nao se configurem como erro ou inducao ao erro, sdo apontadas nas resenhas
visando a melhoria progressiva da qualidade dos textos e prevenir os docentes
guanto a necessidade de estarem atentos para aprimorar/ adequar/ complementar o
trabalho com algum conteudo.

No Brasil, muitos professores se apoiam no livro didatico, devido a algumas
guestdes emblematicas, como por exemplo, a grande carga de trabalho que muitos

professores possuem, utilizando entdo, o livro didatico como principal ferramenta.
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Com esse recurso, seu trabalho torna-se um pouco menos cansativo, ja que ndo ha
necessidade de preparacdo de apostilas, listas de exercicios ou outro material para

o0 desenvolvimento da aula.

Na auséncia de materiais instrucionais em quantidades e qualidade
gue orientassem o trabalho do professor na sala de aula [...] o livro didatico
passou a ser o principal e, em muitos casos, 0 Unico instrumento de apoio
ao trabalho docente. Ele é que indica a amplitude, a sequéncia e, até
mesmo, o ritmo de desenvolvimento do programa de Matematica. Isso tudo,
além de sua funcdo basica como um importante auxiliar de aprendizagem e
de ensino na sala de aula. (DANTE, 1996, p.52).

Outro fator € a necessidade dos docentes da escola publica fazerem uso dos
LD, pois os alunos recebem este material do Governo. Ja nos estabelecimentos
particulares, por vezes, ha uma cobranca dos pais que investiram no material.

Assim, considerando que o livro didatico € constantemente usado pelo
professor e exerce um importante papel na préatica docente, acreditamos ser
justificavel sua analise.

As colecdes de Matematica, que serdo objeto de nosso estudo, foram aquelas
sugeridas pelo Guia Nacional do Livro Didatico dos anos finais do Ensino
Fundamental — PNLD 2011 - livros que, ho momento desta pesquisa, Sdo 0s que

estdo sendo adotados pelas escolas.

1.2. Reflexdes sobre argumentacao, prova e demonstragao

Nesta secdo faremos uma breve exposicdo de como o0s termos argumentacao
prova e demonstracdo sdo abordados por diversos autores. Posteriormente
descrevemos como estes termos sao tratados no ensino de Matematica para entao,
fazermos, na sec¢éo 1.2.3 as distingOes destas palavras, de acordo com Balacheff, as
guais usaremos como base tedrica para esta pesquisa.

Como a intengdo dessa pesquisa € tratar o uso de argumentacoes, provas e
demonstracdes em geometria nos livros didaticos, enfatizamos a necessidade de
diferenciarmos essas palavras. Para no0s, a diferenciacdo entre elas e o
entendimento das implicacdes dessa diferenciagcdo sdo a chave para um ensino

eficiente de provas e demonstra¢des na Matematica.
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1.2.1. Reflexdes tedricas e empiricas

Segundo Gouvéa (1998), a origem do estudo sobre demonstracao
Matematica e seu desenvolvimento no decorrer da histéria permite esclarecer a
complexidade de seu ensino. Porém, a literatura a respeito ndo é muito vasta, pois
para 0os matematicos ela ndo € material direto de investigacdo, e sim fortemente
ligado aos conhecimentos matematicos.

Para esta autora, a origem da demonstracdo Matematica se localiza na
Antiguidade Classica, precisamente na Grécia do século VI a.C.. No entanto, ndo se

caracterizava como a consideramos hoje.

A demonstracdo, entre gregos, € consequéncia do pensamento
reflexivo influenciado pelas exigéncias politico-sociais e filoséficas que se
instauraram, pela necessidade de “convencer” o outro. A triade Sécrates,
Platéo e Aristoteles teve a fungéo de suplantar, pelo pensamento reflexivo,
a crenca mistica primitiva. As atividades humanas na “moAig” (polis =
cidade) alcancaram seu ponto alto de expressdo. O pensamento reflexivo
passou da preocupacdo cosmoldgica para a antropolégica com sofistas,
mestres de retdrica e de eloguéncia na Atenas democratica, que precisavam
preparar os cidaddos para a disputa dos cargos publicos através das
eleicBes livres. (GOUVEA, 1998, p.22).

Do ponto de vista historico ndo se pode excluir a vivéncia de matematicos
anteriores aos gregos. Segundo Keller (1986), os escribas do Egito provavam a
precisdo de seus célculos por meio da verificacdo do resultado. Ja na india era
utilizada a figura (precisdo de desenho) para provar as afirmacdes geométricas.

A principio, os significados dos termos demonstracdo e prova estéo ligados a
uma ideia comum, a descricdo de argumentos com vistas a justificar ou validar uma
proposicdo. Apesar da ideia comum, esses termos nem sempre sdo considerados
sinbnimos, assumindo variagcdes em funcdo do tempo e do contexto. Na acepc¢ao de

Pietropaolo:

Convém assinalar que em artigos sobre a histéria da Matematica e,
em particular, sobre Educagdo Matemética sdo usados variados termos
para se referir as demonstracdes, tais como: demonstracdes formais,
demonstracdes rigorosas, provas rigorosas ou simplesmente provas. E nem
sempre essas expressdes sdo utilizadas como sinbnimas. (PIETROPAOLO,
2005, p. 48).

O ensino e a aprendizagem da argumentacdo, da prova e da demonstracao

vém sendo objeto de muita discussdo entre pesquisadores, sobretudo, quanto ao
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papel que a atividade deveria desempenhar na Educacdo Matematica (HANNA,
2000), e o tipo de enfoque que se poderia dar em sala de aula (HEINZE, 2004).

Hanna (2000) distingue a demonstracao para fins escolares da demonstracao
para os matematicos profissionais ou ldgicos. Ela procura diferenciar as expressoes
demonstracao formal, demonstragédo aceitavel e demonstracdo empregada para fins
escolares: a primeira seria 0 conceito teodrico da logica formal e que poderia ser
encarada como o ideal matematico de cuja pratica apenas se aproxima; a segunda é
0 conceito aceitavel para os matematicos profissionais; a terceira € a composicao de
atividades que visam desenvolver junto aos alunos nog¢des e conceitos.

Para Hanna, uma demonstracdo deve incentivar a compreensio: “uma boa
prova, entretanto, ndo deveria ser somente correta e explicativa, a mesma poderia
também levar em consideracdo, especialmente em seu nivel de detalhe, o contexto
da aula e a experiéncia dos estudantes” (1995, p. 48).

Harel e Sowder (1998) consideram que para a aprendizagem da prova é
fundamental que os alunos a julguem importante e propdem “o principio da
necessidade”.

Para que os estudantes possam aprender, 0s mesmos devem se dar conta da
necessidade de aprender o que vai ser ensinado para eles, sendo que 0 termo
“necessidade” é utilizado aqui com significado de “necessidade intelectual”’, em
oposicdo a necessidade social ou econdmica (Harel e Sowder, 1998, p. 266). Para
esses dois educadores, o principio da necessidade pode favorecer a construcao de
uma argumentacdo, mas ndo exatamente a construcdo de uma demonstracéo®. Os
estudantes nao serdo, certamente, capazes de construir de imediato uma
demonstracdo, quando se defrontarem com uma situacdo que a exija. Contudo,
segundo estes autores, pelo principio da necessidade, € importante tornar uma
demonstracao significativa, em especial aquelas apresentadas pelos professores
como forma de elucidar as duvidas dos estudantes.

Por outro lado, Healy e Hoyles (2000) entendem que os alunos precisam
frequentemente realizar ensaios e verificacdes empiricas da demonstracdo, quando
esta ndo os convencer de imediato. Argumentam que, geralmente, quando o0s
estudantes se deparam com uma demonstracdo ja construida, eles tornam-se

céticos, porque ndao conseguem compreender a garantia proporcionada por ela. Os
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resultados de Healy e Hoyles (2000) mostram claramente que os alunos preferem as
argumentacfes narrativas, ou seja, aquelas em que para descrever 0s raciocinios
utilizados se fazem valer quase que exclusivamente da lingua materna.

Boero (1996 apud ALMOULOUD, 2007) realizou uma pesquisa cujo problema
consistia em verificar se a maioria dos alunos daquele nivel de escolaridade (82
série, atual, 9° ano) poderia produzir conjecturas se colocados em condic¢des ideais
para tal. O autor concluiu que isso € possivel desde que: (1) durante a producao da
conjectura, o aluno trabalhe sua por meio de uma atividade argumentativa
entremeada de justificacdes da plausibilidade de suas escolhas; (2) se durante a
etapa seguinte da prova, 0 aluno organiza, por meio de rela¢cdes construidas de
maneira coerente, algumas justificativas (argumentos) produzidas durante a
construcdo de acordo com uma corrente l6gica. (ALMOULOUD, 2007, p.3).

Pesquisadores como Pedemonte (2007); Antonini e Mariotti (2009); Douek
(2009), entre outros, defendem que a exploracdo da relagcdo entre argumentacéo e
demonstracao é de extrema importancia para o desenvolvimento da proficiéncia dos
alunos em atividades de demonstracédo, desde que sejam preparados inicialmente a
produzir conjecturas e avangar com algumas justificativas.

Balacheff (1999) é contra essa posicao, pois considera que a argumentacao
constitui-se em um obstaculo epistemoldégico para a aprendizagem da
demonstracdo. Segundo o autor, argumentacdo € um processo social aberto, e a
demonstracao obedece a regras predefinidas.

A relagéo entre argumentacéo e o processo de aprendizagem da producao de
uma demonstracédo sao objeto de instigacdo de outros pesquisadores em Educacao
Matematica. Vincent et al (2005) e Douek (2009) interessaram-se pelo significado

dos termos argumento e argumentacao. Para Vincent et al.:

Um argumento pode ser definido como uma sequéncia de
declarac6es Mateméticas que virdo a convencer, enquanto argumentacao
pode ser considerada como um processo no qual uma légica Matemética
conecta o discurso desenvolvido. (VINCENT et al., 2005, p.281. traducao
nossa).

Douek (2009) considera o argumento como as razdes oferecidas a favor ou

contra uma proposicédo, um parecer ou uma medida, no qual se incluem argumentos

* Diferenciaremos argumentacdo e demonstracéo na secdo 1.4, segundo BALACHEFF, 1987, apud
MONTORO, 2005, p.2.
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verbais, dados numéricos, desenho, etc. A argumentacdo consiste em um ou mais
argumentos logicamente ligados. Para a autora a prova em si é uma argumentacao.
Ela considera o processo de producdo da prova como uma atividade cognitiva e
socioculturalmente situada que envolve quatro modos de raciocinio. Ainda, segundo

a autora,

Esses quatro modos poderiam ser considerados como sucessivas
fases de uma construcdo de prova, como momentos diferentes com
diferentes inten¢des. Mas na verdade, como modos de raciocinio, eles
raramente aparecem separadamente. (...) mas até mesmo dois ou mais
deles podem intervir muito estreitamente em uma fase visando
principalmente explorar ou escrever um texto dedutivo, por exemplo.
(DOUEK, 2009, p.2. traducao nossa).

O termo demonstracdo é utilizado em a&mbitos sociais e profissionais mais
diversos. Um dos significados pode ser “realizar a agao efetiva que evidencia aquilo
que se pretende ver’ (MONTORO, 2007, p.1), por exemplo, 0 movimento demonstra-
se andando. Montoro (2007) salienta que, por outro lado, a argumentacdo vem se
convertendo em uma ferramenta muito utilizada na construgdo de aprendizados em
ciéncias, em geral. Entendendo-se por argumentacdo, qualquer discurso que se
emprega para tornar algo claro, deduzir como consequéncia natural, um raciocinio
gue se emprega para convencer alguém daquilo que se afirma ou nega.

A respeito da importancia da argumentacao para a proficiéncia na producao
de demonstracdes, Vincente et al (2005) defendem que, durante a producédo das
conjecturas, o aluno trabalha progressivamente sua declaracdo mediante uma
atividade argumentativa funcionalmente entremeada com justificacbes da
plausibilidade de suas escolhas. Na fase de producédo da prova, o aluno liga-se ao
processo de uma forma coerente, organizando algumas justificagdes, previamente
produzidas na construcdo do esquema da cadeia légica.

A relagdo entre argumentacdo e producdo de uma prova na perspectiva
cognitiva foi detalhadamente analisada por Pedemonte (2007). Em sua tese de
doutorado, a pesquisadora mostra que uma prova é mais acessivel para os alunos
se uma atividade de argumentacao for desenvolvida previamente para a producao
de uma conjectura. Boero et al (1996 apud PEDEMONTE, 2007), também defendem
gue o raciocinio que ocorre durante a argumentacao desempenha um papel crucial

na producédo da prova.
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Alguns autores, sem esquecer as diferencas entre argumentacado e prova,
defendem que o importante sdo as analogias entre os dois processos e as possiveis
implicacdes didaticas (ANTONINI; MARIOTTI, 2009). Na verdade concordamos
quando Douek (2009) afirma que “para fins de ensino e aprendizagem, a
argumentagao é um meio frutuoso para controlar a validade do raciocinio”. A autora
defende que as atividades exploratorias e a justificacdo devem ser introduzidas nas
fases iniciais do processo de ensino e aprendizagem da demonstracao.

Manin (1977 apud HANNA, 2000) defende que uma demonstracdo ajuda a
compreender o significado do teorema ou a proposicéo a ser provada: a ver ndo s a
verdade, mas também por que é verdade. Ainda, segundo a autora, a demonstracdo
pode contribuir para a sistematizacdo e comunicacdo de resultados ou para a
formalizacdo de conhecimentos matematicos.

A partir destas reflexdes, Hanna propde uma lista das fungdes da prova e

demonstragao:

1- Verificagdo — preocupacgdo com a verdade de um enunciado;

2- Explicagéo — fornecimento das razdes por que é verdade;

3- Sistematizacdo — organizacdo de diversos resultados num sistema
dedutivo de axiomas, principais conceitos e teoremas;

4- Descoberta — descoberta ou invencao de novos resultados;

5- Comunicacdo — transmisséo de conhecimento matematico;

6- Constru¢cdo de uma teoria empirica;

7- Exploracdo do significado de uma definicdo ou as consequéncias de
um pressuposto;

8- Incorporacédo de um fato conhecido em um novo quadro e sua
visualizag&o a partir de uma nova perspectiva. (HANNA, 2000, p.8, traducéo
nossa).

Embora a autora liste oito funcdes para as demonstracdes, ela defende que
para que o aluno possa entrar no mundo da Matematica, ele deve comecar por
conhecer as func¢des fundamentais que sao a verificacdo e a explicacdo. No dominio
da educacao, seria de esperar que se valorizasse primeiro a explicagao e, nesse
caso, as provas que melhor ajudam a explicar.

Somos de opinido que uma simples apresentacdo das demonstracdes em
livros didaticos, sem questdes que levem alunos e professores a refletirem sobre o
processo complexo da constituicdo de uma demonstracdo, tera provavelmente
pouco sucesso no desenvolvimento de competéncias para a construcdo de uma
demonstracdo. Tal como mostram os precursores da problematica do processo de
ensino e de aprendizagem das demonstra¢cdes, como Pdlya (1954 apud MONTORO,
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2007, p.2), Lakatos (1976, apud MONTORO, 2007), Schoendfeld (1992, apud
MONTORO, 2007), é preciso destacar que a denominada “demonstragao final” de
um teorema € o culminar de um processo. A apresentacédo limpa e ordenada de uma
investigacdo esconde etapas que precederam tal estruturacdo: intuicdo, provas,
argumentos, justificacdes, erros, refinamentos, etc. E isto que se deveria privilegiar
nos livros didaticos: estimular que os leitores, alunos e professores, realizem
atividades de cunho exploratério de propriedades, de busca de articulacdo com
conhecimentos prévios, de outros significados de um conceito. As exploracbes
realizadas levam a formulacdo de conjecturas para as quais se buscardo formas de
validagéo por meio de demonstragoes.

Percebemos, pelo que foi descrito neste capitulo, que ndo ha um consenso
entre os pesquisadores da Educacdo Matematica sobre o real significado com que
se usam o0s termos prova, demonstracdo e argumentacdo. Ndo ha também um
consenso sobre de que maneira este tema deve ser trabalhado nas aulas de
Matematica.

Acreditamos que a diferenciacdo entre prova, demonstracdo e argumentacao
é essencial no contexto da Educagdo Matematica, pois com ela, explicagbes mais
simples, porém coerentes, dadas pelos alunos da educacdo basica podem ser
valorizadas e caracterizadas como provas. Com um trabalho adequado, segundo
Balacheff (1988), essas explicacbes simples podem evoluir, ou seja, aumentar de
nivel até chegar a uma demonstracdo. Essa diferenciacdo também da a
demonstracdo um estatuto mais sério, faz com que ela se torne algo a ser almejado
pelos alunos durante a escolarizagdo. Ao mesmo tempo, amplia o sentido desta

atividade tdo importante para a Matematica.

1.2.2. Argumentacgéao, prova e demonstracdo no ensino

Segundo Hanna (2000), uma das principais funcdes da demonstracdo na sala
de aula é a promocéo da compreensdo matematica, com isso, o maior desafio dos
educadores matematicos €é encontrar modos mais efetivos de utilizar a
demonstracao para este fim.

Para que esta compreensao matematica aconteca, o professor deve deixar de

ser um mero transmissor de conhecimentos para ser mais um orientador, um
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estimulador de todos os processos que levam os alunos a construirem seus
conceitos, desenvolverem as suas capacidades de observar, descrever, conjecturar,
organizar informacdes e propor solucoes.

Porém, diversas pesquisas em Educacdo Matematica (ERNEST, 1988;
FENNEMA, 1992; FIORENTINI, 1995; CHEVALLARD, 2001; MANDARINO, 2006)
tém reafirmado que as aulas de Matematica sdo tipicamente expositivas, em que o
professor apresenta no quadro aquilo que julga importante e os alunos copiam para
o caderno. Em seguida os alunos fazem exercicios de aplicacdo, e aguardam a
validagdo do professor. E comum que os alunos resolvam muitos exercicios
repetitivos, quase sempre sem compreender o significado do que aplicam, nem
saber justificar por que aplicam um procedimento e, muito menos, 0s passos deste.
Em tal ambiente, nem todos os alunos conseguem desenvolver a capacidade de
argumentar matematicamente.

Neste sentido, nossa preocupacgao se volta para a necessidade de se criarem
condicbes favoraveis para o0 envolvimento dos alunos em experiéncias de

aprendizagem com foco na explicacao e na fundamentacéo de raciocinios, ja que:

O exercicio da inducdo e da deducdo em Matemética reveste-se de
importancia no desenvolvimento da capacidade de resolver problemas, de
formular e testar hipoteses, de induzir, de generalizar e de inferir dentro de
determinada légica, o que assegura um papel de relevo ao aprendizado
dessa ciéncia. (BRASIL, 1998, p. 26).

Nesta tarefa, sem duvida, o LD tem papel importante. Nasser e Tinoco (2001)
salientam que os livros atuais modificaram muito a abordagem no campo da
argumentacdo e da demonstracdo, mas ainda ndo é o bastante. Segundo estas
educadoras, muitos apresentam figuras mais atrativas e uma maneira diferente de
ensinar, estilo até mais motivador, entretanto a nova abordagem faz com que os
alunos deixem de pensar e raciocinar recorrendo apenas as capacidades de
observar e visualizar, por exemplo. As autoras enfatizam que: “os jovens nao estao
habituados a pensar e comunicar suas ideias” (NASSER E TINOCO, 2001, p.1).

O levantamento bibliografico realizado, em especial a pesquisa que Nasser e
Tinoco vém desenvolvendo, bem como a experiéncia na docéncia, nos levam a partir
da hipotese de que muitos livros atuais apresentam demonstragbes, mas sao
minimas as situacdes que realmente envolvem o0s alunos nesse trabalho.

Geralmente as provas possuem um grau de generalidade inacessivel para a maioria
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dos alunos ou incorre-se em erro por se transformarem em estratégias de
convencimento de regras ou férmulas a partir de um Unico exemplo.

Acreditamos ser importante que os estudantes se familiarizem com as provas
desde o Ensino Fundamental para que assim, ao longo da Educacédo Basica,
venham a atingir as competéncias almejadas nos Parametros Curriculares Nacionais
do Ensino Médio (1999, p. 215-216), dentre elas “escrever textos adequados para

relatar experiéncias, formular duvidas ou apresentar conclusdes”, e:

- Identificar o problema (compreender os enunciados, formular questdes, etc.).

- Procurar, selecionar, interpretar informacdes relativas ao problema.

- Formular hipoteses e prever resultados.

- Selecionar estratégias de resolucao de problemas.

- Interpretar e criticar resultados numa situagéo concreta.

- Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos.

- Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbocos, fatos
conhecidos, relacdes e propriedades.

- Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.

Segundo os documentos curriculares vigentes, as provas devem estar
presentes no ensino de Matematica, devido a sua potencialidade para desenvolver o
raciocinio dedutivo.

Os livros didaticos vém incorporando uma nova forma de substituir a
validacdo formal de um conteldo. Recorrem, com frequéncia a manipulacdo de
materiais, recortes, instrumentos de medida, 0 que ndo se pode caracterizar como
contribuicdo para o desenvolvimento da capacidade de argumentar e, muito menos
de provar algum fato matematico.

De acordo como Imenes (1987, p.60) no trabalho com atividades
investigativas é importante compreender, claramente, qual é o papel desempenhado
pelos materiais e instrumentos. Eles sdo apenas acessorios, importantes do
processo, mas este material didatico sozinho, ndo desencadeia 0 processo de
aprendizagem. E fundamental a maneira como o professor trabalha e orienta os
seus alunos no uso destes materiais.

Para muitos professores, o livro didatico é a Unica fonte de pesquisa, de forma

que, se as provas forem estimuladas nas colecdes, isto pode encorajar os docentes
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ndo apenas a realizd-las em sala de aula, mas também a propor atividades
referentes a provas aos alunos.

Além das definicbes escolhidas para os termos prova, demonstracdo e
argumentacao, nosso estudo fundamenta-se no trabalho de Nicolas Balacheff sobre
processos de provas. Usaremos as ideias do autor para refletir sobre as provas
constantes dos livros didaticos a serem analisados na presente pesquisa.

Desse modo, passamos a apresentar as principais ideias que norteardo o

presente estudo.

1.2.3. Balacheff e os tipos de provas

Na secao anterior falamos de termos como prova, demonstracdo e
argumentacao e pensamos ser importante distingui-los nessa secdo, pois estes
nomes compdem os pontos de partida para o nosso estudo.

Balacheff (1982 apud GOUVEA, 1998) interessou-se pela problematica prova
e pelo significado da demonstracdo, como meio de validacdo das ideias
Matematicas, e preocupou-se com o significado dos termos argumentacao,
explicacdo, prova e demonstracdo. Neste autor buscamos precisar entdo, o0s
significados desses termos para nossa pesquisa.

Assim, de acordo com Balacheff, entenderemos por:

Argumentagdo, qualquer discurso destinado a obter o
consentimento do interlocutor sobre uma afirmacéo;

Explicacdo, uma argumentacdo em que o consentimento se busca
a partir da explicitagdo da racionalidade da afirmacdo, e ndo através de
outros tipos de argumentacao;

As provas sao explicagbes em que a explicitagdo da veracidade de
uma assercdo se realiza sob regras ou normas acordadas por uma
comunidade determinada em um momento dado. Na comunidade
Matematica, essas normas estabelecem a apresentagdo de uma sucessao
de enunciados, cada um dos quais é uma definicdo, um axioma, um
teorema prévio ou um elemento derivado mediante regras pré-estabelecidas
de enunciados que Ihe precedem. Nesse caso as provas recebem o nome
de demonstragdo. (BALACHEFF, 1987, apud MONTORO, 2005, p.2).

Segundo Balacheff (1987)

Chama-se demonstragcao uma prova que sO pode ser aceita no seio
da comunidade Matematica. Ela é uma sequéncia de enunciados
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organizada segundo regras determinadas. Um enunciado é considerado
como verdadeiro, ou é deduzido daqueles que precedem com a ajuda de
uma regra de deducdo tomada em um conjunto de regras bem definido.
(BALACHEFF, 1987, apud CARLOVICH, 2005, p.13).

Ainda, segundo Balacheff (1988, apud GRAVINA, 2001), as provas
produzidas pelos alunos podem ser subdivididas em duas categorias: provas
pragmaticas e provas intelectuais. As pragmaticas apoiam-se em conhecimentos
praticos, valendo-se dos recursos de acéo, por exemplo, desenhos, observacéao de
figuras; e as provas intelectuais sdo as que se compde de argumentos que implicam
propriedades e relagBes entre propriedades, sua comunicacdo esta caracterizada
pela linguagem Matematica.

O autor identifica quatro niveis de validacdo, sendo os trés primeiros
(empirismo ingénuo, experiéncia crucial e exemplo genérico) enquadrados nas
provas pragmaticas e o quarto nivel (experiéncia mental) na categoria de provas

intelectuais.

1- O empirismo ingénuo (empirisme naif): consiste na verificacdo de
alguns poucos casos, sem questionamento e de sua particularidade, para a
validacdo de uma propriedade. E considerado o primeiro passo no processo de
generalizacdo e, permanece ao longo do processo de desenvolvimento do
pensamento geométrico. Segundo as circunstancias em que as categorias de prova

foram propostas,

No empirismo ingénuo, os alunos determinam experimentalmente
gue o nimero de diagonais de um certo pentagono é 5; modificam a forma
do pentagono e conferem novamente a constatacdo inicial; dai concluem
peremptoriamente que um hexagono tem 6 diagonais. (BALACHEFF, 1988,
apud GRAVINA, 2001, p.66).

2- Experiéncia crucial (expérience cruciale): trata-se de um processo de
validacdo de uma proposicdo depois de se verificar com um caso especial,
geralmente nao familiar, quer dizer, € aquela na qual se usa um exemplo
cuidadosamente selecionado por quem argumenta, tomando como representante da
classe de objetos. Este procedimento de validacdo surge de uma atividade em que

explicitamente é apresentado um problema de generalizacao.
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Na experiéncia crucial os alunos fazem experiéncia com um
poligono de muitos vértices (uma imensa figura), buscando depreender
generalizacdo empirica, buscando a validacdo em outros casos particulares.
(BALACHEFF, 1988, apud GRAVINA, 2001, p.66).

3- Exemplo genérico (exemple générique): trata-se de um processo de
validacdo de uma propriedade, apés a manipulacdo de alguns exemplos de modo a
deixad-los com uma caracteristica que representa uma classe de objetos; € um
procedimento de validacdo mediante operacbes ou transformacdes sobre um

exemplo. O objetivo € explicitar as razdes que validam a propriedade.

No exemplo genérico os alunos utilizam o caso particular do
hexadgono para explicagdo, mas desprendem-se de particularidades, o que
da indicios de pensamento dedutivo: “num poligono com 6 vértices, em
cada vértice temos 3 diagonais. Assim s&do 18 diagonais; mas como uma
diagonal une dois pontos, o nimero de diagonais € 9. O mesmo acontece
com 7 vértices, 8, 9 .” (BALACHEFF, 1988 apud GRAVINA, 2001, p.66).

4- Experiéncia mental (expérience mentale): trata-se de um processo de
validacdo em que é feita a construcao cognitiva mais complexa, ndo fazendo uso de
casos particulares, quer dizer, consideram-se exemplos que nao sdo tomados como
elementos de convic¢do, sendo para ajudar a organizar a justificativa ou como

suporte de argumentacéao.

Na experiéncia mental os alunos se desprendem do caso patrticular,
0 que transparece na argumentagdo; “em cada vértice o numero de
diagonais é o0 mesmo de vértices, menos os dois vértices vizinhos; é preciso
multiplicar isto que encontramos pelo nimero de vértices, porque em cada
vértice parte 0 mesmo numero de diagonais. Mas estamos contando cada
diagonal duas vezes; o niumero de diagonais que procuramos se encontra
dividido por 2 e obtemos uma vez cada diagonal”. (BALACHEFF, 1988 apud
GRAVINA, 2001, p.66).

Para Balacheff (1998 apud GRAVINA, 2001), o nivel de experiéncia mental
marca a transicdo entre a prova pragmatica e a prova intelectual. E no nivel de
experiéncia mental que as acoes interiorizadas confluem-se a generalizacao, livres
de concretizacbes particulares, em génesis cognitivo da demonstragdo. O nivel
exemplo genérico é intermediario: ora na categoria de prova pragmatica, ora na
categoria de prova intelectual, conforme a natureza efetiva da acéo sobre o exemplo
ou dependendo da concretizacao feita. A passagem das provas pragmaticas para as

intelectuais € marcada por uma evolucdo dos meios de linguagem, e o autor defende

34



que, para que os alunos possam entender o significado de uma demonstragéao e
serem capazes de produzir uma demonstracao, é preciso passar por esses niveis.

Ao usar as ideias de Balacheff a respeito do tipo de provas e a forma de
validacdo das propriedades geométricas, pretendemos estudar como 0s autores
abordam as propriedades geométricas, ou seja:

1- A forma como as propriedades séo validadas;

2- As funcbes (principais) da prova que as atividades propostas pelos
autores de cada livro preenchem;

3- Os tipos de provas (segundo a tipologia de Balacheff) presentes no
estudo das propriedades selecionadas.

1.3. Reflexdes sobre o ensino de geometria

1.3.1. Um breve histoérico

Segundo Vitrac (2006) a explicacdo mais aceita sobre as origens da
Geometria foi proposta pelo historiador Herédoto de Halicarnasso, no segundo dos
nove livros de sua Enquete (século V a. C.) que traz a mais antiga mencdo da
palavra grega “geometria” a ter chegado aos nossos dias. Os sacerdotes egipcios
contaram a Herddoto que o rei SesOstris dividia 0 solo entre todos os egipcios
agricultores, atribuindo um lote igual a cada um e prescrevendo que cada detentor
passaria a Ihe dever um tributo anual com base nessa reparticdo. Contudo, uma vez
ao ano o rio Nilo inundava parte do lote. O proprietario prejudicado ia entdo ao
encontro do soberano, que averiguava o quanto do terreno diminuira para entéo
providenciar um abatimento proporcional no tributo a ser pago. Ao que tudo indica,
concluia Herodoto, foi isso que ensejou 0 nascimento da geometria. Ele acrescenta
gue 0s gregos transmitiam uns aos outros esse conhecimento.

A forgca da descricdo de Herddoto € etimoldgica: “geometria” constitui-se do
prefixo “geo”, derivado de “ge”, a terra, e do verbo “métrein”, “medir”. E assim temos
‘geometria = medida da terra”, e a ideia de que ela teria nascido da agrimensura.
Afirmacdes sobre a origem da Geometria séo incertas e muito arriscadas, pois 0s
primordios do assunto sdo mais antigos do que a arte de escrever. Herodoto e

Aristoteles ndo quiseram arriscar-se a propor origens mais antigas que a civilizagcao
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egipcia, mas é claro que a Geometria que tinham em mente possuia raizes mais
antigas. Como ja dito, Herédoto mantinha que a Geometria se originava no Egito,
pois acreditava que tinha surgido da necessidade da pratica de fazer novas medidas
de terras apo0s cada inundacdo anual do vale do Rio Nilo. Aristoteles achava que a
existéncia no Egito de uma classe sacerdotal com lazeres é que tinha conduzido ao
estudo da Geometria (BOYER, 1996, pag. 4).

A Geometria foi empregada pelos povos primitivos na construcdo de objetos
de decoracdo, de utensilios, de enfeites e na criacdo de desenhos para a pintura
corporal. Formas geométricas, com grande riqueza e variedade, apareceram em
ceramicas, cestarias, e pinturas de diversas culturas, com a presencga de formas
como triangulos, quadrados e circulos, além de outras mais complexas.

Para Kobayashi (2001), foi durante os séculos VIl e VI a.C que 0s gregos se
interessaram pela Matematica para além da necessidade pratico-utilitaria, como
ciéncia. Para este autor, 0 homem comeca a se preocupar em formular questbes
sobre o “por que” e ndo mais sobre o “como”.

A mais preciosa fonte de informacdo deste periodo € chamada Sumario
Eudemiano de Proclus, que se constitui de paginas de abertura de comentarios
sobre Os Elementos, onde aparece um resumo sobre o desenvolvimento da
geometria grega, de seus primdrdios até Euclides.

O apice da Geometria Grega € atingido no periodo helenistico, mas esse fato
nao implica que ndo existiram producfes importantes anteriormente. Na verdade,
existiu uma vasta producdo Mateméatica que remonta ha muitos séculos antes de
Euclides. Toda essa producdo recebeu a denominacdo de Geometria Pré-
Euclidiana. Euclides de Alexandria viveu entre 300 e 200 a.C. e desenvolveu o
método axiomatico (estrutura légica de pensamento). Embora nenhuma descoberta
lhe seja atribuida, sua habilidade de expor didaticamente o conhecimento
geomeétrico foi como o primeiro passo na histéria do pensamento matematico, bem
como da organizacdo da propria Matematica.

Euclides foi responsavel por sistematizar o conhecimento de geometria de
sua época. A ordenacdo da Geometria de seu tempo, que realizou em um sistema
dedutivo (do todo para as partes), € um trabalho notavel. Ele tomou um pequeno
namero de conceitos geométricos simples e procurou demonstrar todos os demais
como consequéncias logicas desses primeiros, isto é, Euclides estabeleceu um

sistema axiomatico (l6gico-dedutivo).
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“Os Elementos” de Euclides representam de um modo perfeito, o tipo de
Geometria que dominou as ciéncias durante todo o periodo compreendido entre a
Antiguidade e a Idade Moderna. Sem duavida, eles representam uma das

contribuicdes mais importantes para a Metodologia das Ciéncias.

1.3.2. Aimportancia do ensino da geometria

A Geometria € um ramo importante da Matemética, tanto como objeto de
estudo quanto como instrumento para o trabalho com temas de outras areas. Ela
estd presente em diferentes campos da vida humana, seja nas construcées, nos
elementos da natureza ou nos objetos que utilizamos. Lidamos, em nosso dia-a-dia,
com ideias de paralelismo, congruéncia, semelhanca, medicdo, simetria, area,
volume e muitas outras. E claro que os aspectos utilitarios da Geometria s&o
importantes, mas é relevante que o aluno ndo tenha somente uma visao imediatista

da aplicacdo da Geometria. Segundo Fonseca:

[...] é possivel e desejavel, todavia, que o argumento da utilizacdo
da Geometria na vida cotidiana, profissional ou escolar permita e
desencadeie o reconhecimento de que sua importancia ultrapasse esse seu
uso imediato para ligar-se a aspectos mais formativos. (FONSECA, 2001, p.
92).

Em relacdo a potencialidade da Geometria, Freudenthal expressa:

A Geometria € uma das melhores oportunidades que existem para
aprender como matematizar a realidade. E uma oportunidade de fazer
descobertas, como muitos exemplos mostrardo. Com certeza, 0s nimeros
sdo também um dominio aberto as investigacdes, e pode-se aprender a
pensar através da realizacdo de célculos, mas as descobertas feitas pelos
proprios olhos e méaos sdo mais surpreendentes e convincentes. Até que
possam de algum modo ser dispensadas as formas no espago sdo um guia
insubstituivel para pesquisa e a descoberta. (FREUDENTHAL, 1973, apud
FONSECA, et al, 2002, p. 92-93).

Muitos autores, como Pavanello (1995), apontam a Geometria como sendo o
ramo da Matematica mais adequado para o desenvolvimento de capacidades
intelectuais, tais como a percep¢do espacial, a criatividade e o raciocinio hipotético-

dedutivo. Destaca ainda a autora que
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Nao se pode negar que a Geometria oferece um maior nimero de
situacdes nas quais o aluno pode exercitar sua criatividade ao interagir com
as propriedades dos objetos, ao manipular e construir figuras, ao observar
suas caracteristicas, compara-las, associa-las de diferentes modos, ao
conceber maneiras de representa-las. (PAVANELLO, 1995, p. 14).

Segundo Deguire (1994) é possivel citar muitas razfes para que se estude
Geometria desde os anos iniciais do Ensino Fundamental até o Ensino Médio. Uma
delas é a oportunidade que a Geometria oferece de “ensinar a resolver problemas” e

“ensinar para resolver problemas”,

...ensinar a resolver problemas ultrapassa a mera resolucdo de
problemas para incluir a reflexdo sobre processos de resolucdo, objetivando
coligir estratégias de resolucdo de problemas que poderdo ser Uteis
posteriormente; ensinar para resolver problemas envolve o ensino do
conteldo de uma maneira significativa, de modo que passe a ser utilizado
em outros problemas e aprendizados. Uma maneira, pelo menos, de ensinar
para resolver problemas consiste em desenvolver o conteddo a partir de
episodios de resolucéo de problemas. (DEGUIRE, 1994, p. 73).

Segundo Balomenos et al (1994), sdo cada vez maiores os indicios de que as
dificuldades de nossos alunos em calculo devem-se a uma formacao deficiente em
Geometria. Os autores sugerem que se amplie o papel da geometria na escola, pois
seu estudo propiciara a prontiddo para o calculo e desenvolvera a visualizagédo
espacial.

Para nos fica evidente que trabalhar com resolucdo de problemas propicia
aos alunos uma motivagédo e nao uma passividade do tipo “siga o0 modelo”.

Para Burigo (1994), existem algumas motivacfes para o ensino da Geometria.
Em primeiro lugar por desenvolver a representacdo do espaco fisico (vivenciado ou
imaginado) num trabalho com outras disciplinas como Geografia, Educacédo Fisica,
Fisica e Desenho em atividades como: interpretar e construir mapas, desenhos,
plantas, maquetes; desenvolver a nocao topoldgica envolvendo fronteira, exterior,
cruzamento; perceber e adotar diferentes pontos de vista e estratégias na
representacédo do espago. Num segundo conjunto de motivagdes, por desenvolver a
capacidade, na atividade concreta e mental, de classificar, comparar e operar figuras
e solidos, por meio de: recortar, compor, decompor, dobrar, encaixar, montar e
desmontar, rodar, transladar, ampliar, reduzir, deformar, projetar, estabelecendo
relacdes de congruéncia, semelhanca, equivaléncia, entre outras. Enfatiza-se assim

a importancia de atividades como: quebra-cabecas, caleidoscopios, construcdo de
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sélidos, maquetes e outros. Um terceiro conjunto de motivagdes, segundo a autora,
esta relacionado a representacdo geométrica de conceitos ou fatos aritméticos e
algébricos e, especialmente, de operacdes e problemas envolvendo grandezas
continuas.

Notamos assim que na Geometria temos a possibilidade de contextualizar os
contetdos, uma vez que o aluno pode perceber e valorizar sua presenca em
elementos da natureza e em criagdes do homem. Isso pode contribuir para uma
maior significacado dos conceitos aprendidos.

Por estes motivos, os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997) e
pesquisadores da area da Educacdo Matematica, de modo geral, recomendam que
a escola proporcione as criancas 0 acesso a esse conhecimento, visando a
compreensao e a interacdo das mesmas com o mundo em que vivem. No entanto,
varias pesquisas apontam problemas de ensino e aprendizagem de Geometria
(ALMOULOUD, 2007).

Ao relatar a situacdo do ensino de Geometria no Brasil, Almouloud e Mello
(2000), afirmam que a avaliagdo Nacional Basica (SAEB), de 1993 constatou que
apenas 3,1% dos alunos da 42 série (atualmente 5° ano) e 5,9% dos alunos da 82
série (atualmente 9° ano) conseguiram acertar entre mais de 50% das questdes
propostas de Matematica.

Em sua pesquisa de mestrado, Mello (1999) afirma que um dos problemas
que favorece o fraco desempenho de alguns alunos em conceitos e habilidades
geométricas sdo as escolhas didaticas de seus professores quando ensinam
Geometria.

Embora quase todos os professores achem que a Geometria é importante em
todos os niveis do ensino, ndo ha concordancia quanto ao contetdo ou a sequéncia
do ensino da Geometria.

Os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998) trazem algumas
recomendacgdes claras sobre como deve ser o ensino da Geometria nos diversos
ciclos de Ensino, mas ndo o conteudo a ser abordado. Os PCN tornam claro que, até
certo nivel de aprendizagem, os alunos devem se limitar a verificagdo experimental.
Posteriormente, alunos e professores devem considerar as demonstragdes como o
anico meio de garantia e validacdo das propriedades geométricas, embora as
atividades de natureza exploratéria envolvendo experimentagbes continuem sendo

importantes para o levantamento de conjecturas.
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Ao longo de sua historia, a Mateméatica tem convivido com a
reflexdo de natureza filoséfica, em suas vertentes da epistemologia e da
I6gica. Quando se reflete, hoje, sobre a natureza da validagdo do
conhecimento matematico, reconhece-se que, na comunidade cientifica, a
demonstragdo formal tem sido aceita como a Unica forma de validagdo dos
seus resultados. (BRASIL, 1998, p.26).

E o documento continua afirmando que:

Nesse sentido, a Matematica ndo é uma ciéncia empirica. Nenhuma
verificagdo experimental ou medigdo feita em objetos fisicos podera, por
exemplo, validar matematicamente o teorema de Pitagoras ou o teorema
relativo & soma dos angulos de um tridngulo. (BRASIL, 1998, p.26).

Tradicionalmente, o estudo de Geometria € o primeiro momento em que 0S
alunos tém oportunidade de encontrar um sistema matematico de postulados,
teoremas e definicdes. Por mais de um século, a Geometria vem sendo considerada
0 curso ideal para os alunos aprenderem a fazer demonstragdes (USKIN 1980 apud
HERBST; MIYAKAWA, 2008, p.469). Mas, demonstrar em Matematica constitui uma
tarefa cognitivamente complexa (MONTORO, 2007).

1.3.3. Problemas com o ensino da geometria

O “abandono” ou a “omissao” da Geometria no Ensino Fundamental e Médio
tem sido objeto de muita discussdo entre os educadores matematicos no Brasil.
Muitos trabalhos mostram a problematica em torno do ensino e da aprendizagem da
Geometria, e ressaltam varios aspectos.

Pavanello (1993) apresentou o resultado de uma pesquisa, sob a forma de
um artigo, intitulado “O abandono do ensino de Geometria no Brasil: causas e
consequéncias”, no qual ela destaca o abandono do ensino de Geometria nas
dltimas décadas, mais precisamente ap0s a publicacdo da Lei 5692/71. Muitas
pesquisas, segundo essa autora, tém sido realizadas por educadores matematicos
de todo o mundo que, preocupados com o real descaso dessa disciplina, tém
privilegiado o tema em suas discussbes, em todos 0S congressos que reunem
pessoas envolvidas com a Educacdo Matemética.

Um trabalho que merece destaque, também, € o de Lorenzato (1995), cujo

estudo deu origem ao artigo: “Por que nao ensinar Geometria?” Nesse trabalho, o
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autor procura relatar as principais causas que levaram ao fracasso do ensino dessa
disciplina no Brasil e afirma que a mesma € considerada distante ou quase ausente
das salas de aula, o que implica numa realidade lastimavel. O autor descreve as
possiveis causas que levaram a essa falha, sendo uma delas, o fato de que muitos
professores nao tém conhecimentos suficientes para desenvolverem com seguranga
a prética pedagdgica dessa disciplina, por isso, ele afirma que “Presentemente, esta
estabelecido um circulo vicioso: a geracdo que ndo estudou Geometria ndo sabe
como ensina-la.” (LORENZATTO, 1995, p.4)

Lorenzato (1995) prop0s oito questdes, elaboradas por alunos, sobre
Geometria plana euclidiana, a 255 professores de 12 a 42 séries, com mais ou
menos 10 anos de experiéncia de sala de aula, para o qual obteve como respostas
cerca de 80% de erros. Além disso, somente 8% desses professores afirmaram que
tentavam ensinar Geometria aos alunos.

Em suma, o que podemos perceber € a pouca importancia que vem sendo
dada ao ensino da Geometria em todos os niveis. A geometria faz parte do curriculo
do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, em devidas propor¢cdes. Porém, muitas
vezes, tem sido negligenciada, tratada com uma abordagem que a torna arida e sem
sentido para boa parte dos alunos e até professores.

Nesse contexto, Perez (1995) comenta que:

Ha pouco ensino de Geometria em nivel de Ensino Fundamental e
de Ensino Médio, quer seja por falta de tempo; por estar sempre no final dos
planejamentos; por estar no final dos livros; pela preferéncia dos
professores por Aritmética ou Algebra; por ser o programa de Matematica
muito extenso em cada série; pelo fato de a quantidade de aulas semanais
em cada série ser insuficiente para cumprir todo o programa. (PERES,
1995, p. 45).

Pavanello (1989) mostra que o problema com o ensino da Geometria surge e
se avoluma na medida em que as escolas passam a atender um numero crescente
de alunos das classes menos favorecidas. Nesse momento a Geometria é
praticamente excluida do curriculo escolar ou passa a ser, em alguns casos restritos,
desenvolvida de uma maneira muito mais formal a partir da introdugédo da
Matematica Moderna. A autora enfatiza ainda que o grande desconhecimento da
Geometria por parte dos alunos e até dos professores & preocupante, pois, na
medida em que a escola deixa 0s alunos sem acesso a conhecimentos importantes,

acaba contribuindo para que as desigualdades sociais acentuem-se e se perpetuem.
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Fonseca, et al (2001) apresentam uma experiéncia interessante. Num curso
para formacdo de professores foi pedido para que estes relatassem os tépicos de

Matematica que eles focalizam nos anos iniciais, e foi percebido que:

o O conteudo de Geometria aparece sempre no final, dando a entender
gue € um estudo deixado para o fim do periodo letivo;

o O estudo de Geometria inicia-se com curvas abertas e fechadas,
interior/exterior, 0 que sugere uma permanéncia da influéncia do Movimento da
Matematica Moderna;

. Pelos relatos dos professores, observa-se que a tbnica do ensino de
Geometria estd centrada na nomeacdo e classificacdo das figuras planas mais
conhecidas;

. O estudo das figuras planas precede o estudo dos sélidos, nhuma
organizacado mais proxima a exposicao euclidiana do que as propostas pedagodgicas
qgue valorizam a experiéncia e a manipulacdo como pontos de partida (o que
sugeriria antepor o estudo dos sélidos ao estudo das figuras planas);

. A inclusao de “ponto, reta, plano, segmento, semirreta, angulos” numa
fase muito inicial da escolaridade é frequente, num estudo centrado na apresentacéo
formal dos contetdos em detrimento da exploragéo dos conceitos (4° e 5° anos).

Pereira (2001), na sua dissertacdo de mestrado, intitulada: “A Geometria
escolar: uma analise sobre o abandono de seu ensino”, busca analisar o modo pelo
qual as pesquisas tém tratado o abandono da Geometria no paradigma curricular do
Ensino Fundamental e Médio, partindo de uma sele¢édo da literatura produzida nos
altimos vinte anos. Selecionando categorias que pudessem detectar pontos comuns
em relacéo ao tema “o abandono da Geometria”, ele obteve as seguintes:

A) Problemas com a formacéo do professor;

B) Lacunas deixadas pelo MMM (Movimento da Mateméatica Moderna).

C) Geometria nos livros didaticos;

Optamos por fazer uma breve discussao sobre os itens A e B citados e, nos
aprofundar mais no item C, uma vez que permeiam o ensino de Geometria € NOSSO

foco principal esta no livro didatico.
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A) Problemas com a formacgao do professor

Dando enfoque a formacao do professor de Matematica, a situacdo parece
mais grave quando se trata especificamente da Geometria, visto que esta, na
maioria das vezes, é apresentada aos alunos como ciéncia pronta e acabada, com
contetdos desvinculados do real, desmotivando os alunos e gerando dificuldades.
Segundo Lorenzato (1995) “muitos professores ndo detém os conhecimentos
geométricos necessarios para realizagao de suas praticas pedagdgicas”, de modo
que se estabelece um circulo vicioso: “a geragao que ndo estudou Geometria ndo
sabe como ensina-la”, o que leva a outra geragdo sem conhecimento geométrico e
assim por diante.

A explicacdo desse fato pode estar na formacdo de base muito precéaria em
Geometria de muitos professores que hoje estdo em atividade, devido a propria
influéncia que o Movimento da Matematica Moderna desempenhou em nossos
curriculos nas décadas de 1960/70.

Destaque-se ainda que os cursos de formacao inicial de professores — tanto
0s cursos de magistério como os de licenciatura — continuam ndo dando conta de
discutir com seus alunos uma proposta mais eficiente para o ensino de Geometria.

E bem verdade que nos Gltimos anos nos cursos de formacg&o de professores
de Matematica tem havido uma preocupacao crescente com esse aspecto, gracas
as discussdes das pesquisas em Educacdo Matematica. Porém, estas experiéncias
ainda séo frageis frente aos problemas por que passamos com 0 ensino de
Geometria.

Perez (1995, p. 57) afirma que “faltam metodologia e materiais concretos para
o professor efetivar o ensino em Geometria, mostrando formacéo deficiente em
contetdo e metodologia, assim como necessidade de orientacdo e atualizacéo,
através de cursos, apés estarem no mercado de trabalho”.

Pavanello (2004), numa pesquisa com professores e alunos dos anos iniciais,
relata as dificuldades de professores no reconhecimento de figuras geométricas
planas, de seus elementos e propriedades, o que indica que o trabalho pedagdgico
realizado com eles nas diferentes instancias de sua formagédo nao lhes permitiu
elaborar devidamente seus conceitos sobre as figuras geométricas planas. A autora
esclarece que parece ser possivel afirmar que muitas das dificuldades que as

criancas apresentam em relacdo ao conhecimento geométrico podem ter relagéao
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com a didatica do professor, que na maioria das vezes, da enfoque somente a
nomenclatura, deixando de evidenciar suas propriedades.

Mas o problema com o ensino e a aprendizagem de Geometria ndo se
instalou apenas no Brasil, tanto no que diz respeito a formacédo deficiente de
professores na area de Geometria como no baixo rendimento dos alunos.
Hershkowitz (1994), numa pesquisa realizada em Israel em 1984, verificou que 0s
professores apresentam padrdes de concepcdes incorretas semelhantes aos dos
alunos de 6° e 9° anos, 0 que “sugere que o processo de formagao de conceitos de
Geometria e os fatores que inibem essa formacéo atuam de maneira semelhante
sobre os individuos. Tudo indica que é preciso fazer com que os professores ou 0s
futuros professores se familiarizem com esses processos e as concepcgdes
incorretas associadas a eles.” (HERSHKOWITZ, 1994, p.279).

Usiskin (1994), no artigo “Os Dilemas Permanentes da Geometria Escolar”,
relata que em uma avaliacdo nacional dos EUA (1992), menos de 10% das criancas
com 13 anos de idade sabiam determinar a medida do terceiro angulo de um
triangulo, dadas as medidas dos outros dois. Observou que uma questao mais dificil
— determinar a hipotenusa de um triangulo retangulo, dadas as medidas dos catetos
foi resolvida por 20% das criancas. Esses resultados ressaltam, além do baixo
desempenho dos alunos, um fator interessante: o Teorema de Pitagoras foi resolvido
por um numero maior de alunos, o que ilustra segundo o autor, a ligacéo
fundamental entre curriculo e desempenho, ou seja, os alunos aprenderdo aquilo
que lhes for mais ensinado. O autor relata ainda que, para poder melhorar o
desempenho dos alunos é preciso ampliar o grupo de pessoas que desejam estudar
Geometria e para ampliar esse grupo, é preciso que haja um numero maior de
alunos com bom desempenho em seus estudos de Geometria. O autor diz que
esses fatos constituem um dilema do tipo “0 ovo ou a galinha” e para superar esse

dilema sugere:

o Exigir de todos os alunos um nivel significativo de competéncia em
Geometria.
o Exigir que todos os futuros professores de Matematica, da escola

elementar ou secundaria, estudem Geometria na faculdade.
o Analisar, sob uma perspectiva curricular, as varias maneiras de

conceituar a Geometria.
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A situacao descrita evidencia que enquanto nao houver um investimento na
formacdo dos professores e nos curriculos dos cursos que os formam, as

deficiéncias formativas dos alunos continuarao.

B) O Movimento da Matemética Moderna

Para Pavanello (1989) “ha muito vinha-se questionando o ensino da
Matematica, porém, em principios da década de 50 a critica acentua-se: € a
disciplina na qual os alunos tém pior desempenho e a que neles causa maior
aversdo” (p.93). E assim muitos grupos se dedicam a criar novos curriculos de
Matematica financiados pelos 6rgados governamentais. A autora ainda destaca que
um dos principais motivos apontados pelos diferentes grupos dedicados a reforma
do curriculo € que os topicos abordados no curriculo tradicional referem-se a
desenvolvimentos anteriores ao século XVIIl, e estes deveriam ser substituidos por
campos novos da Matematica, como a algebra abstrata, a topologia, a logica
Matematica e a algebra de Boole, “a énfase no novo (conteudo e abordagem) faz
com que o movimento fique conhecido como ‘Matematica moderna™ (p.94).

Em muitos paises comeca-se a se pensar sobre que Matematica ensinar na
Escola Basica. E, no Brasil, esse movimento, MMM - Movimento da Matematica
Moderna, ganha forca na década de 60.

Em 1959, realizou-se o Congresso em Royamont, na Franca. Nesse evento,
segundo Pavanello (1994), foi recomendada a inclusdo, no ensino de Matemaética,
de topicos como a ldogica, estruturas que passariam a ser ensinadas numa nova
linguagem e também a teoria dos conjuntos. “Quanto a Geometria, seu estudo é
reduzido justamente no momento em que a escola secundaria democratiza-se e
privilegia-se, em seu lugar, a algebra e a aritmética”. (PAVANELLO,1994, p.95)

O MMM tinha como principais diretrizes a preocupacao com o rigor e com a
precisdo da linguagem. Os programas de Geometria foram reduzidos, tornando um
mero exemplo de aplicagdo da teoria dos conjuntos e da algebra vetorial. Procurou-
se justificar essa nova orientacdo, ndo somente pela aplicabilidade da Aritmética a
Fisica, a Quimica e outras ciéncias, mas também pelo valor cultural do estudo do
namero.

Numa sintese, Kaleff afirma:
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“A Geometria Euclidiana foi praticamente excluida dos programas
escolares e também dos cursos de formagédo de professores de primeiro e
segundo graus, com consequéncias que se fazem sentir até hoje. Em
muitas escolas de primeiro grau, o ensino da Geometria ndo s6 é
confundido com o do Desenho Geométrico, como também as suas aulas
sdo ministradas separadamente das de Matematica. Como consequéncia
desta separacdo, nao sdo professores com formacdo em Matematica que,
na maioria das vezes, ministram as aulas de Geometria, porém outros
profissionais cuja formagédo pode nido ser adequada a tarefa em questéo.”
(KALEFF, 1994, apud ALVES, 2004, p.32).

Para piorar ainda mais, muitas Secretarias de Educac&o, municipais ou
estaduais, retiraram dos curriculos a disciplina de Desenho Geométrico, e assim 0s
topicos de Geometria, que pouco ja eram discutidos em sala, tornaram-se
inexistentes.

Atualmente, apés movimentos de pesquisadores da Educacdo Matematica,
estdo havendo algumas mudancas, ainda diminutas, com relacdo ao curriculo de
Matematica e a insercdo da Geometria com importancia destacada. Basta
verificarmos os Livros Didaticos que estdo apresentando 0s temas geométricos
alternadamente com temas algébricos, ndo mais os deixando para o final do livro

conforme apresentavam ante riormente.

C) O Livro didatico de Matematica

Parece evidente que entre os materiais didaticos utilizados pela escola, o livro
didatico é o que mais diretamente influencia a aprendizagem, pois este recurso € a
fonte de informacéo, talvez Unica, para o professor e o aluno. E facil entender entéo
a necessidade que professores tém em utilizar os livros didaticos, pois os mesmos
sdo um recurso de facil alcance.

Sendo assim, a maneira como 0s conteldos sdo organizados nos livros
didaticos certamente sera a usada pelo professor. Segundo se |1é em Freitas (1999),
o livro didatico, ndo serve aos professores como simples fio condutor de seus
trabalhos, ou seja, como um instrumento auxiliar para conduzir o processo de ensino
e transmissao do conhecimento, mas como um modelo padrao.

De forma ideal, o planejamento docente deveria direcionar o material didatico.
Contudo o planejamento e a pratica docente tém-se subordinado aos

direcionamentos do livro didatico.
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Essa incoeréncia decorre de alguns fatores relacionados com a profissao
docente, como a carga horaria excessiva de trabalho, e com aspectos de uma
cultura que considera o texto escrito e publicado acima de qualquer suspeita. Os
docentes, participantes desta cultura, nem nos cursos de formacao inicial para a
profissdo, realizam reflexdes sobre a qualidade do material apresentado pela
industria editorial. Que leitura os docentes de Matematica fazem dos textos didaticos
de sua area? Estes textos induzem os profissionais a modificar suas praticas de
ensino? Mais especificamente: Qual é o papel dos exemplos ou da demonstracéo no
ensino da Matemética e no livro didatico que lhe d& suporte? Que papel possuem as
atividades ou exercicios propostos pelos livros? Que lugar dedicam os docentes a
essas atividades e por qué? Qual é a prioridade do docente na escolha de seu
material: a exposicao ou a apropriacdo de conhecimentos?

Tantas perguntas sdo inquietantes, porém responder a todas € um grande
desafio que ndo se pode abarcar com o tempo para desenvolver uma pesquisa de
mestrado. Assim, proponho-me a fazer uma pesquisa sobre como os livros didaticos
em uso nas escolas conduzem o trabalho didatico com respeito a argumentacdes e
provas no ensino da geometria, 0 que pode contribuir para abrir caminhos para
discutir as perguntas elencadas no paragrafo anterior.

O que percebemos na pratica, como professor, é que os Livros Didaticos de
Matematica, na maioria das vezes tratam a Geometria como se fosse um dicionario
de definicbes e de inimeras propriedades que sdo apresentadas como fatos, sem
buscar argumentos que expliqguem o porqué das relagdes. Iniciando com definicoes
acompanhadas de desenhos bem particulares, os ditos desenhos prototipicos, por
exemplo, os quadrados com lados paralelos as bordas da folha de papel, alturas em
triangulos sempre acutangulos, etc. Isto leva os alunos a té-los como Unicos
representantes desses objetos, de modo que a posicao relativa do desenho ou um
tracado particular passa a caracterizar 0 objeto geométrico, quer no aspecto
conceitual como no aspecto figural, e ndo consegue reconhecer estes mesmos
objetos quando apresentados em outra posicao.

Miskulin (1999), num estudo em busca de entender a “aversdo universal” que
a Matematica desperta, optou por um caminho historico do Ensino da Matematica a
partir de documentos que retratavam métodos de seu ensino. Tentando encontrar 0s
‘ramos” que pudessem unificar os paises, no que diz respeito a “incompreensao da

Matematica”, nada encontrou na Algebra e na Aritmética, mas com relagdo a
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Geometria verificou que quando 0 ensino era somente em colégios religiosos para
poucos, 0 ensino da Geometria era realizado de acordo com “Os Elementos de
Euclides”, pois era a unica obra a que tinham acesso. Entretanto, destaca que
Euclides ndo havia escrito sua obra com a finalidade de uso nas escolas.

Ainda segundo esta autora, Alex Claude Clairaut, em 1741, no prefacio de
seu livro “Os Elementos de Geometria” enfatiza que € impossivel que um estudante
iniciante no processo educativo possa compreender “Os Elementos de Euclides”,
devido a demasiada axiomatizacdo e abstracdo inerentes a ele.

Essas caracteristicas de abstracdo e axiomatizagdo sempre estiveram
presentes nos livros de Matematica, especialmente no tratamento dos temas
geométricos. Talvez essa seja umas das causas geradoras do descaso no ensino de
Geometria e do tédio dos alunos pelo ensino de Matemética. Claro que o estudo
matematico deve ter como principal meta o estdgio de abstracdo, porém
entendemos que no Ensino Fundamental, a Geometria deve ser apresentada de

forma mais atrativa.
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2. ESTUDO DOS CONTEUDOS EM FOCO

Nossa pesquisa busca trazer a tona o tratamento dado pela Matematica
escolar a topicos da geometria euclidiana. No entanto, considerando a teoria da
“transposicéo didatica” de Guy Brosseau sabe-se que entre a teoria desenvolvida
pelos matematicos e a Matemética escolar hd adaptacBes. Nesta perspectiva, para
compreender o “conhecimento matematico ensinado” (CHEVALLARD, 2001, p.213),
neste capitulo buscamos retomar as bases dos conhecimentos mateméaticos em
foco. Para isso, abordaremos um pouco da histéria dos topicos de geometria que
nos interessam, bem como as demonstra¢cdes mais formais, consolidadas no campo

da geometria.

2.1. Euclides

Conta-se que em tempos muito remotos um jovem discipulo perguntou ao seu
mestre qual o lucro que teria com o0 estudo da geometria. Seu mestre, o grande
matematico grego Euclides, chamou um escravo e pediu que este entregasse
algumas moedas ao jovem que a partir daquele momento deixou de ser aluno de
Euclides.

Pouco se sabe sobre a vida de Euclides. Nao se sabe onde nasceu, nem sua
formacdo. E possivel que tenha estudado na Academia de Platdo, em Atenas, por
causa da semelhanca entre a visdo platonica do conhecimento e a visdo de
Euclides, em particular do desinteresse pelas aplicacbes praticas. Euclides
eventualmente se estabeleceu em Alexandria, Egito, onde o soberano Ptolomeu |
havia criado um importante instituto cientifico conhecido como Museu.

No Museu, Euclides tornou-se um bom educador, com reconhecida habilidade
como expositor. Sua obra mais importante, Os Elementos, era usada como texto
introdutorio ao estudo de matematica elementar. Ele foi o primeiro a apresentar a
Matematica como ciéncia dedutiva, sendo que cada afirmacéo deveria ser deduzida
de outras mais simples de maneira logica e sucessiva.

Hoje, sabe-se que a obra mais influente deste matematico, Os Elementos,

escrita por volta de 300 a.C., € uma compilacdo de teoremas conhecidos e
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demonstrados. Euclides sistematizou a grande massa de conhecimentos
matematicos adquiridos ao longo do tempo, dando ordem ldgica e estabelecendo o
conceito de lugar geométrico.

N&o é possivel saber qual a extensdo do trabalho que pode ser atribuido ao
proprio Euclides, porém a mera redagdo dessa obra ja lhe confere um lugar de
destaque na historia da Matematica, sendo considerada como o primeiro tratado
cientifico, modelo para todos os outros em qualquer ramo da ciéncia.

A obra é constituida de 13 livros. Sua organizacéo foi tdo bem estruturada
que, durante séculos, superou todos os escritos sobre a Geometria e ainda hoje é
explorada.

Os Elementos sao um feito impressionante. Juntamente com as descobertas
de J. Bolyai e de N. Lobachewsky, o trabalho de Euclides, os seus prolongamentos e
a analise das suas limitacBes tém constituido o nudcleo central da geometria com que
a generalidade das pessoas e dos matematicos entram em contato, nas escolas e
Nos nossos institutos e universidades. (Veloso, 1998, p. 17)

Euclides edifica a geometria a partir de definicdes, postulados e entes
primitivos. Utiliza-os numa sequéncia logica e sistemética nas proposicées. Inicia
seu trabalho no livro |, apresentando 23 definicbes, posteriormente, define, entre
outros elementos, o ponto, a reta, o plano, o angulo, o triangulo, o circulo.

Para Euclides, a geometria era uma ciéncia dedutiva que opera a partir de
certas hipéteses basicas, os axiomas, que foram apresentados em dois grupos: as
nogdes comuns e os postulados. A distingdo entre esses grupos ndo é muito clara,
mas no¢cdes comuns seriam consideradas hipoteses aceitaveis a todas as ciéncias e

postulados seriam hipoteses proprias da Geometria.

Noc¢bes comuns:

1. As coisas iguais @ mesma coisa sdo também iguais entre si.

2. E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos sdo
iguais.

3. E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, as restantes sao iguais.

4. E, caso iguais sejam adicionadas a desiguais, os todos sdo desiguais.
5. E os dobros da mesma coisa séo iguais entre si.

6. E as metades da mesma coisa séo iguais entre si.

7. E as coisas que se ajustam uma a outra sao iguais entre si.

8. E o todo é maior do que a parte.

9. E duas retas ndo contém uma éarea.

Postulados
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Figue postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

E serem iguais entre si todos os angulos retos.

E caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores
e do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas
retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do
gue dois retos.

(OS ELEMENTOS/EUCLIDES, tradugao BICUDO, 2009, p.98 e 99).

agrLONE

Com o quinto postulado, foi criado o primeiro e mais duradouro modelo para o
espaco fisico, a Geometria Euclidiana, regido pelos postulados. Esse modelo
possuia, aparentemente, um encadeamento logico perfeito.

Mas, o quinto postulado tornou-se alvo de criticas dos Elementos no tempo de
Euclides e durante 2.000 anos inUmeras tentativas foram feitas para demonstra-lo.
Uma das consequéncias foi a producédo de varios outros equivalentes denominados
substitutos®.

Os substitutos mostram que o quinto postulado ndo é obvio e sem ele ndo
teriamos o teorema da soma dos angulos internos de um tridngulo, toda teoria dos
triangulos semelhantes e, consequentemente, a trigonometria deixaria de existir.
Substituindo o quinto postulado por outra proposicao, obtém-se outra geometria um
tanto diferente da que estamos acostumados.

Ao escrever os Elementos, Euclides introduziu os postulados um a um e
juntamente com suas definicbes e axiomas, deduziu 465 proposicdes.

E preciso que o conjunto de axiomas tenha as trés propriedades seguintes:

a) Completude: tudo que serd usado na teoria esta apropriadamente contido
nos axiomas, de maneira que nao haja hipoteses implicitas.

b) Consisténcia: é impossivel deduzir dois teoremas contraditérios dos
axiomas.

¢) Independéncia: nenhum axioma € consequéncia de alguma combinacao

dos demais.

> Um postulado A ser substituto do quinto postulado significa dizer que o desenvolvimento dos quatro
primeiros postulados mais o postulado A coincide com a Geometria Euclidiana. Além disso, tomando
0 postulado A é possivel provar o quinto postulado, e vice-versa. O substituto mais conhecido é o
apresentado pelo matematico escocés John Playfair num trabalho publicado em 1.795 (Elementos de
Geometria).
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O quinto postulado s6 é utilizado a partir da proposi¢cdo 27 nos Elementos,
sendo as 26 primeiras validas para qualquer outra geometria onde sejam assumidos
0S quatro primeiros postulados, sendo assim é impossivel, no ambito da geometria
euclidiana, provar a proposicao 27 sem o 5° postulado.

Nas secdes seguintes, 2.1.1 e 2.1.2, trazemos o tratamento dado por Euclides

aos topicos analisados neste trabalho de pesquisa.

2.1.1. Paralelas cortadas por transversal

No livro Il dos Elementos as proposicdes 27, 28 e 29 trazem o que na
geometria escolar € abordado como um capitulo intitulado “paralelas cortadas por
uma transversal”. A seguir apresentamos cada uma destas proposicbes e as
respectivas demonstracoes propostas por Euclides. As proposicdes 27 e 28
apresentam condicfes necessarias a angulos formados por uma reta que corta duas
outras para o paralelismo das destas. JA a proposicdo 29 € a reciproca das
anteriores, ou seja, dado que duas retas sao paralelas, se cortadas por uma
transversal se tem os angulos alternos iguais entre si, angulos opostos iguais entre

si, e angulos “num mesmo lado” suplementares (iguais a dois retos).

Proposicéo 27: Caso uma reta, caindo sobre duas retas, fagca os angulos

alternos iguais entre si, as retas seréo paralelas entre si.

Demonstracao:

Faca, pois, a reta EF, caindo sobre as duas

retas AB, CD, os angulos sob AEF, EFD, alternos,

/ iguais entre si; digo que AB é paralela a CD. Pais,
E B se nao, sendo prolongadas, as AB, CD encontrar-

se-a0 ou no lado dos B, D ou nos dos A, C. Fiquem

@ prolongadas e encontrem-se no lado dos B, D ou G.

Entéo, o &ngulo sob AEF, exterior do triangulo GEF,

€ igual ao sob EFG, interior e oposto; o que é

c impossivel;, portanto, as AB, CD, sendo

F D prolongadas, ndo se encontrardo no lado dos B, D.
Do mesmo modo, entdo, sera provado que nem nos
dos A, C. Mas as que nao se encontram em
nenhum dos lados séo paralelas; portanto, a AB é

paralela a CD.

Portanto, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos
alternos iguais entre si, as retas serdo paralelas; o que era preciso provar.
(EUCLIDES — OS ELEMENTOS, tradugao BICUDO, 2009, p.119).
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Proposi¢cdo 28: Caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga o angulo

exterior igual ao interior e oposto e no mesmo lado, ou 0s interiores e no mesmo

lado iguais a dois retos, as retas seréo paralelas entre si.

Demonstracao:

Faca, pois, a reta EF, caindo sobre as duas
retas AB, CD, os angulos sob EGB, exterior, igual ao
angulo sob GHD, interior e oposto ou sob BGH, GHD,
interiores e no mesmo lado, iguais a dois retos; digo que

B AB é paralelaa CD.

Pois, como o sob EGB € igual ao sob GHD, mas
0 sob EGB ¢€ igual ao sob AGH, portanto, também o sob
AGH é igual ao sob GHD; e séo alternos; portanto, a AB
é paralela a CD.

De novo, como os sob BGH, GHD séao iguais a
dois retos, mas também os sob AGH, BGH séo iguais a
dois retos, portanto, os sob AGH, BGH séo iguais aos
sob BGH, GHD; fique subtraido o sob BGH comum;
portanto, o sob AGH restante é igual ao sob GHD
restante; e sdo alternos; portanto, a AB é paralela a CD.

Portanto, caso uma reta, caindo sobre duas

retas, fagca o angulo exterior igual ao interior e oposto e no mesmo lado, ou
0s interiores e no mesmo lado iguais a dois retos, as retas serdo paralelas;
0 que era preciso provar. (EUCLIDES - OS ELEMENTOS, traducdo
BICUDO, 2009, p.119 e 120).

Proposicéo 29: A reta, caindo sobre as retas paralelas, faz tanto os angulos

alternos iguais entre si quanto o exterior igual ao interior e oposto e os interiores e

no mesmo lado iguais a dois retos.

Demonstracao:

Caia, pois, a reta EF sobre as retas paralelas AB, CD;
digo que faz os angulos sob AGH, GHD, alternos, iguais, € 0
angulos sob EGB, exterior, igual ao sob GHD, interior e
oposto, e os sob BGH, GHD, interiores e no mesmo lado,
iguais a dois retos.

Pois, se 0 sob AGH é desigual ao sob GHD, um deles
é maior. Seja maior o sob AGH; fique adicionado o sob BGH
comum; portanto, os sob AGH, BGH sdo maiores do que os
sob BGH, GHD. Mas os sob AGH, BGH séo iguais a dois
retos. Portanto, [também] as sob BGH, GHD sdo menores do
que dois retos. Mas as que séo prolongadas ilimitadamente, a
partir dos menores do que dois retos, encontram-se; portanto,
as AB, CD, prolongadas indefinidamente, encontrar-se-do; e
ndo se encontram, pelo supd-las paralelas; portanto, o sob

AGH nao é desigual ao sob GHD; portanto, € igual. Mas o sob AGH é igual
ao sob EGB; portanto, também o sob EGB ¢é igual ao sob GHD. Fique
adicionado o sob BGH comum; portanto, os sob EGB, BGH séo iguais aos
sob BGH, GHD. Mas os sob EGB, BGH s&o iguais a dois retos; portanto,
também os sob BGH, GHD sdo iguais a dois retos.
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Portanto, a reta, caindo sobre as retas paralelas, faz tanto os
angulos alternos iguais entre si quanto o exterior igual ao interior e oposto e
os interiores e no mesmo lado iguais a dois retos; o que era preciso provar.
(EUCLIDES/ OS ELEMENTOS, tradugdo BICUDO, 2009, p.120).

2.1.2. Soma dos angulos internos do triangulo / relacdo entre

angulo externo e os internos néao adjacentes de um triangulo

Outro tépico da geometria analisado nesta pesquisa € 0 que se costuma
intitular, nos curriculos e livros escolares, como “soma dos angulos internos de um
triangulo”. Na abordagem de Euclides este tépico é apresentado na Proposicdo 32,
que além de tratar da soma dos angulos internos de um tridngulo traz em conjunto o
que costumamos chamar de “teorema do angulo externo”. O enunciado e a

demonstracao desta proposicao sdo apresentamos a sequir.
Proposicéo 32: Tendo sido prolongado um dos lados de todo triangulo, o
angulo exterior é igual aos dois interiores e opostos, e os trés angulos interiores do

triangulo séo iguais a dois retos.

Demonstracao:

Seja o triangulo ABC, e fique
E prolongado um lado dele, o BC, até o
D; digo que o éangulo sob ACD,
exterior, é igual aos dois sob CAB,
ABC, interiores e opostos, e 0s trés
angulos sob ABC, BCA, CAB,
interiores do triangulo, séo iguais a
dois retos.
Fique, pois, tracada, pelo ponto
C, a CE paralela a reta AB.
E, como a AB é paralela a CE,
o e aAC caiu sobre elas, os angulos sob
B ¢ BAC, ACE, alternos séo iguais entre si.
De novo, como a AB é paralela a CE, e a reta BD caiu sobre elas, o angulo
sob ECD, exterior, é igual ao sob ABC, interior e oposto. Mas foi provado
também o sob ACE igual ao sob BAC; portanto, o angulo sob ACD todo é
igual aos dois sob BAC, ABC, interiores e opostos.
Fique adicionado o sob ACB comum; portanto, os sob ACD, ACB
séo iguais aos trés sob ABC, BCA, CAB. Mas o sob ACD, ACB séo iguais a
dois retos; portanto, os sob ACB, CBA, CAB séo iguais a dois retos.
Portanto, tendo sido prolongado um dos lados de todo triangulo, o
angulo exterior € igual aos dois interiores e opostos, e 0s trés angulos
interiores do triAngulo sdo iguais a dois retos; o que era preciso provar.
(EUCLIDES - OS ELEMENTOS, tradugdo BICUDO, 2009, p.122).
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Com base na andlise das propriedades de um sistema axioméatico, percebe-se
que as demonstra¢cdes de Euclides eram cheias de apelos a intuicdo, com hipoteses

implicitas, fazendo-se necessario uma reconstrucao.

2.2. Legendre

Adrien-Marie Legendre (1752-1833), como muitos antes dele, também tentou
demonstrar o Quinto Postulado, chegando a publicar algumas de suas
demonstracdes. No entanto, nenhuma delas se provou correta. De qualquer modo,
Legendre estabeleceu uma importante conexado entre o Quinto Postulado e a soma
dos angulos internos de um triangulo. Nesse sentido, Legendre provou que o Quinto
Postulado é equivalente a termos a soma dos angulos internos de um triangulo ser
igual a dois angulos retos.

Em 1794, ele publicou sua obra de maior sucesso: Eléments de géométrie. O
livro tinha o objetivo, como o proprio autor escreveu, de ser muito rigoroso, pois na
época 0s matematicos achavam que faltava rigidez a Matematica. Ao simplificar
muitas das proposi¢cdes dos Elementos de Euclides, seu trabalho substituiu os
Elementos no aprendizado de geometria na maioria dos paises da Europa e nos
Estados Unidos da América

Na secdo seguinte apresentaremos as demonstracdes feitas por Legendre,
dos conteudos em foco.

2.2.1. Paralelas cortadas por transversal

Proposicdo XXIll: Se duas linhas retas AC e BD fizerem com uma terceira

AB dois angulos internos CAB e ABD, cuja soma seja igual a dois angulos retos, as

linhas AC e BD serao paralelas.

Demonstracao:

Se os angulos CAB e ABD fossem iguais entre si, seriam ambos
retos, e estarfamos no caso da proposicdo antecedente®; suponhamos,

® Proposicdo XXII: Se duas linhas retas AC e ED forem perpendiculares a uma terceira AE, estas
duas linhas seréo paralelas, quer dizer, que se ndo poderdo encontrar a qualquer distancia que se
prolonguem. (Elementos de Geometria, tradugdo Manuel Guimaraes, p. 44).
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A C portanto que estes dois &angulos sejam
desiguais, e pelo ponto A baixemos AE
perpendicular sobre BD.

No tridngulo retangulo ABE, a soma

dos dois angulos agudos ABE e BAE ¢
igual a um angulo reto (proposicdo 20,
corolario 4). Subtraindo esta soma da soma

d o dos angulos ABE e BAC que, por hipétese,
é igual a dois angulos retos, ficara o angulo

m
m

CAE igual a um angulo reto. Portanto, as duas linhas AC e BD sé&o
perpendiculares a uma mesma linha AE; logo séo paralelas (proposigéo 22).
(ELEMENTOS DE GEOMETRIA, traducdo Manuel Guimaraes, p. 44).

Proposi¢cdo XXV: Se duas linhas paralelas AB e CD forem encontradas por

uma secante EF, a soma dos dois angulos internos AGO e GOC sera igual a dois

angulos retos.

Demonstracao:

Porque, se ela fosse maior
ou menor, as duas linhas AB e CD se
haviam de encontrar de um ou outro

E lado, e néo seriam paralelas.

Corolario I: Se o angulo

N . GOC é reto, AGO também ha de
ser reto; logo toda linha
perpendicular a uma das paralelas é
perpendicular a outra.

Corolério 1I: Como AGO +
GOC ¢ igual a dois angulos retos, e

GOD+ GOC também é igual a
F dois angulos retos, tirando de ambas

p
o

as partes GOC, ficara o angulo
AGO=GOD. Por consequéncia, 0s quatro angulos agudos EGB,
AGO, GOD e COF sio iguais entre si, 0 mesmo acontece aos quatro
angulos obtusos AGE, OGB, COG e DOF. Ao mesmo tempo, se
juntarmos um dos quatro &ngulos agudos a um dos quatro angulos obtusos,
a soma fard sempre dois angulos retos.

Escdélio: Ordinariamente, se ddo nomes particulares a alguns destes
angulos comparados dois a dois. J& chamamos aos angulos AGO e
GOC, internos da mesma parte; os angulos BGO e GOD tém o mesmo
nome. Os angulos AéO e GéD se chamam alternos internos; ou

simplesmente alternos, o0 mesmo é com os angulos BGO e GOC. Os
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angulos EGB e GOD se chamam internos-externos, e enfim os angulos
EGB e COF tomam o nome de alternos-externos. Portanto podemos
considerar as seguintes proposicées.

I Os angulos internos de mesma parte, valem em soma dois
angulos retos.

Il Os angulos alternos-externos séao iguais.

Ill.  Os angulos internos-externos séo iguais.

IV.  Os angulos alternos-internos séo iguais.

Reciprocamente, se forem iguais os angulos notados em um destes
casos, poderemos concluir que as linhas a que eles se referem séo

paralelas. Seja, por exemplo, o angulo AGO= GOD; como GOD +

GOC ¢ igual a dois retos, teremos também AGO + GOC igual a dois
retos; logo (proposi¢cédo 23) as linhas AG e CO séo paralelas. (ELEMENTOS
DE GEOMETRIA, traducdo Manuel Guimaraes, p. 46 e 47).

2.2.2. Soma dos angulos internos do triangulo / Relacao entre

angulo externo e os internos néo adjacentes de um triangulo

Proposicéo XIX: A soma dos trés angulos de um triangulo ndo pode exceder

a dois angulos retos.

Demonstracao:

— 4

Seja, se for possivel, um triangulo ABC no qual a soma dos trés
angulos é maior que dois angulos retos.
Sobre AC prolongado, tome-se CE = AC; faca-se o &angulo

ECD =CAB, o lado CD = AB, junta-se DE e BD. O triangulo CDE sera
igual ao triangulo BAC, porque tem um &angulo i;;ual compreendido entre
lados iguais cada um a cada um (proposi¢do 6)°; logo teremos o angulo
CED = ACB, o angulo CDE = ABC, e o terceiro lado ED igual ao
terceiro BC.

" Proposicao VI — Dois triangulos s&o iguais, quando tém um angulo igual compreendido entre lados iguais, cada
um a cada um. (Elementos de Geometria, tradugdo Guimardes, p. 31),
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Como a linha ACE é reta, a soma dos angulos AéB, BCD, DCE &

igual a dois angulos retos (proposi¢ao 2, corolario 3)8. Ora, supomos que a
soma dos angulos do triangulo ABC é maior que dois angulos retos, logo

teremos CAB + ABC + ACB > ACB + BCD + ECD . Tirando de uma e

outra parte ACB comum e CAB = ECD, ficara ABC > BCD . Porque os
lados AB e BC do triangulo ABC séo iguais aos lados CD e CB do tridngulo
BCD, segue-se que o terceiro lado AC é maior que o terceiro BD
(proposicado 10)°.

Imaginemos agora que se prolongue indefinidamente a linha AC, e
da mesma maneira a série dos tridngulos iguais e semelhantes dispostos
ABC, CDE, EFG, GHI, etc. Se juntarmos os vértices vizinhos pelas retas
BD, DF, FH, HK, etc, estas serdo todas iguais entre si, porque terdo um
angulo igual compreendido entre lados iguais cada um a cada um. Logo
teremos BD = DF = FH = HK, etc.

Isto posto, como temos AC> BD, seja a diferenca AC —BD = 0. E
claro que 20 sera a diferenca entre a linha reta ACE, igual a 2AC, e linha
reta ou quebrada BDF, igual a 2BD; de sorte que teremos AE — BF = 20 .
Do mesmo modo teremos AG — BH = 39, Al — BK = 40, e assim por

diante. Ora, por menor que seja a diferenca O, é evidente que esta
diferenca, repetida um nimero de vezes suficiente, vira a ser maior que um
comprimento dado. Logo, poderemos supor a série dos tridngulos
prolongada tdo longe que seja AP - BQ > 2AB; e assim teriamos AP > BQ +
2AB. Ora, pelo contrario, a linha reta AP é menor que a linha angulosa
ABQP, gue junta os mesmos extremos A e P, de maneira que teremos
sempre AP < AB + BQ + QP, ou AP < BQ + 2AB. Portanto, a hip6tese de
gue partimos é absurda: logo a soma dos trés angulos do tridangulo ABC nao
pode exceder a dois angulos retos. (ELEMENTOS DE GEOMETRIA,
tradugdo Manuel Guimaraes, p. 39 e 40).

Proposicdo XX: Em todo triangulo, a soma dos trés angulos € igual a dois

angulos retos.

Demonstracao:

Havendo ja
provado que a soma dos
trés angulos de um
triangulo ndo pode exceder
a dois angulos resta, resta
demonstrar que  esta
mesma soma ndo pode ser
menor do que dois angulos
retos.

® Proposicéo 11 — Corolario 3 - Todos os angulos consecutivos BAC e C*D, DAE, EAF, formados do mesmo
lado da reta BF, valem em soma dois angulos retos, porque a soma deles é igual & dos angulos BAC e CAF.
(Elementos de Geometria, traducdo Guimaraes, p. 29).

° Proposicdo X — Se os dois lados AB e AC, do tridngulo ABC, forem iguais aos dois lados DE e DF, do
triangulo DEF, cada um a cada um; se, a0 mesmo tempo, o angulo BAC compreendido pelos primeiros, for
maior que o angulo EDF compreendido pelos segundos,; digo que o terceiro lado BC do primeiro tridngulo sera
maior que o terceiro lado EF do segundo. (Elementos de Geometria, traducdo Guimardes, p. 33).
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Suponho que ABC é o triangulo proposto, e seja, se € possivel, a
soma de seus angulos = 2R - 0, marcando R um angulo reto, e sendo &
essa quantidade qualquer que se supdes faltar a soma dos angulos para
gue esta seja igual a dois retos.

Seja A o menor dos angulos do triangulo ABC; sobre o lado oposto

BC faca-se o angulo BCD=ABC, e o angulo CBD=ACB. Os
tridangulos BCD e ABC seréo iguais (proposi¢éo 7)10, porque tém um lado
igual BC adjacente a dois angulos iguais, cada um a cada um. Pelo ponto D
tire-se uma reta qualquer EF, que encontre em E e em F os dois lados do

angulo A prolongados.

Como a soma dos angulos de cada um destes triangulos ABC e
BCD é 2R - 0 e a de cada triangulo EBD e DCF n&o pode exceder a 2R
(proposicédo 19), segue-se que a soma dos angulos dos quatro tridngulos
ABC, BCD, EBD e DCF néo passa de 4R - 20 + 4R, ou 8R - 20 . Se desta

soma tirarmos os angulos é,é e [3, gue somam 2R (proposicdo 2,
corolario 3), o resto sera igual a soma dos angulos do tridngulo AEF. Logo a
soma dos angulos do triangulo AEF n&o passa de 8R - 20 - 6R, ou 2R -
20.

Assim enquanto é necessario juntar 0 a soma dos angulos do
tridangulo ABC para que ela chegue a dois retos, cumpre ao menos juntar
20 a soma dos angulos do tridngulo AEF para completar os mesmos dois
retos.

Por meio do tridangulo AEF se construira semelhantemente um
terceiro triangulo, tal que seja mister juntar ao menos 4 ¢ , & soma de seus
trés angulos, para que o todo seja igual a dois angulos retos. Por meio
desse terceiro triangulo, se construird da mesma maneira um quarto, tal que
se deva juntar ao menos 80 a soma de seus angulos para que o todo seja
igual a dois angulos retos, e assim por diante.

Ora, por menor que seja O a respeito do angulo reto R, a série O,

20,40, 80 .., cujos termos crescem em razdo dupla, conduzira bem
depressa a um termo igual a 2R, ou maior que 2R. Logo entdo se chegard a
um tridngulo tal que seja necessério juntar & soma de seus angulos uma
guantidade igual ou maior que 2R, para que a soma total forme somente
2R. Esta consequéncia é visivelmente absurda. Logo, ndo pode substituir a
hipétese de que partimos; quer dizer, que é impossivel que a soma dos
angulos do triangulo ABC seja menor que dois angulos retos. Ela também
ndo pode ser maior em virtude da proposicdo precedente, logo € igual a
dois angulos retos. (ELEMENTOS DE GEOMETRIA, traducdo Manuel
Guimarées, p. 41 e 42)

Corolario VI: Em qualquer triangulo

ABC se prolongarmos o lado CA para D, o

angulo externo BAD seréa igual & soma dos

A

dois internos opostos B e C. Porque,

c A

19 proposicéo VII — Dois triangulos séo iguais quando tém um lado igual adjacente a dois angulos iguais, cada
um a cada um. (Elementos de Geometria, tradugdo Guimarées, p. 32)
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juntando a uma e outra parte BAC, as duas somas serdo iguais a dois angulos

retos.

2.3. Hilbert

David Hilbert (1862-1943) foi um dos maiores matematicos dos ultimos
séculos. Nascido na Alemanha, Hilbert axiomatizou a geometria euclidiana de
maneira mais formal que o autor de Os Elementos, o tratado de Matematica mais
estudado em todos os tempos.

Em 1899, ele apresentou a primeira edicdo de sua obra, Fundamentos de
Geometria, que passou por muitas revisdes e reformulacbes até chegar a sua 72
edicdo. A intencdo de Hilbert era tornar cada vez mais explicita uma estrutura
axiomatica enxuta e elegante, ou ainda, reduzida a apenas o minimo necessario e
suficiente para o desenvolvimento completo da geometria, preenchendo todas as
lacunas deixadas por Euclides. Segundo Eves, “Hilbert agucou o método
matematico, levando-o da axiomética material dos tempos de Euclides a axiomatica
formal dos dias atuais.” (EVES, 2004, p. 682).

Hilbert tornou como primitivos os conceitos de ponto, reta e plano, os quais
considera interligados por trés relagbes ndo definidas: "estar em", "entre" e
"congruéncia". E os axiomas que embasam sua geometria sdo 21, divididos em
cinco grupos: incidéncia, ordem, congruéncia, paralelismo e continuidade. Desde as
primeiras linhas, Hilbert busca salientar o carater formal de sua geometria,
procurando despojar de qualquer conteido material os entes com que lida.

O objetivo de Hilbert foi o de identificar um conjunto simples e completo de
axiomas independentes a partir do qual os mais importantes teoremas geométricos
pudessem ser deduzidos. Os objetivos principais eram tornar rigorosa a geometria
euclidiana (para evitar pressupostos escondidos) e deixar claras as ramificagbes do
postulado das paralelas.

Em 1904, Hilbert provou que a geometria euclidiana é consistente se a
aritmética for consistente.

Abaixo, identificamos um exemplo apresentado por Hilbert, de um dos

teoremas que estdo em foco nesta pesquisa.
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2.3.1. O teorema do angulo externo

Antes de enunciar o teorema Hilbert define angulos internos e externos de um

tridangulo como reproduzimos abaixo.

Dado um triangulo ABC, é comum chamarmos os angulos A, B e C de

angulos internos do triangulo. Os suplementos destes angulos sdo chamados de
angulos externos do triangulo. Por exemplo, na Figura abaixo, o angulo CBD é um

angulo externo do triangulo ABC, adjacente ao angulo interno CBA.

(!

A o /)
’ B
Figura: angulo externo CBD
A patrtir de tais definicbes enuncia o teorema e apresenta sua demonstragao.

Teorema (Angulo externo).

A medida de um angulo externo de qualquer triangulo € maior que a medida

de qualquer um dos angulos internos nao adjacentes a ele.

Demonstracao :

Dado um triangulo ABC, considere
um ponto D sobre a semirreta AB tal que B

esteja entre A e D. Provaremos que CéD >

A e CBD> C. De fato, sejam M o ponto
médio do segmento BC e N o ponto na
semirreta AM tal que M esteja entre Ae N e
AM = MN. Temos:

L] A A
D CM = BM, AM = MN e AMC =BMN |
Os triangulos AMC e BMN sao
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congruentes, e portanto, C= MBN. como MBD = MBN , NBD
concluimos que CI§D > é . De forma inteiramente analoga se prova que
CBD> A . (MANFIO, p. 23 e 24)

Os demais contetudos em estudos foram apresentados por Hilbert de maneira
analoga a demonstrada por Euclides, descrita neste trabalho nas secfes 2.1.1 e

2.1.2, por isto ndo seré exposto novamente.
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3. METODO

A compreensdo da estrutura didatica e Matematica dos livros didaticos, em
uso nas escolas publicas do Brasil, pode ser util para a andlise e compreensado dos
fenbmenos de ensino e aprendizagem, j& que este processo depende muito dos
livros. Em particular porque este é visto, por muitos professores e por quase todos
os alunos, como depositario de toda a verdade cientifica a ser consumida pelos
principais atores do processo de ensino e aprendizagem — o professor e o aluno.

Propomos, entdo, como objetivos para o presente trabalho:

1- Analisar como os autores dos livros didaticos de Matematica de 6° ao
9° ano, aprovados no PNLD-2011, apresentam a introducdo dos seguintes
contetdos: angulos formados por paralelas e transversais, teorema da soma dos
angulos internos de um triangulo, e o teorema do angulo externo, quanto a
demonstracao e suas relacoes.

2- Analisar se as colecdes contemplam atividades que envolvam
justificativas, provas, argumentacdes ou demonstragdes.

3- Verificar qual a natureza das provas (pragmaticas ou intelectuais)

apresentadas nos livros didaticos.

Para esta analise tomaremos como base algumas ideias e ferramentas
conceituais de pesquisas da area, em particular, a tipologia das provas propostas
por Balacheff (1988), conforme apresentamos na secédo 1.2.3.

Considerando que ndo seria viavel examinar em detalhes todas as obras, ou
seja, todos os capitulos e topicos, escolhemos alguns deles.

A escolha dos temas que serédo estudados justifica-se por serem, geralmente,
tratados no Ensino Fundamental Il e, consequentemente, presentes na maioria dos
livros didaticos e, também, por julgarmos que estes envolvem demonstracfes
simples e curtas, das mais acessiveis a alunos do Ensino Fundamental.

Neste capitulo apresentamos a metodologia de pesquisa que acreditamos ser
adequada ao que gueremos investigar e para a fonte de dados a ser utilizada: os

livros didaticos.
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3.1. Os dados da pesquisa

Como se sabe, para nosso estudo, os documentos de pesquisa sdo livros
didaticos de Matematica. Devido a existéncia de consideravel gama de livros
didaticos de Matematica para o Ensino Fundamental disponiveis no mercado, foi
necessario um critério de selecdo daqueles que seriam objeto de nossa andlise.
Para isso, buscamos junto ao Fundo Nacional de Desenvolvimento Educacional
(FNDE), identificar os livros que foram aprovados na ultima avaliacdo de obras para
0 segundo segmento do Ensino Fundamental. Assim, acessamos o0 Guia do Livro
Didético do ano de 2011, para verificar as obras aprovadas pelo Programa Nacional
do Livro Didatico (PNLD).

ApoOs verificar os titulos dos livros aprovados no PNLD2011, procuramos
saber quais destes foram adotados nas escolas publicas do Estado do Rio de
Janeiro. Para isto, solicitamos formalmente a COGEAM — Coordenacdo Geral de
Materiais Didaticos, da Diretoria de Formulac¢édo de conteudos educacionais do MEC
— tal informacdo por meio de carta enviada a coordenadora, apresentando nosso
interesse de pesquisa e justificando a intencdo de delimitar a pesquisa aos livros
efetivamente adotados em nosso Estado. Solicitacdo aceita, recebemos do FNDE,
uma planilha EXCEL com os titulos das obras adotadas em todas as escolas do
Estado do Rio de Janeiro, em cada ano escolar e, ainda, a quantidade de livros
enviados as escolas.

Trabalhamos com esta planilha para buscar os titulos de livros efetivamente
escolhidos e adotados no Rio de Janeiro. Com estes dados ordenados por titulo foi
possivel construir a Tabela 1 com o ranqueamento das escolhas das obras

presentes no Guia do PNLD-2011, apresentada a seguir.
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Tabela 1 - Quantidade de escolas do RJ que escolheram cole¢des aprovadas
no PNLD-2011.

Autor Titulo do livro Qde.
1 GIOVANNI Jr. J. R.; CASTRUCCI B. A Conquista da Matematica 641
2 |EZZI, G.; DOLCE, O.; MACHADO, A. Matematica e Realidade 608
3 BIANCHINNI, E. Matemaética 396
4 DANTE, L. R. Tudo Matemética 170
5 RIBEIRO, J. da SILVA. Projeto Radix — Matematica 156
6 SOUZA, J.; PATARO, P. M. Vontade de Saber 78
7 IMENES, L. M.; LELLIS, M. Matematica — Imenes e Lellis 74
8 JAKUBOVIC, J.; CENTURION, M. R. Matematica na Medida Certa 71
9 IRACEMA; DULCE Matemética — Ideias e Desafios 63
10 CARVALHO, A. L. T.de; REIS, L. F. Aplicando Matematica 11
TOTAL 2268

Fonte: FNDE, 2011

Observa-se que todas as dez obras que constam do Guia do PNLD-2011,
portanto, aprovadas no processo de avaliacdo do MEC, foram escolhidas em
algumas escolas. Assim, decidimos realizar nossas analises tomando como fonte
todas estas dez obras.

Assim, as colecdes de livros objetos de analise desta pesquisa, sao:

L1 - BIANCHINNI, E., Matemética. Editora Moderna.

L2 - GIOVANNI Jr. J. R.; CASTRUCCI B., A Conquista da Mateméatica — Edi¢céo
Renovada. Editora FTD.

L3 - CARVALHO, A. L. T. de; REIS, L. F., Aplicando a Matematica. Casa
Publicadora Brasileira.

L4 - IRACEMA; DULCE, Matematica - Ideias e Desafios. Saraiva Livreiros Editores.

L5 - IMENES, L. M.; LELLIS, M., Matematica — Imenes & Lellis. Editora Moderna.

L6 - IEZZI, G.; DOLCE, O.; MACHADO, A., Matematica e Realidade. Saraiva
Livreiros Editores.

L7 - JAKUBOVIC, J.; CENTURION, M. R., Matematica na Medida Certa. Editora
Scipione.
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L8 - RIBEIRO, J. da SILVA., Projeto Radix — Matematica. Editora Scipione.
L9 - DANTE, L. R., Tudo é Matemética. Editora Atica.
L10 - SOUZA, J.; PATARO, P. M., Vontade de Saber Matematica. Editora FTD.

Utilizamos, a partir deste momento, a simbologia L1 a L10 em substituicao
aos titulos acima relacionados, pois esta classificacdo facilitara, posteriormente,
nossos quadros de analise.

No levantamento apresentado na Tabela 1 vemos que as obras mais
adotadas sao “A Conquista da Matematica” e “Matematica e Realidade”, das editoras
FTD e Atual, respectivamente. As obras menos escolhidas foram “Matematica -
Ideias e Desafios” e “Aplicando Matematica” das editoras Saraiva e Casa
Publicadora Brasileira. Sabendo que a quantidade de escolas que participou da
escolha foi de 2268 (dados que constam da planilha EXCEL enviada pelo FNDE),
observa-se que (641 + 608 =) 1249 escolas, mais do que 50% delas, escolheram
dois dos 10 livros disponibilizados. Tal informacéo sera levada em conta em nossas
analises das obras.

Assim, buscaremos identificar, como subproduto de nossas analises sobre a
abordagem realizada nas obras no uso da argumentacdo em tdpicos iniciais de
geometria, se as diferencas podem estar relacionadas com as escolhas realizadas
pelos professores. Outro aspecto a averiguar € a relacao entre a classificacdo que
pretendemos obter e os textos das resenhas das obras aprovadas. Sera que as
resenhas ajudam o professor a identificar o tipo de abordagem realizada no campo
de interesse desta pesquisa?

3.2. O método de analise dos dados

A opc¢do metodoldgica desse estudo — analise de conteudo — ocorreu a partir
do objeto da pesquisa, que sdo documentos impressos, os livros didaticos. Neles
buscaremos identificar como séo feitas as demonstragcfes; quais sao as concepc¢oes
dos autores sobre o que é demonstragdo, prova e argumentacdo e, como as obras
procuram desenvolver nos alunos a habilidade de realiza-las.

Segundo Chizzotti:
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A analise de conteldo € um método de tratamento e andlise de
informacgdes, colhidas por meio de técnicas de coleta de dados, com
substancias em um documento. A técnica se aplica a andlise de textos
escritos ou de qualquer comunicacao (oral, visual, gestual) reduzida a um
texto ou documento. (CHIZZOTTI, 2001, p. 98).

Para desenvolver o trabalho, nos fundamentamos em Bardin (1977), que
divide a andlise de conteudo em trés fases: a pré-analise, a descricdo analitica e a
interpretacdo inferencial.

A pré-andlise € a fase de organizacdo do material: relacionada com a escolha
dos documentos de pesquisa, com o estabelecimento das hipéteses e dos objetivos
iniciais de pesquisa, e com a definicdo dos indicadores que levardo a interpretacao
final.

Na fase de descricdo analitica, que se inicia desde a pré-analise, o material é
submetido a um estudo aprofundado, com base tanto na reflexdo a partir dos
referenciais tedricos, quanto na intuicdo do pesquisador, que, a partir de sucessivas
leituras do material de pesquisa, busca identificar categorias e classificacoes
possiveis. Nesta etapa do estudo s&do desenvolvidos os procedimentos de
codificacdo, classificacdo e categorizacdo. Para tanto, sera preciso realizar recortes
a partir dos indicadores selecionados para serem buscados nas obras.

A investigacdo alcanga sua maior intensidade na fase do tratamento dos
resultados, inferéncia e interpretacdo ou interpretacdo inferencial. Nesta fase, as
discussbes a respeito dos materiais analisados ganham profundidade ao se

estabelecerem relacdes com a teoria e chegar a concluséo final da investigacao.

3.3. Critérios para anélise

Nossos principais critérios de analises serdo baseados em alguns dos
principios usados pelos avaliadores do PNLD/2011, adaptados do item 3 da ficha de
avaliacdo: Coeréncia e adequacdo da abordagem teorico-metodoldgica assumida
pela colecdo, no que diz respeito a proposta didatico-pedagogica explicitada e aos
objetivos visados (PNLD 2011 p. 26-27).

1- A metodologia adotada na colec&o caracteriza-se predominantemente por:
1.1- Introduzir os conteudos por explanacdo tedrica seguida de atividades

resolvidas e propostas de cunho aplicativo.
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1.2- Introduzir o contetdo apresentando um ou poucos exemplos, seguidos
de alguma sistematizagao e, depois de atividades de aplicago.

1.3- Partir de atividades propostas para sé depois sistematizar os contetdos.

1.4- Iniciar por atividades propostas, seguidas da sistematizacdo, sem dar
oportunidade ao aluno de tirar conclusdes proprias.

1.5- Constituir-se de uma lista de atividades propostas, e deixar a

sistematizacdo dos contetudos a cargo do professor.

2- A colecgdao valoriza e incentiva:
2.1- o uso de conhecimentos ja trabalhados na colec¢éo;
2.2- 0 uso de conhecimentos extraescolares;

2.3- ainteracdo entre alunos.

3- A colecdo favorece, através dos exercicios, o desenvolvimento de
competéncias complexas, como:
3.1- observar, explorar, investigar e estabelecer relacdes;

3.2- conjecturar, provar e generalizar;

Sendo assim, primeiramente sera feito um levantamento dos contetdos de
Geometria presentes nos livros que serdo analisados, localizando nas obras os
assuntos em foco, pois no Brasil ndo ha uma regra para o curriculo escolar.

Separaremos, entdo, apenas as paginas que tratam especificamente dos
assuntos em foco e analisaremos como é feita a abordagem destes contetdos: se
parte de um exemplo, que tipo de exemplos, se conclui a partir de exemplo (um ou
varios), modelos, se cuida da generalizacdo para diferentes campos numericos, etc.
Verificaremos, rapidamente, os conteddos abordados, pelos autores, antes e depois
do tema estudado.

Avaliaremos, como as propriedades que estdo sendo analisadas sé&o
validadas a luz da tipologia das provas propostas por Balacheff, observaremos se ha
participacdo do aluno na aprendizagem e no desenvolvimento da capacidade de
demonstrar, isto €, se 0 autor envolve 0 aluno neste processo, € NOS exercicios,
propondo discussdes, trabalhos em grupos, ou se h4 simplesmente uma repeticéo

das ideias apresentadas.
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4.  ANALISE DOS LIVROS

Como ja comentado, foram escolhidos trés tépicos de geometria para serem
analisados neste estudo. Para fins de organizacao do texto, neste capitulo, cada um
deles sera referido por uma letra, como abaixo:

A: Angulos formados por duas retas paralelas e uma transversal;

B: Soma dos angulos internos de um triangulo;

C: Relagéo entre as medidas de um angulo externo e os internos nao
adjacentes de um triangulo.

Iniciamos o capitulo descrevendo, na Secao 4.1, as formas encontradas para
introduzir os conteudos analisados. Para o topico A, angulos formados por duas
paralelas cortadas por uma transversal, encontramos seis formas diferentes de
tratamento; para o B, soma dos angulos internos de um tridngulo, cinco formas de
apresentacao foram detectadas; e para o teorema do angulo externo, topico C,
apenas dois tipos de abordagem foram detectados.

Depois de descrevermos as abordagens encontradas, categorizamos nossas
classificacdes, de acordo com o referencial teérico usado neste trabalho, verificando
a presenca de provas formais ou nao.

Na sequéncia, na Secao 4.2, examinamos a adequacao dessas escolhas,
concluindo esta se¢do com um quadro onde resumimos os dados obtidos.

Nas secOes 4.3 e 4.4 descrevemos e analisamos, respectivamente, 0s tipos
de exercicios que os autores dos livros didaticos analisados selecionaram para
propor aos alunos. Esta andlise € importante ja que nosso objetivo € investigar se as
colecdes ajudam os alunos a desenvolver competéncias complexas, como: observar,
explorar, investigar, estabelecer relagbes, conjecturar, provar e generalizar. Assim,
nao bastava considerar a forma de introduzir um topico de geometria, era preciso

investigar como a obra envolve os alunos na construcdo de tais competéncias.
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4.1. Descricdo dos tipos de introducdo dos conteudos em

estudo

Nesta secdo serdo apresentadas as classificacdes que criamos dos tipos de
procedimentos presentes nos livros didaticos aprovados pelo PNLD/2011, para
introduzir cada tema em estudo.

Posteriormente, procuramos identificar, segundo a classificacdo de Balacheff
(discutida na secao 1.2.3), as categorias encontradas nestes livros ao introduzir os

temas em estudo.
(A): Angulos formados por duas retas paralelas cortadas por uma transversal.

Tipo A1l: Utilizando o transferidor, o leitor deve medir os oito angulos
formados pelo cruzamento de duas retas paralelas com uma reta transversal e, por
fim, comparar os resultados obtidos verificando a existéncia de um fendmeno

comum nestes resultados, conforme Figura 1 abaixo.

Naimagem a seguir, asretasre s sdo paralelas e aretat cruza essas duas paralelas,
formando varios angulos.

Os pares de angulos indicados com
a mesma cor sao chamados de angulos
correspondentes.
Utilizando um transferidor, meca os
seguintes pares de angulos.
e 3ee
o Y .
*bef
A TA =
*ceg 2
AN
edeh
As medidas que vocé obteve para cada
par de angulos sao iguais ou diferentes? t

o>
> S
>

->
o>

Figura 1: Procedimento sugerido para verificar os Angulos formados por Paralelas e Transversais.
Fonte: Matematica — Projeto Radix, 8° ano (2009, p. 78).

70



Tipo A2: Dado alguns exemplos, verifica-se, através de medi¢bes, que 0s
angulos correspondentes sdo congruentes quando as retas sao paralelas.

Posteriormente, enuncia-se o inverso, conforme Figura 2 abaixo.

a=060°e P=100°

As retas a € b nao sao paralelas.

: RB=00 Os dngulos correspondentes
tém medidas desiguais
As retas a e b sao concor

rentes,

£ ax=00°e 1_5 = 4(0°

As retas @ e b nio sao paralelas,

- ,v". 'S = No \ s ;‘“‘l“,;'xll( )S COI ['Cﬁ}')( ‘)n\_](-an[t)\‘
/ - a=00%e B =060

As retas da e b sao paralelas.

tém medidas iguais.

As retas a e b sdo paralelas.

Figura 2: Procedimento sugerido para verificar Angulos formados por Paralelas e Transversais.
Fonte: Matematica e Realidade, 8° ano (2009, p. 93).

Tipo A3: Descreve-se um caminho percorrido por uma formiga, onde o ponto
de partida estd no sentido oposto ao de chegada. Para percorrer este caminho,
deve-se girar certo angulo, e mais adiante girar o complemento do seu
correspondente. Como 0 ponto de partida e o ponto de chegada estdo em sentidos
opostos, afirma-se que se deu um giro de 180° durante o percurso. Portanto,
somam-se 0s angulos girados, igualando-os a 180°, chegando a conclusédo que os

angulos correspondentes sao congruentes, conforme exemplificado na Figura 3.
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Figura 3: Procedimento sugerido para validag&o do estudo dos Angulos formados por Paralelas e
Transversais.
Fonte: Aplicando a Matematica, 8° ano (2009, p. 83).

Tipo A4: Constroem-se angulos correspondentes, de mesma medida em
duas retas. Traca-se uma paralela a transversal dada e através de medicdes

verifica-se que as retas dadas sao paralelas. Em seguida, afirma-se a reciprocidade,

conforme Figura 4, abaixo:

Figura 4: Procedimento sugerido para verificacdo de angulos congruentes formados por Paralelas e
Transversais.
Fonte: A Conquista da Matematica, 8° ano (2009, p. 226).

Tipo A5: Tracam-se duas paralelas e uma transversal, assinalando dois
angulos correspondentes, sendo um deles dado. Translada-se uma das paralelas
até superpd-la a outra reta paralela fixa, constatando-se que o0s angulos

correspondentes sao iguais, conforme Figura 5.
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Logo x = 50°.

Figura 5: Procedimento sugerido para verificacdo de angulos correspondentes, congruentes
formados por Paralelas e Transversais.
Fonte: Matematica — Imenes e Lelis, 8° ano (2009, p. 92).

Tipo A6: Definem-se angulos correspondentes e sua propriedade, dadas as

retas paralelas e uma transversal, conforme Figura 6.

\\
\
A\ b
a \'~
- A@g >
a; S aee
\ . bef _ angulos correspondentes
e —~ ceg a=e;b=fc=g;d=h
- 5= = deh
h \

Figura 6: Apresentacdo da propriedade de &ngulos correspondentes formados por paralelas e
transversais.
Fonte: Tudo é Matematica — Dante, 8° ano (2009, p. 158).

Os tipos Al, A2, A3, A4, A5 e A6 apenas diferem nos instrumentos a utilizar
na validacdo da propriedade, mas em sua esséncia todos se baseiam em prova
pragmatica para validar a propriedade em estudo, pois se apoiam em conhecimentos
praticos, valendo-se dos recursos de acgdo, exemplos, desenhos, medicdes e
observacédo de figuras. Nao ha caso de prova intelectual nos livros analisados para
validar o tema em estudo, porém o tipo A3, apresentado acima, aproxima-se de

demonstracdes acessiveis para alunos.
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(B): Soma dos angulos internos de um triangulo.

Tipo B1: Utilizando o transferidor, medem-se o0s angulos internos de
diferentes triangulos, somam-se os valores obtidos, em cada caso e, por fim,
comparam-se 0s resultados obtidos em todos os exemplos para ver se existe algum

fenbmeno comum neste resultado, conforme Figura 7.

med(0)=120°  med(E)=25° med (F)=26°

Ao adicionarmos as medidas obtidas por Marcela, temos:
e AABC
med (H) + med {é) + med (\_/) =72°+31°+77°=180°
o ADEF

Ps

med (D) + med (E) + med (F) = 129° + 25° + 26° = 180°

Figura 7: Procedimento sugerido para validagcdo da propriedade da soma dos angulos internos num
triangulo.
Fonte: Vontade de saber Matematica, 7° ano (2009, p. 213).

Tipo B2: Constroi-se um triangulo qualquer de papel, assinalam-se o0s
vértices, com uma tesoura, recortam-se e justapde-se sobre uma reta observando-se
como vai ser a configuracédo se todos os vertices forem postos em um mesmo ponto
e um dos lados de cada angulo for justaposto a um lado do outro angulo, como no

exemplo da Figura 8 abaixo:
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Reconfiguragio

Figura 8: Procedimento sugerido para validacdo da propriedade da soma dos angulos internos num
triangulo.
Fonte: A Conquista da Matematica, 8° ano (2009, p. 249).

Tipo B3: Constréi-se um triangulo ABC qualquer de papel e recorta-se. Em
seguida, marcam-se 0s pontos médios de dois lados e, finalmente, dobra-se o
triangulo recortado, de modo que todos os vértices estejam em um dos pontos do
terceiro lado em que ndo se marcou o ponto médio controlando-se que tipo de
angulo forma as trés regidées que constituem os angulos internos do triangulo, como

ilustra a Figura 9 abaixo:

Figura 9: llustracéo técnica de dobradura para deduzir a propriedade da soma dos angulos internos
de um triangulo.
Fonte: Matematica e Realidade, 8° ano (2009, p. 106).

Tipo B4: Exploram-se um ou mais casos, levanta-se uma conjectura e com
base na teoria das paralelas (os angulos correspondentes e/ou alternos internos em
retas paralelas intersectadas por uma transversal sdo congruentes) faz-se a
validacéo do resultado observado por meio de uma demonstracéo, conforme figura
10.
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Assim: m + a + n = 180°

b+ a+c¢c=180°

Figura 10: Demonstracdo sugerida para validacéo da propriedade da soma dos angulos internos num
triangulo.
Fonte: A Conquista da Matematica, 8° ano (2009, p. 250).

Tipo B5: Descreve-se um caminho triangular percorrido por uma formiga,
onde o ponto de partida € o mesmo do ponto de chegada. Para percorrer este
caminho triangular, deve-se partir de um vértice e caminhar ao longo dos lados. Ao
chegar no vértice seguinte, deve-se girar o suplemento do angulo interno. Ao passar
pelos trés vértices, chega-se a conclusédo de que se deu um giro de 360° durante o
percurso. Portanto, somam-se os angulos girados, igualando-os a 360°, chegando a
conclusdo que a soma dos angulos internos de um triangulo somam 180°, como

ilustra a Figura 11, abaixo:

Figura 11: Demonstracdo sugerida para validacéo da propriedade da soma dos angulos internos hum
triangulo.
Fonte: Aplicando a Matemética, 8° ano (2009, p. 70).
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Os tipos B1, B2, B3 e B5 apenas diferem nos instrumentos a utilizar na
validacdo da propriedade, mas em sua esséncia todos se baseiam em prova
pragmatica para validar a propriedade em estudo. Apesar desse traco comum para
0s trés tipos, 0 B2 e 0 B3 ndo exigem que se megam 0s angulos internos, apenas a
montagem dos recortes e dobradura efetuados, formando um angulo raso, ja é
eficiente para se chegar a conclusdo desejada. J4 o tipo B5 utiliza angulos
suplementares para chegar a conclusao da propriedade estudada.

O tipo B4 possibilita a exploragéo e o levantamento de conjecturas, atividade
muito importante para o desenvolvimento do raciocinio geométrico. Sendo assim,
classificamos esta categoria como prova intelectual. As tarefas envolvendo objetos
geométricos no Ensino Fundamental devem permitir que os alunos formulem
estratégias proprias e, a0 mesmo tempo, mobilizem conhecimentos e capacidades

anteriormente desenvolvidas.

(C): Relacdo entre as medidas de um angulo externo e 0s internos nao

adjacentes de um triangulo.

Tipo C1: Desenha-se um triangulo e assinalam-se os angulos internos.
Prolonga-se um dos lados de cada um dos angulos internos e assinala-se um angulo
externo adjacente a cada um deles. Recorrendo-se a propriedade da soma dos
angulos internos de um triangulo e a propriedade dos angulos suplementares entre
cada um dos angulos internos com cada um dos angulos externos adjacentes e
mediante transformacdes algébricas, deduz-se a relacdo entre cada angulo externo
com a soma das medidas dos angulos internos ndo adjacentes, conforme mostra a

Figura 12.
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Considere um triangulo qualquer.

angulo externo: @

angulos internos nao adjacentesaé:aeb

Vamos demonstrar que e = a + b.
Demonstracao
Sabemo qu Py )
lo teorema anterior, sabemos ainda que:a + b + ¢ = 180
Entao + - t . i
btraindo ¢ dos dois membro ssa igual btér 4
demonstramos assim que a medida do angulo externo & a soma das medidas
I rnos | liac [ 1 e D

Figura 12: Demonstracéo sugerida para validacao do teorema do angulo externo.
Fonte: Matemética na Medida Certa, 8° ano (2009, p. 133 e 134).

Tipo C2: Propde-se, no exercicio, a verificagcdo da propriedade. Desenha-se
um triangulo e assinala-se um angulo externo e os trés internos. Em seguida, pede-
se que complete alguns dados, para entdo tirar conclusdes sobre a propriedade em
estudo. Portanto, o aluno deve seguir 0s passos sugeridos, um roteiro pronto. Nesta
atividade a propriedade “Em todo tridngulo, a soma dos angulos internos € 180°” é
uma ferramenta que possibilita a demonstracdo de outra propriedade. Apdés provar a
propriedade no item a) do exercicio, o autor solicita no item b) que o aluno escreva
com suas palavras o significado da igualdade anterior. Podemos dizer que nesse
momento se d& a institucionalizacdo da propriedade, conforme exemplificado na

Figura 13 abaixo:
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a) Prove que e = a + b. Para isso, siga b) Escreva em seu caderno, com suas
estes passos: palavras, o que significa a igualda-
de do item anterior. Para ajudar,
damos uma informag¢ao: o angulo
em amarelo chama-se
do triangulo.

o
ADILSON SECCO

e=180°— N
a+b+c=10
a+b=H

Conclusao: ¥

Figura 13: Exercicio sugerido para demonstrar o teorema do &ngulo externo.
Fonte: Matematica - IMENES & LELLIS, 8° ano (2009, p. 101).

Entendemos que embora os tipos C1 e C2 sejam ambos, provas intelectuais,
o tipo C2 possibilita a exploracdo e o levantamento de conjecturas pelos alunos. Ja o
tipo C1 apresenta a demonstracdo, ndo dando espaco para o aluno desenvolver

suas proéprias conjecturas e conclusoées.

4.2. Analise dos tipos de introducdo dos conteudos em

estudo

Para cada um dos conteudos discutimos as escolhas dos autores do ponto de
vista do ano em que o tema é apresentado, bem como apresentamos que livros
adotam cada um dos tipos de introdugéo descritos acima, classificando-os segundo
a tipologia de provas propostas por Balacheff.

Lembramos que, em substituicdo aos titulos dos livros, utilizamos a
simbologia L1 a L10, apresentadas na secdo 3.1 deste trabalho, para facilitar a

redacao do texto e as classificacbes que trazemos.

(A): Angulos formados por duas retas paralelas cortadas por uma transversal.

Este conteudo é apresentado em todos os livros analisados, havendo quase
uma uniformidade na maneira como e onde este tema € abordado. Aparece sempre

em livros de 8° ano, sem compromisso em mencionar 0 quinto postulado proposto
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por Euclides. Sete, dos dez livros, introduzem os conteudos por explanacao tedérica
seguida de atividades resolvidas e propostas de cunho aplicativo e, 0s outros trés
(L3, L5 e L10) introduzem o conteudo apresentando um ou poucos exemplos,
seguidos de alguma sistematizacéo e, depois de atividades de aplicacao.

Logo, classificamos todas as demonstracdes analisadas para introduzir este
tema como pragmaticas, realizadas por meio de visualizacdo, medicdo ou, até
mesmo, de uma definicdo simplesmente. Percebemos que ndo ha uma preocupacao
dos autores em deixar o aluno investigar, conjecturar e chegar as suas proprias
conclusdes sobre este tema. Nenhum livro utiliza softwares para a verificagdo e

experimentacao deste conteudo.

(B): Propriedade da soma dos angulos internos de um triangulo

E tratada em todos os livros contemplados no presente estudo. Os L4, L8, L9
e L10 apresentam, inicialmente, o conteudo no livro do 7° ano, e o L3, no livro do 6°,
para posteriormente aprofundarem o conceito, nos livros de 8° ano.

Os livros L2, L4, L9 e L6, do 8° ano, comecam com uma demonstracao
pragmatica por meio da visualiza¢cdo de como os trés angulos ficam quando unidos,
de modo que apenas um lado seja coincidente com o lado de outro angulo - os trés
primeiros livros (L2, L4 e L9) usam o tipo B2 e o quarto (L6), tipo B3 - e, logo em
seguida, os quatro livros seguem com uma demonstracdo intelectual, através da
validacdo da propriedade por meio de uma demonstracdo formal, usando a
propriedade das retas paralelas — tipo B4.

Nos livros L3, L8 e L10, a propriedade € institucionalizada empiricamente pela
manipulacdo — desenho e medicéo (tipo Bl), recorte e dobradura (tipo B2), sem
nenhum questionamento sobre as limitacbes destes procedimentos no
estabelecimento de propriedades geométricas. Ja os livros L1, L5 e L7 apresentam
somente a demonstracao formal — tipo B4.

Portanto, dos dez livros analisados, trés explicitam a propriedade da soma
dos angulos internos por meio de uma prova pragmatica e trés através de uma prova
intelectual, conforme a classificagcdo de Balacheff (1988); quatro contemplam duas
provas: uma pragmatica e uma intelectual.

Apesar de seis livros validarem a propriedade da soma dos angulos internos

de um tridngulo por meio da demonstracdo, ndo existem, durante a explicacao,
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atividades que motivem o aluno a alguma agéo. Podemos interpretar que apesar de
classificarmos estas demonstracdes como intelectuais, segundo Balacheff, para os
alunos, elas desempenham uma unica funcao, a de explicacdo, pois 0s mesmos nao
estdo envolvidos no processo de construcdo da aprendizagem.

Em relacdo aos livros L3, L8 e L10, cujos autores validam a propriedade
apenas por meio da atividade experimental, observamos que, nos capitulos
analisados, estes livros ndo levam o aluno a questionar sobre a validade desse
procedimento. Balacheff (1988) afirma que esta forma de validacdo apresenta-se
insuficiente, pois requer uma justificagao conceitual.

Outro ponto muito importante observado é que nenhum dos livros incentiva e
nem menciona a utilizacdo de software de geometria dindmica para serem feitas

estas construcdes e demonstracdes.

(C): Relagao entre as medidas de um angulo externo e 0s internos nao

adjacentes de um triangulo.

Dos dez livros didaticos analisados, sete tratam dessa propriedade: sdo os
livros L1, L2, L5, L6, L7, L9 e L10. Em todos eles, o assunto é abordado no livro do
8° ano. Os outros trés ndo fazem mencédo deste conteiddo em nenhuma unidade do
Ensino Fundamental II.

Com excecao do livro L5, esta propriedade € introduzida nos outros seis livros
(L1, L2, L6, L7 e L10) por meio de argumentos baseados na relagédo entre o angulo
externo, seu suplemento interno e a propriedade da soma dos angulos internos de
um triangulo (tipo C1). Portanto, a validacdo feita nestes livros apoia-se na prova
intelectual, segundo a classificacdo de provas propostas por Balacheff (1988),
podendo considerar-se que a prova cumpre as funcdes de explicacdo e
sistematizacao.

O L5 é o unico livro que sugere que o proéprio leitor tire suas conclusées a
respeito desta propriedade. O autor deste livro apresenta a situacdo em um
exercicio, dando oportunidade ao aluno de fazer suas conjecturas e tirar conclusdes
(tipo C2). Esta validacdo, segundo Balacheff, também se enquadra na categoria de

prova intelectual.
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Depois da descricdo e andlise de como os autores introduzem os temas
abordados neste estudo, apresentamos no Quadro 1 abaixo, um resumo com 0S

resultados obtidos.

Quadro 1 - Resultado da andlise dos tipos de introdu¢do dos contetdos em
estudo.

Tema | Tipo | Classificacdo | L1 | L2 | L3 | L4 | L5 | L6 | L7 | L8 | L9 | L1O

Al X X X X

A2 X

A3 X

A Pragmaética
Ad X X

A5 X X

A6 X

Bl X X X

B2 | Pragmatica X X X X X X

B B3 X

B4 Intelectual X X X X X X X

B5 Pragmatica X

C1 X X - - X X - X X
C Intelectual

C2 - - X -

Fonte: Dados do pesquisador.

4.3. Descricao dos tipos de exercicios propostos sobre os

conteudos em estudo

De acordo com Brousseau (1996, p. 37), “saber Matematica ndo € apenas
aprender definicbes e teoremas, a fim de reconhecer as ocasides em que eles
podem ser utilizados e aplicados; fazer Matematica implica resolver problemas”.

Entendemos que encontrar boas questdes é tdo importante quanto determinar
suas solucdes e, por isso, analisamos, em cada tema estudado, 0s exercicios
propostos pelos autores dos livros didaticos aprovados pelo PNLD/2011. Nesta
secado serdo apresentadas as classificacdes que criamos para os tipos de atividades

encontradas.
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(EA): Angulos formados por duas retas paralelas cortadas por uma

transversal.

Tipo EA1 — Medicéo
Pede-se que o aluno, utilizando o transferidor, determine a medida dos

angulos formados pelas paralelas cortadas por uma transversal.

Tipo EA2 — Conceito e nomenclatura
Pede-se que o aluno dé os nomes dos pares dos angulos formados por retas
paralelas e uma transversal, ou dé as relacbes existentes entre eles, bem como

justifique se as retas sao paralelas ou ndo, dados alguns pares de angulos.

Observe a figura e depois responda as b) E os angulos BAC (em verde) e EFG
questoes. (em azul)? Correspondentes.

¢) Como sao chamados os angulos
BAC e DAE? Opostos pelo vértice.

d) BAC e DAE sio angulos iguais? Sim.

e) DAE e EFG sao angulos iguais?

NZo. S6 seriam iguais se as retas r e s fossem paralelas.

As retas r e s ndo sao paralelas.

a) Que nome tém os angulos DAE e
EFG (ambos em azul)? Alternos internos.

Figura 14: Exercicio de angulos formados por paralelas e uma transversal.
Fonte: Matematica — IMENES & LELLIS, 8° ano (2009, p. 97).

Tipo EA3 — Calculo baseados em figuras
Séo fornecidos alguns angulos da figura para que o aluno encontre 0s outros
angulos pedidos, usando as relacdes entre os angulos formados pelas retas

paralelas e uma transversal.
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Em alguns exercicios ndo ha dados de medidas de angulos e sim uma
representacdo dos angulos por mondmios ou polindbmios, para que o aluno

determine a medida do angulo pedido usando conhecimentos de Algebra.

Sendo a // b, calcule x, y e z indicados em cada figura

4 l \ - »

Figura 15: Exercicio sugerido para calcular &ngulos formados por paralelas e uma transversal.
Fonte: Matematica e Realidade — GELSON IEZZI, 8° ano (2009, p. 96).

Tipo EA4 — Desenho e calculo

Para resolver estas atividades os alunos precisam saber ndo somente as
nomenclaturas dos angulos formados por retas paralelas e uma transversal, como
também ter percepcdo geométrica destes elementos no momento em que for

desenha-los, para posteriormente utilizar conceitos para os calculos.

Tipo EA5 — Calculo, mobilizando conceitos prévios.

Sao exercicios que além do aluno utilizar o conhecimento dos &angulos
formados por retas paralelas e uma transversal para resolvé-los, devem usar
conhecimentos ja trabalhados nas cole¢des, como propriedades geométricas do

paralelogramo, do retangulo, sobre angulos complementares, entre outros.

A figura a seguir é um retangulo no qual
foi tracada a diagonal AC. Se b vale 32° entao a
rale:
a) 58° b) 48 c) 68 d) 56° e) 60
D _ C
bl
!
Dot
B
A B

Figura 16: Exercicio sugerido para calcular os angulos internos de um retangulo.
Fonte: A Conquista da Matemética — GIOVANNI JR, 8° ano (2009, p. 234).
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Tipo EA6 — Conjecturas, argumentagcéo e demonstragao

Exercicios que cuja resolucdo envolve o uso da relacdo existente entre 0s
angulos formados por retas paralelas e uma transversal para introduzir um novo
contelido ou para estabelecer relagbes, observacdes, exploracdes, investigacdes e
conjecturas.

g2 Demonstre que os angulos opostos de qualquer para-
lelogramo sao congruentes.

d

Sugestao: a e c sao angulos opostos do paralelo
gramo. Por isso, vocé deve mostrar que a — ¢. Pense
nos angulos a e x e depois nos angulos x e ¢.

Figura 17: Exercicio sugerido para demonstrar a congruéncia de angulos opostos de um
paralelogramo.
Fonte: Matematica na medida certa — JAKUBO J., 8° ano (2009, p. 131).

(EB): Propriedade da soma dos angulos internos de um triangulo

Tipo EB1 — Medicao
Pede-se que o aluno, utilizando o transferidor, determine a medida dos

angulos de triangulos desenhados no livro.

Utilizgndo um transferidor, determine a medida de cada um dos angulos internos dos poligonos a
seguir.

C

Figura 18: Exercicio sugerido para verificar a soma dos angulos internos do triangulo.
Fonte: Aplicando a Mateméatica — JACKSON RIBEIRO, 8° ano (2009, p. 82).
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Tipo EB2 — Célculo, em que o ponto de referéncia € 180°.

a - Sao fornecidos dois angulos e, através da “férmula” da soma dos angulos

internos do triangulo, o aluno deve encontrar o terceiro angulo.

Calcule a medida do angulo 4 em cada um dos triangulos a seguir:

Figura 19: Exercicio sugerido para calcular um angulo do tridngulo.
Fonte: Aplicando a Matemética — REIS & TROVON, 8° ano (2009, p. 73).

b — N&o ha dados de medidas de angulos e sim uma representacdo dos
angulos por mondémios ou polinémios para que o aluno, recorrendo a manipulagéo

algébrica, determinar a medida dos angulos dos triangulos.

Usando uma equagdo, determine a me-
dida dos trés ﬁngulos de cada triangulo:

a) " Aqui, vocé tem b)
3x mais 2x mais
X |gual a

50°, 60" e70°

DAWIDSON FRANGA

30°, 60° e 90°

Figura 20: Exercicio sugerido para calcular &ngulos do triangulo.
Fonte: Matemética — IMENES & LELLIS, 8° ano (2009, p. 101).

Tipo EB3 — Célculo, mobilizando conceitos prévios.
S&o exercicios que além do aluno utilizar a propriedade da soma dos angulos

internos do triangulo para resolvé-los, exigem o uso de conhecimentos ja

trabalhados nas colecdes.
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a — Angulos adjacentes suplementares

Determine o valor de x, em graus, em cada um dos triangulos:

160 140

Figura 21: Exercicio sugerido para calcular o angulo de um triangulo.
Fonte: Tudo é Matematica — DANTE, 8° ano (2009, p. 161).

b — Angulos formados por paralelas e transversais.

Sabendo que as retas r e s sao paralelas, calcule x, y e z.

-

Figura 22: Exercicio sugerido para calcular angulos de um triangulo.
Fonte: Matematica e Realidade — IEZZI, 8° ano (2009, p. 111).

¢ — Angulos opostos pelo vértice.
Determine o valor de x
v 100°
WM

125

Figura 23: Exercicio sugerido para calcular angulos de um triangulo.
Fonte: A Conquista da Matemética — GIOVANNI JR, 8° ano (2009, p. 251).



d — Propriedades dos tridangulos isésceles.

Nesta circunferéncia, A é o centro e MN € uma
corda.

A

DM
[850 ]
| ,'

J e
| /
oA
L

a) Os segmentos de reta AM e AN tém medidas
iguais? Por qué?

b) Que tipo de tridngulo e AMN? Por qué?

¢) Quais sdo as medidas dos angulos ANM e
NMA?

Figura 24: Exercicio sugerido para calcular &ngulos de um tridngulo isosceles.
Fonte: Matematica Ideias e Desafios — IRACEMA E DULCE, 7° ano (2009, p. 186).

Tipo EB4 — Conjecturas, argumentacdo e demonstracao

Exercicios que utilizam a propriedade da soma dos angulos internos para
introduzir um novo contetdo ou que levam o aluno a: estabelecer relacdes,

observar, explorar, investigar e conjecturar.

Exemplo: Generalizacdo da soma dos angulos internos dos poligonos através
da diviséo das figuras em triangulos.

Com base no que vocé viu no exercicio anterior, quantos graus mede a soma
P+Q + R+ S + T (angulos internos do pentagono)?

Figura 25: Exercicio sugerido para calcular angulos de um poligono.
Fonte: Aplicando a Mateméatica — REIS & TROVON, 8° ano (2009, p. 73).

88



Tipo EB5 — Construcdo Geométrica

Exercicios que propbe ao aluno a construcdo geométrica de figuras, para

posteriormente utilizar a propriedade da soma dos angulos internos do triangulo.

31. Faga o que se pede.
a) Usando régua e esquadro, execute b) Fazendo a construgdo exa.tamen'
esta construgao: Construgao do aluno. te como foi proposto, voceé tragou
retas perpendiculares. Note que a
primeira reta tragada forma angu-
lo de 30° com a régua, devido ao
esquadro escolhido. Explique: por
que sdo perpendiculares as duas re-
tas tracadas?

ADILSON SECCO

Figura 26: Exercicio — Constru¢do geométrica.
Fonte: Matematica — IMENES & LELLIS, 8° ano (2009, p. 103).

(EC): Relacdo entre as medidas de um angulo externo e os internos nao
adjacentes de um triangulo.

Tipo EC1 — Investigacao e deducao
Por meio de uma construcédo algébrica une-se a propriedade da soma dos

angulos internos de um triangulo a nocdo de angulos adjacentes suplementares,
deduzindo-se assim, a relacdo em estudo.

a) Prove que e = a + b. Yara 1ss0, siga
estes passos:

b) Escreva em seu caderno, com suas
palavras, o que significa a igualda-
de do item anterior. Para ajudar,

g damos uma informagao: o angulo
£ §  em amarelo chama-se
2 do triangulo.
e=180°—-N
a+tb+c=0
a+b=H

Conclusao: ®

Figura 27: Exercicio sugerido para demonstrar a relagdo entre angulo externo e interno do tridngulo.
Fonte: Matematica - IMENES & LELLIS, 8° ano (2009, p. 101).
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Tipo EC2 — Calculos.

Sao fornecidos dois angulos internos do triangulo e, através da “formula” da
relacdo entre as medidas de um angulo externo e os internos néo adjacentes de um
triangulo, o aluno deve encontrar o angulo pedido.

Em alguns exercicios ndo ha dados de medidas de angulos e sim uma
representacéo dos angulos por mondémios ou polindbmios para que o aluno determine

as medidas dos angulos recorrendo a manipulacdes algébricas.

D ] 11} - wmwardiIAdAs AA ST I o o
Calcule a medida do angulo B no trianguls
ABC abalxo
A
A
X — 78\
X 135

Figura 28: Exercicio sugerido para calcular os &ngulos internos de um tridangulo, dado um angulo
externo ndo adjacente a eles.
Fonte: A Conquista da Matemética — GIOVANNI JR, 8° ano (2009, p. 276).

Tipo EC3 — Célculo, mobilizando conceitos prévios.

Sao exercicios nos quais o aluno, além de utilizar a relacdo entre angulos
internos e externos ndo adjacentes do triangulo, para resolvé-los, deve usar
conhecimentos j& trabalhados nas cole¢cBes, como: angulos adjacentes
suplementares, angulos opostos pelo vértice, angulos, angulos alternos internos,

classificacdo de triangulos, bissetriz, entre outros.

Observe esta figura e calcule o valor de y:

B

158
Y[

Figura 29: Exercicio sugerido para calcular o &ngulo externo de um tridngulo.
Fonte: Tudo é Matemética — DANTE, 8° ano (2009, p. 176).
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4.4. Analise dos tipos de exercicios propostos sobre os

conteudos em estudo

Nesta secao discutimos, para cada tema em estudo, se os autores dos livros
envolvem os alunos no processo de desenvolvimento da capacidade de demonstrar,
propondo discussdes, trabalhos em grupos, ou se h4 simplesmente uma repeticéo
das ideias apresentadas na introducao dos conteudos, durante os exercicios.

(EA): Angulos formados por duas retas paralelas cortadas por uma transversal

Como ja comentado, os dez livros analisados contemplam atividades sobre
angulos formados por duas retas paralelas cortadas por uma transversal. Em todos
eles h&a exercicios que tém como objetivo a simples e pura computacdo de dados
(EA3) e estes sao propostos em maior quantidade que os de outros tipos. Em
contrapartida, as atividades que utilizam o conteddo em foco para fundamentar
outras propriedades e/ou trabalhar deducéo, justificacéo, verificacdo e demonstracao
(EA6) ndo aparecem na maioria dos livros. Apenas os livros L1, L5, L7 e L9
contemplam exercicios que ajudam o aluno a desenvolver competéncias complexas,
como: explorar, estabelecer relacbes, provar e generalizar. Portanto, concluimos que
as atividades dos livros analisados sobre angulos formados por retas paralelas
pouco instigam o aluno a observar, investigar, conjecturar e demonstrar.

Somente o L9 faz o uso de todos os tipos de exercicios descritos na secao
anterior.

Todas as obras analisadas utilizam conhecimentos ja trabalhados na colegéo
(EA5) em exercicios do capitulo de angulos formados por retas paralelas, o que
consideramos importante, ja que esta pratica contribui para que o aluno perceba
interligagdes entre diferentes topicos da geometria.

Observamos também a néo valorizacdo da interacéo entre alunos, o que nao
contribui para o desenvolvimento de competéncias importantes como a comparagao
e defesa de diferentes estratégias de resolugcdo de problemas em Matemética.
Somente em dois dos livros analisados, L3 e L9, foram encontradas atividades para
serem realizadas em grupo, e que efetivamente favorecem a troca de ideias e o

aprendizado mutuo. E lamentavel que livros para serem utilizados a partir de 2011,
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por trés anos consecutivos, ou seja, até 2013, ndo proponham atividades em

ambiente de Geometria Dinamica.

Em nenhum dos exercicios das dez cole¢cbes analisadas foram detectadas

relacbes da geometria em estudo com conhecimentos extraescolares ou com

contextos da vida cotidiana.

O quadro 2, abaixo, apresenta o resumo quantitativo de cada tipo de exercicio

encontrado nos livros analisados.

Quadro 2 - Resultado quantitativo das atividades relativas a angulos

formados por duas retas paralelas e uma transversal encontradas em cada colecéo.

Tipo de L9
o L1 L2 L3 L4 L5 L6 L7 L8 L10 TOTAL
atividade (7°/8°)
0+1=
EAl1 1
1
3+0=
EA2 3 2 6 6 2 2 5 3 4 33
3+7=
EA3 13 16 1 6 13 8 5 5 10 9 86
0+2=
EA4 4 6 1 2 1 14
0+2=
EA5 1 7 8 11 3 2 4 2 5 3 43
1+1=
EAG6 3 3 4 5 12
TOTAL 20 29 15 23 21 16 15 13 20 17 189

Fonte: Dados do pesquisador.

(EB): Propriedade da soma dos angulos internos de um triangulo

Dentre o0s dez

livros analisados,

nove possuem atividades sobre a

propriedade da soma dos angulos internos do triangulo. A diferenca entre eles reside

no enfoque que oferecem. O livro que ndo traz exercicios especificos sobre este
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topico é o L1. Apesar de este livro introduzir a propriedade da soma dos angulos
internos do tridngulo, isto é feito para apoiar a apresenta¢do da soma dos angulos
internos de um poligono qualquer, na mesma secao. Assim, nesta obra, os
exercicios do capitulo s6 focam a “férmula” da soma dos angulos internos de um
poligono qualquer, optando por deixar de lado a apresentagdo de exercicios que
explorem separadamente a soma dos angulos internos de um triangulo, tema
trabalhado no inicio da secéao.

Nos demais livros 0s exercicios mecanicos ou bracais (tipos EB2 e EB3)
aparecem em grande quantidade. Em contrapartida, as atividades que utilizam o
contetdo em foco para fundamentar outras propriedades e/ou trabalhar deducéo,
justificacéo, verificacdo e demonstracdo (EB4 e EB5) sdo apenas 15% do total de
exercicios encontrados nas colecdes. Por isso, concluimos, mais uma vez, que 0s
autores dos livros analisados, pouco instigam o aluno a observar, investigar,
conjecturar e demonstrar.

O L6 ¢é o livro gue mais possui atividades sobre o tema em questao, sendo em
sua maioria (82% do total) exercicios de calculos que fazem o uso de conhecimentos
prévios, tipo EB3. Este modelo de exercicio € o mais utilizado nas cole¢cbes
analisadas, o que nos leva a concluir que todos os autores tém a preocupacao de
retomar constantemente contetdos ja trabalhados. Porém, na maioria dos casos,
eles ndo mencionam o que esta sendo revisitado.

Nos livros L2 e L10 todas as atividades envolvem apenas célculos (tipos EB2
e EB3), ndo sdo propostas atividades que contribuam para o desenvolvimento de
habilidades de deducéo, justificacao, verificacao, etc (tipos EB4 e EB5).

Também para este tema ndo ha atividades para serem desenvolvidas em
grupo. Pode-se afirmar que os autores parecem nao valorizar o trabalho de grupo,
pelo menos no campo da geometria. Somente no L3 foram encontrados dois
exercicios que sugeriam que os alunos analisassem o problema dado em grupo,
trocassem ideias e explicassem suas respostas.

Verificamos, mais uma vez que nenhum dos dez livros contempla atividades
de construcdo em ambiente de Geometria Dinamica e nem utilizam nas atividades

envolvendo contextos ou conhecimentos extraescolares.

O Quadro 3, abaixo, apresenta o resumo quantitativo de cada tipo de

exercicio encontrado nos livros analisados.
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soma dos angulos internos do triangulo encontradas em cada livro.

Quadro 3 - Resultado quantitativo das atividades relativas a propriedade da

Tipo de L3 L4 L8 L9 L10
N L1 | L2 L5 | L6 | L7 TOTAL
atividade (6°18°) | (7°/8°) (7°/8%) | (7°/8°) | (7°/8°)
1+0= | 2+0=
EB1 3
1 2
£B2 5 0+11= 7+1= 5 3 5 1+7= 5+3=|3+1= 58
11 8 8 8 4
0+7= 5+10= 0+1= 1+7=|0+6=
EB3 13 11 | 22 | 11 94
7 15 1 8 6
0+6= 1+0 = 1+0= | 3+2=
EB4 5 2 4 24
6 1 1 5
0+1= 2+0-=
EB5 1 4
1 2
TOTAL 0 19 24 25 22 | 27 | 20 13 23 10 183

Fonte: Dados do pesquisador.

(EC): Relacdo entre as medidas de um angulo externo e os internos nao

adjacentes de um triangulo.

Dos dez livros analisados, sete contemplam atividades sobre a relacdo entre
angulos externos e internos ndo adjacentes do triangulo, sendo os livros L1 e L2 os
gue mais possuem exercicios sobre este tema.

O L5 apresenta apenas um exercicio e este faz apelo a argumentacéo,
conjectura e demonstracdo (tipo EC1) para deduzir a relagcdo entre um angulo
externo e os angulos internos ndo-adjacentes de um triangulo. Com excecao desta
tarefa, todos os outros 34 exercicios analisados nos dez livros baseiam-se somente
em célculos, tipo EC2 e EC3. Este dado nos leva a concluir que estes livros abordam
este conteudo apenas com enfoque procedimental e, por isso, apresentam
exercicios onde calculos e formulas sdo a base das questdes, sem intencéo

aparente de desenvolver no aluno o espirito da argumentagao.
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Outros dois pontos importantes que observamos sao: nenhum exercicio

propde que os alunos trabalhem em grupo, discutam e troquem ideias, 0 que seria

importante para reforcar a aprendizagem conceitual e desenvolver a habilidade de

interacdo e participacdo social; e nenhum livro traz exercicios que valorizem as

construcdes em ambiente de Geometria Dinamica.

No Quadro 4, abaixo, apresentamos 0 resumo quantitativo de cada tipo de

exercicio encontrado nos livros analisados.

Quadro 4 - Resultado quantitativo das atividades relativas ao tema relacao

entre as medidas de um angulo externo e os internos ndo adjacentes de um

triangulo.

Tipo de

o L1 | L2 L3 L4 L5 | L6 | L7 L8 L9 L10 | TOTAL
atividade

EC1 - - 1 - 1
EC2 2 6 - - 1 1 - 4 3 17
EC3 7 2 - - 5 - 2 1 17

TOTAL 9 8 - - 1 6 1 - 6 4 35

Fonte: Dados do pesquisador.

Depois da descricdo e analise das atividades propostas aos alunos pelos

autores dos livros didaticos

analisados, sobre os temas abordados neste estudo,

construimos a Quadro 5 abaixo, no qual apresentamos um resumo com 0S

resultados obtidos.
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Quadro 5 - Resultado da analise dos tipos de exercicios propostos aos

alunos sobre os contetidos em estudo.

Tema Tipo | L1 L2 L3 L4 L5 L6 L7 L8 L9 L10

EA EA1 X
EA2 | X X X X X X X X X
EA3 | X X X X X X X X X X
EA4 X X X X X
EA5 | X X X X X X X X X X
EAG6 | X X X X

EB EB1 X X
EB2 X X X X X X X X X
EB3 X X X X X X X X
EB4 X X X X X X X
EBS X X X

EC EC1 - - X -
EC2 | X X - - X X - X X
EC3 | X X - - X - X X

Fonte: Dados do pesquisador.

Comparando as informacBes fornecidas pelo FNDE, apresentadas
anteriormente na secao 3.1, que mostram que os livros L2 e L6 foram as obras mais
adotadas em 2012 nas escolas publicas do Rio de Janeiro, e os dados levantados
nesta pesquisa, podemos concluir que os professores, em sua maioria, preferem
livros que introduzem os conteludos através de provas intelectuais, mas que durante
0s exercicios ddo maior atencao a procedimentos, algoritmos e férmulas.

As caracteristicas apresentadas neste trabalho sobre estes livros estdo de
acordo com a avaliacdo feita pelo PNLD/2011. De acordo com as resenhas, a
metodologia adotada por estes autores privilegia a apresentacao formal dos
contetdos e da énfase a habilidade de calculo, ndo favorecendo uma participacao
ativa dos alunos na constru¢cdo de seus conhecimentos. Ainda, na avaliagédo foi
mencionado que ha articulagbes entre os conhecimentos que estdo sendo

abordados e aqueles apresentados em anos anteriores, como haviamos observado.
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5. CONSIDERACOES SOBRE OS RESULTADOS DESTA

PESQUISA

Nos ultimos anos, as pesquisas e as praticas em sala de aula na area da
Educacdo Matematica tém avancado muito e, cada vez mais se enfatiza o papel que
o livro didatico desempenha no processo de ensino, visto que ele é uma das
principais fontes de consulta do professor para elaborar suas aulas.

Neste contexto, apresentamos, com a expectativa de poder contribuir para o
trabalho do professor em sala de aula, a pesquisa realizada. Nela foram analisados
livros didaticos aprovados pelo PNLD/2011, objetivando compreender como Sao
trabalhadas as argumentacdes e provas de trés conteidos geométricos:

- Angulos formados por duas retas paralelas e uma transversal;

- Soma dos angulos internos do triangulo;

- Relacao entre as medidas de angulos internos e externos nao adjacentes do
tridngulo.

Para orientar esta pesquisa, buscamos responder a seguinte pergunta:

Como sao trabalhadas as argumentacbes e provas no ensino da
Geometria, no que diz respeito as orientacfes pedagdgicas indicadas pelos
livros didaticos de Matematica?

Este trabalho foi organizado com base nos principios metodolégicos da obra
“Analise de Conteudo” de Bardin e, nele, utilizamos os tipos de provas propostos por
Balacheff (1988) como ferramenta de andlise, o que nos permitiu verificar como os
conceitos abordados neste estudo sdo tratados nos livros didaticos selecionados.

A partir deste referencial tedrico, observamos que, em geral, os autores dos
dez cole¢cdes mesclam provas pragmaticas e intelectuais para validar teoremas e
propriedades apresentadas. Alguns autores privilegiam, ao introduzir um novo
conteudo, atividades que se pautam por acdes de natureza exploratéria-
investigativas (L3, L8, L10), outros apresentam demonstracdes formais para valida-
los (L1, L5, L7), e alguns o fazem através de uma experiéncia para depois concluir

com uma demonstracao mais formal (L2, L4, L6 e L9).
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Ressaltamos que as demonstracdes apresentadas pelos autores dos livros
analisados sdo perfeitamente compreensiveis para os alunos e, apesar de alguns
livros ndo apresentarem estas demonstracoes, o professor ndo deve omiti-las.

E certo que algumas propriedades deveriam ser demonstradas com mais rigor
matematico, entretanto, muitos alunos ndo veriam sentido em tal rigor, veriam
apenas “complicagao’.

Em relacdo a andlise feita nas atividades propostas para os alunos, podemos
dizer que as tarefas de natureza investigativa estdo ausentes na maioria dos livros e
que, embora muitos autores dos livros didaticos analisados apresentem diversos
contelidos através de provas intelectuais, a maioria deles ndo incentiva atividades
gue valorizem observar, explorar, investigar, conjecturar e demonstrar. Ou seja, ndo
ampliam aspectos mais formais de aprendizagem Matematica do aluno com
demonstracdes. Os exercicios sdo muitas vezes repetitivos e, por vezes conduzem
os alunos as atividades de reproducéo dos pensamentos elaborados por outros, em
vez de se ocuparem no processo de construcdo do seu préprio conhecimento.

Sendo os livios L2 e L6 as obras mais adotadas em 2012 nas escolas
publicas do Rio de Janeiro, concluimos que os professores, em sua maioria,
preferem livros que introduzem os conteludos através de provas intelectuais, com
grande variedade de exercicios que privilegiam a habilidade de calculo, néo
oferecendo muitas oportunidades para o aluno pensar de forma auténoma.

Diante dos resultados encontrados, sugerimos que os professores ndo fiquem
restrito a colecdo adotada, mas busque outras fontes e materiais que auxiliem na
preparacao de situacdes e atividades que ajudem os alunos a desenvolver o seu
raciocinio l6gico e os prepare para dominar a habilidade de argumentacdo. Sendo
assim, propomos algumas destas estratégias a serem trabalhadas com os alunos:

e formar duplas para que construam uma solucao (com justificativa) para
problemas previamente discutidos em aula;

e solicitar a avaliagao das justificativas apresentadas por outros alunos;

e pedir que identifiguem as hipoteses e teses de uma afirmativa;

e resolver problema desafio que requerem raciocinio l6gico em todas as
aulas.

Com essas estratégias, 0s professores devem conseguir grandes progressos

na habilidade de argumentacé&o dos alunos, porém devemos salientar que um ano
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escolar ndo é suficiente para obter respostas satisfatérias; € necessario um trabalho
longo e continuo para conseguir sucesso nessa tarefa.

Quanto a geometria dinamica, consideramos que sua utilizacdo pode
contribuir para que os alunos entendam melhor o significado das demonstracoes.
Com os desenhos em movimento, os alunos podem desenvolver progressivamente
habilidades para construir seus proprios argumentos, favorecendo os pensamentos
de natureza visual, fonte de insights para a construcdo de demonstracoes.

Como é recente 0 uso da tecnologia na sala de aula, consideramos
necessarias mais investigacoes para que se definam maneiras adequadas de utilizar
a geometria dinamica para este fim.

Esta pesquisa contribuiu de uma forma decisiva para a formacéo profissional
de seu pesquisador. Um fato muito importante foi conhecer com maior profundidade
0 Guia do Livro Didatico do PNLD, pois ndo sabiamos de sua total importancia e que
este continha tantas informacdes sobre os critérios de analise e elaboracdo das
resenhas efetuadas pelos especialistas. Com isso, estamos, agora, mais atentos ao
processo de escolha dos livros na Escola, buscando envolver mais os colegas e
criando melhores condicbes para que nossa participacdo seja efetiva. Hoje, com
certeza, temos maior conscientizacdo de nossa responsabilidade na escolha do livro
didatico e estamos mais atentos a importdncia do trabalho com provas e
argumentacdes para a formacao de nossos alunos.

O resultado desta pesquisa foi positivo, pois provocou uma reflexdo sobre os
contetdos nos livros didaticos analisados e as recomendagdes dos documentos
oficiais e levou a resposta de que todos estdo em busca de minimizar as dificuldades
tanto para o professor como para o aluno, em relacdo ao processo de ensino e
aprendizagem. Cada livro tem suas caracteristicas, mas todos trabalham com
responsabilidade para proporcionar ao aluno o maximo de informacdo, para que
possam alcancar um caminho alternativo na busca de uma compreensao maior e
melhor, desenvolvendo o raciocinio l6gico e modos de pensar.

Esperamos que as informacdes aqui apresentadas possam ser utilizadas de
alguma forma para a melhoria do processo ensino e aprendizagem, mas ainda ha

guestdes que podem ser objeto de outras pesquisas:
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e Como os alunos constroem os conceitos com base na abordagem feita
no livro didéatico?
e Os livros didéticos constituem o melhor caminho na aprendizagem dos

alunos?

E necessario ao professor, a fim de ampliar seus conhecimentos, a consulta a
mais de uma obra para explorar um determinado conteudo, para, em seguranca,
transmiti-lo a seus alunos. O livro didatico € um eficiente recurso da aprendizagem
no contexto escolar e, sua eficiéncia depende, todavia, de uma adequada escolha e

utilizagéo.
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