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Capitulo 1

Introducao

1.1 A Proposta da Dissertacao

Esta dissertacao de mestrado propoe uma tecnologia para redacao de textos ma-
tematicos e apresenta uma descricao funcional de sua implementacao através da
integracao de duas plataformas computacionais: um Sistema de Gestao da Aprendi-
zagem (LMS) e um Sistema de Computagao Algébrica (CAS). Também analisamos a
viabilidade de uso da tecnologia proposta em cursos regulares de matematica, tanto
na sala de aula quanto em interagoes extraclasse, proporcionando ao professor um
poderoso complemento didatico e aos estudantes um espago amigavel para discutir

conceitos e abordar contetidos proprios a matematica.

Para a implementacao desta tecnologia, foi concebida uma sintaxe de redacao
que permite, em um documento de texto, introduzir expressoes matemaéticas a serem
processadas e exibidas na tela do computador sempre que o documento é trazido
a visualizagao. Esta sintaxe prevé a inclusao de comandos a serem processados
pelo CAS, permitindo ao usuario explorar toda a potencialidade oferecida por um
software deste porte, ao mesmo tempo em que usufrui das conhecidas facilidades

disponiveis em uma plataforma LMS.

Utilizamos a plataforma Moodle (DOUGIAMAS, 2003, [3]; MOORE, 2003, [11])
por ser hoje o LMS de grande uso, em conjunto com o Maxima (SOUZA et al,
2004, [13]), um CAS bastante difundido na comunidade académica. E importante
assinalar que as escolhas do Moodle e do Maxima nao foram arbitrarias: estes
programas sao largamente difundidos na comunidade académica, sao relativamente
faceis de instalar, alterar e manter, além de possuirem codigo aberto. Ressaltamos,
entretanto, que a tecnologia que estamos propondo poderia ser implementada através

da integracao de outros programas de naturezas similares ao Moodle e ao Maxima.

A interacao com o CAS possibilita a insercao de conteido mateméatico dinamico



em um documento de texto, da seguinte forma: expressoes matematicas envolvidas
entre cifroes no texto sendo editado (em uma sintaxe analoga a do processador de
textos IXTEX) sdo analisadas, com o objetivo de identificar trechos que exijam pro-
cessamento matematico. Estas por¢oes sao destacadas do texto e enviadas ao CAS,
que realiza os calculos necessarios e emite as respostas requeridas. Na exibicao, as
respostas do CAS sao inseridas nos locais apropriados do texto, onde originalmente

havia as expressoes.

Os documentos de texto contendo expressoes matemaéticas, incluindo af o que de-
nominamos scripts, formam um acervo didatico que fica acessivel aos participantes
inscritos em um dado curso no LMS. Um script, conforme definiremos no Capitulo
2, nada mais ¢ do que um documento que contém grupos de comandos a serem
processados pelo CAS, em forma algoritmica, e cujos resultados serao visualizados
no momento da exibicao final do documento na tela. O usuério pode alterar dados
e o proprio algoritmo de um script quantas vezes julgar necessario e reprocessar o
documento online. Esta capacidade de reprocessar o documento a qualquer tempo
mostrou-se um poderoso recurso didatico, tanto para uso em sala de aula quanto
para uso extraclasse por parte dos alunos, que podem, a partir de um script dis-
ponibilizado pelo professor, produzir alteragoes e, com isto, explorar variacoes de

cenarios distintos sobre um mesmo topico da disciplina.

Uma das vantagens principais desta ferramenta que propomos é a singularidade
desta integracao entre um LMS e um CAS: por um lado, agregamos ao CAS uma
interface amigavel de uso e, por outro, acrescentamos ao LMS a capacidade de

processar e exibir, com qualidade, conteido matematico.

Este ganho é potencializado na medida em que o uso remoto via internet e as
possibilidades de replicar este modelo em multiplos cursos permitem o acesso em
larga escala por parte da comunidade a uma ferramenta para comunicacao efetiva e

processamento de conteiidos mateméticos.

A tecnologia e sua implementacao, validadas neste trabalho, constituem mais um
elemento que faz parte de um conjunto de produtos desenvolvidos no Laboratorio de
Pesquisa e Desenvolvimento em Ensino de Matematica e Ciéncias — LIMC/UFRJ !
em uma perspectiva que visa a ampliar o acesso ao ensino de matematica ao mesmo
tempo que permite variagoes didaticas com uso de tecnologia em sala de aula, bem
como funcionalidades para sistemas com atuacao remota visando a viabilizar o En-
sino de Matematica a Distancia. Neste contexto, os recursos tecnologicos devem ser
projetados para que atuem como mediadores do processo de ensino e aprendizagem
criando novas possibilidades a serem exploradas por professores na elaboracao de

suas aulas, bem como disponibilizando ao aluno ferramentas didéaticos que contri-

lyww.limc.ufrj.br



buam efetivamente ao bom entendimento de conceitos fundamentais.

1.2 Justificativa

O desenvolvimento da tecnologia e sua implementacao por meio da integracao dos
ambientes computacionais ja citados — o Moodle e o Maxima — originaram-se da
observacao de uso em sala de aula da plataforma MathMoodle, previamente desen-
volvida por nos e descrita por (DEVOLDER, 2008, [2]|). O objetivo era integrar um
sistema de computagao algébrica (CAS) a um sistema de gerenciamento de contet-
dos voltados para o ensino e aprendizagem (LMS). Desde a sua versao preliminar,
o MathMoodle vem sendo gradualmente introduzido em disciplinas de cunho ma-
tematico na Universidade Federal do Rio de Janeiro, tanto como suporte a aulas
presenciais quanto para atividades realizadas fora da sala de aula por alunos e mo-

nitores.

A primeira disciplina que utilizou o MathMoodle, ainda em sua versao preli-
minar, foi objeto de pesquisa na dissertacao de mestrado de (SILVA, 2009, [12]),
que acompanhou durante um semestre um curso de Calculo IT em que o professor
incentivou o uso da plataforma propondo atividades complementares. Os alunos
e o professor usaram a plataforma em atividades que exploravam meios sincronos
e assincronos do LMS para comunicar conteiidos matemaéticos, especialmente por

foruns e chats.

Da anélise e observacoes dos resultados obtidos no trabalho desenvolvido por
(SILVA, 2009, [12]) surgiram as primeiras ideias que motivaram o desenvolvimento
deste nosso trabalho. Recolhemos as impressoes de alunos, do professor da disci-
plina e do proprio pesquisador, identificando algumas demandas que ocasionaram a

reformulacao do MathMoodle.

Dois pontos relevantes, observados durante este primeiro experimento, motivaram-

nos a redesenhar completamente a plataforma:

e Problemas relacionados a erros ou instabilidades, proprios a sistemas em teste,

que acabaram por desviar o foco do contetido ensinado;

e A heterogeneidade da sintaxe que haviamos proposto na primeira versao do
MathMoodle: os comandos matematicos e de exibicao eram introduzidos no
texto sem qualquer delimitacao léxica e a distin¢ao entre eles nao era clara
para o usuario. As dificuldades com a sintaxe acabavam por desviar a atencao
dos alunos do contetido matemético sendo ensinado, desmotivando-os ao uso

da plataforma.



A busca pela solucao destes probelmas levou ao aprimoramento da ferramenta
que possuiamos, de modo que ela pudesse contribuir efetivamente para o enriqueci-
mento didatico das aulas e levasse os alunos a um melhor entendimento de conceitos
fundamentais as disciplinas de matematica. Os detalhes acerca dos erros detectados

e das correcoes ao projeto serao brevemente descritos no Capitulo 2.

A implementacao atual, fruto de uma total revisao, descrita no Capitulo 2,
baseia-se no fato de a edicao de textos no Moodle estar concentrada em um tnico mo-
dulo: o editor TinyMCE?. Acrescentando funcionalidades a este modulo, tornamo-lo
capaz de interagir com o Maxima e processar de forma online calculos matemati-
cos. Este novo modulo aumentado, que denominamos Math Writing, é o cerne da
tecnologia que descreveremos neste trabalho. Ele permite, através de uma sintaxe
semelhante a do IXTEX, inserir expressoes matematicas em documentos processados

pelos demais modulos do Moodle: Chats, Foruns, Glossarios, dentre outros.

Um olhar mais analitico apds o processo de redesenho do MathMoodle revelou
que tinhamos em maos nao apenas uma integracao entre programas existentes, mas
sim uma tecnologia de redacao matematica, que pode concretizar-se computacional-
mente de diferentes maneiras: A integragao Moodle-Maxima-Navegador Web, objeto
desta dissertacao, ¢ apenas uma das possibilidades, mas outras implementagoes sao

possiveis. E esta tecnologia e seus componentes que detalharemos no Capitulo 2.

Para verificacao e analise da viabilidade do uso da tecnologia desenvolvida e de
sua implementacao, acompanhamos a sua aplicagao em uma disciplina regular de
Algebra Linear II ministrado no Instituto de Matematica da Universidade Federal
do Rio de Janeiro. Inicialmente foi feito um estudo das necessidades e demandas
do professor da disciplina e uma previsao de aspectos desejaveis que pudessem ser
oferecidos pela ferramenta a ser desenvolvida, tanto em sala de aula quanto em
atividades extraclasse desenvolvidos no LMS e ainda as agoes que deveriam orientar
as aulas de monitoria (GUIMARAES et al, 2012, [3]).

Durante o acompanhamento das aulas de Algebra Linear II, notamos que a dis-
ponibilizacao de scripts em um curso mostrou-se um recurso didatico valioso: tanto
o professor os utilizava em sala de aula, produzindo uma variada gama de exemplos
a fim de ilustrar amplamente um determinado topico, quanto os alunos eram incen-
tivados, a partir dos scripts oferecidos, a altera-los e a produzir, a partir deles, os

seus proprios scripts.

Esta demanda, inusitada até entao, motivou-nos o acréscimo de um novo mo-
dulo no Moodle, que pode ser incorporado a qualquer curso: o Mddulo Scripts.

Nele, o professor disponibiliza seus scripts, aos quais todos os participantes do curso

Zyww.tinymce. com



tém acesso. Este recurso permite a alunos e monitores paulatinamente dominarem
a sintaxe matematica proposta, usufruindo das potencialidades do CAS, sem, no
entanto, se verem obrigados a aprender uma quantidade grande de comandos es-
pecificos. Num processo de colagem e adaptagao, o estudante vai construindo seus

proprios scripts a partir de modelos fornecidos pelo professor.

1.3 O Relato do Trabalho

As agoes desenvolvidas para a realizacao deste trabalho iniciaram com a analise dos
resultados apresentados na dissertagao de mestrado de (SILVA, 2009, [12]). Ini-
cialmente, como desenvolvedores do MathMoodle e MathWriting, acompanhamos
como observadores independentes o desenvolvimento do curso de Céalculo 11, com o
objetivo de coletar informacoes sobre o comportamento da tecnologia aplicada no
caso, anotando os problemas, dificuldades e os aspectos favoraveis ao uso da referida

plataforma.

Apos a analise destes dados e o redesenho da plataforma, elegemos o curso de
Algebra Linear II, ministrado a turmas de Engenharia, para realizar o experimento
de validacao. Examinamos, juntamente com o professor, a bibliografia do curso,
a fim de identificar pontos chaves do contetido programatico da disciplina, obser-
vando as diversas abordagens da literatura para os conceitos a serem apresentados,
de modo a destacar aqueles que receberiam um tratamento especial por meio do

desenvolvimento de scripts.

Apobs a escolha dos contetdos especificos a serem objeto de andlise e das aulas
em que utilizariamos a ferramenta, foram feitos estudos para encontrar a melhor
forma de desenvolvé-las. Com a ajuda do professor, esbocamos scripts iniciais que,
ao longo das aulas e do uso, foram sendo modificados e ajustados a necessidade do

professor e da turma.

O acompanhamento da preparacao das aulas pelo professor e a observacao destas
aulas ministradas durante dois periodos letivos sucessivos contribuiram para a cons-
tatacao da viabilidade de nossa proposta no planejamento e execucao do curso. Foi
ainda observado o uso por parte dos alunos, desenvolvendo autonomia para alterar
e adequar os referidos scripts em estudos realizados na plataforma, bem como em
aulas de monitoria. Participamos ativamente de todo o processo: a preparagao dos
scripts para as aulas, o acompanhamento das mesmas a implementacao de eventuais
ajustes e correcoes necessarios ao funcionamento eficiente tanto dos scripts quanto

da plataforma computacional.

Durante as aulas foi possivel observar e interpretar a relevancia que os alunos



atribuiram ao uso da ferramenta em aula, que a tornava bem mais dinamica e atra-
ente devido a riqueza de ilustracoes que era possivel fornecer sobre cada tépico
escolhido. Neste caso buscamos entender aspectos do aprendizado dos alunos, ve-
rificando o grau de interesse durante as aulas e a participacao ativa em questoes
conceituais, sendo este enfoque baseado mais numa percepcao do pesquisador ob-
servador, permitindo uma analise qualitativa do processo desenvolvido em sala de

aula e posteriormente nos féruns do MathMoodle.

A fase final da pesquisa foi de recolhimento de partes do curso que permitiram
constatar a viabilidade de nossa proposta. Estas partes fundamentam a afirmacao
sobre a viabilidade do uso deste tipo de ferramenta neste curso de Algebra Linear,
abrindo possibilidades para futuros desenvolvimentos em outras disciplinas e seg-

mentos do ensino de matematica como, por exemplo, o Ensino Basico.

1.4 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertagao esta organizada em quatro capitulos, incluindo esta introducao.

No Capitulo 2, descrevemos os pontos que nos levaram a reformular a ferramenta
que possuiamos, bem como a visao analitica sobre a nova realidade que nos permite
apresentar as ideias aqui propostas como uma tecnologia de redagao matematica,

em vez de uma simples integragao de ambientes computacionais pré-existentes.

O Capitulo 3 dedica-se a descricao do experimento de validagao, no qual a fer-

ramenta foi utilizada em um curso regular de Algebra Linear II da UFRJ.

O Capitulo 4 conclui o texto, resumindo algumas das principais observagoes
que realizamos ao longo do processo de implementacao e validagao, além de apontar
possibilidades futuras para o aprimoramento da ferramenta e para seu uso em outros

contextos, inclusive nao universitarios.






Capitulo 2

A Evolucao do MathMoodle

Neste capitulo descreveremos, em um nivel apenas funcional, a implementacao rea-
lizada para a integracao Moodle-Maxima que propomos: o MathMoodle. Esta,
portanto, fora desta proposta de trabalho a abordagem dos aspectos computacionais

envolvidos.

Iniciamos com uma breve exposicao de algumas das deficiéncias apresentadas
pela versao anterior do MathMoodle, que foram constatadas ao longo de sua utiliza-
¢ao na disciplina de Célculo II, conforme descrito em (SILVA, 2009, [12]). Mostra-
mos como estas deficiéncias foram sanadas, com a introducao de uma sintaxe mais

robusta e coerente, que eliminou as ambiguidades que a versao anterior apresentava.

A criacao de dois novos modos de interacao com o Maxima — o modo silencioso
e 0 modo literal — fez surgir um modelo (ou, como se diz em inglés, um template)
para estruturacao de documentos com conteido matemético. Aos documentos que
seguem este modelo denominamos scripts. Seu uso foi tao frequente e o modelo
tao obviamente vantajoso que tornou-se quase um paradigma de redacao e acabou
por motivar o acréscimo de um novo moédulo especifico, destinado a disponibilizar

scripts no Moodle.

Por fim, num exercicio de abstragao, observamos a implementacao realizada de
um ponto de vista puramente estrutural, identificando e nomeando seus componen-
tes, definindo suas responsabilidades e explicitando sua inter-relacao. A estrutura
modular que se evidenciou neste processo revelou alguma abrangéncia, na medida
em que é passivel de consolidar-se em diferentes cendrios computacionais. Um destes
cenarios é exatamente a integracao Moodle-Maxima que descrevemos e validamos;

mas outras possibilidades serao ilustradas na tultima secao deste capitulo.

A esta estrutura modular demos o nome de uma tecnologia para redagao mate-

matica, que dé titulo a esta dissertacao.



2.1 A Experiéncia Anterior com o MathMoodle

O MathMoodle (DEVOLDER, 2008, [2|) foi inicialmente pensado como um sistema
computacional que integrava cooperativamente dois ambientes: o LMS Moodle e
o CAS Maxima. A ideia central, na época em que foi concebido (2008-2009), era
simplesmente acrescentar a alguns médulos do Moodle a capacidade de comunicar
conteudo matematico de forma inteligivel, agregando também a possibilidade de
avaliar expressoes dinamicamente, com o auxilio do CAS. Assim, no ambito de um
curso do Moodle, o participante inscrito poderia, em um férum de discussoes ou num
chat, redigir mensagens que contivessem expressoes matematicas, que seriam perce-
bidas pelos demais participantes (no caso de um féorum) ou por seus interlocutores
(no caso de um chat) de maneira formatada e legivel, como se espera normalmente

de textos matematicos produzidos com qualidade.

Para exemplificar brevemente o uso e a sintaxe, o usuario poderia, em uma

mensagem de chat do Moodle, digitar o seguinte texto:
A raiz quadrada de x:=9 & !sqrt(x).
e o resultado percebido pelo interlocutor seria:
A raiz quadrada de x:=9 é 3.

O plug-in que desenvolvemos para realizar o processamento dos textos, identifi-
cando, extraindo, enviando os trechos matematicos para processamento no CAS e
coletando as respostas, chamou-se MathWriting e era acoplado ao editor de textos

HTMLArea, utilizado por quase todos os modulos do Moodle.

O processamento realizado sobre o texto envolvia uma anélise sintatica rudimen-
tar das frases, em busca de simbolos que denotassem conteiido mateméatico. Estes
simbolos recaiam em trés categorias: operadores aritméticos, funcoes e primitivas de
exibi¢do. Atribuiges de valores a variaveis (como no exemplo, x:=9) e chamadas de
fungbes (no exemplo, !'sqrt) eram convertidas para a sintaxe do Maxima e enviadas
a ele, a fim de serem processadas; os resultados retornados eram inseridos no lugar

das expressoes originais.

Ao contrario das fungoes, que envolviam calculos matematicos a serem efetuados,
as primitivas de exibicao nao se traduziam em invocacoes ao Maxima; destinavam-
se tao somente a orientar a “renderizacao” feita pelo navegador para a producao do

documento final na tela.

Apesar de confortavel e intuitiva para o redator do texto, a simplicidade desta

sintaxe apresentava dois fortes inconvenientes.



Em primeiro lugar, nao era muito claro para o usuério quais identificadores
referiam-se a funcoes que correspondiam a comandos do Maxima e quais referiam-
se apenas a primitivas de exibicao: o emprego dos caracteres \ e !, usados para
diferenciar as fungoes das primitivas de exibicao, era sempre motivo de confusao e
davida.

Um outro ponto mais grave dizia respeito a falta de uma delimitagao nitida das
expressoes que livrasse o reconhecimento sintatico de ambiguidades, ja que a busca
de conteido mateméatico nas frases orientava-se pelos simbolos e pelos nomes de

funcoes e primitivas. Desta forma, a frase
Hoje & dia 20/8/2012
seria processada como
Hoje & dia 2/2012

pois a data seria percebida pela andlise sintatica como uma expressao envolvendo
fracoes. Era considerada um erro de sintaxe a utilizacao de duas barras sucessi-
vas, sem a separagao por um caractere espaco, como no caso da data. Para exibir
corretamente, na antiga sintaxe, era necessario o uso do caractere ’ antes, neste

formato:
Hoje & dia ’20/8/2012

O apostrofo indicava ao analisador sintatico que este trecho nao deveria ser

processado como fragao.

Estes problemas e ambiguidades dificultavam o aprendizado por parte do usuério
e os erros deste tipo eram muito frequentes. Como consequéncia, muitas vezes o foco
no conteudo matematico em questao acabava desviado por conta de erros na sintaxe.
A reflexao acerca de como sanar estas deficiéncias sintaticas e de como estender ao
maior nimero possivel de médulos do Moodle a capacidade de armazenamento e
processamento de conteudo matematico, levou-nos a uma reestruturacao do Math-
Moodle, tanto do ponto de vista da sintaxe adotada na escrita dos textos quanto
da implementagao do MathWriting. A revisao sintatica e as novas funcionalidades

acrescidas serao descritas na proxima secao.

2.2 0O Redesenho e as Novas Funcionalidades

As denominagoes MathMoodle para a ferramenta e MathWriting para o plug-in do

editor de textos foram mantidas na nova versao, evitando criar novas designacoes.
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A principal mudanca requerida, conforme ja mencionamos, residia na sintaxe,
que, apesar de confortavel e simples, apresentava ambiguidades incontornéveis do
ponto de vista do reconhecimento. A convencao adotada para sanar em definitivo
o problema foi a mesma que é usada no processador de textos IXTEX, largamente
difundido na comunidade académica: expressoes matemaéticas devem ser envolvidas
no texto por um par de cifroes ($ ... $); além disso, os identificadores que fazem
mencao a fungoes ou a primitivas de exibi¢ao devem ser introduzidos por um mesmo

caractere — a contrabarra: \.

Mantivemos da versao anterior um repertorio proprio em portugués para os no-
mes das fungoes e das primitivas de exibigao mais utilizadas (a listagem destes nomes
encontra-se no Apéndice A). A conversdo para os nomes efetivamente aceitos pelo
Maxima e pelo filtro que precede a renderizacao final no navegador é feita de maneira
transparente para o usuério. Assim, o usuario nao precisa conhecer os nomes das
fungoes do Maxima e das primitivas de exibicao em inglés para ser capaz de redigir
seus textos. S6 os principais comandos do Maxima (sao centenas!) integram este pe-
queno dialeto que procuramos disponibilizar. Este subconjunto pode ser estendido,
na presente implementacao, apenas pelo administrador da plataforma, incorporando
novas funcoes e primitivas ao repertorio; no futuro, pretendemos que esta extensao

possa ocorrer dinamicamente, por iniciativa do instrutor de um curso, por exemplo.

Na transicao da versao preliminar para a versao atual do MathMoodle, o LMS
Moodle sofreu, por parte de seus desenvolvedores, uma consideravel reestruturacao.
Em vez do antigo HTMLArea, ao qual o nosso plug-in MathWriting se acoplava, um
editor de textos bem mais completo e amigével passou a ser utilizado como padrao:
o TinyMCE. Este editor, ja distribuido nas novas versoes oficiais do Moodle, possui
desenvolvimento e manutencao independentes do LMS. Ele é invocado em todo
modulo em que a edicao de textos se faca necessaria. Desta forma, acoplando o
MathWriting ao TinyMCE, estendemos a capacidade de editar e visualizar textos

com conteiido matemaéatico & maioria dos moédulos do Moodle.

Na implementacao que realizamos, modificamos o editor de modo a integra-lo
com o MathWriting. Para isto, a tela do TinyMCE foi dividida em duas areas: a
superior contendo o texto sendo editado e a inferior contendo a visualizagao resul-
tante do processamento, conforme é mostrado na Figura 2.1. Um botao especifico
foi acrescentado ao painel do editor para comandar a execugao do MathWriting e a

conseqiiente exibicao do texto editado.

Outra necessidade que notamos durante a reestruturacao do MathMoodle foi a
de oferecer ao usuario mais experiente e acostumado a programar a possibilidade de
delegar ao Maxima uma sequéncia arbitrariamente longa de comandos que nao pro-

duzem de imediato saida visualizavel. Nestes trechos, aqui denominados silenciosos,
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Figura 2.1: A aparéncia modificada do editor TinyMCE

variaveis podem ser alteradas, em fungao do processamento designado pelos coman-
dos do usuéario. Entretanto, nenhum dos valores calculados é imediatamente exibido.
Posteriormente no texto, através do operador @(), os valores destas variaveis po-
dem ser recuperados e exibidos onde forem necessarios. A esta nova funcionalidade

denominamos modo silencioso de processamento, ilustrado na Figura 2.2.

p(x):=3=x~2+1;

raizes:=\resolver(p(x)=0,x)$
io pi(x) = S@(p(x))$§ sdo 5E(raizes)s.
As raizes do polindmio p(x) = 322 + 1 séo [m =_-L 2= L]
V3 V3

Figura 2.2: Modo silencioso de processamento

A sequéncia de comandos é delimitada por um par de cifroes, exatamente como
qualquer expressao matematica. SO que, neste caso, o primeiro cifrao é seguido pelo
caractere sustenido (#), indicando que o trecho compreendido daquele ponto até o
cifrao final devera ser processado pelo Maxima, mas que a resposta emitida por este
nao devera ser inserida no texto, como aconteceria a uma expressao matematica
normal.

O trecho delimitado por $# ... $ na Figura 2.3 armazena na variavel A uma
matriz 3 X 3, na variavel det o determinante e na variavel tra o trago de A. Nenhuma
saida visualizavel é produzida em virtude deste trecho; somente em pontos poste-
riores do texto, através das expressoes Q(A), @(det) e @(tra), os valores destas

variaveis sao recuperados e efetivamente exibidos.
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2 3 1
Abelamatiz{ 0 —1 5 )} tem determinante 50.
4 1 2
2 3 1
Estamesmamatriz { 0 —1 5 ) temtraco3
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Figura 2.3: Interagao em modo silencioso

No modo silencioso, valem atribuicoes a variaveis e também todos os nomes de
funcoes do repertorio em portugués, que sao convertidos para os nomes de fungoes

conhecidos pelo Maxima.

Por fim, uma ultima funcionalidade, derivada do modo silencioso, nos ocorreu
para esta nova versao do MathMoodle: oferecer ao usuério fluente a possibilidade
de emitir comandos diretamente na sintaxe nativa do Maxima, sem estar restrito
ao repertorio de nomes traduzidos que fixamos. A semelhanca do modo silencioso,
este novo modo de interacao, que denominamos literal, nao emite resultado visivel
na exibicao do documento: a ideia é que o usuario modifique valores de varidveis e

os recupere posteriormente no texto, através do mesmo operador @().

Um trecho em modo literal é delimitado por $! ... $ (! é utilizado em vez de
#, para distinguir do modo silencioso). No exemplo da Figura 2.4, o trecho entre
$! ... $ a ser processado pelo Maxima encarrega-se de gerar aleatoriamente uma
matriz A, com entradas inteiras, que possui autovalores a e b, também inteiros e

gerados aleatoriamente.

Vale ressaltar que, no modo literal, o Maxima pode ser utilizado em toda a
sua potencialidade, ja que o usuério especifica os comandos diretamente na sintaxe
nativa e nenhum processo de traducao é efetuado. No exemplo da Figura 2.4, até um
comando iterativo de programacao é utilizado (while). E claro que ndo visamos, com
esta funcionalidade, o usuario comum, que nao domina a complexa linguagem aceita
pelo Maxima; o objetivo foi contemplar os especialistas, que ficariam injustamente

restritos a um repertorio limitado, caso o modo literal nao existisse.

Do ponto de vista da implementacao, nao vamos abordar nesta dissertacao os

detalhes técnicos envolvidos, que seriam: a reprogramacao do analisador sintatico,
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Figura 2.4: Interagao em modo literal

a geréncia unificada da tabela de simbolos contendo nomes de funcoes, o processo
de traducao de nomes e a comunicagao interprocessual entre o MathWriting e o Ma-
xima. Enfatizamos apenas que as alteracoes produzidas no Moodle foram minimas
e pontualmente localizadas e que, para isto, contribuiu muito a arquitetura flexivel

segundo a qual ele foi concebido.

Destacamos, entretanto, que uma mudancga significativa se produziu no que diz
respeito ao processamento das primitivas de exibicao presentes nas expressoes ma-
tematicas. A versao anterior do MathMoodle utilizava um precario filtro conversor,
denominado ASCIIMathML (JIPSEN, 2007, [8]), que era responsavel por traduzir
os nomes das primitivas de exibicao em etiquetas MathML, interpretadas pelo na-
vegador no processo de renderizacao. Este filtro, além de nao ser mais atualizado
ou melhorado ha alguns anos, possuia severas limitacoes quanto as primitivas acei-
tas e exigia a instalacao de fontes especificas no navegador, para que o processo de
renderizagao se efetuasse corretamente. Isto limitava o uso do MathMoodle a cer-
tos navegadores, impossibilitando-o em outros. Do ponto de vista da portabilidade,
executar em qualquer navegador é uma enorme vantagem, uma vez (ue poucos sao

os usuarios capacitados a instalar fontes e plug-ins.

A versao presente do MathMoodle utiliza um novo filtro conversor, denominado
MathJax!, que aceita como entrada primitivas de exibicao no estilo IXTEX e é capaz
de produzir saida para trés modalidades distintas de renderizacao: as velhas co-
nhecidas etiquetas MathML, as primitivas de estilo CSS ou o codigo vetorial SVG.
A escolha é feita automaticamente, dependendo das possibilidades do navegador
utilizado, de forma totalmente transparente para o usuario e sem a necessidade

de instalacoes adicionais. A difusao deste filtro de conversao na internet simplificou

lyww.mathjax.org
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sobremaneira nosso trabalho, principalmente porque a sintaxe que haviamos adotado
para as primitivas ja se inspirava em KTEX, que é exatamente o esperado pelo
MathJax.

2.3 Os Scripts e o M6dulo Scripts

A introducao dos modos silencioso e literal, este ultimo permitindo ao usuério inte-
ragir com o Maxima diretamente em sua sintaxe nativa, teve um impacto inovador
no uso da plataforma. Em pouco tempo, percebemos o surgimento de um modelo
de redagao (um template, para usar o termo em inglés), segundo o qual um texto

matematico deve constituir-se da intercalacao de secoes, que podem ser de dois tipos:

e Secoes algoritmicas: compreendendo trechos matematicos em modo silen-
cioso ($# ... $) ou literal ($ ... $). Nestas se¢Oes, algum processamento
matematico é descrito algoritmicamente através de atribuicoes e comandos do
Maxima e, nele, variaveis chaves sao alteradas de forma a armazenar valores

que estarao disponiveis as secoes subsequentes.

e Secoes de texto propriamente dito: em que os valores das variaveis que
foram computados nas secoes algoritmicas precedentes sao resgatados através

de um operador especifico: @(), sempre que se fagam necessarios.

A um documento de texto redigido nestes moldes denominamos script. A Figura
2.4 nos apresentou um exemplo com apenas duas secoes: a primeira algoritmica e a

segunda textual.

Os beneficios de escrever os textos matematicos seguindo este modelo foram de
imediato percebidos pela equipe que nos auxiliava a depurar a ferramenta: além da
clareza inerente a estrutura, os textos assim redigidos tornavam-se autodocumenta-

dos, facilmente alteraveis e adaptaveis a outras finalidades.

A partir destas constatagoes, surgiu-nos a ideia de criar um novo médulo no
Moodle, que batizamos de Mddulo Scripts. Ele pode ser incorporado como tépico
em qualquer parte de um curso. Neste modulo, o instrutor disponibiliza os scripts
que julgar convenientes aos demais participantes do curso, designando-os por titulos.
Os titulos integram um menu de selecao e, clicando sobre um deles, provoca-se a
transferéncia do contetido do respectivo script para uma janela do editor TinyMCE,

onde ele pode ser processado e o resultado do processamento ser exibido.

Além de comandar o processamento e a exibi¢ao, o usuario pode, evidentemente,
alterar o script antes de mandar processé-lo, quer modificando se¢oes algoritmicas,

quer alterando secoes de texto.
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E exatamente nesta possibilidade que reside um grande potencial didatico desta
integracao que estamos descrevendo: os participantes do curso podem, através de
mudancas em um script disponibilizado pelo instrutor, explorar uma ampla gama de
variacoes de cenarios sobre o contetido de que trata o script. Estas variacoes podem,
inclusive, ser sugeridas pelo autor no préprio corpo do script, num processo de estudo
dirigido que estimula o participante motivado a explorar outros rumos relevantes ao
entendimento do tema. Deste modo, o script representa um roteiro predefinido e
planejado para explorar ou enfatizar determinados aspectos de aprendizagem. O
instrutor pode, por exemplo, criar uma lista de exercicios dinamica em que, a partir

de alguns exemplos iniciais, os alunos podem propor e resolver exercicios correlatos.

O proprio instrutor, dispondo dos aparatos necessarios em sala de aula (basi-
camente um computador ligado & internet e um projetor), pode beneficiar-se do
uso de scripts durante as aulas, para ilustrar de diferentes maneiras o assunto em
pauta. Variando os dados de um script, obtém-se cenarios diversos, que podem ser

analisados e discutidos durante a aula, enriquecendo-a do ponto de vista didatico.

Para os alunos, ha ainda um ganho colateral que seria mais dificil de obter
se o Maxima fosse usado isoladamente, sem o MathMoodle: a possibilidade de
ir assimilando gradualmente, através de um processo de colagem e adaptagao de
scripts, a linguagem nativa do Maxima, compreendendo sua sintaxe e explorando
recursos que, de outra forma, exigiriam a leitura de um extenso manual (MAXIMA,
2012, [10]).

Uma das vantagens principais desta ferramenta que propomos é a singularidade
desta integracao entre um LMS e um CAS: por um lado, agregamos ao CAS uma
interface amigavel de uso e, por outro, acrescentamos ao LMS a capacidade de

processar e exibir, com qualidade, conteido matematico.

Este ganho é potencializado na medida em que o uso remoto via internet e as
possibilidades de replicar este modelo em disciplinas permitem o acesso em larga
escala por parte da comunidade a uma ferramenta para comunicacao efetiva e pro-

cessamento de contetidos matematicos.

No Capitulo 3 e nas conclusoes teremos a oportunidade de discutir o quanto os
scripts se destacaram como valiosos instrumentos de complementacao didatica no

experimento de validagao que realizamos.

2.4 A Tecnologia de Redagcao Matematica

Concluida a reimplementacao do MathMoodle, detivemo-nos em uma reflexao do

ponto de vista estrutural acerca da ferramenta que haviamos produzido, com o
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intuito de perceber quais funcionalidades estavam concentradas em quais modulos

da ferramenta.

Em geral, o processo de analise empregado em sistemas de computacao prega
exatamente o caminho inverso do que fizemos: primeiro identificam-se as necessi-
dades do usuério, as funcionalidades requeridas; depois, concebe-se a estrutura em
modulos, suas responsabilidades e sua interconexao; somente em uma etapa poste-
rior deve partir-se para a implementacao, que eventualmente realimenta a anélise

com os inevitaveis imprevistos que ocorrem.

Em nosso caso, sendo o MathMoodle um objeto em pesquisa, os fatos nao se
deram nesta ordem. Possuiamos uma ferramenta experimental, rudimentar, que
foi evoluindo ao longo do tempo em virtude de observacoes e sugestoes coletadas
em alguns experimentos. A ferramenta foi reimplementada integralmente, conforme
j& descrevemos. Somente apds a sua estabilizacao e algum tempo de uso, nos foi
possivel observar o que haviamos produzido sob uma 6tica analitica, buscando pela
esséncia funcional e modular, distante dos detalhes que dizem respeito a implemen-

tacao.

Esta andlise essencial posterior & implementacao possibilitou-nos identificar com
clareza trés componentes na arquitetura proposta para o MathMoodle, que serao

aqui denominados agentes:

1. O Agente de Captagao

Este agente é responsavel pela andlise sintatica do texto fornecido pelo usué-
rio. Desta andlise, resulta a identificacao, a extracao e o pré-processamento de
expressoes matematicas. Este pré-processamento consiste em realizar a tradu-
¢cao dos nomes de fungoes e primitivas previstos no dialeto em portugués para

os nomes efetivamente reconhecidos pelos outros agentes.

Apoés a andlise sintatica, o Agente de Captagao invoca o Agente de Proces-
samento, descrito no item seguinte, enviando-lhe os trechos matemaéticos ja
convertidos para sua linguagem nativa e esperando como resposta os resulta-

dos do processamento.

Obtidas estas respostas, o Agente de Captacao as insere no texto no exato
lugar onde havia as expressoes matematicas originais, atentando para o pro-

cessamento especial dos modos silencioso e literal.

2. O Agente de Processamento

Este agente é capaz de processar numerica e algebricamente expressoes mate-
méticas complexas, envolvendo variaveis, fun¢oes e até mesmo comandos de

programacao que permitem a elaboracao de algoritmos bastante sofisticados.
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Seu papel na arquitetura é reagir a solicitacoes do Agente de Captacao, efe-

tuando o processamento matematico e retornando as respostas requeridas.

Evidentemente ha um protocolo de comunicacao entre estes dois primeiros

agentes, que, do ponto de vista desta anélise, nao é relevante.

3. O Agente de Exibigao

Este agente tem por finalidade produzir a exibi¢ao final do texto, renderizando
as expressoes matematicas em um formato inteligivel, semelhante em qualidade

ao que se encontra em livros impressos de matematica.

E claro que a qualidade da renderizacio dependera do meio disponivel para
visualizacao escolhido, que pode ser uma folha de papel onde o texto sera im-
presso ou o interior da janela em de um navegador, executando possivelmente
em um computador de mesa ou portatil, como notebooks, tablets, telefones e

outros.

Na Figura 2.5 esta ilustrada a interconexao entre estes agentes que acabamos de
detalhar.

Tecnologia
% ) ! Agente
Agente de exibicdo Agente de captagdo | » de processamento
; matematico

L Visualizado pelo usuario

Figura 2.5: A Tecnologia de Redacao e seus Componentes

Na arquitetura do MathMoodle, estes componentes estao bem evidentes: o
Agente de Captacao é representado pelo plug-in MathWriting, o Agente de Pro-
cessamento é o proprio CAS Maxima e o Agente de Exibicao é constituido pelo

filtro conversor MathJax e pelo renderizador mateméatico do navegador Web.

Entretanto, este nao é o nico cenério possivel em que esta estrutura trimodular
se materializa, bem como as escolhas feitas para a implementacao dos agentes nao

estao limitadas as que fizemos.

No experimento de validacao que realizamos, a ser descrito no Capitulo 3, ficou
evidente, durante o acompanhamento das aulas, que, devido as restricoes de reso-
lugao dos projetores disponiveis, a area da janela do navegador que restava para
exibicao simultanea de um script juntamente com o resultado de seu processamento
era insuficiente, tendo em conta que o proprio Moodle ocupa parte consideravel deste

espaco.
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A solucao foi criar uma nova funcionalidade para o editor TinyMCE, que per-
mitisse a visualizacao simultanea de um script e do resultado de seu processamento
lado a lado na janela do navegador. Um botao especifico foi acrescentado na barra
de ferramenta do editor para ativar este modo de exibicao. Esta funcionalidade
potencializa a exploracao didatica da tecnologia, uma vez que toda modificacao no

script implica a imediata exibicao em uma area adjunta, como pode ser visto na

Figura 2.6.
P e o -+ -
Pos Faly v Bont e cbwayaph B & U M| X |9
FlEEILEE L IR IV = o -
$IF[0]:0; F[1]:1; =
Flnl:=FIn-1] + Fin-2J; SRR W T S, o v s aree
il yills .
for 1:0 thru 20 do (x:append(x,[1]), s
yiappend(y,[FIID); |
$ |
o000 |
$u=(x)s
$y=o(y)s

e /4
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Figura 2.6: Script e resultado do seu processamento lado a lado

Testes com esta nova funcionalidade apontaram que sua utilizacao isolada do
MathMoodle melhorava a clareza com que a exposicao era projetada durante as
aulas. Por esta razao, criamos uma ferramenta complementar que nao utiliza o
Moodle, mas apenas o editor TinyMCE executando independentemente. A mesma
estrutura modular de trés agentes que especificamos nesta analise foi utilizada na
concepcao desta nova ferramenta, por nos batizada como mwEdPlayer, revelando-se

mais adequada ao uso em sala de aula do que o préoprio MathMoodle.

Em um contexto totalmente diverso, esta tecnologia de trés agentes esta sendo
utilizada na implementagao do sistema AtenaME (VERNET, 2012, [15]) desenvol-
vido também no LIMC/UFRJ, cujo objetivo é gerar e corrigir automaticamente
testes de multipla escolha (VERNET, 2012, [15]; GUIMARAES et al, 2012, [5]).

Neste sistema, ¢ possivel, por meio da mesma sintaxe do modo literal utilizada em
scripts, especificar enunciados de questoes que contenham elementos dependentes de
algum processamento algoritmico, de modo que um lote de testes de multipla escolha
possua questoes com enunciados equivalentes, porém com dados distintos gerados

aleatoriamente.

No AtenaME, uma versao simplificada do Agente de Captacao foi embutida
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Figura 2.7: Ferramenta mwEdPlayer

no programa de geracao de testes. Os enunciados das questoes de um teste sao
especificados em um arquivo, cuja sintaxe é descrita em (VERNET, 2012, [15]).
Nesta implementacao do Agente de Captagao, apenas o modo literal de interacao é
suportado, de maneira que cada questao integrante do teste possa ter a estrutura
de um script de duas se¢oes: um algoritmo onde dados sao computados e o texto
propriamente dito do enunciado, em que os valores destes dados sao recuperados

através do mesmo operador @().

O Agente de Processamento, evidentemente, é o proprio Maxima e o Agente de
Exibicao é o processador de textos I& juntamente com o0s programas acessorios
)
que permitem renderizar os testes gerados no formato PDF, para posterior impressao

e aplicacao.

Observamos, entao, a concretizacao de uma mesma estrutura modular, composta
dos trés agentes citados, em contextos computacionais independentes. Este fato nos
motiva a caracterizar esta estrutura triplice como uma tecnologia para redagao de
textos matemdticos, que pode se materializar em realidades computacionais diversas,

conforme esté sendo por nés constatado em nosso dia a dia de desenvolvimento no
LIMC/UFRJ.
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Capitulo 3
O Experimento de Validacao

Conforme descrevemos no capitulo anterior, a evolucao do MathMoodle passou por

diversas etapas, algumas delas concomitantes ao experimento que iremos relatar.

O objetivo foi o de validar as ferramentas que haviamos desenvolvido como ins-
trumentos didaticos coadjuvantes no ensino de uma disciplina regular de matemé-
tica, em nivel de graduagao. Este processo de validagao procurou verificar se o
uso planejado das ferramentas em sala de aula e em atividades extraclasse pode-
ria contribuir positivamente para um melhor andamento do curso, para um melhor
aproveitamento por parte dos alunos e para atenuar certas dificuldades que, segundo
relatos de alguns professores, parecem ocorrer com frequéncia no ensino da disciplina

escolhida.

Neste capitulo, portanto, resumimos nossas observacoes acerca desta experiéncia
de validacao, que utilizou como campo a disciplina de Algebra Linear II, oferecida

por dois periodos letivos sucessivos a alunos das Engenharias.

De inicio, apontamos algumas dificuldades relatadas por professores com quem
conversamos, bastante experientes no ensino desta disciplina. Elas serviram de mo-
tivacao primeiramente para a escolha da disciplina e depois para o planejamento de
como o uso das ferramentas poderia se dar de modo a interferir beneficamente nas di-
versas atividades do curso, numa tentativa de amenizar algumas destas dificuldades

levantadas.

Na secao seguinte, descrevemos uma etapa prévia, que consistiu no planejamento

do curso junto ao professor, orientador desta dissertagao, que ministraria a disciplina.

Em continuacao, os principais pontos em que se deu a efetiva utilizacao do Math-
Moodle no curso sao descritos. Procuramos mostrar, em cada um dos quatro tépicos
escolhidos, por que o uso da ferramenta foi planejado para o referido topico, como ele
ocorreu, as modificagoes que este uso causou na abordagem e os beneficios didaticos

foram observados.
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Na secao final, concluimos com algumas apreciacoes sobre a validagao, que ates-

tam positivamente o que pretendiamos validar.

3.1 A Disciplina de Algebra Linear para Graduacao

Uma etapa preliminar a validacao que iremos descrever consistiu em identificar,
em conversas que tivemos com alguns professores que ministram regularmente a
disciplina de Algebra Linear IT para turmas de graduacao, os principais desafios que

eles costumam enfrentar. Procuraremos, nesta se¢ao, resumir o que nos foi relatado.

Esta disciplina é cursada a cada semestre, na UFR.J, por mais de 800 alunos
oriundos de diversas areas, normalmente no final do primeiro ano de curso (segundo
periodo de aulas). Ela esta incluida nos curriculos de todas as carreiras técnicas:

engenharia, fisica, quimica, arquitetura, ciéncia da computagao e, claro, matematica.

Um primeiro desafio que alguns professores relatam é o de conseguir adaptar
o curso coerentemente a fim de atender a necessidades especificas de cada area.
A dificuldade reside em como graduar adequadamente esta adaptagao sem prejuizo
dos aspectos conceitual e operacional, ambos inerentes a esta disciplina e igualmente

importantes.

A ementa usual para um curso de quatro meses (um periodo letivo) parece bas-
tante ambiciosa: Matrizes e Determinantes, Sistemas de Equagoes Lineares, Espacos
Vetoriais, Dependéncia e Independéncia Linear, Base e Dimensao, Transformacoes
Lineares, Operadores Lineares, Espacos com Produto Interno, Autovalores e Auto-

vetores.

Alguns destes topicos possuem desenvolvimentos que requisitam célculos e esta
peculiaridade acaba por desviar a abordagem dos assuntos para um enfoque mais
operacional do que os professores gostariam que fosse, principalmente os matemé-
ticos, restando pouco tempo para uma maior atencao aos conceitos. Sem o devido
cuidado, o curso pode acabar se degenerando em uma colegao de receitas de cal-
culo, onde os conceitos teoricos sao menosprezados. Isto pode ocorrer, em especial,
em cursos de Algebra Linear oferecidos as engenharias, nos quais uma abordagem
mais aplicada é esperada. Entretanto, uma abordagem mais aplicada nao deveria
ser confundida com uma abordagem mecanizada. Conforme assinala (WAWRO et
al, 2011, [16]), a énfase nas aplicagbes em detrimento da parte conceitual acarreta
percepcoes distorcidas, como “...h& pouco tempo para espacos vetoriais e transfor-

> ou ainda, a omissao de um conceito tao fundamental quanto o

macoes lineares...’
de isomorfismo acaba produzindo nos alunos a falsa idéia de que, mesmo se k < n,

R¥ é um subespaco de R"".
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Por outro lado, a Algebra Linear pode também ser ensinada de maneira formal e
abstrata, onde o rigor algébrico ¢é privilegiado e quase nada do aspecto operacional é
abordado. Mesmo neste caso, tudo pode se desenvolver de forma totalmente meca-
nizada, j& que um uso cego e puramente sintatico da linguagem algébrica pode levar
os alunos a mera imitacao de padroes, sem a verdadeira compreensao do que estao
fazendo. Isto pode ocorrer em cursos de Algebra Linear oferecidos aos estudantes

de matemaética.

Pelo que recolhemos de nossas conversas com os professores, nao lhes parece tri-
vial encontrar o devido equilibrio entre teoria e aplicagoes, atendendo a necessidades

especificas de cada area a que o curso é oferecido.

Um segundo desafio apontado é a escolha da bibliografia. Existem excelentes
livros sobre Algebra Linear mais avancada: (AXLER, 1997, [1]) e (HALMOS, 1974,
[6]) sdo conhecidos exemplos. No entanto, nenhum deles é adequado a uma primeira
abordagem. Por outro lado, embora exista extensa literatura dedicada a cursos preli-
minares, a maioria dos livros tem dificuldade em proporcionar o equilibrio adequado
entre conceitos e aplicacdes. Conceitos relacionados & geometria em Algebra Linear
sao algumas vezes introduzidos sem que se apresente a correspondente interpretagao
geométrica, que, se nao obrigatoria, seria pelo menos desejavel para complementar
e facilitar a compreensao. Além disso, o salto de velhos habitos da algebra escolar
para o raciocinio mais geral e abstrato, e as dificuldades que os alunos encontram ao
longo do caminho, sao dificeis de serem resolvidas sem uma rica galeria de exemplos
aos quais recorrer. Adotar um tnico livro como referéncia bibliografica é insuficiente
para cobrir todos os temas com as qualidades desejadas para um publico especifico;
adotar varios livros faz surgir novos problemas devidos a disparidade de notacoes e

definicgoes.

Algumas das abordagens “consagradas” no ensino de Algebra Linear sio ver-
dadeiramente perniciosas no nivel conceitual. Para citar um exemplo, um tema
presente em todos os livros introdutérios ¢ o reconhecimento da (in)dependéncia
linear entre um conjunto de vetores dados. Isto é realizado organizando os vetores
em colunas de uma matriz, que sofre uma transformacao para algum tipo de forma
escalonada. Nesta forma, surgem zeros em posi¢oes da matriz que permitem concluir

se os vetores sao ou nao sao linearmente dependentes.

A maneira como este procedimento é tratado produz resultados decepcionantes:
os alunos assimilam o “algoritmo de escalonamento” como uma receita milagrosa de
calculo, totalmente alienada de qualquer justificativa matematica. Diante de uma
matriz, o impulso de escalonar torna-se incontrolavel da parte do aluno, nao importa

qual seja a questao que estd sendo discutida.

Outro topico que é comumente mecanizado nos cursos é o estudo dos auto-
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valores e autovetores de um operador linear. Em alguns textos, etapas essenciais
de motivacao, definicao e caracterizacao sao praticamente puladas, sendo a questao
abruptamente reduzida a determinacao das raizes do polindmio caracteristico, o que
s6 é viavel em dimensoes baixas. Concentrar-se em dimensao 2 ou 3 é razoavel
para um curso introdutério, mas nao se pode perder de vista que, bem antes de
se chegar ao “calculo” dos autovalores, ha perguntas chaves que motivam o tema e
que, muitas vezes, sao omitidas: Existem direcoes que permanecem invariantes sob o
operador em questao? Quais sao elas? Quantas podem ser? Qual sua importancia?
A partir destas indagagoes em torno do conceito de invariancia é que se deveria
passar ao desenvolvimento propriamente dito do topico. Neste ponto, boa parte da
literatura introdutoéria disponivel mistura de forma confusa defini¢ao, caracterizagoes
e o calculo dos autovalores, prosseguindo com aplicagoes variadas e dispares, sem a
devida énfase na questao da invariancia — por exemplo (GONCALVES & SOUZA,
1977, [4]), (STEINBRUCH & WINTERLE, 1990, [14]). Novamente mais um topico

se operacionaliza mecanicamente com prejuizo do conceito que o motiva.

Ficou claro para nos que esta disciplina oferecia um terreno propicio ao expe-
rimento de validacao que pretendiamos: o uso das ferramentas que desenvolvemos
poderia ser proveitoso tanto para o professor, no seu esforco de reaproximar a abor-
dagem de alguns topicos mais “operacionais” de sua esséncia conceitual, quanto aos
alunos, que se beneficiariam com uma aula mais dinamica, mais rica em exemplos e
ilustracoes, além de poderem também contar com os recursos didaticos disponibili-

zados para atividades externas a sala de aula.

3.2 Planejando o Experimento

Levando em conta os aspectos apontados na secao anterior, concluimos que seria
oportuna a utilizacao das ferramentas que desenvolvemos tanto em sala de aula
quanto em atividades extraclasse. No primeiro caso, a ferramenta principal se-
ria o mwEdPlayer, que possibilita ao professor processar scripts durante as aulas,
alterando-os quando necessario a fim de produzir as variacoes pertinentes a ilustra-
¢ao do topico em pauta. No caso de atividades extraclasse, o Modulo Scripts, que
acrescentamos ao Moodle, permite ao professor deixar disponiveis os scripts exibidos
em aula, bem como os scripts que constituiam roteiros de estudo dirigido, a serem

trabalhados fora do horario de aula.

Em se tratando de um experimento que interferiria tanto na dinamica das aulas
quanto nas atividades extraclasse, seus efeitos nao eram previsiveis e seu sucesso nao
era garantido. Desta forma, nas reunioes preliminares que tivemos com o professor,

ficou decidido que o uso das ferramentas seria restrito a algumas aulas e topicos
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especificos.

Os topicos escolhidos para serem tratados de forma diferenciada foram justa-
mente o escalonamento e estudo dos autovalores e autovetores, pelos motivos que ja
apresentamos na secao anterior: nestes pontos, era preciso trabalhar o aspecto ope-
racional, realizando os calculos necessarios, mas também dando énfase aos conceitos
tedricos envolvidos, de modo que o contetido nao fosse assimilado pelos alunos como

um conjunto de “receitas de calculo”.

Um outro ponto importante que ficou acertado logo de inicio foi o envolvimento
mais proximo e com maior comprometimento de uma equipe selecionada de moni-
tores, ex-alunos recentes da disciplina, que estariam dedicados a examinar regular-
mente as postagens feitas pelos alunos no MathMoodle, contribuindo com sugestoes
para a resolucao de exercicios, respondendo a dividas acerca da matéria e do uso
da plataforma. Reunides regulares seriam realizadas entre o professor e esta equipe,
com nossa participacao, nas quais as orientagoes seriam passadas e eventuais corre-

¢oes de rumo seriam feitas.

Nos topicos escolhidos pelo professor, seria necessaria a nossa colaboracao no
sentido de redigir e depurar os scripts, tarefa esta que foi empreendida no decorrer

do curso, sob a orientacao tedrica do professor, & medida que a disciplina avancava.

3.3 A Intervencao das Ferramentas no Curso

Nesta secao, relatamos algumas das contribuicoes do uso das ferramentas Math-
Moodle e mwEdPlayer durante os dois cursos de Algebra Linear II que foram ob-

servados durante a validagao.

3.3.1 Unificando Notacoes e Definicoes

Um dos problemas ja citados é o da multiplicidade de notacoes e a discrepancia entre
algumas definicoes que se encontram nos livros recomendados aos alunos como refe-
réncias bibliograficas para o curso. Com a queda na qualidade do ensino secundario
presenciada nas tultimas décadas, nao se pode mais esperar de um aluno, que chega
a universidade despreparado e com pouco ou nenhum autodidatismo, que apresente
a maturidade minima que permitiria conciliar, por conta propria, essas diferencas

de notacoes e defini¢coes entre fontes diversas.

O Moodle originalmente oferece um recurso as vezes subestimado: o glossario.
Trata-se de uma colecao de entradas com textos curtos pode ser organizada em or-

dem alfabética, juntamente com o texto associado contendo significados ou explica-
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coes. Com o MathMoodle, é possivel uma entrada de glossario apresentar conteido

matematico, que pode a qualquer momento ser objeto de alteracoes e melhorias.

Este recurso se mostra muito ttil para estabelecer uma terminologia padrao para
o curso, incluindo as defini¢oes dos principais termos matematicos, que podem variar
de um livro para outro. Assim, um glossario solidamente construido, com a coopera-
cao entre professor e alunos ao longo do periodo, é uma maneira bastante adequada
de unificar a linguagem e a notacao utilizadas na disciplina. Destacamos, na Figura

3.1 a seguir, um exemplo de entrada de glossario introduzido pelo professor.

c
«* Combinagao linear
“ porLuiz Carlos Guimardes - guarta, 6 abril 2011, 09:14

O vetor ¥’ é uma combinacdo finear dos vetores uy, w3, ---, uf 5& existirem escalares Ay, Ay, -, A tais que

V=i i e el

Palavras altemativas para links autométicos ao mesmo item: | veter _»
P X

[Avaliar. =1
Figura 3.1: Entrada de glosséario definindo Combinagao Linear

O glossario foi utilizado no curso de maneira totalmente colaborativa. A uti-
lizacao consistia em o professor propor o titulo e preencher total ou parcialmente
o contetido da respectiva entrada, dependendo do grau de dificuldade envolvido na
conceituagao. Era solicitado aos alunos que, fazendo acesso remoto ao site do Math-
Moodle, inspecionassem, completassem e alterassem a entrada da maneira como
julgassem necessario. A equipe de monitores auxiliava no processo, assinalando os
erros cometidos ou, muitas vezes, cometendo erros piores, o que permitiu ao profes-
sor retrabalhar com eles muitos conceitos que haviam ficado mal compreendidos em

sua passagem prévia pela cadeira de Algebra Linear.

Coube a noés, juntamente com o professor, identificar as dificuldades que ficavam

aparentes por parte dos alunos, de modo a serem trabalhadas nas aulas subsequentes.

3.3.2 Gerando Exemplos com Caracteristicas Conhecidas

Uma aula tradicional de algumas disciplinas de matematica, ao quadro-negro, exige
uma preparagao prévia, por parte do professor, de exemplos numéricos. No caso
da Algebra Linear, estes exemplos envolvem principalmente matrizes, calculo de

determinantes, solucoes de sistemas lineares, dentre outros.

A menos que o professor esteja muito motivado em criar suas proprias alter-
nativas, o que ocorre com mais frequéncia é que estes exemplos sejam extraidos
diretamente das fontes bibliograficas, e que sejam, por vezes, tomados sem o devido
critério. Em consequéncia, eles podem nao contribuir significativamente para uma

compreensao mais ampla por parte dos alunos do tépico sendo ensinado, por nao
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possuirem certas caracteristicas que possibilitem a ilustracao de aspectos de fato

relevantes dentro do assunto sendo ensinado.

A preparacao de exemplos relevantes do ponto de vista didatico exige, por parte
do professor, um certo amadurecimento no ensino da disciplina, de modo a ter
clareza das diversas ramificacoes que um determinado topico pode tomar e poder

explora-las consistentemente. Isto, é claro, vale nao apenas para Algebra Linear.

Vamos explicitar aqui um caso mais simples em que o uso de scripts no Math-
Moodle facilitou a geracao de exemplos que tivessem certas caracteristicas conheci-

das, de modo a serem usados em sala em aula.

No estudo dos autovalores e autovetores, um cuidado especial é necessario na
escolha das matrizes que servirao de base aos exemplos. Ainda que uma matriz tenha
entradas inteiras, é possivel que ela nao possua autovalores reais. Muitas vezes, é isto
o que se quer ilustrar; mas, em outras tantas, o que o professor deseja é que as contas
envolvidas sejam simples o suficiente para poderem ser trabalhadas no quadro-negro
sem consumir tempo excessivo de aula e, de preferéncia, sem incorrer em erros
desnecessarios de calculo. Assim, numa explanacao inicial sobre este tema, pode
ser muito oportuna a capacidade de gerar matrizes “bem comportadas”, isto é, com
entradas representadas por niimeros inteiros pequenos, de modo que os autovalores

sejam também inteiros e pequenos, faceis de calcular.

Em nosso experimento, o professor nos solicitou que construissemos um script de
geracao de matrizes 2 X 2 que tivessem estas caracteristicas. A ideia proposta por
ele consistia em pensar o problema ao inverso: em vez de dada a matriz, obter os
autovalores, deveriamos pré-estabelecer dois inteiros pequenos e obter uma matriz
2 x 2 com entradas inteiras também pequenas e que tivesse os numeros fixados como

autovalores.

A solucao consiste em partir de uma matriz diagonal D com os autovalores \;
e Ay conhecidos ocupando a diagonal principal. E claro que esta matriz satisfaz os
requisitos desejados, mas nao é muito interessante produzir exemplos apenas com
matrizes diagonais. Dado que matrizes quadradas similares ! possuem os mesmos
autovalores, qualquer matriz similar a D terd A\; e Ay como autovalores. Assim,
a matriz desejada pode ser obtida multiplicando D a esquerda por uma matriz
M invertivel e, a direita, pela inversa de M. Entretanto, M e sua inversa deverao
também ter entradas inteiras, o que pode ser conseguido fixando que o determinante

de M valha 1. O processo é descrito algebricamente a seguir.

Sejam A1 e Ay os autovalores dados e seja D a matriz diagonal com estes auto-

valores:

1A e B sio similares quando existir uma matriz invertivel M tal que B=M - A- M1,
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D— A1 0
0 A

A matriz E, similar a D, que procuramos é dada por £ = M - D - M~!, onde
1 d —b
M = [ ¢ ] Logo,

¢ invertivel e M1 =
C ad — be —C a

1 a b A0 d —b
E= ) ) )
ad—bc | ¢ d 0 X —c a

Assumindo que as entradas de M sejam inteiras, para que M seja invertivel e sua

inversa também tenha entradas inteiras, basta impormos que o determinante ad — cb
seja igual a 1. Para diminuir o ntimero de parametros a escolher, tomamos também
d=1. Assim, a = 1 4 cb. Logo:

1+chb b AN O 1 —b
c 1] 10 M| | = 1+

Portanto, pré-estabelecendo os autovalores \; e Ay e atribuindo valores inteiros a b

FE =

e ¢, obteremos a matriz desejada.

O script correspondente ja foi apresentado na Figura 2.4 do Capitulo 2, como
exemplo de interacao em modo literal. Repetimos a figura aqui apenas para que o

leitor nao precise retroceder muitas paginas:

~
o SRR

frandom(S) -2, random(5)-2],
(1], [c7e-1,e]),
)
)2
A matriz SE@(A)S possui autovalores inteiros S€(a)$5 e S@(b)S.

2 2
A matriz ( 7680 j26) possui autovalores inteiros —2 e 4.

Figura 3.2: Geragao de matrizes inteiras com autovalores inteiros
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3.3.3 Escalonando Matrizes

Um tema que ndo costuma faltar nos cursos introdutérios de Algebra Linear & o
do reconhecimento da (in)dependéncia linear em um conjunto de vetores dados.
Isto ¢ realizado rearranjando os vetores em colunas de uma matriz, que sofre uma
transformacao para algum tipo de forma escalonada. Nesta forma, surgem zeros em
posicoes da matriz que permitem concluir por inspecao visual se os vetores sao ou

nao sao linearmente dependentes.

Em um contexto correlato — o da resolucao de sistemas lineares — muitos livros
se limitam a apresentar um algoritmo mecanico de escalonamento para chegar as
solucoes do sistema ou constatar sua inexisténcia. Este algoritmo consiste na apli-
cacao de uma sequéncia de operacoes sobre as linhas da matriz cujas entradas sao os
coeficientes das equagbes (LAY, 1997, [9]), incorporando a ela a coluna dos termos
independentes: a matriz aumentada, como é normalmente chamada. Cada linha,
durante o algoritmo, é substituida por uma combinacao linear entre ela e alguma

outra linha, de modo a ir produzindo, na matriz, as posicoes zeradas que se desejam.

Em um tratamento conceitual adequado, a ideia envolvida no processo de esca-
lonamento de uma matriz A, conforme é descrita em (HOFFMAN & KUNZE, 1971,
[7]), ¢ a de obter uma sequéncia de matrizes A = Ay, Ay, ..., Ay, onde p < n. Cada
matriz parcial A; possui as ¢ primeiras colunas satisfazendo: A;, =1e A;,, = 0, para
k=i+41,...,m. Na etapa i do processo, existe uma matriz &, que multiplicada a

esquerda de A;_1, produz A;. Ao final, teremos
Ay=E, -y & A,

onde A, é a matriz A na forma escalonada.

Para exemplificar, consideremos a matriz

3 2 13
0 3
A=
-2 1 -4
2 1 8

e tratemos de escaloné-la passo a passo. O objetivo, na primeiro etapa, é concentrar-
nos sobre a primeira coluna de A: gerar 1 na primeira posicao e zerar o restante
da primeira coluna, efetuando combinagoes lineares de linhas. Uma maneira (ndo
tinica!) de obter este resultado é (1°) somar a terceira linha a quarta linha; (2°)
somar a segunda linha a terceira dividida por 2; (3°) somar a primeira linha a

segunda multiplicada por —3; e (4°) dividir a primeira linha por 3. A matriz que,
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multiplicada a esquerda de A, produz estes efeitos é precisamente:

$ 0 00
1 =300
&= )
0 0
0 0 11
Logo,
2 13
L3 3
02 4
Al=¢& A= }

05 1
0 2 4

O objetivo, a seguir, é trabalhar a segunda coluna de Ay, tornando a segunda posi¢ao
igual a 1 e zerando a terceira e a quarta posigoes. Para isto, podemos: (1°) somar a
terceira linha de A; a sua quarta linha multiplicada por _4115 somar a segunda linha
a terceira multiplicada por —4; e (3°) dividir a segunda linha por 2. A matriz que,

multiplicada a esquerda de A;, produz estes efeitos é:

1 0 0 0
0L 0 o0
& = 2
01 —4 0
00 1 -1
Logo:

.
01 2
Agzgg'gl'A: 0 0 0
0 0 0

Neste pequeno exemplo, o escalonamento terminou, revelando claramente que a
terceira coluna nao é linearmente independente das duas primeiras. Portanto a

matriz

0
0
5252'51: 0

O = NI Wi

1
4

=

multiplicando A pela esquerda, produzird como resultado a matriz A,, que é uma
forma escalonada de A. E evidente que o processo assim descrito envolveu escolhas
de combinagoes lineares especificas entre linhas a fim de obter os efeitos desejados
nas diversas entradas da matriz; portanto, a matriz £ obtida no exemplo nao é a

tinica possivel.
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Pelos questionamentos teoéricos que esta abordagem permite, e que serao levan-
tados um pouco mais adiante, é importante que o aluno perceba o escalonamento
como resultado deste processo. Para isso, a obtencao da matriz £ e das sequéncias

de matrizes & e A; deve ser explicitada durante a explanagao do assunto.

Com o MathMoodle, a pedido do professor, elaboramos um script detalhando este
processo. O desafio a vencer era que o Maxima disponibiliza a fungao echelon(A),
que retorna diretamente uma forma escalonada da matriz A; porém, nao nos fornece

nenhuma funcao que nos permita obter as matrizes parciais envolvidas.

Nossa atuacao, sob orientacao do professor, consistiu em, utilizando a funcao
echelon, explicitar em um script estas matrizes intermediarias. Um raciocinio
simples mostra que uma possivel candidata a £ que escalona A pode ser obtida

concatenando-se A direita da matriz A a matriz identidade de ordem m:

3 2 1311 0 00

0 310100
-2 1 —4]0 0 1 0
2 1 8]0 001

Aplicando a esta matriz estendida a func¢ao echelon(A), provida pelo Maxima, ob-

temos

O = Wiy

0
0
0

O = N W

o O O =

0

1
4

=

a submatriz formada pelas m tltimas colunas é exatamente a matriz £ procurada.

Utilizando este raciocinio, implementamos no Maxima o comando elm(A) ? e, na
tabela de conversao de nomes do MathWriting, o comando correspondente \elm(A).

Ele retorna a matriz &, tal que £ - A seja igual a uma forma escalonada de A.

Com a disponibilidade do comando \elm, foi possivel construir o script requerido
pelo professor. Ele esta transcrito a seguir e é constituido por uma se¢ao algoritmica
e uma secao de texto. Note que é utilizada uma funcao que nao existe no Maxima,
chamada pcols, que esta codificada diretamente na secao algoritmica do script.

Esta funcao devolve a submatriz formada pelas n primeiras colunas de uma matriz

M.

2Segundo colocacio do professor, “elm” teria a ver com a palavra “elementar”, que é normalmente
o nome atribuido &s matrizes que realizam as operagoes sobre as linhas.
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$! A : matrix ([3,2,13],[1,0,3],[-2,1,-4]1,[2,1,8]);

pcols(M,n) :=transpose(rest (transpose(M) ,n-length(transpose(M))));
Cl: pcols(4,1);

Al: elm(C1).A;

C2: pcols(Al,2);

A2: elm(C2).A1;$

Dada a matriz $A = @(A)$, desejamos obter uma forma escalonada de $A$.

Seja $C_1 = @(C1)$ a submatriz formada pela primeira coluna de $AS.

$E_18 = \elm($C_13) = $\elm(C1)$ e $A_1 = E_1.A = @(AD)$

Seja C_2 = @(C2)$ a submatriz formada pelas duas primeiras colunas de $A_13.
$E_2$ = \elm($C_28%) = $\elm(C2)$ e $A_2 = E_2.A_1 = Q(A2)$.

$A_2$ & uma forma escalonada de $AS$.

A visualizacao do processamento deste script encontra-se na Figura 3.3.

3 2 13
. 1 0 3 .
Dada amatriz A = 9 1 L desejamos obter uma forma escalonada de A.
2 1 8
3
Seja Cp = 12 a submatriz formada pela primeira coluna de A.
2
1 2 13
1 0 00 1 2 B
1 -3 0 0 0 2 4
Ei=telm(Cy)= A, =FE, A=
1 ="telm{Cy) 0 1 % 0 e A 1. 0 % 1
0 0 1 1 0 2 4
2
13
Seja Cy = g ? a submatriz formada pelas duas primeiras colunas de A 4.
2
0 2
10 0 0 1 2 13
01 0 0 S
E; =telm(Cy)= z Ay =FE, A, =
2 ='elimiCy) 0 1 -4 0 e Ay 2.4 0 0 0
00 1 -3 00 ©

As & umaforma escalonada de A.

Figura 3.3: Visualizagao da saida produzida pelo script de escalonamento

Do ponto de vista didatico, apresentacao do tema com a correta énfase con-
ceitual permitiu ao professor investigar com a turma questoes tedricas que, com a

abordagem puramente mecanica e operacional, nao teriam vez.

Pode-se demonstrar (HOFFMAN & KUNZE, 1971, [7]) que a matriz £ que
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escalona A é invertivel (porque ela é o produto de matrizes elementares, todas in-
vertiveis). Portanto, a forma escalonada de A consiste no produto de uma matriz

invertivel por A.

Sendo M uma matriz m x n, designemos por Ty, : R® — R™ a transformacao
linear dada por x — Mx. Sob esta Otica, a forma escalonada de A corresponde
a transformacao linear composta Tz o T4. Sendo & invertivel, Tz é injetiva e a
composta Tg o Ty preserva algumas caracteristicas de T4 (o posto, por exemplo).

Cabem, portanto, as seguintes reflexdes junto aos alunos:

e Quais subespacos (nicleo? imagem?) de T4 s@o preservados na composi¢ao
Tg o TA7

e Por que a relagdo de dependéncia linear entre as colunas de A permanece a

mesma em & - A?

e A matriz £ é construida através do produto de matrizes elementares que efe-
tuam operacoes sobre as linhas de A. No entanto, multiplicar £ a esquerda
de A tem o efeito de agir sobre as colunas de A. Sendo & invertivel, ela
pode ser interpretada como uma matriz de mudanca de base em R™, que é
o contradominio de T)4. Que resultados podem ser explorados a partir desta

constatacao?

Pode-se questionar, e com toda razao, que nao é necessario dispor do Math-
Moodle para fazer tais reflexdes. Em cursos mais avancados de Algebra Linear,
onde o enfoque é tedrico apenas, estas questoes sao respondidas sem apelo a qualquer
calculo. Isto é fato, mas, em um curso destinado & graduacao, explicitar as contas
faz parte do programa e a facilidade de calcular com o MathMoodle torna-se uma
motivacao para levantar questoes conceituais, associadas a uma gama de exemplos

que podem ser construidos de forma imediata.

Outra observagao importante que surgiu ao longo deste desenvolvimento é que,
com o MathMoodle, é possivel escrever comandos especificos para um curso, como
foi feito com o comando \elm neste curso. Por enquanto, esta possibilidade requer a
intervencao do administrador, principalmente no caso citado, em que foi necessario

acrescentar a funcao também ao Maxima.

3.3.4 Identificando Graficamente Direcoes Invariantes sob um

Operador Linear

Outro tema importante que recebeu tratamento especial neste curso foi o topico de

autovalores e autovetores.
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Dado um operador linear 7' em R?, uma forma interessante, sugerida pelo profes-
sor, para ilustrar geometricamente a existéncia (ou nao!) de subespagos invariantes
unidimensionais sob T, seria escolher uma base 3 em R? e um ponto inicial P e,

iteradamente, aplicar a P a matriz A = [T]s, ® obtendo uma sequéncia de pontos
PA-P A2 P ... A".P n>0.

Direcoes invariantes podem destacar-se nitidamente quando esta sequéncia de
pontos é mostrada em um grafico, o que pode servir como motivagao para comecgar

a abordar o topico a partir de questionamentos sobre o conceito chave, que é a

invariancia. Na Figura 3.4, temos a ilustracao.

Desejamos investigat & existéncia de direglies invariantes sob a matriz M°

_{u9 0
M’(o 1_1)

A3 colunas da matriz B modificam as diregéies dos autovetores de M
_f1 01 (1001

& (D 1 )’B ( i} 1.0 )

& matriz A, dads por A — B- M- B~ é similar 5 M

A= 10 l) (08 0 ) (L0 O.l) _ (08 0.02)
A0 1 0 11 i} 10 /7 V00 11

Owvalor n = 20dé o nimer o de teragies a partir dos portos iniciais by, by by e by:

()= (- () (1)

Weja abaixo uma representag o gréfica dessas teragiies. Locslize stertamente as posiglies iniciais & as seguintes!

discreter @

# diecreres  +
& ¥ serated
¥ irorstes
iscretet
" Fitcoreter 01
. F dizcreted
L
2 K
-
Hop d
[
O et
) By m@q et
% o
#
"
a
F
ra +
[
5 o o#
g 4

Figura 3.4: Direcoes invariantes sob um operador linear

Este desenvolvimento nos remete a questionamentos que, realizados em aula, aju-
dam os alunos a entender as propriedades envolvidas neste tema. Assim o professor

pode apresentar as seguintes indagagoes aos estudantes:

e O que acontece se o operador tem dois autovalores reais distintos?
e O que acontece se estes autovalores reais coincidem?

e O que acontece se eles sao complexos?

O efeito das alteracoes nos dados, quer modificando as entradas da matriz quer

3[T)s significa, aqui, a matriz do operador T na base 3
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mudando o ponto de partida produz resultados facilmente visiveis e que contribuem

para um maior entendimento conceitual do tema.

O sistema de coordenadas pode também ser alterado, por meio de uma trans-
formacao de similaridade. Examinar os mesmos exemplos em diferentes sistemas de
coordenadas, bem como aprender a escolher um sistema adequado para melhor ex-
pressar a solucdo de um problema, sdo pontos fundamentais da Algebra Linear que
nem sempre podem ser trabalhados nos cursos. Todos os calculos que, ao quadro-
negro, tomariam muito tempo de aula, puderam, com o MathMoodle, ser realizados

de forma imediata com alguns comandos simples.

3.4 Conclusoes sobre o Experimento de Validacao

Com o intuito de validar, do ponto de vista didatico, as ferramentas que havia-
mos desenvolvido, o curso de Algebra Linear II mostrou-se um campo fértil que
aponta muito claramente para a conclusao de que o MathMoodle e o mwEdPlayer
sao instrumentos computacionais cujo uso criterioso e planejado pode beneficiar e

enriquecer o ensino desta disciplina.

Relatamos, nas secoes anteriores deste capitulo, apenas os pontos principais, em
que a intervencao das ferramentas no curso se deu de modo mais ostensivo. Porém,
mesmo em toOpicos que nao haviam sido selecionados previamente para este estudo,
o MathMoodle e o mwEdPlayer acabaram sendo utilizados em aulas e fora delas,

devido as facilidades que introduziam.

Os scripts revelaram-se um poderoso instrumento do ponto de vista didéatico,
reforcando para a nossa pesquisa que as ferramentas desenvolvidas efetivamente
tinham o efeito pretendido de complementar o ensino da disciplina de maneira pro-
veitosa tanto para o professor quanto para os monitores e alunos. A possibilidade
de disponibiliza-los para posterior trabalho extraclasse através do Médulo Scripts
constituiu um importante acessorio, na medida em que incentivou os alunos a mo-
dificar por conta propria os cenarios apresentados em aula, obtendo suas conclusoes

num processo de estudo dirigido elaborado pelo professor, com a nossa ajuda.

Os topicos escolhidos (escalonamento e autovalores), que recebem normalmente
nos cursos um tratamento com privilégio do operacional, puderam ser trabalhados
sem perder de vista os conceitos algébricos que os fundamentam, dando ao professor
0 espaco necessario para levantar, do ponto de vista tedrico, as questoes relevantes
que apontamos e que normalmente sao omitidas nas abordagens tradicionais desta

disciplina em graduacgao.

A possibilidade de modificar dados em um script e reprocessa-lo em seguida
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teve um efeito muito positivo nas aulas que acompanhamos. A riqueza de cenarios
que se consegue fornecer acerca de um tema motiva os alunos a questionamentos,
colocacgoes e duvidas durante a aula que nem sempre costumam aparecer quando 0s
assuntos sao tratados no quadro-negro com recurso a poucos exemplos. No topico
de autovalores, isto foi bastante visivel, pois pequenas modificacoes nas entradas de
uma matriz (mesmo no caso 2 x 2) mudam completamente o comportamento do
espectro, o que provoca a surpresa e desperta a curiosidade dos alunos. Numa aula

tradicional, raramente se consegue este efeito.

Durante o experimento, como resultado do acompanhamento sistematico das
aulas e com a continuidade do uso das ferramentas, diversos aprimoramentos e cor-
recoes tiveram de ser feitos. A propria ferramenta mwEdPlayer nao existia quando
o curso foi iniciado: ela foi fruto da observagao direta em sala de aula de que nao so-
brava espaco suficiente na tela para exibir simultaneamente o texto de um script e o
resultado de seu processamento. O Modulo Scripts foi também um desenvolvimento
que ocorreu ao longo do curso, quando, a pedido dos préprios alunos, o professor

decidiu disponibilizar os scripts que eram mostrados em sala.

Ficou claro para nés que varias melhorias ainda sao necessarias, considerando
que as ferramentas devem ser tteis também a outros cursos de matematica e nao
somente ao curso de Algebra Linear. A introducdo do comando \elm, por exemplo,
foi trabalhosa: ela exigiu um tipo de intervencao direta na plataforma de um modo
que ainda nao é possivel ao instrutor de um curso. Foi preciso acrescentar esta
funcao ao arquivo de inicializacao do Maxima, de modo que, a semelhanca das
funcoes nativas, ela estivesse sempre disponivel e nao precisasse ser reescrita em
cada script. Para um uso futuro, avaliamos que esta possibilidade de introduzir

fungoes permanentes no CAS deva ser oferecida ao professor.

Um outro ponto nao menos importante a ressaltar neste experimento foi o en-
volvimento dos monitores no processo. A motivacao e o entusiasmo demonstrados
por esta equipe de alunos recém egressos da disciplina contagiou positivamente os
colegas que a estavam cursando. Um dos problemas apontados por (SILVA, 2009,
[12]) na observagao da versao preliminar da plataforma no curso de Calculo II foi
justamente o do pouco interesse demonstrado por parte dos estudantes em apren-
der e utilizar a ferramenta, em parte devido aos erros e dificuldades de uso que ela

apresentava, dado seu estagio de desenvolvimento ainda muito incipiente.

Com as melhorias introduzidas e a cooperacao dos monitores, pudemos observar
uma realidade oposta neste nosso experimento: constatamos intensa atividade cola-
borativa entre monitores e alunos, na elaboragao das entradas de glossario, no forum,
no chat, comentando solucoes de exercicios, adaptando e postando na plataforma

enunciados colhidos da bibliografia indicada, formulando scripts de solugao e até
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mesmo propondo novos exercicios.

Para os monitores, inclusive, ocorreu um verdadeiro processo de aprimoramento
dos seus conhecimentos. Muitas vezes, ao explicarem a solucao de um exercicio ou ao
completarem a definicao numa entrada de glossério, eles cometiam falhas conceituais

que eram discutidas nas reunioes com o professor, por nés observadas.
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Capitulo 4
Conclusoes

A partir de observagoes relatadas na dissertacao de mestrado (SILVA, 2009, [12])
e do acompanhamento paralelo que noés proprios fizemos do curso de Calculo II,
constatamos que era necessario submeter o MathMoodle a uma consideravel revisao,
caso realmente desejassemos torna-lo uma ferramenta profissional que pudesse ser
utilizada em cursos onde a expressao e a comunicacao de contetido matematico

estivessem presentes, obtendo algum ganho de aprendizagem com este uso.

De inicio, era preciso eliminar as deficiéncias que foram observadas durante o
uso da versao preliminar, que acabavam por desviar o foco, por parte dos alunos,
do contetdo ensinado para o entendimento dos pormenores de utilizacao da ferra-
menta, o que acarretou a descontinuidade de seu uso ao longo do referido curso.
Poucos usuérios, em geral, dispoem-se a leitura de um manual e esperar de alunos
esta motivacao é algo totalmente irreal. Precisdvamos, portanto, conceber um novo
processo de validacao em que a assimilacao dos detalhes de uso da ferramenta fosse
paulatina e indolor, de maneira a nao desmotivar os alunos e nao desviar seu foco

do aprendizado do contetdo, que é o verdadeiro objetivo de um curso.

Ao final de 2010, portanto, possuiamos uma ferramenta totalmente revista e
reimplementada, que necessitava de dois tipos de validacao. O primeiro, obviamente,
é a espécie de teste que se espera de qualquer sistema computacional e que consiste
em submeté-lo ao uso sucessivo de grupos cada vez menos supervisionados, até poder
homologéa-lo em definitivo. Um segundo tipo de validagao diz respeito ao proposito
essencial da ferramenta: servir de coadjuvante no ensino de disciplinas regulares de

cunho matematico, em principio, na graduagao em carreiras técnicas.

Tinhamos, entao, estas duas metas a cumprir. O professor da disciplina dispos-
se gentilmente a ministrar, por dois periodos letivos sucessivos do ano de 2011,
a disciplina de Algebra Linear II, que serviria de palco a nosso experimento de

validacao. Nossa participagao neste processo de validacao consistiria em observar as
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aulas ministradas, em especial aquelas em que a interferéncia do MathMoodle havia
sido prevista, acompanhar as atividades dos monitores e alunos no MathMoodle e, é
claro, corrigir os erros de implementacao que se revelavam ao longo do uso e agregar

novas funcionalidades, conforme se mostrassem necessarias.

As melhorias sintaticas introduzidas, juntamente com a dinamica e as necessi-
dades percebidas em sala de aula, motivaram o surgimento dos novos modos de
interacao com o Maxima: o modo silencioso e o modo literal. Em decorréncia destes
acréscimos, a organizacao de textos matematicos como scripts e os beneficios per-
cebidos com a adocao deste estilo de escrita levaram-nos a criagao, no Moodle, do
Modulo Scripts.

Os scripts foram, sem duvida, a melhor contribuicao resultante deste processo de
validagao para a exposicao do contetdo. A possibilidade de o instrutor disponibilizar
aos participantes de um curso verdadeiros roteiros de estudo, intercalando secoes
algoritmicas e textuais que podem ser alteradas em dire¢ao a novos cenérios, cumpriu
um duplo papel na experiéncia: ao mesmo tempo que os scripts funcionavam como
manual de uso, do ponto de vista sintatico, para os alunos e monitores, através do
j& descrito processo de colagem e adaptacao, eles também constituiram um valioso
complemento ao estudo, suprindo as lacunas das fontes bibliograficas recomendadas,

provendo exercicios e incentivando a aprendizagem autonoma.

Ao fim do experimento, podemos afirmar que temos a ferramenta validada nos

dois aspectos que mencionamos, pelos motivos que expomos a seguir.

De um lado, a revisao empreendida e as correcoes dos erros apontados durante o
uso permitiram-nos atingir um soélido patamar de depuracao, em que as instabilida-
des praticamente desapareceram. E claro que a validacio computacional realizada
deu-se em um grupo ainda muito supervisionado, no qual muitos erros podem ter
sido evitados exatamente pelo direcionamento que induzimos ao uso. E necessaria
ainda uma etapa adicional de testes, que permitirao homologar em definitivo a nossa

contribuigao, disponibilizando-a a outros grupos interessados.

Por outro lado, acompanhamos de perto os beneficios introduzidos no ensino da
disciplina de Algebra Linear IT com o uso do MathMoodle, que ja relatamos na secio
final do Capitulo 3. A dificuldade apontada por alguns professores em graduar os
aspectos teoricos e praticos da disciplina, em funcao de especificidades do publico
alvo e da reduzida carga horaria (4 horas semanais apenas), foi certamente atenuada
no contexto que observamos, conforme expomos: topicos que sao abordados normal-
mente de um ponto de vista puramente operacional puderam, com as facilidades de
calculo providas pelo MathMoodle, ter seu respaldo conceitual também explorado

durante o curso.
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O exame analitico da ferramenta que obtivemos revelou que a esséncia de sua
estrutura, constituida por trés agentes, possuia certa abrangéncia, no sentido de
poder concretizar-se em realidades computacionais diversas. Este fato nos motivou
a denominar o que tinhamos em maos nao apenas como uma mera integracao de
programas ja existentes, mas como uma tecnologia para redagao matemética que, no
cendrio observado, instanciava-se como a ferramenta MathMoodle. Além desta possi-
vel materializagao computacional, mencionamos também a ferramenta mwEdPlayer

e o sistema AtenaME, instancias desta mesma tecnologia, ambos desenvolvidos no
LIMC/UFRJ.

Na direcao de trabalhos futuros, podemos destacar algumas frentes:

e A incorporacao de novas funcionalidades a ferramenta. Uma delas, apontada
no Capitulo 3, seria habilitar o instrutor de um curso do Moodle a instalar fun-
coes permanentes no Maxima, de maneira que elas nao precisem ser replicadas
a cada script em que sao invocadas. Fizemos isto manualmente com a funcao

\elm, mas julgamos que esta capacidade deva ser repassada ao instrutor.

Desta maneira, ele podera estabelecer um repertorio especifico e delimitado de
recursos para um determinado curso. Isto possibilita a formulagao de exerci-
cios especiais, em que, mais do que a solugao de um certo problema, o professor
estd interessado em que o aluno o resolva utilizando estritamente os recursos
especificados, que funcionam como uma espécie de “caixa de utensilios”. De-
pendendo da finalidade e do escopo do curso, desenvolver no aluno este tipo
de habilidade (resolver problemas com os meios de que se dispoe) pode ser

primordial na formacgao que se pretende.

e A interacgao entre o Maxima e o programa Gnuplot, um gerador de graficos,
foi muito pouco explorada nos scripts do curso. Apenas em um contexto es-
pecifico, que investigava as dire¢oes invariantes sob um operador linear, houve

a geragao de graficos.

Da maneira como esta disponibilizada hoje, esta facilidade ainda estd muito
distante de poder ser aproveitada pelo usuério nao versado na sintaxe do Ma-
xima. Basta observar o exemplo mostrado na Figura 3.4 para constatar o que
estamos afirmando. Pensamos que um certo investimento deva ser realizado em
criar alternativas sintaticas mais simples e acessiveis para a geragao de graficos,

que sao um recurso tao importante no ensino da matematica e ciéncias.

e O desenvolvimento de um conjunto adicional de scripts envolvendo algoritmos
e textos, que sejam interessantes do ponto de vista matematico, mas que tam-
bém cumpram a funcao de um manual de uso, em que a assimilacao da sintaxe

proposta e dos recursos do CAS, por parte de professores e estudantes, se dé
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de forma mais atraente. Com o sucesso dos scripts que observamos durante o
curso de Algebra Linear, conjecturamos que esta seria uma boa alternativa ao

tradicional “manual do usuéario”.

A divulgagao mais ampla da ferramenta dentro do proprio meio universitério,
junto a professores que ministram disciplinas que exijam, de alguma forma, a

redacao de contetdo matemético com qualidade.

Um projeto de uso e divulgacao do MathMoodle nos ensinos fundamental e
médio. E claro que um empreendimento deste vulto necessitaria da participa-
cao de especialistas em ensino de mateméatica e nao seria um trabalho a ser

empreendido por nés apenas.
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Apéndice A

Comandos do MathWriting

@: obtém o valor da operacao ou constante dada.

abs: obtém o valor absoluto do niimero dado.

adcoluna: adiciona uma ou mais colunas a uma matriz predefinida.

adjunta: retorna a matriz adjunta de uma matriz.

adlinha: adiciona uma ou mais linhas a uma matriz predefinida.

antiderivada: calcula a antiderivada de uma expressao em relacao a variavel esco-
lhida.

autovalores: obtém os autovalores, em forma de lista, de uma matriz.
autovetores: obtém os autovetores de uma matriz.

autovetorunitario: obtém os auto vetores unitarios de uma matriz.

coluna: obtém uma coluna de uma matriz.

comparar: obtém um operador de comparacao relativo aos niimeros dados.

cos: obtém o coseno do nimero dado.

denom: retorna o denominador da expressao, que é retornada caso nao seja uma
razao.

derivar: calcula a derivada de uma expressao. é possivel selecionar ordem e varia-
veis.

determinante: obtém o determinante de uma matriz.

distribuir: distribui adig¢oes sobre produtos.

dividir: retorna o quociente da divisao dos dois polindmios passados.

escalonar: constréi uma nova matriz escalonando a matriz predefinida.
escalonar: escalona uma matriz.

exp: obtém a exponencial do nimero dado.

expandir: expande a expressao dada.

fatorar: fatora a expressao dada.

fracao: coloca todos os termos ja calculados sobre um denominador comum.

fracoesparciais: expande a expressao na forma de fracoes parciais em relacao a
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variavel escolhida.

funcaomatriz: executa uma funcao predefinida em uma matriz predefinida.
geramatriz: inverte a matriz predefinida.

gfatorar: fatora a expressao sobre os inteiros de gauss, ou seja, com a unidade i
imagindria.

gradiente: obtém o vetor gradiente de uma funcao.

ident: gera uma matriz identidade n por n.

impar: obtém verdadeiro se o parametro for um inteiro impar e falso para os demais
casos.

integrar: calcula a integral de uma expressao. é possivel definir o intervalo de
integracao.

inversa: inverte a matriz predefinida.

limite: calcula o limite da expressao quando a varidvel escolhida tende ao valor
escolhido.

linha: retorna uma linha de uma matriz.

log: obtém o logaritmo do ntimero dado.

maiorexp: !maiorexp(pl, p2, y) procura entre pl e p2 o maior expoente da letra y.
matriz: define uma matriz através dos elementos passados nas listas.
matrizcoef: gera a matriz dos coeficientes de um sistema de equagoes lineares.
matrizcoefaum: cria a matriz aumentada dos coeficientes de um sistema de equa-
¢oes lineares.

matrizdiag: cria uma matriz diagonal n por n, com elementos da diagonal iguais
a X.

matrizzero: cria uma matriz n por m com todos os elementos iguais a 0.

max: obtém o maior valor entre os dados, é possivel acrescentar mais valores.
menor: obtém a submatriz excluindo a linha i e a coluna j.

menorexp: !menorexp(pl, p2, y) procura entre pl e p2 o menor expoente da letra
y.

min: obtém o menor valor entre os dados, é possivel acrescentar mais valores.
mod: obtém o resto da divisao do primeiro valor pelo segundo valor.

num: retorna o numerador da expressao, que é retornada caso nao seja uma razao.
ordenar: ordena uma lista de nimeros conforme o operador no segundo parametro.
permanente: calcula o permanente de uma matriz.

piso: obtém o nimero inteiro mais préximo menor ou igual ao nimero dado.
pisoraiz: calcula, por falta, a raiz quadrada do nimero dado.

policarac: retorna o polindémio caracteristico de uma matriz.

posto: calcula o posto de uma matriz.

prodescalar: obtém o produto escalar das matrizes predefinidas.

produtorio: obtém o valor do produtoério da expressao, em n, de a até b.
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raiz: calcula a raiz quadrada do ntmero dado.

resolver: resolve a(s) equacao(des) dada. recebe até 2 listas para decidir em que
variaveis operar.

resolvesistema: resolve a lista de equacoes na lista de variaveis dada.

resto: obtém o resto da divisao dos dois poliné6mios passados.

sen: obtém o seno do nimero dado.

simplificar: simplifica a expressao dada, importante passar uma tnica razao.
somatorio: retorna o valor do somatorio da expressao, em n, de a até b.
substituir: !substituir(a,b,c) substitui a expressao 'b’, por ’a’ em ¢’ .

tan: obtém a tangente do niimero dado.

termo: obtém o iésimo termo de uma lista.

teto: obtém o nimero inteiro mais proximo maior ou igual ao nimero dado.
traco: obtém a soma dos elementos da diagonal principal de uma matriz.
transposta: gera a matriz transposta de uma matriz.

triangularizar: gera a maior forma triangular de uma matriz.

valor: obtém o valor da operacao ou constante dada.

vetorcoluna: gera o vetor coluna com os elementos da lista passada como parame-

tro.
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