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RESUMO

Neste trabalho buscamos elaborar uma sequéncia didatica em que fossem propostas
situacBes que favorecessem a construcdo dos conceitos probabilisticos, em um nivel
introdutorio, e que evitassem 0s equivocos conceituais sobre probabilidade descritos na
literatura. Para isso, utilizamos como metodologia de pesquisa a Engenharia didatica
(ARTIGUE, 1992). O estudo foi realizado em duas vertentes, a primeira refere-se a analise da
sequéncia didatica que propde inserir os conceitos da probabilidade identificados em um
estudo tedrico e 0s que julgamos adequados para serem trabalhados no Ensino Médio.
Utilizamos a primeira vertente como pano de fundo para segunda que foi a identificacdo de
conhecimentos adquiridos ou explorados pelos licenciandos que aplicaram a sequéncia
didatica no ambito do PIBID. Para isso, utilizamos os estudos de Shulman (1986, 1987)
referentes ao conhecimento de conteddo, conhecimento pedagogico de contelddo e

conhecimento curricular.

Palavra Chave: Probabilidade, Engenharia Didatica, PIBID, Conhecimentos Docentes.

ABSTRACT

We initially seek to develop a didactic sequence to propose situations that favor the
construction of probabilistic concepts in an introductory level, with activities that could help
to avoid misconceptions about Probability. For this aim we use, as a research methodology
Didactic Engineering by Artigue (1992). The study was conducted in twofold perspectives:
the first refers to the analysis of didactic sequence which proposes to insert the concepts of
Probability identified in a theoretical study and those we thought suitable to be worked in
High School. We use the first part as a backdrop for the second which was the identification
of some knowledge acquired or operated by undergraduates who applied the didactic
sequence in the context of the PIBID. For this, we applied Shulman’s research (1986, 1987)

regarding the content knowledge, pedagogical content knowledge and curricular knowledge.

Keyword: Probability, Didactic Engineering, PIBID, Teachers knowledge.
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1. INTRODUCAO

O primeiro contato com o conteudo de Probabilidade no Mestrado em Ensino da
Matematica se deu por meio da disciplina Matematica Combinatéria e Probabilidade, no ano
de 2009, como aluna avulsa. Experienciei uma enorme dificuldade em realizar as tarefas
propostas no curso, pois exigiam muito conhecimento de conteldo e muita capacidade de
interpretacdo. Entretanto, a0 mesmo tempo fascinava-me o assunto, fazendo-me querer

aprender e estudar mais e mais este contetdo, mesmo em face as dificuldades.

No ano seguinte, j& como aluna matriculada no Mestrado em Ensino da Matematica,
me deparei, pela primeira vez, com a responsabilidade de ensinar Probabilidade aos meus
alunos de Ensino Médio. Mesmo tendo concluido a disciplina Matemética Combinatoria e
Probabilidade, que muito acrescentou & minha formagao, senti-me despreparada para lecionar
este contetdo, ndo sabendo ao certo como ensinar, dado 0 meu embasamento tedrico ainda
incipiente, e a pouca experiéncia necessaria para se lidar com o0s inumeros obstaculos
cognitivos do campo. O livro didatico adotado pela escola em que atuo também ndo ajudava
significativamente. Apesar disso, como eu, meus alunos também demonstravam interesse e
motivacOes para a Probabilidade. Diante deste cenario, senti a necessidade de estudar mais
profundamente este contetdo, de maneira a aprimorar meus conhecimentos, me capacitar para
os desafios da sala de aula, proporcionando assim aos meus alunos uma aprendizagem mais

significativa.

Neste mesmo ano, soube através da professora Maria Fernanda Elbert Guimardes do
Instituto de Matematica da UFRJ da existéncia do PIBID (Programa Institucional de Bolsas
de Iniciacdo a Docéncia), que incentiva a integracdo entre professores das redes Estadual e
Municipal, licenciandos das universidades publicas e alunos das escolas estaduais e
municipais. Este projeto tem como fim contribuir na melhoria do ensino nas escolas publicas
onde o IDEB (indice de Desenvolvimento da Educacio Béasica) estd abaixo da média
nacional, que é atualmente de 3,7. Por outro lado, tem também a finalidade de inserir os
licenciandos no ambito do ensino médio publico, visando contribuir para a sua formacéo
profissional. Para minha surpresa e frustragdo, alguns dos alunos de licenciatura em

Matematica da UFRJ vinculados ao PIBID realizavam suas atividades no colégio Estadual no



qual trabalho, mas cujo desenvolvimento infelizmente ndo tive como acompanhar, pois

ocorria em turnos e dias diferentes do meu horario de trabalho no ano de 2010.

Diante do potencial de investigacdo em Ensino da Matemética que o PIBID apresenta,
por ser um laboratdrio experimental que retine os licenciandos em Matematica e os alunos de
Ensino Médio, resolvi unir o meu interesse pessoal de estudar o contetdo de Probabilidade
em conjun¢do com o PIBID. O presente trabalho tem, por conseguinte, 0s seguintes objetivos:

1) Criar uma proposta para iniciar o conteudo de Probabilidade para o Ensino
Médio que possa ser aplicada pelos licenciandos vinculados ao PIBID. Para
isto, nos valemos dos varios conceitos que permeiam a Probabilidade, dos
conhecimentos de contetdo e pedagogico de contetdo (SHULMAN, 1986,
1987) e da analise do conteudo de Probabilidade apresentado no livro didatico
do Ensino Médio adotado na escola em que se dard o acompanhamento da
pesquisa.

2) ldentificar, via a proposta criada, algumas das contribuicdes do PIBID na
formacdo profissional dos licenciados em Matematica da Universidade Federal

do Rio de Janeiro.

E importante ressaltar que os licenciandos aplicaram a proposta de ensino na escola
vinculada ao PIBID e, durante a aplicacao, tive o papel de observadora acompanhando apenas
na escola na qual trabalho e auxiliando esporadicamente. Enquanto observava, fui recolhendo

alguns dados que pudessem auxiliar na pesquisa.

As Orientacdes Curriculares Nacionais do Ensino Médio (BRASIL, 2006) ressaltam
gue o contetdo de Probabilidade é recomendado para todos os niveis de educacdo béasica, em
especial para o Ensino Médio, pelo fato de as ideias de incerteza e de probabilidade estarem
associadas aos fendmenos aleatdrios presentes no mundo natural e no mundo social. Sua
importancia no ensino se da também pelo fato de viabilizar a aprendizagem da formulacéo de
perguntas que podem ser respondidas com uma coleta, organizacdo e representacdo de dados.
Além disso, o Ensino de Probabilidade permeou palestras e discussdes em encontros de
Educagcdo Matematica tais como: IV Seminério Internacional de Pesquisa em Educacdo
Matematica (ANAIS DO IV SEMINARIO INTERNACIONAL DE PESQUISA EM
EDUCACAO MATEMATICA, BRASILIA, 2009); Encontro Nacional de Educagéo
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Matematica (ANAIS DO X ENCONTRO NACIONAL DE EDUCACAO MATEMATICA
COMUNICACAO CIENTIFICA, SALVADOR, 2010).

Este assunto vem sendo estudado e discutido por alguns pesquisadores, destacando-se
para esta pesquisa o0 estudo de Ortiz (2002); Stadelmanns (2003); Bebbett e Anway (2004);
Batanero (2005); Viali e Oliveira (2009); e Cabral e Traldi (2010). De um modo geral esses
autores ressaltam a importancia de se trabalhar com os diversos significados da probabilidade,
tais como a Probabilidade Cléssica (ou Laplaciana), Frequentista, Geométrica e Condicional,
de acordo com o grau de instrucdo dos alunos.

Nos artigos estudados é possivel notar uma tendéncia em renovar o ensino de
Probabilidade, no intuito de torna-lo o mais experimental possivel e proporcionar aos alunos
uma experiéncia estocastica desde a infancia e, desta forma, uma aprendizagem mais

significativa.

Todos os autores concordam que os significados da Probabilidade s&o inerentes ao
conceito e limitar-se a apenas um enfoque reduz a sua amplitude. Por isso, defendem a
institucionalizacdo dos diversos significados de acordo com cada nivel de ensino. A
necessidade de institucionalizacdo é de fato necessaria, porém os professores, de uma forma
geral, ndo estdo preparados para incorpora-la e nem os livros estdo adequados a esta tendéncia
de renovacdo do Ensino de Probabilidade. E evidente, portanto, a necessidade de mais
pesquisas sobre 0 assunto que procurem estabelecer quais sdo 0s conceitos fundamentais para
0 ensino adequado deste contetudo. Além disso, é necessario que sejam realizados trabalhos

que proponham meios de capacitar os professores de acordo com as mudancas necessarias.

Esta pesquisa pretende contribuir para uma renovacdo no ensino de Probabilidade,
visto que uma das etapas € analisar o livro didatico do Ensino Médio adotado pela escola em
que se deu a pesquisa, confrontando-o como que propde esta nova abordagem de trabalhar os
diversos significados da Probabilidade sugerida pelos pesquisadores citados anteriormente.
Além disso, foi produzida e aplicada uma sequéncia didatica com essa abordagem, visando a
uma aprendizagem mais significativa dos alunos. Por outro lado, analisamos as contribuic6es
e as dificuldades do PIBID da escola basica e dos licenciandos, utilizando para estes 0s
estudos de Shulman (1986, 1987). Tendo em vista que foi desenvolvida uma sequéncia
didatica, aplicamos para esta parte do trabalho a metodologia da Engenharia Didatica
(ARTIGUE, 1992; MACHADO, 2002).
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Trabalhamos com os alunos do Ensino Médio de uma Escola Estadual do Rio de Janeiro
(colégio no qual trabalho, vinculado ao PIBID), e com os Licenciandos de Matematica da
UFRJ vinculados ao PIBID, que realizaram as atividades para o segundado ano na escola em

que se deu a pesquisa.

Para facilitar a leitura e o entendimento ressaltamos que todas as vezes que estivermos
nos referindo aos bolsistas do PIBID usaremos a expressdo “licenciandos” e quando
estivermos nos referindo aos estudantes das escolas publicas vinculadas ao projeto PIBID

usaremos a expressao “alunos”.

1.1 Estrutura da Dissertacéo

A presente dissertacdo esta estruturada em oito capitulos, iniciando pela Introducéo, em
que apresentamos as questdes centrais de pesquisa, além dos objetivos, justificativas e sua

relevancia.

No Capitulo 2, explicamos o que € o PIBID, seus objetivos, sua abrangéncia e a
atribuicdo de cada um de seus participantes. Apresentamos, também, algumas pesquisas que
visam divulgar as contribuicdes do PIBID na formacéo inicial dos futuros professores que
fizeram parte da XIIl1 Conferéncia Interamericana de Educacdo Matematica - CIAEM, Recife,
Brasil, 2011. Além disso, descrevemos a organizacgéo e as atividades desenvolvidas no PIBIB
Matematica na UFRJ, desde a sua implementacdo em 2009 até o periodo em que se deu a

pesquisa de campo em 2011.

O Capitulo 3 visa tecer, inicialmente, algumas discussdes sobre o ensino de
Probabilidade para dar suporte na elaboracdo da sequéncia didatica. Nestas, incluimos,
também, algumas consideracdes sobre as Orientacdes Curriculares Nacionais para 0 Ensino
Médio, o Curriculo Minimo do Estado do Rio de Janeiro, e o livro didatico adotado pela
escola estadual em que se deu a pesquisa, restringindo-se ao conteddo de Probabilidade. Além
disso, apresentamos a categorizacdo dos conhecimentos docentes segundo Shulman (1986,
1987) a fim de, posteriormente, termos condicBes tedricas para identificar as contribuicdes do

PIBID na formag&o profissional dos licenciandos em Matemaética vinculados ao projeto.

O objetivo do Capitulo 4 é apresentar e justificar a escolha metodoldgica desta
pesquisa, a Engenharia Didatica. Descrevemos o que é a Engenharia Didatica e como se
estrutura, apresentamos, também, os instrumentos de pesquisa utilizados ao longo do

processo.
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No Capitulo 5 apresentamos cada fase da Engenharia Didatica aplicada em nossa
pesquisa, descrevendo toda a sequéncia didatica, bem como a sua analise a priori,
experimentacdo, andlise a posteriori e validacdo. A analise a posteriori das aulas esta
orientada a validar a proposta de inserir os significados da Probabilidade que julgamos
adequados ao nivel médio e a identificar aqueles momentos de aula em que os licenciandos
manifestaram seus conhecimentos de contetdo, pedagdgico de contetido e o conhecimento

curricular.

Criamos o Capitulo 6 para sugerir as modificacGes na sequéncia didatica decorrentes
da analise a posteriori com o proposito de aprimora-la, fazendo uso, novamente, da
Engenharia Didatica aplicada em nossa proposta inicial. Para isso, retomamos as sugestdes

apresentadas na analise a posteriori e elaboramos uma nova aula que nomeamos de “4.1”.

No Capitulo 7 apresentamos as entrevistas com os licenciandos, com o objetivo de
propiciar visibilidade, através de seus testemunhos, das préaticas formativas que ocorreram no
ambito do PIBID. Destacamos as experiéncias adquiridas pelos licenciandos (visando
principalmente ao conhecimento de contetido, o conhecimento pedagdgico de conteldo e o
conhecimento curricular), identificamos as dificuldades vivenciadas dentro do PIBID no ano
de 2011, fizemos uma breve discussdo quanto a aprendizagem dos alunos e uma avaliacdo da

viabilidade da sequéncia didatica e suas contribui¢des.

Para finalizar, apresentamos as consideracdes finais desta dissertacdo, fazendo um
resumo das principais discussdes que foram realizadas em detalhe ao longo dos capitulos,
para, em seguida, apresentar as contribuicdes referentes a cada objetivo proposto do nosso
estudo, apresentar as suas implicacfes para a educacdo e projecfes para proximas linhas de

pesquisa.



2.0 QUE E PIBID?

O Programa Institucional de Bolsa de Iniciacdo a Docéncia (PIBID) é um programa do
Ministério da Educacdo, gerenciado pela CAPES (Coordenacdo de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior), que oferece bolsas para estudantes de cursos de licenciatura plena,
O objetivo do Governo através do PIBID é o incentivo a formacédo de professores e a elevagdo
da qualidade da educacdo publica brasileira por meio da articulacdo feita entre a educagédo

superior e as escolas publicas.

O PIBID vem-se expandindo desde o seu lancamento em 2007. No inicio, sua
prioridade era atender as areas de Fisica, Quimica, Biologia e Matematica para o Ensino

Médio. Atualmente visa contemplar toda a Educagao Basica.

A fim de tentarmos dimensionar a proporcao que o PIBID vem alcancando, iremos
apresentar alguns dados relativos ao ano de 2011, que foram expostos em setembro de 2011
no Il Encontro Nacional dos Coordenadores do PIBID que ocorreu em Brasilia (NEVES,
2011). Neste ano, faziam parte do projeto 30.344 bolsistas. Dentre esses, podemos citar
21.598 alunos de licenciatura, 3.198 professores das escolas publicas que atuavam como
supervisores dos licenciandos bolsistas, 1938 escolas vinculadas a 146 universidades
publicas. Sua abrangéncia, de acordo com a regido, foi 10 programas no Centro-Oeste, 38 no
Nordeste, 15 no Norte, 45 no Sudeste e 38 no Sul. Além desses numeros, vale ressaltar
também que em 2009 eram 266 escolas atendidas por 43 universidades pablicas.

No encontro foram ressaltadas algumas das principais contribui¢cdes do PIBID para a
formacao profissional dos licenciandos e para a formacdo continuada dos professores
supervisores. Entre elas podemos citar, mais especificamente: a diminui¢do da evasdo e o
aumento da procura pelos cursos de licenciatura; valorizagdo das licenciaturas e dos
licenciandos na comunidade académica; a articulacdo entre teoria e pratica, universidades e
escolas basicas; aumento de trabalhos dos bolsistas em eventos cientificos; reconhecimento da
escola béasica como um campo de producdo e construcdo de conhecimento; producdo de
materiais didaticos; criagdo de laboratérios de ciéncias e informatica; e aumento da
participagdo dos alunos das escolas em olimpiadas cientificas. Essas contribui¢des interferem
diretamente na melhoria da qualidade dos cursos de licenciaturas e das escolas publicas

vinculadas ao projeto.
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O PIBID oferece bolsas aos licenciandos; aos Supervisores, aos coordenadores de
area, ao coordenador de area de gestdo de processos educacionais € ao coordenador
institucional. Recursos para financiar as despesas com a execucdo das atividades vinculadas

ao projeto sao também repassados.

Cada bolsista tem suas devidas responsabilidades. Os licenciandos devem desenvolver
acoes pedagogicas em escolas da rede publica de educacdo bésica, cumprindo as atividades e
metas previstas dentro do projeto aprovado pela CAPES, disponibilizando no minimo 30
horas mensais sem prejudicar o seu desempenho no curso de licenciatura. O supervisor € o
docente da escola publica responsavel por controlar a frequéncia e acompanhar as atividades
presenciais dos licenciandos bolsistas sob sua orientacdo, na escola (ANEXO DA PORTARIA
N° 260, DE 30 DE DEZEMBRO DE 2010).

O coordenador de area ¢ o docente responsavel pela coordenacdo do subprojeto na
area de conhecimento selecionada pelas instituicdes. Deve orientar, avaliar e acompanhar
todas as atividades desenvolvidas pelos bolsistas (licenciandos e professores) no subprojeto.
O coordenador institucional ¢ o docente que responde pela coordenagdo geral do PIBID, ¢
quem articula e implementa o programa no ambito da Institui¢do de Ensino Superior. Deve
acompanhar todas as atividades desenvolvidas em cada subprojeto de sua instituigdo. O
coordenador de area de gestao de processos educacionais ¢ o docente que apoia o coordenador
institucional no desenvolvimento do projeto (ANEXO DA PORTARIA N° 260, DE 30 DE
DEZEMBRO DE 2010).

Segundo a CAPES, Anexo da Portaria n® 260, de 30 de dezembro de 2010, o PIBID

tem como objetivos:

a) Incentivar a formacao de docentes em nivel superior para a Educacdo Basica.

b) Contribuir para a valorizacdo do magistério.

c) Elevar a qualidade da formacdo inicial de professores nos cursos de
licenciatura, promovendo a integracdo entre a Educacdo Superior e a Educacao
Basica.

d) Inserir os licenciandos no cotidiano de escolas da rede publica de educacéo,
proporcionando-lhes oportunidades de criacdo e participagdo em experiéncias
metodoldgicas, tecnoldgicas e praticas docentes de carater inovador e
interdisciplinar que busquem a superacdo de problemas identificados no

processo de ensino e aprendizagem.
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e) Incentivar escolas publicas de Educagdo Basica, mobilizando seus professores
como co-formadores dos futuros docentes e tornando-as protagonistas nos
processos de formacéo inicial para o magisterio.

f) Contribuir para a articulagdo entre teoria e pratica necessarias a formacao dos
docentes, elevando a qualidade das acbOes académicas nos cursos de

licenciatura.

A CAPES recomenda que as universidades desenvolvam os projetos em escolas que
estejam com o IDEB (indice de Desenvolvimento da Educacdo Bésica) abaixo da média
nacional, com o intuito de elevar este indice. Além disso, podem participar do projeto escolas
bem sucedidas, pois desta forma os licenciandos vivenciardo as diferentes realidades e

necessidades da Educacéo Baésica.

O desenvolvimento do projeto serd acompanhado pela CAPES mediante analise de

relatorios de atividades contendo a descri¢do das principais acdes realizadas e em andamento.

2.1 Revisdo de Literatura: Os Diversos PIBID’S

O Programa Institucional de Bolsa de Iniciagdo a Docéncia (PIBID), vinculado ao
Governo Federal, com financiamento da CAPES, tem a participacdo de diversas

Universidades Federais e, a partir de 2010, também atende a Universidades Estaduais.

Nesta parte descreveremos, brevemente, algumas pesquisas que visam divulgar as
contribuicdes do PIBID na formacdo inicial dos futuros professores. Vale ressaltar que no
inicio da elaboracdo do nosso projeto de pesquisa, janeiro de 2011, era dificil encontrar na
literatura artigos sobre o PIBID. Atualmente existe uma variedade de estudos publicados.
Segue algumas consideracdes que julgamos relevantes a respeitos das pesquisas, que fizeram
parte da X1l Conferéncia Interamericana de Educacdo Matematica - CIAEM, Recife, Brasil,
2011.

Evangelista, José e Barbosa (2011) apresentam um trabalho com o objetivo de mostrar
as contribuicdes que o programa PIBID de Araguaina proporcionou aos bolsistas de
Matematica. Uma das perguntas norteadora deste trabalho foi: “Quais foram as perspectivas e
tendéncias que o PIBID proporcionou aos bolsistas, especificamente de Matematica, com
relacdo as praticas de ensino?”. Os autores ressaltam que as consideragdes surgiram com o
fruto de quase dois anos de participacdo do programa e de reflexdes tedricas baseadas

principalmente nas ideias de Ubiratan D’Ambrosio e Ole Skovsmose apud Machado
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Evangelista, José e Barbosa (2011). Como resultado, mostraram as influéncias do PIBID na

construcdo de um educador matematico reflexivo-investigativo.

Pranke, Heling, Rocha e Fonseca (2011) descreveram as suas proprias experiéncias
como discentes do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal de Pelotas,
bolsistas do Projeto PIBID. O objetivo do trabalho foi apresentar um relato destas
experiéncias, pois as autoras consideram que as mesmas comprovam que é possivel ensinar
Matematica através da interdisciplinaridade e de atividades praticas. As atividades foram:
reforco escolar através de atividades de monitoria; oficinas e o desenvolvimento de um
projeto interdisciplinar sobre tema extraido a partir das necessidades dos alunos. As autoras
ressaltam que as atividades trouxeram resultados positivos, pois 0s alunos tiveram uma
aprendizagem significativa firmada na contextualizacdo e na interdisciplinaridade. Além
disso, acreditam que participar do PIBID enriqueceu muito a sua formacéo, pois vivenciaram
0 cotidiano escolar, aprenderam a ouvir o aluno, a valorizar seus conhecimentos prévios e,
assim, buscar alternativas que tornem os conteudos interessantes, no sentido de uma

aprendizagem interdisciplinar e contextualizada.

Nogueira et al (2011) descreveram suas acOes realizadas dentro do projeto do PIBID
de Matematica da FEG/UNESP (Faculdade de Engenharia de Guaratingueta / Universidade
Estadual Paulista) e a sua contribuicdo para a formagdo dos licenciandos bolsistas. A
metodologia adotada para as atividades desenvolvidas no projeto € baseada na reflexao-agéo-
reflexdo que implica analise, discussdo e reflexdo sobre a insercédo do licenciando no contexto
escolar. As atividades desenvolvidas foram: observacéo de aulas; participacdo nas Horas de
Trabalho Pedagdgico Coletivo (HTPC); participacdo no conselho de classe; participacdo em
eventos na escola; participacdo em aulas de reforco; e contacdo de histérias explorando os
conteldos matematicos. A participacdo nas Horas de Trabalho Pedagdgico Coletivo (HTPC) €
regulamentada por lei estadual e tem como objetivo oferecer a oportunidade de, dentro do
horario escolar, reunir os professores e gestores da escola para desenvolverem atividades
pedagdgicas diversificadas. Os autores destacam que vivenciaram situacGes reais de um
ambiente escolar com toda a sua complexidade inerente, conheceram novas opcdes
metodologicas que servirdo para sua pratica docente e experiéncias que lhes permitiram
identificar alguns dos problemas atuais no processo de ensino e aprendizagem. Observam,
também, que no decorrer deste projeto no ano de 2011 dariam continuidade as atividades que
j& estdo sendo realizadas na escola e fariam intervenc@es durante as aulas procurando torna-

las mais contextualizadas e atrativas para os alunos.
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Carvalho (2011) apresenta alguns impactos e desafios que o PIBID — Matematica, na
Universidade Estadual de Londrina, tem proporcionado para a formacdo de alunos
universitarios, sua influéncia na formagdo continuada dos professores supervisores destes
alunos e o impacto para os estudantes das Escolas Publicas Estaduais envolvidas. Entre as
atividades realizadas pelos bolsistas destacam-se: aulas de refor¢o, palestras de capacitacao
para os professores da equipe de matematica dos colégios, disseminacdo de técnicas de
ensino, atividades montadas para a utilizacdo da TV Pendrive, oficina pré-vestibular de
matematica e o atendimento de alunos com necessidades especiais. Carvalho finaliza seu
artigo ressaltando que aliar os dois grupos de profissionais: os licenciandos e professores
supervisores das escolas publicas, ou seja, formacdo inicial e continuada, gera uma influéncia
lucrativa no ambiente escolar, promovendo elevacdo da qualidade de ensino, aperfeicoamento
de tecnicas didaticas e pedagogicas, sustentacdo de saberes pautados em estudo e
conhecimento adquiridos ao longo do processo colaborativo.

Marim e Andraus (2011) relataram experiéncia no PIBID desenvolvida em parceria
com o curso de Matematica da UFU (Universidade Federal de Uberlandia) e com duas escolas
de educacdo bésica. Durante o primeiro semestre de 2010 foram investigados aspectos
relacionados ao espaco fisico, aos recursos humanos e materiais, e também aos documentos
da escola e os planejamentos dos professores. Em alguns planejamentos os autores destacaram
a auséncia de sugestdes de atividades e de indicacdo dos materiais pedagdgicos necessarios ao
desenvolvimento dos contetidos propostos. Além disso, os planos de aula restringem-se a
esquemas e, as vezes, 0s professores nem isso faziam. Os autores observaram que o professor
diante de uma remuneracdo limitada propde-se a trabalhar dois ou mais turnos, o que dificulta
a disponibilidade de tempo para atualizacdo ou investimento profissional, acarretando assim a
desmotivacdo e o acomodamento. Por conta disto, 0s autores ressaltam que € necessaria uma
mudanca de postura do educador além da necessidade de realizar inovacdes e reflexdes a

respeito do curriculo e do planejamento diario.

Alves, Reis e Franco (2011) descrevem a relevancia de um minicurso, Cabri
Geéometre, aos alunos da Licenciatura de Matematica da Universidade Estadual de Montes
Claros, bolsistas do PIBID. O minicurso de Geometria Dinamica propde resgatar os niveis de
conhecimento da Geometria basica desses bolsistas, a fim de despertar o interesse pelo ensino
e aprendizagem da mesma para multiplicarem os conhecimentos adquiridos ministrando
cursos de Geometria dindmica para alunos e professores de Ensino Basico. Tal estudo enfatiza

a formacdo inicial e aprendizagem de geometria por intermédio de uma abordagem
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qualitativa, que se deu por meio de observacgdo e aplicacdo de questionario aos estudantes no
final do minicurso. Por meio da analise dos resultados, os autores destacaram a relevancia do
curso para a formacdo inicial desses futuros professores de Matematica. Além disso,
consideram que o curso foi dindmico, atraente, interessante e essencial para a vida académica
e profissional dos cursistas. Os autores ressaltam que os licenciandos demonstraram muito
interesse pelo ensino e aprendizagem da Geometria através do software e que 0s mesmos
acreditam que a utilizacdo do software contribuira para a elaboracdo de seus planos de aula e,
consequentemente, para uma aprendizagem da Matematica mais significativa, atraente e

eficaz.

Scheffer, Zanoello, Lopes, Aguiar, Matos, Ronsoni e Battisti (2011) apresentam
reflexdes e fragmentos da préatica desenvolvida dentro do Programa PIBID numa Escola
Pablica. Destacam-se: a implementacdo do Laboratorio de Ensino de Matematica da escola; a
confeccdo de jogos e materiais concretos; as oficinas de matematica; e as aulas de
complementacdo pedagogica. Durante as aulas regulares, as bolsistas esclareceram duvidas e
muitas vezes explicaram novamente os conteudos aos alunos da escola. Em turno contrario
aos das aulas, ministraram aulas de apoio pedagdgico, com atividades de fixacdo do conteudo
estudado visando auxiliar os alunos com dificuldades de aprendizagem. Como o projeto se
encontrava em andamento, foram apresentados resultados parciais apds um semestre de
atuacdo e as académicas avaliaram que o trabalho possibilitou a implantacdo do Laboratorio
de Matematica e a confeccdo de jogos e recursos didaticos. Além disso, as atividades
semanais realizadas na escola, segundo as professoras supervisoras, contribuiram para
melhorar o indice de aprovacdo. Os autores ressaltam que esta experiéncia teve grande valor
significativo as bolsistas pois, como futuras professoras, a insercdo no contexto escolar
durante a formacdo promoveu a relagcdo entre teoria e pratica atingindo, assim, 0s objetivos

previsto pelo programa PIBID.

Tendo como base esses artigos apresentados, iremos resumir alguns dos principais
resultados alcancados através do PIBID. Destacam-se principalmente as suas contribuicdes na
formacdo inicial dos licenciandos bolsistas, na formacdo continuada dos professores
supervisores e na melhoria da qualidade do processo de aprendizagem dos alunos das escolas
envolvidas. Destacamos que varios artigos foram escritos pelos licenciandos em conjunto

com seus coordenadores. Seguem os resultados apontados pelos artigos em relagéo:

A formac3o inicial dos professores:
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Construcéo de um educador matematico reflexivo e investigativo.
Enriquecimento da formacdo inicial dos bolsistas atraves da vivéncia do
cotidiano escolar.

Identificacdo de alguns problemas atuais no processo de ensino e
aprendizagem.

Aumento da participacéo dos licenciandos em eventos cientificos.
Aperfeicoamento de técnicas didaticas, pedagogicas e metodoldgicas a fim de
tornar o0s conteldos interessantes e promover uma aprendizagem
interdisciplinar, contextualizada e significativa.

Aumento da producdo de atividades pedagogicas, confeccdo de jogos e
recursos didaticos.

Realizacdo de diversas oficinas de matematicas.

Vivéncia da relacdo entre teoria e prética.

Valorizacdo dos cursos de licenciaturas e dos licenciandos perante a

comunidade académica.

A formagéo continuada dos Professores:

Aumento da motivacdo dos professores a participarem de curso de formacéo
continuada.

Atualizacdo dos professores em relacdo as técnicas didaticas, pedagdgicas e
metodologicas.

Identificacdo da necessidade de mudanca de postura do educador, jA que
inovacgoes e reflexdes foram instigadas, abrangendo desde o curriculo até o
planejamento diario.

Aumento da producdo de atividades pedagogicas, confeccdo de jogos e
recursos didaticos.

Valorizacdo profissional do professor perante a comunidade escolar e

académica.

As escolas plblicas vinculadas ao projeto e aos seus alunos:

Aquisicdo do gosto pela matematica, pois 0s alunos se sentem motivados com
as aulas e atividades diversificadas propostas pelo programa.
Obtencdo de uma aprendizagem significativa, por parte dos alunos, firmada na

contextualizacdo e na interdisciplinaridade.
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e Valorizagdo dos conhecimentos prévios dos alunos.
e Elevagédo da qualidade de ensino nas escolas vinculadas ao projeto.

e Melhoria do indice de aprovacdo dos alunos nas escolas participantes.

2.2 O PIBID na Mateméatica da UFRJ

O PIBID teve inicio no curso de Licenciatura em Matemética da UFRJ em marc¢o de
2009. Durante este tempo de participacdo foram desenvolvidas as seguintes atividades: aulas
nas escolas, participacdo em feiras de ciéncias nas escolas, producdo de recursos didaticos,
confeccdo de jogos, aperfeicoamento de técnicas didaticas, pedagdgicas e metodoldgicas;
participagcdo dos bolsistas (supervisores e licenciandos) em seminarios na UFRJ; visitas
mensais dos supervisores & UFRJ para decidir os rumos do projeto; visitas dos alunos das
escolas a UFRJ para conhecerem laboratdrios de pesquisa, participarem de atividades ladicas

Ou gincanas ou para exporem projetos que eles desenvolveram.

No segundo semestre de 2011, periodo que este trabalho acompanhou o PIBID no
IM/UFRJ, fizeram parte do projeto dezesseis bolsistas licenciandos, sendo feita a selecdo via
editais que incluiam o historico escolar e a carta de interesse em se que levava em conta a
disponibilidade de horarios que pudessem atender as atividades previstas. Esta selecdo foi

divulgada pelo SIGA, Sistema Integrado de Gestdo Académica.

Trés foram as escolas publicas contempladas pelo PIBID-IM-UFRJ. Essas escolas
foram selecionadas atendendo ao quesito indice do IDEB abaixo da média nacional. N&o
houve edital de selecdo. Havia no periodo da selecdo e mantém-se até 0 momento atual um
total de trés professores supervisores, um de cada escola, e esses foram selecionados de

acordo com os seguintes critérios: curriculo, carta de interesse e parecer do diretor da escola.

Para as atividades desenvolvidas na UFRJ, os licenciandos foram separados
inicialmente por tema, Geometria, Funcdo e Matematica Financeira, com cada grupo tendo a
responsabilidade de planejar e desenvolver os materiais que seriam utilizados nas aulas do

PIBID realizadas para os alunos das escolas publicas participantes do projeto.

Cada grupo se subdividia em subgrupos, com determinadas atividades a serem
desenvolvidas: pesquisar o conteddo, exercicios e atividades que poderiam ser trabalhados;
reunir o material dessas pesquisas para planejar a aula, produzir o material para ministrar a
aula e o material para o aluno e pesquisar e desenvolver os recursos pedagogicos de acordo

com o conteudo especifico da aula que esta sendo planejada.



14

Todas essas atividades eram realizadas no decorrer de uma semana e todas as

informacGes eram trocadas por e-mails supervisionados pela coordenadora do subprojeto da

Matematica e pelos professores supervisores das escolas publicas.

Apbs esta etapa de pesquisa, troca de ideias, planejamento e confeccdo, eram

realizadas reunifes semanais com a presenca de todos os licenciandos bolsistas e com a

coordenadora do subprojeto da Matematica, professora Maria Fernanda Elbert Guimardes, da

UFRJ. Essas reunides tinham as seguintes finalidades, no primeiro momento:

Compartilhar experiéncias vividas na escola e na aula fazendo uma reflexdo da
pratica desenvolvida, revendo o que deu certo ou que nao atendeu os objetivos
fixados para verificar o que deveria ser mudado.

Descrever o desenvolvimento dos alunos durante as aulas.

Informar qual é a aula que esta sendo dada em cada turma do PIBID.

Estimar o nimero de aulas necessarias para ensinar um determinando assunto
respeitando o ritmo dos alunos.

Informar os problemas vivenciados dentro das escolas e dentro do PIBID.

No segundo momento:

Discutir, avaliar e corrigir o material que foi elaborado para as aulas das turmas
do PIBID nas escolas. Cada grupo apresentava o que tinha desenvolvido no
decorrer da semana anterior para 0s demais grupos e esses opinavam sobre o
material.

Concluir o planejamento das aulas, a confeccdo do material do professor e do
aluno, e a selecdo e producdo dos recursos pedagdgicos que seriam utilizados
nas escolas na proxima semana.

Informar a necessidade de comprar algum material a ser utilizado nas proximas

aulas.

Além desses encontros semanais eram realizados encontros mensais com oS

licenciandos, supervisores e a coordenadora do subprojeto. Esses encontros eram divididos

em dois momentos. No primeiro, acontecia a reunido semanal dos licenciandos e em uma sala

separada se reuniam a coordenadora com os professores supervisores. Estes ultimos discutiam

e avaliavam o trabalho que foi desenvolvido no decorrer daquele més, o que deveria ser

realizado para o proximo més, o desempenho dos licenciandos e a participa¢do dos alunos.
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Em um segundo momento era feita uma reunido com todos, licenciandos, supervisores e a

coordenadora, a fim de discutir as atividades desenvolvidas e planejar as proximas atividades.

Outra atividade desenvolvida no segundo semestre de 2011 foi a criagdo de um
projeto, “A Matematica do Lixo”, realizada em conjunto com o subprojeto de Biologia. Um
dos objetivos era mostrar que é possivel gerar renda através do lixo. Foram realizadas oficinas
de reciclagem e pesquisas sobre as estatisticas do lixo (quais sdo 0s materiais mais
recolhidos). A culminéncia foi a apresentacdo do trabalho no péatio do colégio e na UFRJ com
a participacéo das escolas vinculadas.

Apds o término do conteudo de Geometria e Fungdo os licenciandos foram divididos
em grupos que trabalhariam com Probabilidade, Matematica Financeira e Trigonometria.
Faziam parte do Grupo de Probabilidade cinco licenciandos, dos quais quatro foram
acompanhados por esta pesquisa. Foram esses quatro licenciandos que aplicaram a sequéncia
didatica sobre Probabilidade nas turmas de segundo ano do PIBID em um Unico colégio (o

colégio no qual trabalho).

De um modo geral, todas as aulas eram pensadas e planejadas de acordo com o
conteddo visto pelos alunos em suas aulas regulares. As aulas aconteciam semanalmente no
contraturno. Essas aulas ndo se resumiam em monitorias, ndo eram para tirar possiveis
duvidas das aulas regulares e resolver exercicios. E claro, que havendo necessidade, 0s
licenciandos esclareciam eventuais duvidas e ajudavam os alunos nas resolucbes de
exercicios, mas ndo apenas isso. As aulas eram planejadas a fim de construir os principais
conceitos matematicos de acordo com o contetdo abordado de uma forma dindmica,
envolvendo atividades diversificadas e recursos pedagdgicos com o intuito de promover uma

aprendizagem mais significativa e prazerosa para os alunos.

Em todas as atividades realizadas pelos licenciandos no PIBID, a preocupacdo em
tornar o ensino prazeroso e dindmico era uma constante sempre evidenciada. Esta era a
esséncia das aulas, pois as mesmas precisavam ser atrativas para que os alunos pudessem se
interessar em participar de aulas que ndo eram obrigados, e ainda no turno em que nao

precisavam estar na escola.

Na escola em que foi feito o acompanhamento das atividades dos licenciandos, as
aulas aconteciam as tercas e sextas nos turnos da manhd e da tarde. Eram duas turmas de
primeiro ano na terca-feira, uma no turno da manha e outra no turno da tarde. As sextas-feiras

havia uma turma de primeiro ano e uma turma de segundo ano nos dois turnos, manha e tarde.
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Cada aula tinha duracdo de duas horas. Segue um esquema dos horérios e das turmas para

melhor visualizacao.

Terga-feira

Turma de 1° ano
10h40min as 12h40min
(Alunos da tarde)

Turma de 1° ano
13h as 15h
(Alunos da manhd)

Sexta-feira

Turma de 2° ano
08h30min as 10h30min

Turma de 1° ano
10h40min as 12h40min

(Alunos da tarde) (Alunos da manha)
Turma de 1° ano Turma de 2° anos
13h as 15h 15h as 17h
(Alunos da tarde) (Alunos da manha)

Tabela 2.1: Horario

Nessas turmas os licenciados se dividiam em duplas: uma dupla para as aulas de

tercas; duas duplas para as aulas de sextas; uma dupla no turno da manha; e outra dupla no

turno da tarde. Em cada turma um licenciando dava aula e o outro tinha o papel de auxiliar.

Na aula seguinte aquele que havia auxiliado dava a aula e aquele que havia dado a aula

anterior auxiliava. Esta dinamica se manteve apenas no inicio do trabalho, em agosto de 2011.

No decorrer eles se dividiram de acordo com as séries, 0 que dava aula pra 0 segundo ano

auxiliava o que dava aula para o primeiro ano e vice-versa.
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3. ASPECTOS TEORICOS SOBRE O ENSINO DE
PROBABILIDADE E CONHECIMENTO PARA A DOCENCIA

Este capitulo visa tecer algumas discussdes sobre o ensino de Probabilidade para dar
suporte na elaboracdo da sequéncia didatica. Além disso, estudaremos a categorizacdo dos
conhecimentos docentes por Shulman (1986, 1987) a fim de identificar as possiveis

contribui¢des do PIBID para os licenciandos, em relagcéo a esses conhecimentos.

3.1 O Ensino de Probabilidade

Iremos tecer algumas discussdes sobre o ensino de Probabilidade incluindo uma
pequena revisdo de literatura, algumas consideracdes sobre as Orientagdes Curriculares
Nacionais para o Ensino Medio, e sobre o Curriculo Minimo do Estado do Rio de Janeiro, e
uma andlise do livro didatico adotado pela escola estadual em que se deu a pesquisa, restrita

ao contetdo de Probabilidade.

3.1.1 Significados da Probabilidade e Algumas Implicacfes Didaticas

Discutiremos alguns artigos que tratam dos significados da Probabilidade. Dentre
esses, apresentaremos um estudo realizado por Batanero (2005) no qual foi utilizado um
modelo tedrico sobre os objetos matematicos, em que se distingue entre o significado
institucional do objeto e o adquirido pelo aluno dentro da instituicdo. Para Batanero (2005), o
mesmo objeto matematico pode ser ensinado com diferentes niveis de complexidade, e
consequentemente o seu significado pode ser diferente em diferentes instituicdes de ensino.
Com estas ideias analisa os distintos significados histéricos da probabilidade e como esses

tém sido apresentados nos Ensinos Fundamental e Médio.

A autora destaca que as primeiras ideias intuitivas da Probabilidade partiram dos jogos
de azar e que essas s80 comuns as criancas e as pessoas que ainda ndo tiveram acesso ao
ensino formal (escolarizado) da Probabilidade. Discute, ainda, a interpretacdo objetiva (o
conceito da Probabilidade visto como uma propriedade de um evento) e a subjetiva (o

conceito visto como o grau de crenga pessoal).
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Ortiz (2002), Stadelmanns (2003) e Batanero (2005) apresentam os significados da

Probabilidade, Laplaciano/Classico, Frequentista, Subjetivo e Formal, discutindo as restricdes

e expansdes de aplicacdo que cada significado oferece. Com base nesses trés autores,

apresentamos as principais discussdes dessas abordagens e seus pontos controversos.

O significado Classico da Probabilidade:

ndo oferece uma resposta do que é efetivamente probabilidade, apenas um
método pratico para calcular a probabilidade de alguns eventos simples, e desta
forma acaba sendo uma concepc¢ao circular e restritiva;

ndo pode ser aplicado em espacos amostrais infinitos;

ndo pode ser aplicado em espacos finitos e ndo equiprovaveis;

€ 0 mais facil se o universo (espago amostral) for finito e equiprovavel.

Quanto ao significado Frequentista da Probabilidade:

define probabilidade como um ndmero hipotético em que a frequéncia relativa
tende a estabilizar admitindo a existéncia teorica de tal limite;

nunca chega a um valor exato da probabilidade, apenas a uma estimativa;

as vezes e impossivel realizar os experimentos, em um grande ndmero de
vezes, exatamente nas mesmas condicoes;

existe a dificuldade em estabelecer a quantidade de repeticdes necessaria para
obter uma boa estimativa da probabilidade;

devemos considerar que o limite de uma sequéncia infinita ndo depende dos
primeiros n elementos;

ndo pode ser aplicada em uma experiéncia individual. Determinados eventos
(por exemplo, no campo da economia ou da histéria) ndo sdo possiveis de
serem repetidos;

o conceito de "limite" ndo é dado rigorosamente;

estabelece uma ligacdo entre Estatistica e Probabilidade;

permite a simulacédo de experimentos.

Quanto ao significado Subjetivo da Probabilidade:

define probabilidade como o grau de crenga que a pessoa atribui em um
determinado evento, com base em conhecimento pessoal e na experiéncia;

ndo requer repetir os experimentos sob as mesmas condicdes;
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amplia a sua aplicacdo no estudo de decisdes em Economia ou diagnostico

médico e em areas humanas;

a probabilidade s6 deve obedecer aos axiomas, mas ndo necessariamente
corresponde a realidade de forma absolutamente objetiva (é claro, na prética,

que a conexdo com a realidade deve ser mantida);

atribuir uma probabilidade subjetiva de um evento que também corresponde a
realidade pode ser particularmente dificil devido a falta de informacao;
é muito provavel que a estimativa da probabilidade varie entre pessoas

diferentes.

Batanero (2005) apresenta o significado Formal da Probabilidade como sendo a

axiomatizacdo de Kolmogorov. Ressalta que o mesmo utilizou a ideia de Borel ao olhar a

Probabilidade como um tipo especial de medi¢do. Kolmogorov uniu esta ideia com a Teoria

de Conjuntos e a Teoria da Medida para estabelecer os axiomas da probabilidade.

Quanto ao significado Formal/Axiomatico:

¢ aceito por todos, independente do significado dado a natureza da
probabilidade;

surgiu para suprimir os inconvenientes das definicdes anteriores;

a probabilidade passou a ser um modelo matematico para descrever e
interpretar os fenémenos aleatorios;

engloba todas as concepcoes;

é inadequado para o Ensino Médio devido a sua complexidade.

Ortiz (2002) destaca outros aspectos conceituais da Probabilidade, como o conceito de

Probabilidade Geométrica. Afirma que ndo € um conceito novo, mas um caso particular da

definicdo geral de Probabilidade como Medida, e que este permite resolver problemas de

Probabilidades Geométricas.

Batanero (2005) defende que os diferentes significados da Probabilidade devem ser

incluidos progressivamente a partir das ideias intuitivas dos alunos sobre acaso e

probabilidade, e que o ensino ndo pode limitar-se a uma dessas perspectivas, pois elas estdo

ligadas dialeticamente. Conclui que a Probabilidade deve ser vista como:

uma razdo entre o numero de possibilidades a favor do evento e o nimero de

casos possivel,
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e a partir dos dados das frequéncias relativas;
e 0 grau de crenca pessoal;

e como um modelo matematico que ajuda a compreender a realidade.

Batanero (2005) conclui também que as controvérsias que tém acompanhado a histéria
da probabilidade também influenciaram o ensino. Ressalta que o calculo combinatério é
muito complexo para ser dado junto com a probabilidade num curso introdutério. Além disso,
destaca que um conhecimento genuino de Probabilidade € alcancado apenas com algum
estudo formal, embora deva ser gradual e apoiado na experiéncia estocastica do aluno.
Portanto, para ela sdo necessarias mais pesquisas para esclarecer quais sdo 0S componentes
fundamentais do significado de Probabilidade (e, em geral, qualquer conceito matematico), e
afirma também que niveis adequados de abstracdo em que cada componente devem ser

ensinados para ajudar os alunos a superar as dificuldades.

Em nossa pesquisa trabalharemos as concepc¢des que julgamos adequadas a serem
tratadas no Ensino Médio: Classica, Frequentista, Formal restrita a concepcdo Classica,
Geométrica, Subjetiva propondo questdes estruturais embrionarias a Seu respeito
(acrescentada ap0s a andlise a posteriori no Capitulo 6), e Condicional. As demais sdo mais
apropriadas ao Ensino Superior. E importante ressaltar que para Ortiz (2002), a probabilidade
formal ndo deve ser tratada entre os 14 e 15 anos. Mas acreditamos em um curriculo em
espiral, em que nesta faixa haveria apenas uma apresentacdo de forma embrionaria, sem
grande aprofundamento, ou seja, ao contrario de Ortiz, acreditamos que seja possivel

apresentar alguns dos axiomas restritos ao conceito Classico nesta faixa etaria.

Focar apenas em um significado da Probabilidade pode provocar nos alunos distor¢des
conceituais. Bebbett e Anway (2004) em seus estudos destacam dois equivocos comuns em

Probabilidade, o equivoco da equiprobabilidade e o da representatividade.

O equivoco da equiprobabilidade é a tendéncia dos alunos em ver os resultados de um
experimento como igualmente provaveis. Por exemplo, os alunos tendem a achar que quando

dois dados sdo langados, todas as somas de resultados sdo igualmente provaveis.

O equivoco da representatividade se refere a tendéncia dos alunos em pensar que a
amostra tera, pelo menos aproximadamente, a mesma distribuicdo de resultados como a
distribuicdo da populacéo. Por exemplo, os alunos acham que uma sequéncia de langamentos
de uma moeda que tem aproximadamente 0 mesmo ndmero de caras e coroas € mais provavel

gue uma sequéncia com muito mais caras do que coroas.
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Cabral e Traldi (2010) ressaltam que o equivoco da equiprobabilidade pode ser
amenizado de acordo com escolhas didaticas do professor, caso este adote um enfoque para a
introducdo ao conceito de Probabilidade por meio de problemas que envolvam situacdes de
ndo equiprobabilidade. Acreditamos que, da mesma forma, possa ser possivel amenizar o
equivoco da representatividade fazendo escolhas de atividades que comprovem através do

calculo probabilistico que esta tendéncia esta errada.

O trabalho de Silva (2002), Cabral e Traldi (2002) propde a integracdo dos conceitos
Frequentista e Classico com o intuito de tornar a aprendizagem significativa e abrangente. A
pesquisa de Cabral e Traldi (2010) mostra que os trés professores que participaram do estudo que
realizaram tém conhecimento da abordagem Laplaciana na introducdo do conceito de
probabilidade, no entanto falta embasamento tedrico sobre a possibilidade de confrontacdo dos

enfoques Frequentista e Classico.

Assim como Batanero, Cabral e Traldi consideram que o estudo da Combinatéria ndo é
um pré-requisito para uma introdugdo com as ideias probabilisticas, podendo acrescentar
dificuldade a aprendizagem dos alunos, evitaremos em nossa sequéncia didatica situacGes que

envolvam célculos complexos em Combinatoria.

O artigo de Viali e Oliveira (2009) analisa o conteudo de Probabilidade de uma
amostra com 5 livros didaticos do Ensino Médio, tomando como referéncia as Orientacdes
Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais PCN+ (Brasil, 2003).

Resumidamente, conclui que:

e 0s espacos infinitos sdo ignorados por todos 0s autores e 0 caso continuo tambem;

e nenhum dos textos analisados explora a relacdo entre conceitos probabilisticos e
estatisticos;

e todos os autores se limitam a uma abordagem algoritmica e fechada sobre si
mesma, sem nenhuma ligacdo com os demais ramos do conhecimento;

e aideia de ndo equiprobabilidade é ignorada pela maioria;

e aProbabilidade é apresentada unicamente pela defini¢do Classica;

e as defini¢des Frequentista e Axiomatica ndo sdo explorada;

e as diversas propriedades do calculo de probabilidades de eventos compostos sdo
exploradas;

e poucos livros apresentam a Probabilidade do ponto de vista geométrico;

e a Probabilidade Condicional é apresentada apenas formalmente, sem nenhuma

introducdo, motivagdo ou justificativa e sem relacdo com os demais conceitos;
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a abordagem dos conceitos de dependéncia e independéncia de eventos é

estritamente algoritmica.

Outro estudo a respeito dos livros didaticos foi realizado por Ortiz (2002). Ele analisa

0s conceitos tedricos apresentados por Godino e Batanero (1994, 1997) e aplica esses

conceitos na analise de livros didaticos numa amostra de textos de bacharelado. Dentre as

conclusbes do seu estudo, apresentaremos a seguir as que consideramos Uteis para a criacao

da nossa sequéncia didatica:

Nenhum livro texto trata todas as concepgdes.

Todos tratam a concepcdo Classica, ndo mencionam o problema da
circularidade e ndo insistem o suficiente que esta s6 se aplica em casos
equiprovaveis e finitos.

Quanto a concepgédo Frequentista deve-se explicar melhor a forma com que as
frequéncias relativas tendem a um valor determinado e discutir o problema
associado ao numero necessario de realizacbes para a determinacdo da
probabilidade.

A Probabilidade Geometrica poderia ser mais usada.

O cuidado na caracterizacdo de expressoes verbais envolvendo a Probabilidade
Condicional, a fim de evitar interpretacbes equivocadas com respeito a

influéncia do evento condicionado na probabilidade do eventos de interesse.

Os pontos controversos de cada conceito apresentado, junto com as falhas dos livros

didaticos apontados pelas pesquisas abordadas acima, poderdo estar diretamente ligados as

causas das principais concepcdes erroneas da Probabilidade na educacdo. Entre elas podemos

citar os seguintes equivocos veiculados:

0 espaco amostral Q € Unico para 0 experimento;

sO existe espaco amostral finito;

sO existe um modelo para um dado experimento;

0 equivoco da equiprobabilidade;

0 equivoco da representatividade;

dois eventos aleatdrios sdo independentes se eles ndo tém resultados comuns,
ou seja, confundem os conceitos de eventos independentes com eventos
excludentes;

P(A|B) = P(B|A).
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Em nossa proposta de ensino de Probabilidade tentaremos amenizar esses equivocos
com a sugestdo de Cabral e Traldi (2010) procurando fazer as escolhas didaticas corretas

necessarias a cada uma dessas questdes.

Nos artigos estudados é possivel notar uma tendéncia em renovar o ensino de
Probabilidade, no intuito de torna-lo mais experimental possivel e proporcionar aos alunos
uma experiéncia estocastica desde a infancia e, desta forma, possibilitar uma aprendizagem
mais significativa. Todos os autores concordam que os significados da Probabilidade séo
inerentes ao conceito e limitar-se em apenas um enfoque reduz o conceito e o distancia do seu
verdadeiro significado. Por isso, defendem a institucionalizacdo dos demais significados de
acordo com cada nivel de ensino. Diante desta problematica, a necessidade de
institucionalizacdo ¢é de fato necessaria. Entretanto, os professores de uma forma geral ndo
estdo preparados para ensinar esta nova visdo e nem os livros estdo adequados a esta
tendéncia de renovacdo do ensino de Probabilidade, havendo assim a necessidade de um
nimero maior de pesquisas sobre quais sdo 0s conceitos fundamentais para o ensino adequado
deste conteldo e para a capacitagdo dos professores de acordo com essas mudancas

necessarias.

3.1.2 Probabilidade nas Orientacdes Curriculares Nacionais

As Orientacbes Curriculares Nacionais (BRASIL, 2006) formam um documento que
trata de trés aspectos a respeito do curriculo: a escolha de conteudo; a forma de trabalhar os
conteddos; o projeto pedagoOgico e a organizacdo curricular. Além disso, a Secretaria de
Educacdo bésica ressalta que este ndo € um manual ou uma cartilha a ser seguida, mas um

instrumento de apoio a reflexdo do professor a ser utilizado em favor do aprendizado.

Este documento sugere que as questdes de escolha de contetdo devem ser cuidadosas
e criteriosas a fim de propiciar ao aluno meio para auxiliar na apropriacdo de conhecimento.
Este apresenta 0s conteddos basicos em quatro blocos (NUmeros e OperacGes; Geometria,;
Anélise de Dados e Probabilidade) e ressalta que esses devem ser trabalhados de forma

articulada e ndo isolados.

Nesta pesquisa iremos focar no bloco de Probabilidade. Tal bloco explica que a
Probabilidade é recomendada para todos os niveis de educacdo basica, em especial para o

Ensino Médio, devido as ideias de incertezas e de probabilidade estarem associadas aos
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fenbmenos aleatorios presentes no mundo natural e no mundo social. (BRASIL; VOLUME 2,
2006).

“Para dar aos alunos uma visdo apropriada da importancia dos modelos
probabilisticos no mundo de hoje, é importante que os alunos tenham oportunidade
de ver esses modelos em acdo. Por exemplo, é possivel simular o que ocorre em
certa pesquisa de opinido estimando, com base em uma amostra, a fracéo de balas
de determinada cor em uma caixa.” (BRASIL; VOLUME 2, 2006, p.78)

A citacdo acima salienta a importancia dos modelos probabilisticos no mundo de hoje
e tenta apresentar um exemplo de aplicacdo para o qual os alunos possam ver esses modelos
em acdo, entretanto, aos nossos olhos, o exemplo ndo representa um modelo probabilistico em

acdo no cotidiano.

Ressaltam ainda que os alunos devem aprender a avaliar e criticar alguns resultados
probabilisticos utilizando argumentos que fazem uso da terminologia estatistica e

probabilistica.

“O estudo da combinatoria e da probabilidade é essencial nesse bloco de conteido,
pois os alunos precisam adquirir conhecimentos sobre o levantamento de
possibilidades e a medida da chance de cada uma delas. A combinatéria ndo tem
apenas a funcéo de auxiliar o célculo das probabilidades, mas tem inter-relacéo
estreita entre as ideias de experimento composto a partir de um espaco amostral
discreto e as operacBGes combinatdrias. Por exemplo, ao extrair aleatoriamente trés
bolas de uma urna com quatro possibilidades, esse experimento aleatorio tem trés
fases, que podem ser interpretadas significativamente no espaco amostral das
variagdes.” (BRASIL; VOLUME 2, 2006, p.79)

Destacam ainda que o diagrama de arvores pode ser usado para relacionar 0s
experimentos compostos com a Combinatoria. Ao contrario do que estd escrito nas
OrientacGes Curriculares em relacdo ao estudo de Combinatéria relacionada ao estudo de
Probabilidade, os autores mencionados anteriormente acreditam que o estudo de

Combinatdria ndo é um pré-requisito para o primeiro contato com a Probabilidade, podendo

até acrescentar dificuldades a aprendizagem.

Talvez essas sugestBes possam ser utilizadas para um aprofundamento do contetdo,
ndo em um momento introdutdrio. Além disso, para que o contetdo de Probabilidade seja
trabalhado no Ensino Médio, hd necessidade de se repensar a reestruturacdo dos conteidos
distribuidos no curriculo. Desta forma sera possivel aprofundar os conceitos probabilisticos

vinculando-os com as ideias combinatdrias ainda no Ensino Médio.

Sdo apresentadas também orientacfes a respeito do que o aluno precisa saber em

relacdo a esse conteudo: entender conceitos e palavras relacionados a chance, incerteza e
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probabilidade presentes no cotidiano; compreender que a probabilidade ¢ uma medida de

incerteza e que os modelos sdo Uteis para caracterizar eventos e estimar probabilidades.

Ressalta ainda que os alunos precisam descrever as experiéncias aleatorias em termos
de eventualidades e associa-las a um espago amostral. Exibe a questdo da equiprobabilidade,
mas ndo menciona a ndo equiprobabilidade. Aponta, também, a utilizacdo da Estatistica no

uso de frequéncias para estimar a probabilidade de um evento dado.

Os momentos descritos acima sdo aqueles em que se falou da simulagéo de eventos e
estimativas de probabilidade. Entendemos que estes momentos visam a um ensino mais
experimental, a fim de trabalhar com o significado Frequentista da Probabilidade. Entretanto
apenas essas consideracfes sdo escassas no que diz respeito a importancia das diversas
abordagens probabilisticas que apresentamos anteriormente, ja que ndo menciona a questdo de
espacos infinitos e ndo equiprovaveis, a Probabilidade Geométrica e a Probabilidade
Condicional.

Outra discussao interessante apresentada nas OrientacGes Curriculares concernente ao
ensino de Probabilidade é o exemplo da aplicacdo desta fazendo uso de tecnologias. Sugere
apresentar as planilhas eletronicas como uma possibilidade para introduzir a nogdo de
simulagdo probabilistica. Para isto, orienta usar a fungio “ALEATORIO( )”, para simular
experimentos aleatérios de variados niveis de complexidade, para que o aluno atribua um
significado intuitivo a nocao de probabilidade como frequéncia relativa observada em uma
infinidade de repeticdes (BRASIL, 2006).

Além dessas questdes levantam também algumas questdes metodoldgicas. A questdo
relacionada a nossa pesquisa refere-se ao papel do livro didatico nas aulas de Matematica,
uma vez que este estabelece o que € importante a ser estudado e a forma mais eficaz de se

trabalhar os conceitos matematicos.

O livro didatico é reconhecido por assumir o papel de Unica referéncia sobre o saber a
ser ensinado. Justamente por isso, salienta a importancia de que seja visto ndo como um

substituto de Orientaces Curriculares, mas como um recurso adicional.

Por essas consideracOes a respeito da importancia do livro didatico, apresentaremos a
seguir algumas observacdes do livro didatico adotado pela escola em que se deu a pesquisa, a
fim de identificar o que o livro deixa de trabalhar considerando tanto as orientacGes

curriculares, quanto as consideracGes tecidas a respeito das diversas abordagens da
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Probabilidade. Antes, estudaremos o0 que o curriculo minimo apresenta a respeito do contetido
de Probabilidade.

Observamos que as Orientagdes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
apresentam uma série de consideragcfes sobre o que o aluno devera saber de acordo com o seu
bloco de conhecimento, porém ndo esmilcam os conteldos que de fato deverdo ser
trabalhados e nem apresentam exemplos de como trabalhar esses conteddo de forma a
desenvolver todas as consideragdes citadas. O documento se exime desta responsabilidade
quando diz que ndo é um manual ou uma cartilha a ser seguida, mas um instrumento de apoio

a reflexdo do professor a ser utilizado em favor do aprendizado.

3.1.3 Probabilidade no Curriculo Minimo

O Curriculo Minimo (SEDUCRYJ, 2011) ¢ um documento elaborado pela Secretaria de
Estado de Educacdo do Rio de Janeiro que serve como referéncia a todas as escolas da rede
estadual. Apresenta as competéncias, habilidades e contetdos basicos que devem estar nos
planos de curso e nas aulas. Desta forma, o Estado pretende garantir os conteudos essenciais
basicos comuns a todas as escolas da rede, de modo que esses estejam alinhados com as atuais
necessidades de ensino identificadas nas legislagbes vigentes, nas Diretrizes e Parametros
Curriculares Nacionais e nas matrizes de referéncia dos principais exames nacionais e

estaduais.

Em sua apresentacdo, a Secretéria Estadual de Educacéo esclarece que este curriculo
propde um ponto de partida minimo que precisa ser elaborado e preenchido em cada escola,
por cada professor, com aquilo que lhe € especifico, peculiar ou Ihe for apropriado. Desta

forma, ressalta que estard ampliando a autonomia do professor (SEDUCRJ, 2011, p.5).

Reconhece, ainda, que o estabelecimento de um Curriculo Minimo é uma acdo
norteadora que ndo soluciona as dificuldades da Educacdo Basica em 2011, mas que permite
criar um solo firme para o desenvolvimento de um conjunto de boas praticas educacionais a

fim de construir uma escola e um ensino de qualidade.

O Curriculo Minimo apresenta o conhecimento distribuido em quatro campos:
Numeérico-Aritmético, Algébrico-Simbdlico, Geométrico e da Informacdo, os quais vém
planejados por bimestre, destacando as competéncias e habilidades que devem ser

desenvolvidas ao longo de cada série.
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“E muito importante ressaltar que os conhecimentos elencados neste documento s&o
aqueles considerados fundamentais, sem os quais os estudantes ndo teriam
condigdes de cursar a série seguinte. Assim, cabe ao professor, além de desenvolver
as competéncias e habilidades aqui sugeridas, aprofundar e/ou avangar mais,
respeitando sempre as caracteristicas e peculiaridades das suas turmas.”
(SEDUCRYJ, 2011, p 5)

Analisando o conteldo de Probabilidade no Curriculo Minimo, observamos que 0s
alunos tém o primeiro contato com o tema no sétimo ano do Ensino Fundamental. Porém, este
é trabalhado numa visdo muito restrita, apenas para construir uma nocdo intuitiva de
Probabilidade. O outro momento em que terdo contato com a Probabilidade € o terceiro ano

do Ensino Médio.

No sétimo ano, o curriculo deixa claro que é apenas para desenvolver uma nocao
intuitiva da Probabilidade. Porém, no terceiro ano, ndo avanca como deveria, mencionando

apenas que o aluno devera calcular a probabilidade de um evento.

Segue um recorte do layout de como os contetidos, as habilidades e competéncias séo
apresentados neste curriculo minimo. Apresentamos as Unicas paginas que apresentam 0s
contelidos de Probabilidade. No sétimo ano do Ensino Fundamental, a Probabilidade é

trabalhada no Gltimo bimestre, quando é apresentado o contetdo de analise de dados.

CAMPO ALGEBRICO SIMBOLICO

Inequacaodo 1° grau

- - Compreender e aplicar o conceito de desigualdade.
Habilidades - Utilizar os simbolos < e,
e - Encontrar solugdes particulares de uma inequacio do 1° grau.

o -Reconhecer as propriedades das desigualdades.
Competéncias - Resolver problemas significativos envolvendo o conceito de desigualdade,

CAMPO DO TRATAMENTO DA INFORMACAO

Analise de dados

- Coletar e organizar dados em tabelas.
Habilidades - Representaﬂ?ladm coletados utilizando grafico de colunas e de setores.
e - Ler e interpretar dados representados através de gréficos de colunas e de setores.
- Resolver problemas que envolvam o calculo das médias aritmética simples e ponderada.
- Desenvolver nogao intuitiva de probabilidade.

Competéncias

Figura 3.1: Recorte do layout do Curriculo Minimo, sétimo ano do Ensino Fundamental
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No Ensino Médio, a Probabilidade é estudada no primeiro bimestre do terceiro ano,

quando s&o apresentados os contetdos de Probabilidade e Combinatoria.

Matematica 32 SERIE / ENSINO MEDIO

CAMPO NUMERICO ARITMETICO

Combinatoria e probabilidade

Habilidades - Resolver problemas de contagem utilizando o principio multiplicative ounogbes de permutagao simples e/ou combinago simples.
e - Utilizar o principio multiplicativo e o principio aditivoda contagem na resolugdo de problemas,
- - Identificar e diferenciar os diversos tipos de agrupamentos,
LIS EREE Calcular a probabilidade de um evento.

CAMPO DO TRATAMENTO DA INFORMACAO

Estatistica: medidas de centralidade e dispersao

Habilidades - Compreender os conceitos basicos de estatistica: populacéo, amostra, frequéncia absoluta e frequéncia relativa.
- Construir, ler e interpretar histogramas, gréficos de linhas, de barras e de setores.
- Resolver problemas envolvendo o célculo da média aritmética, mediana e moda.

e
Competéncias - Resolver problemas envolvendo calculo de desvio-padrao.

Figura 3.2: Recorte do layout do Curriculo Minimo, 3? série do Ensino Médio

N&o encontramos nas Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio os contetidos
esmiucados que devem ser vistos em cada série. Além disso, as exemplificacdes de como
trabalhar todas as consideracdes mencionadas em relacdo a esses contetidos foram escassas.
Ficamos na expectativa de que pudéssemos encontrar os conteddos esmiucados (cada conceito

relacionado) no curriculo minimo e também ndo encontramos.

Da mesma forma que as OrientacGes Curriculares se eximem da responsabilidade
citada acima, o curriculo das escolas estaduais também menciona que se trata de um ponto
minimo de partida em que cabe ao professor termina-lo de preencher de acordo com a
realidade de sua turma. Desta maneira, fica isento desta responsabilidade, passando-a para o
professor. O professor, por sua vez, tera o livro didatico como um meio de pesquisar 0S

contetdos esmiugados e 0s exemplos de como ensinar esses conteudos.

Para termos uma ideia de como o conteido de Probabilidade esta sendo apresentado,
discutiremos a seguir o que o livro didatico da escola estadual em que se deu a pesquisa
apresenta a respeito deste conteudo.
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3.1.4 Probabilidade no Livro Didatico

Com base nos estudos apresentados acima faremos algumas consideragdes em relacéo
ao livro didatico adotado pela escola em que se deu a aplicacdo de nossa pesquisa.

Pressupostos para andlise do livro didatico

Nesta etapa, a pretensdo ndo é realizar uma analise do livro didatico, e, sim, verificar
como o contetdo de Probabilidade esta sendo apresentado no livro didatico do Ensino Médio
adotado pela escola em que se deu a pesquisa no ano de 2011. Mais especificamente, como é
tratada a construcdo dos diversos significados da Probabilidade neste livro e, com isso, ter
uma noc¢ao sobre quais conceitos de Probabilidade séo apresentados aos alunos deste colégio.

O livro adotado é Matematica, volume Unico, Manuel Paiva. 12 Ed., Sdo Paulo,
Moderna, 2005.

Para auxiliar esta verificacdo, elaboramos alguns pressupostos que julgamos essenciais
no ensino da Probabilidade. Tais pressupostos foram escritos com base nas leituras dos
diversos pesquisadores de que nos valemos como referéncia: Batanero (2005); Cabral e Traldi
(2010); Viali e Oliveira (2009); Ortiz (2002); Silva (2002); Bebbett e Anway (2004). Os
pressupostos que iremos verificar sdo apresentados a seguir.

1. Como é tratada a concepcao de acaso (aleatoriedade), analisando se o livro
identifica eventos deterministicos e aleatorios; se apresenta exemplos do
cotidiano; e se explora essas concepcBes nos exercicios.

2. De que maneira é trabalhada a ideia de espaco amostral e evento, investigando
se é evidenciada a ndo singularidade do espaco amostral; se exibe exemplos de
espacos amostrais finitos e infinitos; e se essas questdes sdo cobradas nos
exercicios.

3. Se as concepcdes Frequentista, Classica, Formal, Geométrica e Condicional da
Probabilidade sdo apresentadas e se tais concepcGes sdo utilizadas nos
exemplos e exploradas nos exercicios.

4. Se ha existéncia ou ndo da discussdo de espagos equiprovaveis e nao
equiprovaveis; se essa questdo é explorada nos exemplos e empregada nos
exercicios.

5. Como é explorada a concepgdo Frequentista da Probabilidade, analisando se o
livro propde a execugédo de atividades experimentais de coleta de dados; se

trabalha a questdo da frequéncia relativa e absoluta de determinados eventos
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aleatorios; e se ressalta, de alguma maneira, a impossibilidade de repetir
experimentos aleatorios indefinidamente nas mesmas condicoes.

6. Se o livro esclarece que a concep¢do Classica € um método prético de calcular
a probabilidade de alguns eventos que, obrigatoriamente, vém de espacos
amostrais finitos e equiprovaveis; além disso, se discute o motivo da
impossibilidade de aplicacdo deste método em espacgos amostrais infinitos ou
ndo equiprovaveis.

7. Se ha exemplos nos quais as concepcdes Classica e Frequentista ndo podem ser
aplicadas, evidenciando como essas concepcées se completam.

8. Em relacdo a abordagem Formal da Probabilidade, quais sdo os axiomas
apresentados. Examinaremos também se o livro discute a coeréncia dos
axiomas ou se estes sdo apenas apresentados como verdades absolutas, sem
nenhum esforgo de tentar convencer os alunos de sua razoabilidade.

9. Se o livro apresenta exemplos ou exercicios que envolvem o conceito de
Probabilidade como uma Medida que permite resolver problemas de
Probabilidade Geométrica.

10. Como ¢ realizada a discusséo de unido e intersecao de eventos e se é ressaltada
a diferencga entre o uso dos conectivos “e” e “ou”.

11. De que modo é estudada a vinculacdo da Probabilidade Condicional com a
multiplicacdo de probabilidades, analisando como é definido o conceito de
dependéncia e independéncia dos eventos, como sdo ressaltadas as diferencas
entre P(A|B) e P(B|A), e se essas questdes sdo aplicadas nos exemplos e
exploradas nos exercicios.

Constatamos que o livro didatico ndo salienta a diferenciacdo entre experimento
deterministico e aleatdrio; sequer apresenta o conceito de experimento deterministico. Apenas
apresenta 0 conceito de experimento aleatorio e sua exemplificacdo ndo vai além dos

exemplos classicos de moedas, dados e sorteios.

Verificamos que ndo séo trabalhadas as ideias da ndo unicidade do espaco amostral, e

os exemplos se restringem a espacos finitos e equiprovaveis.

A defini¢do de Probabilidade foi feita através de um sorteio de um automovel a fim de
que este exemplo ajude entender que probabilidade é um nimero que mede a factibilidade de

ocorréncia de um certo resultado.
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A concepcdo Frequentista é apresentada apenas para caracterizar equiprobabilidade,
necessaria na definicdo classica. Ndo faz a confrontagdo do enfoque Classico com o
Frequentista. Ndo prop0e a realizacdo de experimentos, exceto em nivel mental. Alem disso,

apresenta uma Unica questao que explora o conceito Geométrico.

N&o discute a existéncia de espacos ndo equiprovaveis e todas as questdes se
restringem a espacos amostrais finitos e equiprovaveis, sequer menciona o exemplo classico

da moeda viciada ou do dado viciado.

Em relacdo ao conceito Classico, o livro o apresenta com as devidas restricdes, mas
ndo discute a impossibilidade de aplicacdo em espagos amostrais infinitos e/ou néo

equiprovaveis.

Consideramos que a Probabilidade Formal é complexa para ser tratada no Ensino
Médio, porém é vidvel apresentar os axiomas restritos a concepcao Classica, a partir dos quais
se pode derivar as propriedades. Desta forma, o livro didatico apresenta as devidas
propriedades. Além disso, explora exercicios para calcular a probabilidade da intersecédo e da
unido de eventos. Ressalta, também que o conectivo “ou” indica unido de eventos e o

conectivo “e” indica interse¢ao de eventos.

O livro texto apresenta o conceito de dependéncia e independéncia apenas
algoritimizado, como consequéncia da Probabilidade Condicional. Além disso, ndo salienta a
diferenca entre P(A|B) e P(B|A). Exibe em uma leitura extra o conceito de Valor Esperado
em Estatistica, através de um problema que calcula o valor minimo de uma apdlice de seguros

de carros para cobrir 0s custos.

Observamos que algumas consideracfes essenciais sobre o conteddo de Probabilidade
ndo sdo mencionadas nas orientagdes curriculares para o Ensino Médio, ndo se encontram no
Curriculo Minimo e nem nos livros didaticos. Citamos como exemplo, o conceito de
experimento deterministico, que é o ndo exemplo do experimento aleatério; a nao
singularidade do espaco amostral; o espaco amostral infinito; o espaco amostral de elementos
ndo equiprovaveis; a confrontacdo dos conceitos Frequentista e Classico; e uma melhor

exploracdo do conceito Geométrico.

Além disso, os dois documentos (as Orientacdes Curriculares e o Curriculo Minimo)
ndo exemplificam de forma completa quais conteudos devem ser trabalhados (esmiucando
cada conceito) e muito menos a forma que devem ser ensinados, sdo dados apenas exemplos e

sugestdes pontuais. Portanto, fica a cargo do professor escolher o conceito que deve ser
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trabalhado de cada contelido e a maneira de como trabalhar esses conceitos, considerando as

Orientacdes Curriculares e o Curriculo Minimo.

As andlises preliminares citadas nos itens 3.1.1 a 3.1.4 sdo as que consideramos
necessarias para elaboracdo da sequéncia didatica.

3.2 Conhecimentos Para a Docéncia

Pretendemos nesta parte estudar os conhecimentos que 0s professores necessitam para
a docéncia, a fim de, posteriormente, termos condicGes tedricas para identificar as possiveis
contribuigdes do PIBID na formagdo profissional dos licenciandos em Matematica vinculados
ao projeto. Para isso, recorremos aos estudos de Lee Shulman (1986, 1987) referentes a
categorizacdo dos conhecimentos docentes (0s tipos de conhecimentos necessarios para a

docéncia).

Shulman trabalha com a hipotese de que hd uma base de conhecimento elaborado para
0 ensino. Examina as fontes da base de conhecimento necessarias para o ensino e fornece uma
visdo geral desta base examinando as areas de conhecimento académico e experiéncias a

partir das quais os professores podem extrair 0 seu conhecimento.

Shulman inicia seu estudo fazendo algumas indagacdes a respeito da possibilidade da
existéncia de algo essencial que deve ser aprendido, e do acervo de conhecimentos e
habilidades que um professor deve ter para ensinar bem. Ele se questiona em relacdo a forma
de adquirir um extenso corpo de conhecimentos sobre o ensino durante o breve tempo

destinado para a formacéo de professores.

O Pesquisador argumenta ainda que uma base de conhecimento para 0 ensino ndo tem
carater fixo e definitivo; quanto mais se aprende, mais chances ha de descobrir novas
categorias que caracterizam esta base, havendo assim a necessidade de repensa-la e redefini-

la.
As categorias definidas por Shulman sdo destacadas a seguir.

e “Conhecimento do conteudo.
e Conhecimento geral pedagdgico, levando em conta os principios e
estratégias de gestdo e organizacdo da classe para além do ambito

do assunto.
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e Conhecimento do curriculo, com dominio de materiais e
programas que servem como “ferramentas para o oficio” do
professor.

e Conhecimento pedagdgico do conteldo: a ligacdo entre a matéria e
a pedagogia que é um dominio exclusivo dos professores, sua
prépria forma especial de entendimento profissional.

e Conhecimento dos alunos e suas caracteristicas.

e Conhecimento dos contextos educativos, que vao desde o
funcionamento do grupo ou classe, gestdo e financiamento dos
distritos escolares, para o carater de comunidades e culturas.

e Conhecimento dos objetivos, metas e valores educacionais, seus
fundamentos filosoficos e historicos.”

(SHULMAN, 1987, p.8, traducéo nossa).

Daremos énfase as categorias de conhecimento do contetdo especifico, conhecimento

pedagdgico do contetdo e o conhecimento curricular.
O Conhecimento do Conteudo

Diz respeito a organizacdo e a compreensdo do conhecimento em si na mente do
professor, ou seja, sdo conteudos especificos da matéria que o professor leciona. Este
conhecimento inclui a relacdo entre os topicos do contedo e a relacdo do conteudo com as
outras disciplinas. Inclui também, as compreensdes de fatos, conceitos, processos e
procedimentos de uma area especifica de conhecimento, além das relativas a construcdo dessa

area.

O professor deve ser capaz de definir as verdades, explicar por que uma proposicdo é
considerada justificada e sob quais circunstancias a crenca na sua justificacdo pode ser
enfraquecida ou até mesmo negada. Além disso, espera-se que o professor possa perceber por
que um determinado tema é considerado central para uma disciplina enquanto outro pode ser
julgado como periférico. Este conhecimento serd importante para as tomadas de decisdes

pedagdgicas em relacdo ao curriculo.
O Conhecimento Pedagdgico do Conteudo

E o conhecimento do contetido para o ensino, sdo as formas que tornam o assunto

compreensivel para os alunos. Shulman (1986) inclui neste conhecimento:
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e 0s aspectos do conteldo mais pertinentes ao seu ensino;
e 0s tdpicos mais regularmente ensinados de uma &rea especifica do assunto;
e as formas mais Uteis de representar as ideias relacionadas ao contedo;
e as analogias mais poderosas, ilustracbes, exemplos, explicacbes e
demonstracdes;
o as formas de representar e formular o assunto para tornd-lo compreensivel para
os alunos;
e uma compreensdo do que torna a aprendizagem de topicos especificos facil ou
dificil;
e as concepcdes, preconcepcdes e as concepcdes errbneas que estudantes de
diferentes idades trazem para as situagdes de aprendizagem;
e as estratégias para reorganizar o entendimento dos alunos em relacéo a essas
concepcOes erroneas.
Este conhecimento € construido constantemente pelo professor ao ensinar a matéria.
Ele é enriquecido e melhorado quando o professor o vincula aos outros tipos de
conhecimentos. Trata-se de um conhecimento pelo qual o professor estabelece uma relacéo de

protagonismo.
O Conhecimento Curricular

Para Shulman (1986) o curriculo é constituido por toda a gama de programas
concebidos para o ensino de assuntos especificos de um determinado nivel, ou seja, € um
conjunto de contetdos que devem ser ensinados nos diferentes graus da educacdo. Também é
constituido pela variedade de materiais didaticos disponiveis em relacdo a esses programas,
bem como do conjunto de caracteristicas que servem de indicacdes e contraindicacGes para o
uso de um curriculo especial ou para 0 uso de materiais do programa em circunstancias
especificas. Além disso, o professor precisa possuir entendimentos sobre as alternativas
curriculares disponiveis para a instrucdo e precisa estar familiarizado com os materiais
didaticos utilizados pelos seus alunos em outros assuntos que estejam estudando

concomitantemente.

Poderiam ser destacados ainda outros conhecimentos considerados importantes para a
formacdo profissional do professor. Entretanto, diante do problema da pesquisa a ser

investigado, nos restringiremos a essas trés categorias: conhecimento do contetdo especifico;
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conhecimento pedagdgico do contetdo; e o conhecimento curricular, como fundamentacao

principal.
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4. METODOLOGIA DE PESQUISA

O objetivo deste capitulo é apresentar e justificar a escolha metodolégica desta

pesquisa. Descrevemos a metodologia que foi utilizada e apresentamos 0s pontos mais

relevantes do referencial tedrico que subsidiou a nossa metodologia.

4.1 Desenho Metodoldgico

A abordagem metodoldgica serd fundamentada em uma andlise qualitativa dos dados

coletados. O objetivo do trabalho é trazer contribuicbes para o processo de ensino e

aprendizagem do conteudo de Probabilidade por parte dos alunos, bem como ser um meio que

possibilite recolher dados para tentar identificar quais sdo as contribuicdes do PIBID na

formacgédo profissional dos licenciandos e na formagdo dos alunos, no nosso caso daqueles

acompanhados pela pesquisa. Desta forma, sem um desenho metodologico de carater

qualitativo, seria impossivel analisar as contribui¢cdes do PIBID na vida de cada participante.

A realizacdo da pesquisa envolveu as seguintes atividades:

Levantamento bibliografico com leitura de artigos, teses e livros sobre temas
envolvendo Probabilidade.

Estudos tedricos que auxiliaram a fundamentar e justificar o trabalho.

Anélise do livro didatico do Ensino Médio em relacdo ao conteudo de
Probabilidade, levando em conta os significados da Probabilidade segundo
Ortiz (2002), Stadelmanns (2003) e Batanero (2005).

Criacdo da sequéncia didatica com base nos estudos tedricos (principalmente
nos significados da Probabilidade, segundo Ortiz (2002), Stadelmanns (2003) e
Batanero (2005)) e nos resultados da andlise do livro didatico. A elaboracéo e
aplicacdo da sequéncia didatica bem como a analise dos resultados se basearam
nos principios da Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1992; MACHADO, 2002).
Esta sequéncia didatica foi aplicada pelos licenciandos nas turmas do PIBID e
tive apenas o papel de observadora, podendo auxiliar eventualmente.

Entrevista inicial com os licenciandos para conhecer o perfil de cada um dos

participantes, ter acesso as suas concepcOes sobre Probabilidade e as
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concepcOes a respeito das suas atividades desenvolvidas no PIBID, objetivando
descobrir o quanto isto influencia na sua formacao profissional.

e Entrevista final com os licenciandos com o objetivo de analisar quais foram os
conhecimentos adquiridos durante a aplicacdo da proposta didatica e o quanto

estes conhecimentos influenciam no seu perfil profissional.

De acordo com as andlises preliminares realizadas em relacdo ao conteudo de
Probabilidade foi elaborado um rascunho do planejamento inicial de cada aula da sequéncia
didatica, sendo enviado por e-mail para os cinco licenciandos, do subgrupo de Probabilidade,
incluindo as atividades que eles deveriam realizar, dentre as quais citamos: leitura do
planejamento inicial; pesquisa de materiais pedagogicos a serem utilizados na aula; pesquisa e
selecdo de exercicios e atividades a serem inseridos no planejamento; sugestfes de
modificagcdo no planejamento a fim de adequa-los a realidade dos alunos, ao tempo de aula ou

ao que julgassem necessario.

No decorrer da semana trocavamos e-mails referentes ao planejamento inicial e
discutiamos possiveis davidas em relacdo ao contetudo especifico de Probabilidade, aos
procedimentos que seriam realizados no decorrer da aula, aos exercicios selecionados e as

atividades propostas.

ApOs esta etapa de pesquisa, ou seja, troca de ideias, planejamento e confeccéo, foram
realizadas reunides semanais com a presenca dos licenciandos e da coordenadora do
subprojeto da Matematica. Essas reunifes tinham as mesmas finalidades das reunides
semanais descritas anteriormente na Secdo 2.2 que exemplifica as atividades desenvolvidas
dentro do PIBID. Finalizdvamos o planejamento e discutiamos as duvidas que ainda néo
tinham sido sanadas em relacdo ao conteddo especifico, a realizacdo da aula e a utilizacdo dos
recursos pedagogicos. Infelizmente nem sempre era possivel manter esta dinamica, havia

atrasos e 0s materiais eram finalizados em cima da hora de serem utilizados em sala de aula.

Devemos ressaltar que as entrevistas foram estruturadas, realizadas individualmente e
gravadas em audio. Em seguida, foram transcritas e conferidas comparando-se a transcricao
com a gravacdo. Os critérios utilizados para transcrever e analisar os testemunhos, bem como
com para os procedimentos para a realizagdo das entrevistas, foram estabelecidos a partir do
trabalho de Duarte (2011).
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4.2 Engenharia Didatica

A Engenharia Didatica é tanto uma metodologia de pesquisa com a finalidade de
analisar as situaces didaticas, quanto uma producdo para o ensino. Douady (1993), apud
Machado (2002, p.198) entende o termo engenharia didatica como sendo:

“(...) uma sequéncia de aulas concebidas, organizadas e articuladas no tempo de
forma coerente, por um professor engenheiro para realizar um projeto de
aprendizagem para uma certa populac@o de alunos. No decurso das trocas entre
professor e aluno, o projeto evolui sob as reacdes dos alunos e em funcdo das
escolhas e decisées do professor.”

A nocdo de Engenharia Didéatica surgiu nas pesquisas da Didatica da Matematica no
inicio dos anos 80. Artigue (1998) apud Machado (2002, p.198) diz que:

“Esse termo foi cunhado para o trabalho didatico que é aquele comparavel ao
trabalho do engenheiro que, para realizar um projeto preciso, se apoia sobre
conhecimentos cientificos de seu dominio, aceita submeter-se a um controle de tipo
cientifico, mas, ao mesmo tempo, se vé obrigado a trabalhar sobre objetos bem mais
complexos que o0s objetos depurados da ciéncia e, portanto a enfrentar
praticamente, com todos os meios que dispfe, problemas que a ciéncia ndo quer ou
ndo pode levar em conta”. (p. 283)

A Engenharia Didatica é uma concep¢do que considera tanto a dimensdo teorica
quanto a dimensdo experimental da pesquisa em didatica. Propde uma estruturacdo que visa
organizar a realizacdo préatica da pesquisa interligando a teoria (0 aspecto cientifico, o saber
académico, a academia) com as praticas pedagdgicas e assim, desta forma o saber académico

acaba influenciando o sistema de ensino.

Podemos justificar o uso de uma Engenharia Didatica devido ao fato de que as
técnicas tradicionais (questionarios, observacoes diretas, entrevistas, analises de livros, analise
documental) sdo insuficientes para atingir a complexidade do fendmeno didatico dentro da
sala de aula. Assim, a utilizacdo de uma Engenharia Didatica reforca a confiabilidade da
pesquisa e sua potencialidade se deve a sua ligacdo entre a teoria com a realidade da sala de
aula (PAIS, 2002).

Caracteristicas Gerais da Engenharia Didatica Como Metodologia de Pesquisa
A Engenharia Didatica se caracteriza por dois niveis:

e Microengenharia: quando se tem por objetivo o estudo de um determinado
assunto e quando se realiza um estudo localizado que leva em conta a
complexidade dos fendmenos em sala de aula. Sdo as pesquisas associadas a

situacOes mais particulares do ensino.
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e Macroengenharia: quando a Engenharia Didatica é realizada para compor a
complexidade das pesquisas em microengenharia; quando se realiza um estudo
que nédo leva em conta apenas a complexidade dos fendmenos em sala de aula,
mas também a complexidade de toda a instituicdo escolar. S&o pesquisas
associadas a uma visdo mais ampla do sistema de ensino, o que implicaria que
numa macroengenharia podem ser consideradas diferentes microengenherarias

e as relagdes entre elas.

Além disso, a Engenharia Didatica se caracteriza como pesquisa experimental pelo
registro em que se situa e pela validagdo. A validagdo se baseia na confrontacdo entre a
analise a priori e a analise a posteriori. A singularidade da Engenharia Didatica estd em
algumas caracteristicas fundamentais do seu funcionamento metodolégico: o pesquisador se
insere no local da investigacdo; a analise a priori € uma fase fundamental (algumas
metodologias ndo admitem uma analise a priori, como por exemplo, a de tipo etnogréfico); e a

validacao é interna.
Fases da Metodologia da Engenharia Didatica
O processo experimental da Engenharia Didatica comp@e-se de quatro fases:

1. Anédlises preliminares.

2. Concepcao e analise a priori.
3. Experimentacao.
4

Andlises a posteriori e validacao.
A seguir abordaremos detalhadamente cada uma dessas fases.
Primeira Fase: Andlises Preliminares.

As andlises preliminares sdo feitas para embasar a concepcdo da engenharia e
compreender as condicdes da realidade sobre a qual a experiéncia sera realizada. Elas podem

ser retomadas durante todo o decorrer da pesquisa.

Segundo Machado (2002) esta fase é realizada através de consideracdes sobre o
quadro didatico geral e sobre os conhecimentos ja adquiridos sobre o assunto em questéo.
Dependendo dos objetivos especificos da pesquisa, esta fase poderd conter uma analise
epistemoldgica dos contetdos que serdo utilizados no ensino; da realidade do ensino atual e
suas consequéncias; das concepcdes, preconcepcdes e das concepgdes erréneas dos alunos; e
dos obstaculos no qual vai se situar a efetiva realizacdo didatica. Essas analises séo feitas para

dar subsidios ao desenvolvimento da anélise a priori.
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Segunda Fase: Concepcao e Andlise a Priori das Situagfes Didatica.

De acordo com as andlises preliminares deve-se delimitar um certo nimero de
variaveis pertinentes ao sistema sobre 0s quais 0 ensino pode atuar. As variaveis de comando:
que sdo variaveis macrodidaticas ou globais relativas a organizacdo global da engenharia e
variaveis microdidaticas ou locais relativas a organizacdo local da engenharia, isto é, a

organizagdo de uma se¢do ou uma fase.

Almouloud (2008, p.67) descreve:

“Esses dois tipos de variaveis podem ser de ordem geral ou dependente do conteudo
matematico estudado e suas analises serdo realizadas em trés dimensdes: a
dimensdo epistemologica (associada as caracteristicas do saber), a dimensao
cognitiva (associada as dimensdes cognitivas dos alunos sujeitos da aprendizagem)
e dimensdo didatica (associada as caracteristicas do sistema de ensino, no qual os
sujeitos estdo inseridos)”.

As escolhas de ordem geral ou global precedem a descrigéo de cada fase da engenharia
quando influem as escolhas locais. Embora as escolhas globais possam aparecer
separadamente das escolhas locais, elas sdo interdependentes como afirma Brousseau (1981),
apud Machado, (2002, p.204):

“(...) é necessario assegurar-se constantemente que a concepc¢ao geral é capaz de
permitir a invengdo, a organizagdo e o desenvolvimento de situagoes locais.” (p.55)

Na Engenharia Didatica a validacdo é interna e este processo se estabelece desde a
fase de concepcéo e da analise a priori. A analise a priori se baseia em hipoteses e sdo essas

hipdteses que serdo validadas na confrontacdo da analise a priori com a analise posteriori.

A analise a priori contém uma parte de descricdo, ou seja, deve-se descrever cada
escolha local feita e as caracteristicas da situacdo a-didatica que estdo relacionadas com cada
escolha. A outra parte é formada pela previsdo que consiste em analisar qual o desafio da
situacdo para o aluno, prever comportamentos possiveis dos alunos e assegurar que tais
comportamentos sdo decorrentes do desenvolvimento do conhecimento visado pela

aprendizagem.

A andlise a priori considera o aluno sob dois aspectos: o descritivo e o0 previsivo. O
aluno é considerado o ator principal e o papel do professor € recuperado nas situacdes de

institucionalizacéo.
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Terceira Fase: Experimentacéo.

E a fase da realizacio da pesquisa com uma certa populacio de alunos. Inicia no
momento em que se d& o contato pesquisador / professor / observador com a populacéo de
alunos, ou seja, é a aplicacdo, propriamente dita, da sequéncia didatica: é uma etapa de suma

importancia para garantir a proximidade dos resultados praticos com a analise tedrica.

E nesta fase que se coloca em funcionamento tudo que foi construido, suprindo as
falhas quando as analises locais desta etapa experimental identificam essa necessidade, 0 que

implica um retorno a analise a priori em um processo de complementacao.

Segundo Machado (2002, p.206), na fase experimental da sequéncia didatica é

necessario deixar claro os seguintes pontos:

e aexplicitacdo dos objetivos e condi¢Bes de realizacédo da pesquisa a populagao
de alunos que participara da experimentacéo;

e 0 estabelecimento do contrato didatico;
a aplicacéo dos instrumentos de pesquisa;
0 registro das observacBes feitas durante a experimentacdo (observacao
cuidadosa descrita em relatério, transcricdo dos registros audiovisuais, etc.).

Nesta fase é necessario que o pesquisador esteja atento ao transcorrer da aula, levando
em consideracdo todas as informacgdes que estdo relacionadas a pesquisa. Esta postura do
pesquisador é importante para que o relatorio seja fiel ao transcorrido nas aulas. Ela é seguida
de uma fase de analise a posteriori que se apoia no conjunto de dados recolhidos durante a

experimentacao.
Quarta fase: Analise a Posteriori e Validacao.

Esta fase se apoia sobre todos os dados colhidos durante a experimentacdo, sobre as
observacOes realizadas durante cada sessdo de ensino e sobre as populacdes dos alunos em

classe ou fora dela.

Segundo Machado (2002, p.207):

“Muitas vezes, para uma melhor compreensdo do ocorrido, tornam-se Necessarios
dados complementares como: questiondrios, entrevistas individuais ou em pequenos
grupos, realizadas tanto durante a experimentacdo, quanto no final dela. Isto €, as
fases 3 e 4 ndo sdo excludentes, mas complementares”.

A validacdo dos resultados é obtida pela confrontacdo entre os dados obtidos na
andlise a priori e a posteriori, verificando as hipoteses feitas no inicio da pesquisa. A validade

é interna, circunscrita ao contexto da experiéncia realizada.
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5. A ENGENHARIA DIDATICA NESTA PESQUISA

Neste capitulo iremos descrever cada fase da Engenharia aplicada nesta pesquisa.

5.1 Anélise Preliminar

O primeiro momento da Engenharia refere-se as analises prévias. O trabalho foi
organizado com o objetivo de analisar os livros didaticos, os Pardmetros Curriculares
Nacionais, 0 que ha sobre o Ensino de Probabilidade na literatura, como se encontra o ensino
de Probabilidade e seus principais entraves.

Nesta fase, investigamos os contetidos de Probabilidade que pretendiamos desenvolver
junto aos alunos, e a maneira como estes vém sendo trabalhados. Esta analise foi feita no

Capitulo 3 visando dar subsidios ao desenvolvimento da proxima fase, a analise a priori.

5.2 Analise a Priori e a Posteriori

De acordo com as andlises preliminares delimitamos as variaveis pertinentes a nossa
proposta de ensino, as variaveis macrodidaticas. Além disso, apresentamos a sequéncia
didatica descrevendo cada escolha local (as variaveis microdidaticas) e a previsdo dos

possiveis comportamentos dos alunos em relacdo a cada atividade proposta.

5.2.1 Variaveis Macrodidaticas

A fim de ter o controle das situacbes de ensino e aprendizagem em relacdo ao
conteldo de Probabilidade durante a aplicacdo da sequéncia didatica, definimos em nossa
andlise a priori um certo namero de varidveis. Seguem as variaveis macrodidaticas associadas
a dimens&o:

1. Epistemoldgica, ou seja, relacionadas as caracteristicas do saber probabilistico:

a) Ensino da Probabilidade enfatizando os conceitos: Frequentista,
Classico, Geométrico e Condicional.
b) Ampliacdo do conceito de espago amostral abordando o0s espagos

infinitos, equiprovaveis e ndo equiprovaveis.
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c) Integragdo dos contetdos de Probabilidade e Geometria (Probabilidade
Geomeétrica).
2. Cognitiva, ou seja, relacionadas as dimensdes cognitivas dos alunos sujeitos da

aprendizagem: os alunos do 2° ano do ensino médio.

3. Didatica, ou seja, relacionadas as caracteristicas do sistema de ensino vigente,
no qual os sujeitos estdo inseridos. No nosso estudo, cada aula da sequéncia
didatica se caracteriza por:

a) Utilizacdo do projetor a fim de otimizar o tempo de aula.

b) O uso de uma apostila contendo todo o contetdo e as atividades que
irdo ser estudados no decorrer de cada aula com o proposito de otimizar

o0 tempo de aula.
c) Discussdo inicial para que os alunos possam expor seus conhecimentos.

d) Valorizacdo dos conhecimentos previos dos alunos sobre cada conceito

abordado no decorrer da sequéncia.

e) Revisdo dos conceitos trabalhados nas aulas anteriores através da
correcdo dos exercicios de fixacdo da aula passada. Ou seja, a correcdo
dos exercicios de sempre sera feita no inicio da proxima aula. Caso nao
tenha ficado nada pendente, sera feita uma revisdo rapida, por

intermédio de uma conversa informal.

f) Os alunos deverdo resolver sozinhos o0s exercicios, aplicando o0s

conceitos que ja foram trabalhados no decorrer da sequéncia.

g) Os licenciandos deverdo aplicar a sequéncia didatica acompanhando de
perto as atividades desenvolvidas pelos alunos a fim de orienta-los e

tirar possiveis davidas.

5.2.2 A Sequéncia Didatica

Com o intuito de dar continuidade ao desenvolvimento da nossa pesquisa e analisar
algumas das nossas propostas de hipotese, elaboramos uma sequéncia didatica para o
desenvolvimento do conteddo de Probabilidade no Ensino Médio. Esta sequéncia tem como

objetivo trazer contribui¢es para o processo de ensino e aprendizagem do conteldo de
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Probabilidade por parte dos alunos, e ser um meio que possibilite recolher dados para tentar

verificar quais séo as contribui¢des do PIBID na formagéo profissional dos licenciandos.

A sequéncia didatica é composta de seis planejamentos e foi aplicada, pelos
licenciandos, aos alunos do segundo ano do Ensino Médio que participaram do PIBID,
oferecido no colégio, no segundo semestre de 2011.

A sequéncia é uma introducdo ao contetdo de probabilidade, ou seja, sera o primeiro
contato dos alunos com este contetdo, pois de acordo com o Curriculo Minimo de 2011 dos
Colégios Estaduais do Rio de Janeiro, o contetdo de Probabilidade so6 é oferecido para o
terceiro ano do Ensino Médio.

Estrutura da Sequéncia Didatica

A seguir apresentaremos um quadro contendo os planejamentos da nossa sequéncia

didatica e os temas desenvolvidos.

Planejamento | Contetdo
e Ideia do aleatorio e acaso.
e Experimento aleatorio e deterministico.
Aula 1
e Espaco amostral.
e Evento.
e Tipos de eventos.
e Revisdo das operacdes entre 0s eventos: unido, intersecdo e
complementar.
Aula 2 . , . . Lo
e Espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel,
e Probabilidade Frequentista.
e Probabilidade Classica.
e Base Axiomatica da Probabilidade:
1. 0<PA)<I
2. P(S)=1
3. Se ANB =0 entdo P(AUB) = P(A) + P(B)
Aula 3 A
e Consequéncias:
1. P(@)=0
2. P(A) +P(A%) =1
3. P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)
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e Fixacdo dos conceitos de probabilidade: Frequentista, Classica e

Geomeétrica, por intermédio de exercicios e atividades.

e Probabilidade Condicional

Aula 4
e Eventos independentes e dependentes.
Aula s e Revisdo dos principais conceitos trabalhados nas aulas anteriores.
| e Teste composto com questbes que abordam o0s principais
Aula 6

conceitos trabalhados nas aulas anteriores.

Tabela 5.2: Planejamento/Contetido

Apresentaremos uma analise a priori de cada aula da nossa sequéncia didatica, mais

especificamente de cada atividade. Descreveremos: as atividades, justificativas sobre suas

escolhas e a previsdo dos possiveis comportamentos dos alunos.

A seguir, construimos um quadro que resume a estrutura de cada aula da nossa

sequéncia didatica. A cada novo conceito a ser introduzido, o esquema abaixo é retomado.

Resumo da Estruturacéo de cada Aula

Qualquer atividade inicial ou um conjunto de atividades

que permitam estimular e preparar o raciocinio dos alunos

1. Introducéo para o conceito formal. Como exemplo: uma discussao
informal sobre o conceito a ser trabalhado; correcao da lista
de atividades da aula anterior; e a revisdo da aula anterior.

2. Formalizacéo Apresentacdo formal do conceito.

L Qualquer atividade ou um conjunto de atividades de

3. Aplicacdo o )
aplicacdo direta do conceito.

. —

4 Retomada dos A cada novo conceito a ser estudado, 0s 3 1

itens anteriores itens anteriores serao revistos. \ /
2
o Lista de atividades que abordem os conceitos trabalhados
5. Revisao

no decorrer da aula.

Tabela 5.3: Estrutura de cada aula
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5.2.3 Anélise a Priori da Aula 1

Nesta se¢do apresentamos as varidveis microdidaticas e a descri¢do de cada atividade

juntamente com as previsfes dos possiveis comportamentos dos alunos em relacédo a Aula 1.
Variaveis Microdidaticas Associadas a Dimensao:
1. Epistemoldgica

a) A integracdo dos conceitos de experimento aleatdrio e deterministico.
b) Ampliacdo do conceito de espago amostral abordando a ndo singularidade do
espaco amostral e espacos infinitos.
2. Didatica

a) A utilizacdo de dois videos (reportagens), um que evidencia 0 acaso em nosso
cotidiano e o outro para ilustrar o tempo de vida Util de uma lampada.
b) Uso de matérias que facilitem a compreensdo dos experimentos aleatérios, por

exemplo: dados e moedas.

Nesta aula iremos introduzir: a ideia da aleatoriedade e do acaso; 0os conceitos de:
experimento aleatorio, experimento deterministico, espaco amostral e evento. Nossa intengédo

é permitir que os alunos consigam:

Expor o que entendem das palavras aleatorio e acaso.

Identificar situacBes do acaso (aleatoriedade) no cotidiano.

Diferenciar experimento aleatério de experimento deterministico.

Escrever alguns espacos amostrais de determinados experimentos aleatorios.
Perceber a ndo singularidade dos espagos amostrais.

Saber gque existem espacos amostrais finitos e infinitos.

Identificar os subconjuntos dos espagos amostrais como eventos.

© N o o B~ 0w D PE

Diferenciar os conceitos: experimento deterministico, experimento aleatdrio,

espaco amostral e evento.

Ao elaborar a Aula 1 tentamos valorizar os conhecimentos prévios dos alunos sobre as
palavras aleatoriedade e acaso. Nesta primeira atividade nossa intencdo é permitir que
possam: refletir sobre o que significa aleatoriedade e acaso; discutir, entre eles, o significado

dessas duas palavras; e expor suas observacoes.

Descricéo da Atividade 1 (Introducéo)

Utilizando o projetor, os licenciandos, apresentardo as palavras aleatoriedade e acaso e perguntardo: o
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gue significam essas duas palavras?

A escolha desta atividade se deve ao fato de ela ser simples e motivar a participacao
oral dos alunos. Além disso, os alunos poderdo respondé-la utilizando apenas a sua intuicao.

Acreditamos que possa haver um momento inicial de siléncio, pois cada aluno podera
ficar receoso em ser o primeiro a responder, mas como ja havia uma convivéncia entre 0s
alunos e os licenciandos, além de estarem acostumados com a minha presenca e de
apresentarem uma participacdo oral bem significativa, esperamos que este momento de

siléncio venha a ser pequeno.

Apos a discussdo, os licenciandos apresentardo as definicdes formais das palavras

aleatoriedade e acaso por intermédio do projetor.

Formalizacao - Definicdo formal retirada da Wikipédia:
A palavra aleatoriedade é utilizada para exprimir quebra de ordem, propoésito, causa, ou
imprevisibilidade.

Acaso é algo que surge ou acontece sem motivo ou explicacdo aparente. Algo que acontece sem ser
explicado por nenhuma relagdo com outra(s) coisa(s), nem simultanea(s) nem precedente(s), isto €,
sem qualquer determinacdo. Neste sentido, o0 acaso se opde ao determinismo.

Neste momento, nossa intencdo é reforcar a credibilidade do que possivelmente os
alunos falaram na discussédo oral. Caso algum aluno venha apresentar qualquer significado
equivocado dessas duas palavras, cabe aos licenciandos a sensibilidade de tentar sanar este
equivoco. Desta maneira, estaremos preparando o raciocinio que sera utilizado ao longo da
aula. Além disso, estaremos criando condicGes, por meio da discussdo, para que o0s alunos

alcancem o objetivo 1: expor o que entendem das palavras aleatdrio e acaso.

Descricédo da Atividade 2 (Aplicagéao)

Serd projetada uma reportagem que apresenta uma situacdo da aleatoriedade no cotidiano. A
reportagem seré exposta por intermédio de um video. Apds, os licenciandos abrirdo um espaco para
gue os alunos possam comentar sobre ela, caso desejem.

Apenas para titulo de ilustracdo, segue uma pequena introducdo do que se trata a
reportagem: “Ninguém sabe exatamente a hora e muito menos o local. Um satélite espacial de
5 toneladas, do tamanho de um 6nibus, vai cair na Terra nas proximas horas. Vamos ver qual
a probabilidade dele cair aqui no Brasil...”. A reportagem foi exibida pelo Jornal Hoje, no
dia 23 de setembro de 2011.

A escolha desta reportagem se deve ao fato de tratar claramente de uma situacao

aleatdria, pois é impossivel prever com exatiddo a hora e local que o satélite vai cair na Terra.
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Além disso, foi uma reportagem recorrente nos principais telejornais do Brasil (se ndo,

mundialmente) e divulgada na imprensa na ocasido da aplicacdo da sequéncia didatica.

Esta atividade exige que os alunos apenas prestem aten¢do ao video. Supomos que
talvez possam surgir alguns comentarios: se lembram ou ndo de terem assistido a reportagem;

onde caiu; se acertou alguém, ou qualquer outro comentario curioso a respeito do video.

Acreditamos que, por intermédio da reportagem, os alunos possam chegar a concluséo
de que a aleatoriedade esta presente em nosso cotidiano e tenham condicdes para realizar a

préxima atividade.

Descricdo da Atividade 3 (Introducdo)

Os licenciandos pedirdo aos alunos que apresentem exemplos de situagdes do dia a dia em que a
aleatoriedade esta presente. Isso serd feito da seguinte forma:

e Com essa reportagem o que podemos observar?

e Vocés podem dar outros exemplos da aleatoriedade no nosso dia a dia?

A escolha desta atividade se deve ao fato de ser simples e, mais uma vez, motivar a
participacdo oral dos alunos, valorizando assim a participacdo deles na aula. Nosso objetivo é
permitir que possam identificar situacoes aleatorias presentes no cotidiano deles e expor essas
situacOes oralmente para a turma. Acreditamos que nao apresentem dificuldade em realizar a

atividade e que surja exemplo da mega sena na fala deles.

Continuacéo da Atividade 3

Durante a discussao, os licenciandos escreverdo no quadro os exemplos apresentados pelos alunos e
também alguns exemplos de experimentos deterministicos. Seguem alguns exemplos do que devera
ser escrito:

e Lancamento de uma moeda e observacdo da face voltada para cima (experimento
aleatorio).

e Se o litro da gasolina esta custando R$ 2,65 e vou comprar x litros, quanto irei pagar?
(experimento deterministico).

e Lancamento de um dado e observagdo do numero da face voltada para cima
(experimento aleatorio).

e Sortear uma bolinha no bingo e verificar o nimero sorteado (experimento aleatério).

e Abandonar um corpo no vacuo em queda livre a partir de uma altura conhecida e estimar
0 tempo gasto para este corpo atingir o solo (experimento deterministico).

Os licenciandos lerdo em voz alta os exemplos escritos no quadro. Caso os alunos ainda néo tenham
percebido que ndo existem apenas situacdes aleatdrias, ou mesmo que tenham percebido e exposto
algum comentério, a intencdo mais uma vez é evidenciar esta diferenca com a leitura dos exemplos e
permitir que eles discutam. Mesmo depois da leitura, caso ninguém tenha identificado algum
problema, perguntaremos:

e Esta situacdo tem algo de errado?
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e O que esta errado?

Nossa intencdo é, por intermédio desta atividade, instigar a percepc¢do dos alunos para
que possam, sozinhos, perceber que alguns destes ndo representam situacdes aleatorias. Desta
maneira, estaremos preparando-os para a discussdo sobre experimentos deterministicos e

aleatorios.

Apos a discussdo, projetaremos definicdes de experimento aleatdrio e deterministico.
Destacaremos, também, as suas devidas caracteristicas. Nosso objetivo é formalizar as ideias

introduzidas e discutidas nas Atividades 1, 2 e 3.

Definicdo Formal:

Experimentos aleatdrios: experimentos que ao serem repetidos varias vezes, em condicdes
semelhantes, apresentam resultados variados, ndo sendo possivel, portanto, a previsdo légica dos
resultados do experimento. Sabemos quais sdo os possiveis resultados do experimento, mas ndo
sabemos qual resultado particular ocorrerad. E um modelo, sobre o qual, de antem&o ndo é possivel
explicitar ou definir um resultado particular.

Ao descrever um experimento aleatdrio deve-se especificar ndo somente que operagdo ou
procedimento deve ser realizado, mas também o que deve ser observado.

Apos a formalizacdo, os alunos irdo realizar a seguinte atividade:

Descricdo da Atividade 4 (Aplicacao)

Os licenciados distribuirdo dados e moedas para que os alunos possam realizar os experimentos nos
exemplos abaixo:

Joga-se um dado e observa-se o0 nimero da face superior.
Joga-se uma moeda 4 vezes e observa-se o nimero de caras obtidas.

Joga-se uma moeda 4 vezes e observa-se a sequéncia de caras e coroas.

Logo em seguida, os licenciandos apresentardo, por intermédio do projetor, algumas

caracteristicas dos experimentos aleatorios.

Observando-se os exemplos acima pode-se destacar algumas caracteristicas comuns:
1. ndo é possivel prever um resultado particular, mas pode-se enumerar todos 0s possiveis;
2. podem ser repetidos inlmeras vezes sob as mesmas condigdes;

3. quando repetidos um grande numero de vezes apresentam regularidade em termos de
frequéncias.

Nossa intencdo é permitir que os alunos realizem esses exemplos (ou experimentos)
para que tenham condi¢fes de comprovar algumas caracteristicas dos experimentos aleatorios

que foram apresentadas anteriormente.
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Consideramos que os alunos possam realizar os 3 exemplos sem problemas, pois se
trata de uma atividade experimental, envolvendo material concreto, lidica e de facil execucéo.
Além disso, acreditamos que alguns alunos possam ficar animados em realizar as atividades,
motivados para continuar estudando o assunto, mas a0 mesmo tempo, possam existir outros
que poderdo achar a atividade pouco motivadora, infantil para a idade deles e talvez, mesmo
que tenham o material em suas mdos, ndo queiram realizar o experimento, pois isso ja

aconteceu em aulas anteriores de outros conteddos envolvendo os licenciandos.

Formalizacéo

Experimentos deterministicos: experimentos que ao serem repetidos varias vezes, em condigdes
semelhantes, apresentam resultados constantes, isto €, os resultados podem ser previstos. Nestes
experimentos existe a possibilidade de se fazer a previsao ldgica e precisa de qual sera o resultado do
experimento.

Exemplos:
1. Seo litro da gasolina esta custando R$ 2,65 e vou comprar x litros, quanto irei pagar?

2. Abandonar um corpo, no vacuo, em queda livre, a partir de uma altura conhecida e
estimar o tempo gasto para este corpo atingir o solo.

3. Certa massa de gas ideal esta inicialmente a temperatura de 400k e pressdo de 4,0 atm.
Mantendo-se o volume constante, a temperatura é reduzida para 320k. Qual sera o novo
valor de pressdo?

A atividade a seguir tem a finalidade de fixar os conceitos formalizados anteriormente.

Descricdo da Atividade 5 (aplicacéo)

Apo6s a formalizacdo dos conceitos, os licenciandos retomardo os exemplos escritos no quadro e
pedirdo que os alunos os classifiquem, oralmente, em experimento deterministico e aleatério.

Julgamos que com esta atividade os alunos possam classificar corretamente o0s
exemplos em aleatorio e deterministico, expondo suas respostas oralmente, sem apresentar

dificuldades. Mais uma vez, estamos valorizando a participacdo oral dos alunos.

Descricédo da Atividade 6 (Introducéo)
Considere os seguintes experimentos aleatérios:

A: Langamento de uma moeda e observacgao da face voltada para cima.

B: Langamento de um dado e observagdo do nimero da face voltada para cima.
A cada experimento aleat6rio podemos associar um conjunto de resultados.

a) Apresente um conjunto que contém todos os resultados possiveis do experimento aleatorio
LLA”.

b) Apresente um conjunto que contém todos os resultados possiveis do experimento aleatério
LéB?’.
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Nosso intuito é introduzir, por intermédio desta atividade, o conceito de espaco
associado ao experimento aleatorio e a ndo unicidade do espago amostral. Além disso,
acreditamos que 0s alunos consigam associar os resultados possiveis a cada um dos
experimentos aleatorios, mas suspeitamos que talvez a grande maioria dos alunos nao venha

utilizar uma notagéo de conjunto no momento de responder por meio da escrita esta atividade.

Os licenciandos, apés a execucdo da atividade, deverdo pedir aos alunos que
exponham suas respostas e, caso aparecam respostas diferentes, deverdo escrevé-las no

quadro utilizando a notacdo devida de conjunto.

Em seguida os licenciandos apresentardo, por intermédio do projetor, o conceito de
espaco amostral e alguns exemplos. Neste momento, deverdo pedir aos alunos que fechem as

apostilas para que ndo se antecipem e possam ler o0 que seré trabalhado.

Definic¢do formal:
O Espaco Amostral

A cada experimento aleatorio podemos associar um conjunto de resultados. O espaco amostral é o
conjunto que contém todos os resultados possiveis de um experimento aleatorio.

Exemplos:

A: Lancamento de um dado e observacdo do niumero da face voltada para cima.

Podemos associar a este experimento aleatorio A, alguns dos seguintes conjuntos de resultados:
S1={1,2,3,4,56}S,=4{1,2,3,4,5,6, 7}, S3=[1, 6] € S4 = (0, + 0)

Apos a formalizacéo, os alunos fardo a proxima atividade.

Descricdo da Atividade 7 (Aplicacao)

Os licenciandos fardo a seguinte pergunta: o que podemos observar nesses espagos associados ao
experimento aleatério A?

Os licenciandos deverdo deixar os alunos falar por um momento e, caso mencionam

algo equivocado, fardo as devidas interrupcoes.

Queremos que os alunos identifiquem oralmente algumas diferencas entre o0s
conjuntos S;, Sy, S3 e S4. As diferencas sdo muitas e por isso acreditamos que identificardo
apenas algumas delas, as mais 6bvias. Talvez possam aparecer comentarios do tipo: “apenas o
conjunto S; é 0 espaco amostral associado ao experimento A, os demais ndo sao”. Neste caso,

caberd aos licenciandos fazer as devidas interrupgoes.

Naturalmente, a intencdo por tras dessa atividade ndo € acrescentar de maneira gratuita

uma problematizacéo e dificuldade aparentemente sem sentido. Nosso objetivo foi prepara-los
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cognitivamente para situaces em que ndo ha espago amostral minimal do tipo S; para
determinados fendmenos aleatorios, dai a importancia de reconhecer possiveis escolhas dentre
varias disponiveis na descricdo probabilistica do fenémeno em estudo.

A seguir os licenciandos apresentardo por intermédio do projetor as seguintes
observaces sobre os conjuntos S;, S; e Ss:

Observagoes:
Para S;: observamos que ele é o espaco amostral mais enxuto, econémico.

Para S,: observamos que apresenta um elemento a mais que o conjunto anterior, porém a chance de
ocorrer 0 nimero 7 no experimento em questdo é zero. Nem por isso, este conjunto deixa de ser um
espaco amostral que podemos associar ao experimento em questao.

Para S3: observamos que é composto de todos 0s nimeros reais entre os nimeros 1 e 6, inclusive o
nimero 1 e 0 nimero 6. Por exemplo, o nimero 1,2 pertence ao conjunto S; Este conjunto € infinito,
contém infinitos ndmeros reais. Porém a chance de ocorrer, por exemplo, o nimero 2,8 no
experimento em questdo é zero. Mesmo com tudo isso, S; continua sendo um espago amostral
associado ao experimento em quest&o.

Descricdo da Atividade 8 (Aplicacao)

Os licenciandos pedirdo aos alunos que apresentem oralmente as observacfes para o0 conjunto S, de
acordo com o que foi exposto para os conjuntos Sy, S, € Sa.

Acreditamos que os alunos irdo apresentar inimeras dificuldades devido a notacao de
intervalo e ao simbolo do infinito. Talvez ndo consigam expor observagdo alguma, por ndo se
lembrarem da notacéo de intervalo usada. Caso isto ocorra, 0s licenciandos deverao utilizar as
duvidas para relembrar as notacGes de intervalos necessarias. Provavelmente, ap0s 0s
esclarecimentos das duvidas apresentadas, os alunos poderdo expor algumas observacdes.
Caso apresentem alguma observacdo errada, os licenciandos deverdo fazer as devidas

interrupcdes com a finalidade de sanar o equivoco.

Apos, os licenciandos apresentardo algumas observaces do conjunto S, e outros

exemplos.

Para S,: observamos que é composto de todos 0s nimeros reais ndo negativos. Por exemplo, 0s

nimeros 7, V2, e 235,021 pertencem ao conjunto S,. Este conjunto é infinito e contém todos 0s
conjuntos anteriores. Porém a chance de ocorrer, por exemplo, 0 nimero m no experimento em
questdo é zero. Mesmo com tudo isso, S, continua sendo um espaco amostral associado ao
experimento em questdo.

Exemplos:
B: O tempo de reac&o dos pacientes ao medicamento;
S =(0, + )

D: Um elemento radioativo emite particulas alfa. Queremos saber quantas particulas séo
emitidas em certo intervalo de tempo.
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Temos como espago amostral todos 0s nimeros naturais maiores que zero, ou seja, S=N.

A intencdo por tréas desses exemplos e observacoes é evidenciar a ndo singularidade do
espaco amostral; a existéncia de espagco amostral finito e infinito; a importancia de, ao
descrevermos um espaco amostral, ficarmos atentos ao que estamos observando e
mensurando. Além de tudo isto, tentarmos, com a utilizacdo dos diferentes exemplos, evitar
que os alunos possam apresentar concepcdes erréneas, como por exemplo: o espaco amostral
é Unico para o experimento; sé existem espacos amostrais finitos; seus elementos sdo sempre

ndmeros.

Mais uma vez, acreditamos que o0s alunos possam apresentar dificuldade em relembrar
a notacdo de intervalo, o simbolo do infinito e a notacdo de conjunto dos niUmeros naturais.

Desta maneira, os licenciandos deverdo intervir de acordo com as duvidas apresentadas.

Descricdo da Atividade 9 (Aplicacdo e Introducéo)

Considere o experimento aleatério: lancamento simultdneo de duas moedas comuns distintas e
observacdo de cada uma das figuras das faces voltadas para cima.

a) Determine o espaco amostral do experimento aleatério acima.
b) Determine os subconjuntos “E” do espago amostral que satisfagam as condi¢des a seguir:
i) Ocorréncia de duas caras.
ii) Ocorréncia de duas coroas.
iii) Ocorréncia de uma cara.
iv) Ocorréncia de uma coroa.
v) Ocorréncia de pelo menos uma cara.
vi) Ocorréncia de pelo menos uma coroa.

Na Atividade 9, o item (a) tem a finalidade de fixar o conceito de espaco amostral e 0
item (b) tem a intencdo de facilitar a introducdo do conceito de evento. Acreditamos que 0S
alunos poderdo apresentar dificuldade para escrever os elementos do espaco amostral, visto
que cada elemento é formado por um par de resultados. Além disso, poderdo ndo perceber a
diferenca entre o elemento (cara, coroa) e o elemento (coroa, cara) deixando assim de listar

algum deles.

Desta forma os licenciandos deverdo estar atentos para tirar as possiveis duvidas,
pois acreditamos que alguns alunos venham perguntar como se escreve cada elemento durante

a execucdo da atividade e se o que fizeram esta correto.

Descricéo da Atividade 10 (Aplicacéo)

Considere 0 experimento aleat6rio: Uma fabrica produz um determinado tipo de lampada. Deseja-se
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saber o tempo de vida til desta. Ela é colocada em um ensaio em que se determina o seu tempo t de
duracdo. Determine o espago amostral do experimento aleatdrio acima.

Queremos fixar a ideia de espaco amostral infinito e trabalhar indiretamente a
notacdo de intervalo. Acreditamos que os alunos responderdo corretamente, visto que foi

trabalhado nos exemplos um experimento com o mesmo tipo de raciocinio.

Nesta etapa, os licenciandos fardo a correcdo das duas atividades anteriores e
apresentardo uma reportagem, por intermédio do projetor, da lampada que ndo se apaga
apenas para ilustrar a Atividade 10. Esta reportagem também servird para justificar o motivo

pelo qual atribuimos um intervalo de tempo infinito.

Em seguida, os licenciandos apresentardo a formalizacdo da definicdo de evento e

utilizardo a Atividade 9 para exibir exemplos de eventos.

Definicdo Formal:

Evento: E qualquer subconjunto de um espaco amostral ao qual se pode atribuir uma
probabilidade de ocorréncia.

Nossa intencdo é apenas formalizar o conceito de evento introduzido na Atividade 9.
Logo em seguida, os alunos irdo elaborar uma lista de atividades para fixar os conceitos e
especificidades do que foi trabalhado nesta Aula 1. As atividades deverdo ser feitas até o

término de duracgdo da aula e a lista sera recolhida como material de andlise.

Lista 1 (Exercicios de Revisao)
1) Classifigue os experimentos abaixo em aleat6rio ou deterministico.
a) Lancar uma moeda e anotar a face voltada para cima.
b) Retirar uma carta de um baralho com 52 cartas e anotar o naipe.
c) Observar a temperatura em que a 4gua entra em ebulicéo.
d) Em uma linha de producdo, apds 24h de trabalho, contar o nimero de pecas
defeituosas produzidas.
e) No alto de um prédio soltamos uma bola, anotar a velocidade que ela atinge o chéo.

2) Dé o que se pede de acordo com cada situacao:
e Trés moedas foram lancadas uma ap6s a outra e foi realizada a observacéo do lado
da moeda voltada para cima. Determine:
a) O espago amostral.
b) O evento A, da ocorréncia de lados distintos.
c) O evento D, da ocorréncia do primeiro sendo cara e os outros dois sendo
distintos.

e Dois dados foram langcados simultaneamente, e foi realizada a observagéo da face
voltada para cima, determine:
a) O espago amostral.
b) O evento A, da ocorréncia de nimeros pares.
c) O evento B, da ocorréncia de nimeros iguais.
d) O evento C, da a diferenca entre eles ser menor que 4.
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3) Lancamos um dado uma vez e observamos o nimero que aparece na face superior. Com isso,
determine os eventos abaixo:
a) O evento A, ocorréncia de um nimero maior que 5.
b) O evento B, ocorréncia de um nimero menor que 7.
c) O evento C, ocorréncia de um niimero maior que 6.
d) O evento D, ocorréncia de um nimero par.
e) O evento E, ocorréncia de um nimero que ndo seja par.
f) O evento F, ocorréncia de um nimero multiplo de 3.
g) O evento G, ocorréncia de um nimero par ou multiplo de 3.
h) O evento H, ocorréncia de um nimero par e multiplo de 3.
i) O evento I, ocorréncia de um nimero que nao seja par e também ndo seja maltiplo de
3.
j) Oevento DUE.
k) O evento DNE.
) O evento D

Desafio: Determine um espaco amostral para o tempo de vida Util de um componente eletronico.

Com esta lista queremos fixar 0s conceitos de experimento aleatorio e deterministico;
de espaco amostral e evento; introduzir os tipos de eventos (certo, impossivel, elementar ou
simples e mutuamente exclusivos) e iremos também trabalhar com a nocdo de espaco

amostral infinito por intermédio das Questdes 1, 2, 3 e do desafio respectivamente.

Acreditamos que os alunos talvez tenham dificuldade na Questdo 2 quando forem
escrever 0 espaco amostral, por se tratar de ternos e pares de resultados. Na Questdo 3, nos
itens (g) e (h), poderdo ter dificuldade em vincular os conectivos “e” ¢ “ou” com as operagdes
de intersecdo e unido respectivamente e no item (l) poderdo ter esquecido a notacdo de
conjunto complementar. Nas demais questbes julgamos que consigam responder

corretamente, pois sdo questdes que utilizam raciocinios utilizados anteriormente.

Optamos por manter esta aula longa, pois apesar de termos explorado muitos
conceitos, julgamos que estes sdo mais faceis. Com isso teremos mais tempo para trabalhar
conceitos que consideramos mais complexos nas préximas aulas como, por exemplo, o

conceito de probabilidade condicional.

5.2.4 Analise a Posteriori e Validacdo da Aula 1

Nesta etapa faremos uma pequena descricdo da experimentacdo da Aula 1 e em

seguida, passaremos para a analise a posteriori desta aula.

Experimentacéo da Aula 1
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A aplicagdo da primeira aula ocorreu no dia 14 de outubro de 2011. Na turma da
manhd no horério de 8h20 as 12h com 20 minutos de intervalo para o recreio, estando
presentes 11 alunos. Na turma da tarde, no horario de 15h as 17h, estando presentes 4 alunos.

No inicio da aula, foi relembrado aos alunos que as aulas de probabilidade fariam
parte de uma pesquisa de mestrado, j& haviamos conversado sobre a pesquisa quando se

iniciou o projeto PIBID em agosto de 2011.
Anélise a Posteriori e Validacdo da Aula 1

Atividade 1 (Introducao)
Nas duas aulas, os alunos conseguiram expor suas observacfes oralmente. Seguem-se
algumas respostas que indicam que alguns alunos ao invés de falarem os significados das palavras

aleatoriedade e acaso deram exemplos da aleatoriedade e acaso no dia a dia.

- “Escolha ao acaso”;

- “Eu sei 0 que é, mas ndo sei explicar”;

- “Algo que acontece sem explicagcdo”;

- “Algo que acontece sem motivo”,;

- “Uma palavra sorteada’;

- “Surgir alguém sem explicagdo, encontrar alguém que vocé conhece na rua”.

Apos a discussdo, os licenciandos apresentaram as definicdes formais das palavras

aleatoriedade e acaso por intermédio do projetor.
Atividade 2

Os alunos prestaram atencdo ao video e, como previsto na analise a priori,
comentaram que ja haviam visto a reportagem e, perguntaram também onde caiu o satélite. O
video permitiu que os alunos percebessem a presenca da aleatoriedade em nosso cotidiano e
0s motivou para a realizacdo da Atividade 3. Vale ressaltar que uma das nossas variaveis
microdidaticas associada a dimensdo didatica era utilizar o video para evidenciar 0 acaso em

nosso cotidiano.

Atividade 3

Nas duas aulas, os alunos conseguiram expor suas observacfes oralmente. Seguem-se

algumas respostas:

- “Uma palavra sorteada”.

- “Surgir alguém sem explicagdo, encontrar alguém que vocé conhece na rua’.
- “Jogar uma moeda”.

“Sortear uma bolinha do bingo ™.

Quando vocé pula de paraquedas ele pode abrir ou ndo abrir”.

- “A bala perdida”.

I
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Podemos observar um exemplo atipico: “o paraquedas pode abrir ou nao abrir”.
Outro, infelizmente recorrente nos telejornais, foi mencionado: “a bala perdida”. Surgiram
também dois exemplos que ja haviam sidos utilizados na Atividade 1 e outros dois mais
comuns. Além disso, contrariando a previsdo feita na analise a priori, a mega sena ndo foi um

exemplo recorrente.

Conseguimos alcancar os objetivos previstos na analise a priori: permitir que os alunos
possam identificar situacdes aleatdrias presentes no cotidiano deles e expor essas situacdes

oralmente para a turma.
Continuacao da Atividade 3.

Os alunos conseguiram perceber que existem situacOes aleatérias e ndo aleatdrias,
porém um aluno da turma da tarde teve dificuldade em entender o segundo exemplo. Segue o

dialogo ocorrido:

O licenciando Bernardo, para auxilia-lo perguntou:

- “Vou comprar 2 litros, quanto irei pagar? Vou comprar 15 litros quanto irei pagar?”

Nessas duas questdes o aluno respondeu corretamente o valor a pagar e as classificou

como situacdes ndo aleatdrias. Entretanto, Bernardo perguntou:

- “Vou comprar x litros, quanto irei pagar?”’
A resposta foi: ndo sei. Novamente Bernardo tornou a repetir as duas primeiras

questdes, acrescentando a seguinte pergunta:

““ AL ”
- “Que conta vocé fez para calcular o valor a pagar?

O aluno respondeu e o licenciando registrou no quadro: — 2,65 -2 = 5,30
- 2,65-15=39,75

Em seguida, repetiu a questdo:

- “Se o litro da gasolina esta custando R$ 2,65 e vou comprar x litros, quanto irei pagar?”

Desta vez, o aluno respondeu corretamente: “2,65 - x = 2,65x.”

A dificuldade ndo estava em classificar a situacdo em aleat6ria e ndo aleatdria, mas
sim em usar o conceito de fungdo implicito no exemplo, evidenciando o obsticulo em
generalizar utilizando variavel. Devemos ressaltar que estavamos trabalhando com alunos do
2° ano do ensino médio e que funcdo (afim e quadratica) é estudada no 9° ano do ensino

fundamental e no 1° ano do ensino médio, ou seja, 0s alunos ja haviam estudado o conceito.
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N&o podemos deixar de evidenciar a estratégia utilizada pelo licenciando Bernardo
que vimos manifestar neste dialogo. A pergunta “Que conta vocé fez para calcular o valor a
pagar” associada ao registro feito no quadro, permitiu que aluno respondesse corretamente,
talvez o aluno tenha superado sua dificuldade de entender o exemplo, ou pode ter sido
induzido sem de fato entender que estava generalizando. O fato é que o aluno respondeu
corretamente em decorréncia da estratégia utilizada pelo licenciando na tentativa de

reorganizar o entendimento do aluno.
Atividade 4

Nas duas turmas, manhd e tarde, tivemos um momento de euforia dos alunos, a
empolgacdo de uns foi contagiando 0s outros e os alunos ndo jogavam os dados e as moedas
em cima de suas mesas e, sim, em qualquer parte da sala. Houve, na turma da manha, por ter
um numero maior de alunos, a necessidade de chamar a atencdo deles explicando a

importancia de realizar os experimentos com seriedade e sem exageros.

N&o previmos este comportamento dos alunos. E claro que qualquer uso de material
concreto necessita de um momento inicial de reconhecimento e manipulacdo, mas
acreditdvamos que, por ser um material corriqueiro, eles iriam realizar a atividade sem

grandes problemas.

Contrariando a previsdo de que alguns alunos poderiam achar a atividade sem graca,
infantil para a idade deles e talvez ndo quisessem realizar o experimento, todos os alunos

realizaram os experimentos, estimulados provavelmente pela empolgacéo inicial da turma.

Acreditamos que conseguimos alcangar nosso objetivo, que era permitir que os alunos
realizassem esses exemplos (ou experimentos) para comprovarem algumas caracteristicas dos
experimentos aleatérios, além de validarmos a seguinte variavel microdidatica associada a
dimensdo didatica: o uso de materiais que facilitam a compreensdo dos experimentos

aleatdrios, como por exemplo, dados e moedas.
Atividade 5

Como haviamos previsto, os alunos conseguiram classificar os experimentos em
aleatério e deterministico. Esta atividade valida as varidveis microdidaticas por meio da

integracdo dos conceitos de experimento aleatdrio e deterministico.
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Atividade 6

Os alunos responderam corretamente os itens (a) e (b), mas como haviamos previsto,
representaram os resultados sem utilizar a notagéo de intervalo. Escreveram para o item (a):

Cara e coroa; C/K, e parao item (b): 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Os licenciandos Bernardo e Solange corrigiram utilizando as respostas orais dos
alunos fazendo a devida utilizacdo da notacdo e destacando o0 que o enunciado pedia para

apresentar um conjunto que contenha todos os resultados possiveis.

Em seguida os licenciandos apresentaram o conceito de espaco amostral e alguns

exemplos.
Atividade 7 (Aplicacéo).

Durante as observagdes feitas pelos alunos, os alunos ndo mencionaram o conjunto Sy,
acreditamos que isto se deve ao fato de que eles ndo tiveram divida que S; € um conjunto que
podemos associar ao experimento aleatorio A. Em relacdo ao conjunto S, eles perguntaram

por que tem o nimero 7 e nao fizeram mais nenhum comentario.

Na turma da manha a licencianda Solange perguntou: “O conjunto Sz € igual ao
conjunto S;?” A turma respondeu que sim. Por conta desta resposta, podemos supor que eles
ndo fizeram nenhum comentario a respeito do conjunto Sz pois julgaram que fosse igual ao
conjunto S;. Talvez o mesmo tenha acontecido em relacdo ao conjunto S4 por ndo

entenderem o conjunto (a notacéo de intervalo), ndo fizeram nenhum comentario.

ApoOs o0s comentarios expostos pelos alunos, os licenciandos apresentaram as
observaces previstas no planejamento da Aula 1 que se encontra na andlise a priori da Aula 1
referente a esta atividade. Seguem-se as observacdes apresentadas sobre o conjunto Ss: €
composto de todos 0s niUmeros reais entre 0s nimeros 1 e 6, inclusive o namero 1 e o niUmero
6. Assim, o numero 1,2 pertence ao conjunto Ss Este conjunto é infinito, contém infinitos
nameros reais, porém a chance de ocorrer, por exemplo, 0 nimero 2,8 no experimento em
questdo é zero. Mesmo com tudo isso, Sz continua sendo um espa¢o amostral associado ao

experimento em questéo.

Além disso, na turma da manhd a licencianda Solange acrescentou o seguinte
exemplo: Ss={1, 2, 3, 4, 5}. Perguntou ainda se podemos associar este conjunto ao

experimento aleatério. Os alunos responderam que nao, pois estava faltando um nimero. Com
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isso, houve alguns comentarios do tipo: “esta faltando o numero 6”; “entdo pode sobrar;

podem sobrar numeros, mas ndo pode faltar”.

Julgamos que este exemplo acrescentado na turma da manh&@ foi essencial para a
concluséo que os alunos fizeram. Por conta disto, antes do inicio da aula da tarde, informamos
aos licenciandos este fato. Assim, durante as explicacdes feitas na aula da tarde foi utilizado o
seguinte conjunto: Ss={1, 2, 3, 5, 6}. Observamos os mesmos tipos de comentarios realizados

pelos alunos da turma da manha.

Nesta atividade vimos manifestar, em dois momentos, o conhecimento pedagdgico do
conteldo e o conhecimento do contetdo pela licencianda Solange. O primeiro se revela
quando questionou a equivaléncia entre S; e S;. Esta pergunta foi essencial para percebermos
como os alunos estavam interpretando 0s conjuntos apresentados e serviu também para
direcionar a maneira com que os licenciandos conduziram as devidas observagdes referentes
aos conjuntos desta atividade, de acordo com os equivocos que 0s alunos expuseram em suas
colocagdes. O segundo foi quando os licenciandos criaram o exemplo Ss= {1, 2, 3, 4, 5} e
propiciaram um entendimento mais completo das propriedades que tornam um dado conjunto
um espago amostral. Julgamos que este exemplo acrescentado foi essencial para a conclusao
que os alunos fizeram. Além disso, demonstra tanto o conhecimento especifico que 0s
licenciandos tiveram em relacéo ao conceito de espaco amostral quanto a sua habilidade em

criar exemplos a fim de promover o conhecimento dos alunos.
Atividade 8

Antes de iniciar a Atividade 8, como previsto na andlise a priori, 0s licenciandos
relembraram as notacdes de intervalo e o simbolo de infinito para que os alunos pudessem ter
condic@es de entender o exemplo e expor suas observacfes. As duas turmas apresentaram as

seguintes observacdes:

- “E infinito.”
- “Contém todos os numeros reais maiores que zero.”’
- “E um espaco amostral do experimento A.”

Observamos que o fato dos licenciandos relembrarem primeiro a notacao de intervalo,
facilitou a natureza das respostas. Vale ressaltar que os alunos ja haviam concluido que

podem sobrar elementos, mas ndo faltar. Seguem-se os demais exemplos estudados:

Os alunos ndo apresentaram dificuldade em entender os experimentos B e D. O Unico
comentario que surgiu na turma da manha foi: “Se for Advil, de acordo com o comercial leva

15 min”. A licencianda Solange perguntou: “Este é o tempo previsto para comegar a ter a
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reagdo. Quando termina a rea¢do?” Com esta pergunta os alunos conseguiram concluir que é
mais seguro utilizar o tempo infinito, sabendo que no espagco amostral podem sobrar

elementos, mas nao faltar.

Julgamos que esses exemplos validaram a varidvel microdidatica associada a
dimensdo epistemoldgica: ampliacdo do conceito de espaco amostral abordando a nédo

singularidade do espaco amostral e espacos infinitos.

Vale ressaltar o comentario do aluno da manhd, o que nos evidencia que 0 mesmo ja
estava fazendo uso do conceito de espaco amostral dando um exemplo do seu dia a dia. Além
disso, a resposta da licencianda nos revela o seu conhecimento de contetido especifico sobre
espago amostral infinito e a sua habilidade em saber aproveitar uma situagdo para reorganizar

0 entendimento deste mesmo aluno através da sua pergunta.
Atividade 9

Conforme previmos na analise a priori, 0s alunos apresentaram muita dificuldade em
escrever os elementos do espago amostral, mas conseguiam listar os elementos através da fala,
embora tivessem escrito errado. Escreveram:

-{CC, CK, KK, ...};

- {CC/ CK/ KK, ...}.

A dificuldade foi escrever um par de resultados. Como esta dificuldade foi
apresentada por todos os alunos, os licenciandos relembraram a notagéo de par ordenado para

que eles conseguissem escrever corretamente.

Outra dificuldade apresentada, mas nao por todos, foi a diferenca entre o elemento (C,
K) e o elemento (K, C). Alguns alunos listaram apenas um deles. Dois alunos, um da manha e
outro da tarde, ndo conseguiram se convencer de que esses elementos sdo diferentes mesmo
com as explicacdes dos licenciandos. Assim, o licenciando Claudio pegou quatro moedas,

duas de R$ 0,10 centavos e duas de R$ 0,05 centavos e fizeram as combinacdes:

Figura 5.3: Elemento coroa e cara Figura 5.4: Elemento cara e coroa

A partir da visualizagdo das moedas, os alunos se convenceram. Com todas as

observacGes e explicacbes dadas pelos licenciandos, os alunos conseguiram fazer o item (b)
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corretamente. A tUnica dificuldade se deu nos itens (v) e (vi) por conta da expressdo “pelo
menos uma”. Mais uma vez 0s licenciandos interviram para explicar o que significa. Os
licenciandos apresentaram a formalizacdo da definicdo de evento utilizando a Atividade 9

para exibir exemplos, o que facilitou a compreensao pelos alunos deste assunto.
Atividade 10

A grande maioria dos alunos conseguiu responder esta atividade corretamente e para
0s que apresentaram dificuldade, os licenciandos auxiliaram revendo os espagos amostrais

estudados anteriormente.

Apbs a correcdo da Atividade 10, os licenciandos apresentaram a reportagem da
lampada que ndo se apaga. Os alunos gostaram muito do video exibido e ficaram
impressionados pelo tempo que a lampada continua acesa. Julgamos que a reportagem
permitiu justificar o motivo pelo qual atribuimos um intervalo de tempo infinito. Esta
atividade finaliza a validacdo das seguintes variaveis macrodidaticas associada a dimensao
epistemologica e a dimensdo didatica: ampliacdo do conceito de espaco amostral abordando a
ndo singularidade do espaco amostral e espacos infinitos; a utilizacdo do video para ilustrar o

tempo de vida util de uma lampada.

Terminada a discussdo e comentarios sobre o video, a aula foi finalizada com a
entrega da lista de exercicios. Esta aula foi muito longa e ndo houve tempo para que os alunos
da turma da manha pudessem terminar a resolucédo da lista. A mesma foi recolhida para que
continuassem na proxima aula, Aula 2. Ja os alunos da turma da tarde conseguiram resolver a
tempo de terminar a aula. A analise a posteriori desta lista ficou para ser feita na aula em que
a mesma foi corrigida. Optamos por fazer desta forma para vincular as respostas dos alunos

com o momento da discussao da correcéo.

Julgamos que no decorrer desta aula conseguimos validar as seguintes variaveis
macrodidaticas associadas a dimensdo didatica: promover uma discussdo inicial para que o0s
alunos possam expor seus conhecimentos; valorizar os conhecimentos prévios dos alunos
sobre cada conceito abordado no decorrer da sequéncia; permitir que os alunos resolvam
sozinhos a lista de exercicios entregue ao final da aula; e permitir que os licenciandos
apliguem a sequéncia didatica acompanhando de perto as atividades desenvolvidas pelos

alunos a fim de orienta-los e tirar possiveis dividas.
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5.2.5 Anélise a Priori da Aula 2

Nesta se¢do apresentamos as varidveis microdidaticas e a descri¢do de cada atividade

juntamente com as previsdes dos possiveis comportamentos dos alunos em relacéo a Aula 2.

Variaveis microdidaticas associadas a dimensao:

1.

2.

Epistemoldgica

a) Ampliacdo do conceito de espaco amostral abordando espagos equiprovaveis e
ndo equiprovaveis.
b) Integragdo dos conceitos de probabilidade Classica e Frequentista vinculados
com espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel.
Didatica
a) Utilizacdo de dados, moedas e tachinhas durante a exploracdo de experimentos
aleatdrios, para trabalhar o conceito de probabilidade a partir das frequéncias

relativas dos eventos do experimento.

Nesta aula iremos introduzir as definigdes sobre: tipos de eventos (certo, impossivel,

elementar ou simples e mutuamente exclusivos); espacos amostral equiprovavel e néo

equiprovavel; conceitos Frequentista e Classico de Probabilidade. Além disso, vamos revisar

as operacgdes de unido, intersecdo e complementar entre os eventos. Nossa intencdo é permitir

que os alunos consigam:

1.
2.

Relembrar as operagdes entre 0s conjuntos: unido, intersecdo e complementar.
Recordar a relagao entre o uso do conectivo “e” com a operagdo de interse¢ao, o uso
do conectivo “ou” com a operagdo de unido e o uso do conector “ndo” as vezes
tomado como “nem” = “também ndo”, com a operacdo de complementar de conjunto.
Classificar os eventos em certo, impossivel, elementar e mutuamente exclusivos.
Perceber que existem espacos amostrais em que seus eventos elementares possuem as
mesmas chances de ocorrer e espagos amostrais em que seus eventos elementares
possuem chances diferentes de ocorrer.

Avaliar quando um espaco amostral é equiprovavel ou ndo equiprovavel.

Intuir o valor da probabilidade de alguns eventos.

Realizar alguns experimentos aleatdrios e calcular as frequéncias absolutas e relativas
dos resultados.

Comparar o resultado da frequéncia relativa do evento, calculada na atividade

experimental, com o valor tedrico da probabilidade.
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9. Observar que a medida que se aumenta 0 numero de repeticGes do experimento, a
frequéncia relativa tende a se aproximar cada vez mais do valor tedrico da
probabilidade do evento estudado (Lei dos Grandes NUmeros).

10. Calcular a probabilidade de determinados experimentos aleatérios pela definigdo
Classica.

11. Observar que a definicdo Classica sé pode ser aplicada em espagos amostrais finitos e

equiprovaveis.

Ao elaborar a Aula 2, planejamos iniciar pela correcdo dos exercicios da aula anterior,
que sera realizada por intermédio de um projetor. Optamos por usar o0 projetor, pois nos

ajudara a economizar o tempo que gastariamos escrevendo no quadro negro.

Acreditamos que apds a correcdo e tendo destacado as especificidades de alguns
eventos teremos condigcdes de dar continuidade ao conteddo de Probabilidade. Com isso, 0s
licenciandos apresentardo as defini¢bes dos tipos de eventos: certo, impossivel, elementar ou

simples e mutuamente exclusivos, por intermédio de um projetor.

Formalizacdo dos tipos de eventos

Evento certo: Quando um evento € representado pelo préprio espaco amostral associado ao
experimento realizado.

Evento impossivel: Quando um evento é caracterizado pelo conjunto vazio, ele é chamado de evento
impossivel.

Evento elementar ou simples: E aquele formado por um ((inico) elemento do espago amostral.

Eventos mutuamente exclusivos: Quando a intersecdo de dois eventos é o conjunto vazio.

Apos a formalizacdo, seguird a seguinte atividade:

Descricédo da Atividade 1

Os licenciandos retomardo os exercicios corrigidos da Aula 1, mais especificamente os eventos que ja
haviam sidos destacados durante a correcdo pelas suas caracteristicas para que os alunos possam
classifica-los em eventos certo, impossivel, simples e mutuamente exclusivos.

Nossa intencdo é permitir que os alunos apliguem os conceitos sobre o0s tipos de
eventos. Optamos por esta atividade pois a consideramos simples e acreditamos que o0s alunos
a realizardo com grande facilidade. Ndo daremos mais énfase a essas defini¢bes, pois

julgamos que se tratam apenas de nomenclaturas.

Em seguida, os licenciandos passardo duas atividades, bem simples, com a intengéo de

introduzir uma pequena discussao de espago amostral equiprovavel e ndo equiprovavel.

Descricéo da Atividade 2
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Em uma turma com 50 alunos existem 32 meninas e 18 meninos. Escreveremos 0s nomes dos alunos
em fichas todas iguais e as mesmas serdo colocadas em uma urna. Sortearemos uma Unica ficha e
observaremos se sorteamos uma menina ou um menino.

a) Escreva um espago amostral para este experimento aleatdrio.
b) O que tem mais chance de ocorrer:

() O sorteio de uma menina

() O sorteio de um menino

(' ) Ambos tém as mesmas chances de ocorrer
c) Justifique a sua resposta ao item anterior.

(Adaptada de SILVA, 2002)

Descricdo da Atividade 3
No langamento de uma moeda, observa-se a face voltada para cima.

a) Escreva um espaco amostral para este experimento.
b) O que tem mais chance de ocorrer:

() Afacecara

() Aface coroa

() Ambas possuem a mesma chance de ocorrer.
¢) Justifique a sua resposta ao item anterior.

Os licenciandos pedirdo que os alunos apresentem suas respostas oralmente. Em
seguida, a fim de ressaltar as diferencas entre os espagos amostrais, fardo as seguintes

perguntas:

e O que podemos observar nos espacos amostrais das duas atividades anteriores?
e O que eles tém de diferente?
e O que podemos concluir das chances de ocorrer os eventos elementares de

cada um dos espacos amostrais?

Escolhemos essas atividades para evidenciar a existéncia de espacos amostrais nos
quais seus eventos elementares possuem as mesmas chances de ocorrer e outros espagos nos
quais seus eventos elementares possuem chances diferentes de ocorrer. Além disso, durante
nossa analise do livro didatico, percebemos que este conceito ndo é tratado pelos livros

analisados.

Acreditamos que os alunos responderdo sem apresentar dificuldade, pois se trata de
uma atividade simples, apenas para introduzir o conceito de espaco amostral equiprovavel e
ndo equiprovavel. Apds a discussdo das respostas, 0s licenciando apresentardo, por intermédio

do projetor, o conceito de espago amostral equiprovavel e ndo equiprovavel.

Formalizac&o do conceito
Espaco amostral equiprovavel: quando todos os seus eventos elementares tém a mesma chance de
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ocorrer.

Espaco amostral ndo equiprovavel: quando entre seus eventos elementares existe algum com uma
maior chance de ocorrer, ou seja, possuem chances diferentes de acorrer.

Descricéo da Atividade 4
Os licenciandos retomardo as duas Ultimas atividades para que os alunos possam classificar os
espacos amostrais em equiprovavel e ndo equiprovavel.

Exemplo

Considere o lancamento de uma moeda viciada e a observacdo da face voltada para cima. Nesta
moeda a chance de ocorrer cara é duas vezes maior que a chance de ocorrer coroa.

a) Determine um espaco amostral para este experimento.
Sendo C= cara e K = coroa, temos: Q = {C, K}
b) Este espaco amostral é equiprovavel ou ndao equiprovavel? Justifique.

N&ao equiprovavel, pois a chance de ocorrer o evento E={C} é duas vezes maior que a chance de
ocorrer o evento E’= {K}

Descricdo da Atividade 5

Observe os espacos amostrais referentes aos experimentos aleatorios abaixo e classifique- os em
espaco equiprovavel ou ndo equiprovavel.

a) Uma urna contém 3 bolas brancas, 2 vermelhas e 5 azuis. Uma bola é escolhida ao acaso na
urna.
Q = {branca, vermelha, azul}

b) Uma urna contém 6 bolas pretas, 2 bolas brancas e 10 amarelas. Uma bola € escolhida ao
acaso.
Q = { preta, banca, amarela}

c) Dois dados, um verde e um vermelho, sdo lancados e observados os nimeros das faces de
cima.
Q={(1,(,2),..(1,6),..(6,1),(,?2),.. (6 6)}

Escolhemos o exemplo e Atividades 4 e 5 com a intengdo de que os alunos apliquem
0s conceitos de espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel. Acreditamos que os alunos

realizardo esta atividade com muita facilidade.

Neste momento, ja foram trabalhados os conceitos iniciais, ou seja, experimento
deterministico, aleatério, espaco amostral (finito, infinito, equiprovavel e ndo equiprovavel) e
eventos (tipos de eventos), por isso julgamos que podemos introduzir a no¢do de mensurar o
acaso. Para isso, os licenciandos apresentardo, por intermédio do projetor, as seguintes

perguntas:

Descricéo da Atividade 6
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1. Como podemos medir 0 acaso?

2. Como podemos atribuir um valor numérico para as chances de ocorrer um determinado
evento?

3. Vocés conseguem responder:
a) Qual é a probabilidade de sair cara no langamento de uma moeda comum? Justifique.
b) Qual é a probabilidade de sair coroa no langamento de uma moeda comum? Justifique.

c) Qual é a probabilidade de sair um nimero par no lancamento de um dado comum?
Justifique.

d) Qual é a probabilidade de sair um nimero impar no lancamento de um dado comum?
Justifique.

e) Qual a probabilidade de sair um nimero maior que 6 no lancamento de um dado
comum? Justifique.

f) Qual a probabilidade de sair um namero menor que 7 no langamento de um dado
comum? Justifique.

g) Qual é a probabilidade de sair o nimero 3 no lancamento de um dado comum?
Justifique.

Nossa intencdo com as Questdes 1 e 2 é agucar a curiosidade dos alunos para que
possam pensar como podemos medir as chances de ocorrer determinados eventos. No item 3
gueremos que os alunos utilizem as suas intuicdes ao atribuirem valores numéricos a chance

de ocorrer um determinado evento. Além disso, acreditamos que eles possam responder

1

corretamente visto que a maioria das questdes refere-se a 50% = 5= metade, 0% e 100% de

chances de ocorrerem.

Em seguida, os alunos realizardo a seguinte atividade:

Descricédo da Atividade 7

Os licenciandos pedirdo que os alunos realizem, em duplas, o seguinte experimento: lancar uma
moeda comum 10 vezes e anotar a face obtida em cada lancamento em uma tabela com as
frequéncias absolutas e relativas.

Tabela das frequéncias em 10 lancamentos

Face Frequéncia absoluta Frequéncia relativa

Cara

Coroa

Tabela 5.4: Frequéncias em 10 langamentos

Neste momento, os licenciandos dardo, por intermédio do projetor, uma rapida

explicacdo de frequéncia relativa e absoluta para a execucéo da Atividade 7.

Frequéncia
Consideramos um experimento aleatdrio com um espago amostral finito qualquer. Suponhamos que o
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experimento seja repetido n vezes em condi¢Bes semelhantes. Seja m o nimero de vezes que ocorre o
evento A (m é a frequéncia absoluta).

A frequéncia relativa do evento “A” é: f= %

Apos a realizagdo do experimento os licenciandos utilizardo os resultados de todas as

duplas para montar uma tabela com as frequéncias relativas e absolutas no quadro branco.

Tabela das frequéncias em “todos 0s” langamentos

Face Frequéncia absoluta Frequéncia relativa

Cara

Coroa

Tabela 5.5: Frequéncias em “todos os” langamentos

Nesta atividade os alunos realizardo empiricamente o experimento e calculardo as
frequéncias relativas e absolutas dos eventos em questdo, com isso queremos prepara-los para

trabalharem os conceitos Frequentista e Classico de Probabilidade.

Os licenciandos apresentardo os resultados obtidos nos estudos realizados por Kerrich
e Buffon (HOWARD, 2010).

Tabela das frequéncias em 1.000 lancamentos:

Face Frequéncia absoluta Frequéncia relativa
Cara 529
Coroa 471

Tabela 5.6: Frequéncias em 1.000 langamentos

Tabela das frequéncias em 4.040 lancamentos

Face | Frequéncia absoluta | Frequéncia relativa

Cara 2.048

Coroa 1.992
Tabela 5.7: Frequéncias em 4.040 langamentos

Esses dois Gltimos experimentos foram realizados por Kerrich e Buffon.

Nossa intencdo é permitir que os alunos possam comparar os valores obtidos em 10
langamentos, “todos os” lancamentos em 1.000 langamentos e em 4.040 langamentos. Fardo

para isso as seguintes perguntas:
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Descricéo da Atividade 8

O que podemos observar em relacdo aos valores das frequéncias relativas & medida que aumentamos
0 nimero de langamentos?

Se aumentarmos a lancamento para 100.000, o que acontecera?

Nosso proposito € que os alunos possam perceber que, a medida que aumenta o
nimero de repeticGes do experimento, a frequéncia relativa se aproxima da probabilidade
intuida anteriormente na Atividade 6.

Apb6s a discussdo, os licenciandos apresentardo, por intermédio do projetor, a
formalizacdo das definicbes Classica e Frequentista de Probabilidade associada ao evento

equiprovavel e ao ndo equiprovavel.

Formalizacéo

Existe uma defini¢do que permite calcular teoricamente a probabilidade de um evento sem realizar o
experimento e que se aplica apenas quando o espaco amostral € finito e equiprovavel.

Defini¢ao Cléassica da Probabilidade

Consideremos um experimento aleatério com espago amostral Q finito e equiprovavel. A
probabilidade de ocorrer o evento A c Q é:

numero de elementos de A

P(A) =

numero de elementos de Q

Apos a apresentacdo formal, os licenciandos retomardo algumas das probabilidades
que os alunos intuiram na Atividade 6 e a seguir sera apresentada a definicdo Frequentista de
Probabilidade

Descricédo da Atividade 9
a) Qual é a probabilidade de sair cara no langamento de uma moeda comum?
b) Qual é a probabilidade de sair um nimero par no langamento de um dado comum?
c) Qual a probabilidade de sair um niamero maior que 6 no langamento de um dado comum?
d) Qual a probabilidade de sair um namero menor que 7 no langamento de um dado comum?
e) Qual é a probabilidade de sair o nimero 3 no langamento de um dado comum?

Definic@o Frequentista da Probabilidade:

Consideremos um experimento aleatério com um espago amostral finito qualquer. Suponhamos que o
experimento seja repetido n vezes em condi¢fes semelhantes.

Seja m o nimero de vezes que ocorre 0 evento A (m é a frequéncia absoluta).
A frequéncia relativa do evento “A” é f ="

A frequéncia relativa € uma aproximagdo da probabilidade, quando se realizarem ndmero
consideravel de experimento.
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A frequéncia relativa se iguala a probabilidade do evento “A” quando o nimero de repetigdes do
experimento “n” tende ao infinito.

Os licenciandos deverdo retornar ao experimento realizado empiricamente, o
lancamento da moeda, para novamente comparar as frequéncias com o resultado da

probabilidade da definicdo Classica. Em seguida, realizardo o seguinte experimento:

Descricéo da Atividade 10
Considere o langamento de uma tachinha e a observacéo da sua posi¢do no chdo:
a) Determine um espago amostral.

b) Realizando o experimento, langamento da tachinha, 5, 15, e 20 vezes foi obtido o seguinte
resultado expresso na tabela. Determine a frequéncia relativa expressando os resultados em
porcentagem.

Numero de Ponta e cabeca da tachinha S6 cabeca no Frequéncia
jogadas tocando no chdo chdo relativa

5

10

15

20

Tabela 5.8: Frequéncias dos langamentos da tachinha
¢) Em sua opinido, o espaco amostral é equiprovavel ou ndo equiprovavel? Justifique.
d) Posso aplicar a definicdo Classica de probabilidade neste experimento? Justifique.
(Adaptado de SILVA, 2002)

Nosso objetivo € fixar os conceitos Frequentista e Classico de Probabilidade
vinculados ao espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel. Escolhemos esta questao, por
se trata de um objeto ndo convencional nas aulas de Probabilidade, visto que, em geral, sdo
utilizados moedas e dados. Por outro lado, nos livros didaticos analisados ndo se trabalha a
questdo do espaco amostral ndo equiprovavel e também néo se discute a questdo de quando

podemos usar o conceito Classico e quando ndo podemos usa-lo.

No item (a) queremos que os alunos escrevam um espaco amostral associado ao

experimento em questdo. Acreditamos que conseguirdo responder com facilidade.

Nossa intencdo no item (b) é fixar o conceito Frequentista de Probabilidade,
trabalhando com as frequéncias relativa e absoluta. Além disso, 0s alunos precisardo
transformar as fragdes em porcentagem. Presumimos que respondam sem problemas e

permitiremos, caso queiram, a utilizagdo da calculadora.
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No item (c) exploramos a questdo do espago amostral equiprovavel e ndo
equiprovavel, acreditamos que os alunos respondam corretamente analisando tanto a

geometria da tachinha quanto os resultados da tabela.

O nosso propdsito com o item (d) é levantar a discussdo da aplicabilidade do conceito
Classico em relacdo ao espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel. Como esta questdo
foi ressaltada durante a formalizagdo desses conceitos, julgamos que os alunos respondam

corretamente. Logo em seguida, os alunos fardo uma lista de exercicios.

Lista 2 (Exercicios de Revis&o)
1) Uma bola seré retirada de uma sacola contendo 5 bolas verdes e 7 boas amarelas. Determine:

a) Um espaco amostral para este experimento.
b) Se este espaco amostral é equiprovavel ou ndo equiprovavel.
c) A chance da bola retirada ser da cor verde.

2) Em uma escola de idiomas com 2000 alunos, 500 alunos fazem o curso de inglés, 300 fazem
0 curso de espanhol e 200 cursam ambos os cursos. Selecionando-se um estudante do curso
de inglés, qual a chance dele também estar cursando espanhol?

3) Um objeto sera sorteado de cada urna das urnas representadas pelas figuras abaixo. Descreva
e classifique os espacos amostrais em equiprovavel ou ndo equiprovavel, segundo a natureza
dos objetos, e justifique sua resposta.

a) b)
0 O & o W A0 & o
*
o
= B - 0O o
Figura 5.5: Espaco amostral 1 Figura 5.6: Espago amostral 2

4) Uma urna contém 3 bolas brancas, 2 vermelhas e 5 azuis. Uma bola é escolhida ao acaso na
urna. Determine.

a) Um espago amostral para este experimento.
b) A bola que tem mais chance de ser escolhida.
c) Se este espago amostral é equiprovavel ou ndo equiprovavel. Justifique sua resposta.

5) Uma urna contém 6 bolas pretas, 2 bolas brancas e 10 amarelas. Uma bola é escolhida ao
acaso. Determine:

a) um espaco amostral para este experimento;

b) a bola de maior chance de ser escolhida;

c) se 0 espago amostral é equiprovavel ou ndo equiprovavel, justificando sua resposta;
d) a chance de a bola ndo ser amarela.

6) Dois dados, um verde e um vermelho, sdo langados e observados os nimeros das faces de
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cima. Qual é a chance de ocorrerem 0s nimeros iguais?

Com esta lista queremos: fixar os conceitos de espaco amostral equiprovavel e ndo
equiprovavel por intermédio das Questbes 1, 3, 4 e 5; explorar o célculo de algumas
probabilidades bem simples por intermédio das Questdes 1, 2, 4, 5 ¢ 6.

Acreditamos que os alunos talvez tenham dificuldade na Questéo 2 pois sua resolucao
envolve a nocdo de diagramas conexos (noc¢ao de conjuntos) e nas demais questoes julgamos

que consigam responder corretamente, pois utilizam raciocinios explorados anteriormente.

5.2.6 Analise a Posteriori e Validacdo da Aula 2

Nesta etapa faremos uma pequena descricdo da experimentacdo da Aula 2 e em

seguida, passaremos para a analise a posteriori desta aula.
Experimentacéo da Aula 2

A aplicacdo da segunda aula acorreu no dia 21 de outubro de 2011. Na turma da
manha no horéario de 9h as 12h com 20 minutos de intervalo para o recreio, estando presentes
11 alunos. Na turma da tarde, no horario de 15h as 17h, sem intervalo e estando presentes 4

alunos.

Tinhamos previsto que iriamos fazer a correcdo da lista de exercicios da Aula 1
anterior, mas os alunos da manha ndo tiveram tempo de responder todas as questdes. Assim a
aula da turma da manha iniciou-se com a entrega da lista para que os alunos terminassem de

resolvé-la, o que ndo ocorreu na turma da tarde.

Na turma da manha tinhamos o mesmo namero de alunos que na aula anterior, mas
ndo eram exatamente os mesmos alunos. Na Aula 2 vieram dois alunos que ndo tinham
participado da Aula 1 e faltaram dois alunos que tinham participado da Aula 1. Para inseri-los
na atividade (término da resolucdo da Lista 1), pedimos aos que faltaram a aula anterior que
se sentassem ao lado dos alunos que participaram da Aula 1 para que esses 0s auxiliassem nas

resolucdes dos exercicios.

Na turma da tarde vieram exatamente 0s mesmos alunos que participaram da Aula 1.
Diferentemente da turma da manhd, a Aula 2 se iniciou com uma pequena revisdao dos

conceitos discutidos na Aula 1 através de uma conversa informal.



73

Todas essas decises locais de iniciar a aula com a entrega das listas, orientar os
alunos que faltaram a sentar-se com os demais, iniciar com uma conversar informal a fim de
adequar o planejamento inicial a realidade da experimentacdo foram decididas pelos

licenciandos.

Tivemos um imprevisto em relacdo ao projetor que, embora tivesse sido reservado,
estava sendo usado por outro professor da escola e por este motivo a aula da manha se iniciou

com atraso e sem o projetor.

Por conta deste imprevisto, fizemos novamente uma analise local desta etapa
experimental e identificamos a necessidade de retornar a analise a priori para adaptar 0 nosso
planejamento. Desta forma optamos, licenciandos da manha, da tarde e eu, por deixar a
correcdo da Lista 1 para o inicio da Aula 3. Além disso, tinhamos planejado introduzir e
formalizar os tipos de eventos durante a correcdo da Lista 1, 0 que também combinamos de

ser realizado no inicio da Aula 3.
Analise a Posteriori e Validacao da Aula 2
Atividade 2

Seguem as respostas orais das duas turmas:

a) “Menina, menina, menina,... 32 duas vezes e menino 18 vezes.” (turma da
manha)
“Meninas e meninos.” (turma da tarde)
b) “O sorteio de uma menina.” (turma da manha e da tarde)
c) “Tem mais meninas do que meninos.” (turma da manhd e da tarde)
De acordo com as respostas dos alunos os licenciandos fizeram o seguinte registro no
quadro do item (a): Q={Ma Ma,..., Ma Mo, Mo,..., Mo}={Ma, Mo} (Turma da manha).

Q = {Meninas, Meninos} (turma da tarde).

Observamos que nesta etapa, deveriamos ter explorado os diferentes espa¢os amostrais
que poderiam ser utilizados como respostas ao item (a) da Atividade 2, mas ndo o fizemos,
pois ficamos presos as respostas orais dos alunos. Por conta desta falha, sugerimos que as

seguintes observacdes sejam colocadas no texto do material do aluno e do professor:

Q; = {Ma; May,..., Mas; Mo1, Moy,..., Moss}, espaco amostral equiprovavel.

Q, = {Ma, Ma,..., Ma, Mo, Mo,..., Mo} = {Ma, Mo}, espaco amostral ndo
equiprovavel.

Q3 = {Meninas, Meninos}, espagos amostral ndo equiprovavel.
Atividade 3
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Nas duas turmas os alunos responderam oralmente:

a) “Cara e coroa.” (turma da manhd e da tarde)
b) “Ambas possuem a mesma chance de ocorrer.” (turma da manha)
“Nenhuma das duas, porque tém a mesma chance de ocorrer.” (turma da
tarde)
C) “So existe uma cara e uma coroa.” (turma da manha e da tarde)
Os licenciandos fizeram o registro no quadro da seguinte forma: Q = {cara, coroa}.
Outro problema que talvez possa ter ocorrido é o da incongruéncia entre as respostas orais dos
alunos e a maneira como eles registraram na escrita, ndo utilizando talvez a devida notacéo de

conjunto. Infelizmente, ndo nos atentamos a isso durante a aplicacdo da sequéncia didatica.

Em seguida, a fim de ressaltar as diferencas entre 0s espagos amostrais, 0S
licenciandos fizeram as seguintes perguntas:
e O que podemos observar nos espacos amostrais das duas atividades anteriores?
e O que eles tém de diferentes?

e O que podemos concluir das chances de ocorrer os eventos elementares de
cada um dos espa¢os amostrais?

Nas duas turmas os alunos responderam:

>

- “Um tem mais quantidade.’
- “Tem muito mais meninas do que meninos.’

>

Em seguida, os licenciandos formalizaram o conceito de espaco amostral equiprovavel
e ndo equiprovavel e, para isso, foi necessario definir evento elementar. No planejamento
inicial esta definicdo deveria ter sido feita durante a correcdo da lista de exercicios, mas

tivemos que fazer uma pequena adaptacdo, em decorréncia do imprevisto do projetor.
Atividade 4

Nos dois turnos, os alunos classificaram o espaco amostral da Atividade 2 em nao
equiprovavel e o espaco amostral da Atividade 3 em equiprovavel. Julgamos que alcancamos
0 objetivo da andlise a priori que era de aplicar o conceito de equiprovavel e nao
equiprovavel. Porém falhamos ao deixar de explorar melhor as atividades como ja

mencionadas anteriormente.
Exemplo 5

A discussdo se concentrou em diferenciar o espago amostral da moeda comum do
espaco da moeda viciada, comparando a Atividade 3 com este exemplo. Durante a discussao

na turma da manha dois alunos se manifestaram fazendo uma analogia com a Atividade 2.
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Um deles disse que seria 0 mesmo caso das meninas, enquanto o outro disse que como havia

mais meninas, a chance seria maior. Na turma da tarde, o seguinte didlogo ocorreu entre dois

alunos durante a corregéo:

Aluno A: “Figuei em duvida! Cara e coroa é equiprovivel.”

Aluno B:

“Mas esta moeda é viciada.”

Aluno B: “Cara e coroa é equiprovavel na moeda comum. Na moeda viciada é ndo equiprovavel.”
Aluno A: “Ah, ta! Entendi!”

Através deste didlogo podemos perceber a dificuldade do aluno A em diferenciar 0s

espacos amostrais das moedas comum e viciada. Ja o aluno B conseguiu perceber esta

diferenca e esclarecer a divida do aluno A sem a necessidade de interferéncia do licenciando.

Atividade 5

item:

Seguem as respostas e 0s comentarios orais dos alunos (manha e tarde) em relacdo ao

a)
b)

c)

’

“Ndo equiprovavel, azul tém mais chance de ocorrer.’
“A que tem mais chance de ocorrer é azul € a que tem menos chance é
vermelha. “

“Ndo equiprovavel.”

No item (c) ocorreu o seguinte didlogo (turma da manha):

b

Aluno A: “Equiprovavel, porque tem as mesmas chances.’
Aluno B: “Hum! Estou comec¢ando a entender!”

Aluno C: “Agora que vocé esta comecando?”’

Aluno B: “E/ Minha mente esti come¢ando a funcionar.’

>

Através deste dialogo percebemos a necessidade da aplicacdo dos conceitos em

diversos exemplos, pois enquanto uns alunos assimilam com facilidade, outros alunos

precisam de varios exemplos e exercicios para entender os conceitos trabalhados. Julgamos

que os alunos aplicaram a definicdo de equiprovavel e ndo equiprovavel corretamente. Desta

forma, as Atividades 2, 3, 4, 5 e 0 Exemplo 5, nos permitiram validar a seguinte variavel

microdidatica associada a dimensdo epistemologica: ampliacdo do conceito de espaco

amostral abordando espacos equiprovaveis e ndo equiprovaveis.

Atividade 6

Seguem as respostas orais dos alunos em relacéo a pergunta:

(1) e (2) “Fazendo uma macumbinha!” (Turma da manh)

“Analisando as possibilidades dos resultados.” (Turma da manha)
“De acordo com os possiveis resultados.” (turma da tarde)
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a) “50% E meio a meio.” (Turma da manha)
“So tem duas faces e tém a mesma chance de ocorrer.” (Turma da manh3)
“% ou 50%, porque entre duas possibilidades tem uma.” (Turma da tarde)

b) “50%, so repetir a resposta da primeira.” (Turma da manha)
“Idem a primeira.” (Turma da manh3)
“A mesma da primeira.” (Turma da manha)
“50% para um e 50% para o outro.” (Turma da tarde)

c) “50%, porque sdo trés impares e trés pares.” (Turma da manha)
“Par: 2, 4, ¢ 6. Impar: 1, 3, e 5.” (Turma da manha)
“Quais as chances que a gente tem? 2, 4 e 6. Entdo sdo 3/6.” (Turma da
Tarde)

d) “Idem. A mesma resposta da de cima.” (Turma da manha)
“Essa ndo teve graca, é igual a anterior.” (Turma da manha)
“E a mesma coisa.” (Turma da tarde)

e) “0%, porque o dado comum s6 vai até 6.” (Turma da manha)
“Nenhuma, zero, sé vai até 6.” (turma da tarde)

f)  “100%. De 1 a 6 todos os numeros sdo menores que sete.” (Turma da manha)
“6/6, 100%.” (Turma da tarde)

9) “16,66666... . Eu dividi 100 por 6 porque tem a mesma chance de ocorrer, deu
16,666... aproximadamente 16,6%. Se tivessem 5 numeros seria 20%.” (Turma
da manhd).

“So tem um numero 3, entdo é um sexto.” (Turma da tarde).

De acordo com as respostas podemos perceber que os alunos utilizaram seus
conhecimentos sobre porcentagem, propor¢do e fragdes para responderem corretamente as
questdes. Discutimos como podemos medir o acaso, mas falhamos ao deixarmos de discutir
para que medir 0 acaso. Esta € outra sugestdo para ser acrescentada a sequéncia didatica. Em
seguida, os licenciandos leram e explicaram as definicGes de frequéncia absoluta e relativa

para que os alunos pudessem fazer a Atividade 7.
Atividade 7

Na turma da tarde cada dupla de alunos langou 15 vezes uma moeda, pois eram poucos
presentes, o que deu um total de 75 lancamentos. Apds a realizacdo do experimento, oS
licenciandos utilizaram os resultados de todas as duplas para montar uma tabela com as
frequéncias relativas e absolutas no quadro branco, apresentaram os resultados obtidos por
Kerrich (1964) e Buffon (1707 - 1788).

Atividade 8
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Nas duas turmas os alunos responderam oralmente:

- “Os valores estao proximos de 50%.”
- “Esté se aproximando de 50%. ”

Acreditamos que através destas Ultimas atividades preparamos o raciocinio dos alunos
para os conceitos Frequencial e Classico de Probabilidade. Apds a formalizacdo desses
conceitos, os alunos deveriam responder a Atividade 9 utilizando corretamente a definicédo

classica da Probabilidade.
Atividade 9

Na correcdo, os alunos apresentaram as suas respostas oralmente e os licenciandos
foram fazendo os devidos registros no quadro, como se segue no item (e). Na turma da manha
todos acertaram, mas ndo temos certeza de como escreveram. Na turma da tarde apenas um
determinado aluno apresentou dificuldade no item (e), confundindo o elemento em si deste
conjunto com o seu numero de elementos. Segue-se um exemplo de como os licenciandos

fizeram o registro no quadro e a discussao entre este aluno e o licenciando a respeito do item
(e):

e) Q={1,2..,6
E: sair o nimero 3.
E={3}
P(E) = ¢

Licenciando: “Quantos elementos tem o conjunto E?”
Aluno: “3 elementos.”

Licenciando: “Quantos elementos tem o espago amostral?”
Aluno: “6 elementos.”

Licenciando: “Quantos elementos tem o conjunto E?”
Aluno: “3 elementos.”

O licenciando escreveu o seguinte conjunto no quadro: B={ [ }

Licenciando: “Quantos elementos tem o conjunto B?”

Aluno: 1 elemento.

Licenciando: “Quantos elementos tem o conjunto E?”

Aluno: “3 elementos.”

Licenciando: “Eu sou o nimero trés! Sou o elemento do conjunto E! Quantos elementos tem o
conjunto E?”

Aluno: “I elemento. Ah! Entendi!”

O licenciando ainda escreveu o seguinte conjunto no quadro A= {1003}. Fez a
seguinte pergunta:

Licenciando: “Quantos elementos tem o conjunto A?”
Aluno: “I elemento. Entendi!”
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Esta atividade ilustra bem a forma com que o licenciando faz uso de seu saber
pedagogico de conteldo de maneira a desfazer um equivoco relativamente delicado da nogédo
entre nimero e cardinalidade de conjunto. Este dialogo nos revela a forma que o licenciando
encontrou para ilustrar, exemplificar, explicar e reorganizar o entendimento do aluno,
tornando o assunto compreensivel para 0 mesmo.

O licenciando da turma da tarde, por conta desta divida em relacdo ao nimero de
elementos de um conjunto unitario cujo elemento é um niimero, criou outros exemplos para
tratar em sala de aula.

1°) Considere o evento C: sair um niumero que ndo é o nimero 3.
2°) No langamento de um dado comum, considere 0s seguintes eventos: A: sair 0

namero 1; B: sair o nUmero 2; C: sair o nimero 3; D: sair o nimero 4; E: sair o
namero 5; F: sair o nimero 6.

P(A) +P(B) + P(C) + P(D) + P(E) + P(F) = =+ -+ -+ -+ +<=2=1=
100%.
Este mesmo licenciando afirmou que gostou de dar aula sem o slide. Para ele o slide o

deixa preso e ele acaba reproduzindo as explicacbes do slide e, sem a utilizacdo dele,

consegue criar outros exemplos e formas alternativas de explicacdes.

Em seguida, nas duas turmas, os licenciandos formalizaram a definicdo Frequentista
de Probabilidade e para exemplificar, retornaram ao experimento realizado empiricamente, o
lancamento da moeda, para compararem as frequéncias com o resultado da probabilidade da

definicdo Laplaciana.
Atividade 10
De forma geral os alunos responderam:

a) “Q = {ponta e cabeca da tachinha tocando no chao, s6 cabeca da tachinha
tocando no chao}.”

b) “N&o equiprovavel. O formato da tachinha.”

c) “Laplaciana ndo pode. Se fosse equiprovavel sim. Como é ndo equiprovavel,
nao podemos usar a defini¢do Laplaciana.”

Julgamos que a tabela auxiliou os alunos a responderem o item (a). Além disso,
acreditamos que fixamos o conceito Frequentista de Probabilidade, exploramos os conceitos
de equiprovavel e ndo equiprovavel vinculando-os com a defini¢do Classica e Frequentista da
Probabilidade. No item (c) os alunos responderam recorrendo ao formato da tachinha e ndo
aos resultados do experimento. Por esta razdo, era necessario ter realizado um namero maior

de langcamentos para que pudessem fazer uso dos resultados do experimento.



79

Acreditamos que por intermédio desta atividade validamos a seguinte variavel
microdidatica associada a dimensdo epistemoldgica: integracdo dos conceitos Classico e
Frequentista de Probabilidade vinculados com espaco amostral equiprovavel e ndo
equiprovavel. Em seguida, a aula foi finalizada com a lista de exercicios. Como previsto na
analise a priori, a lista foi deixada para ser corrigida no inicio da Aula 3.

Presumimos que no decorrer desta aula conseguimos validar as seguintes variaveis
macrodidéticas associadas a dimensdo didatica: promover uma discussdo inicial para que 0s
alunos pudessem expor seus conhecimentos e valorizar 0s conhecimentos prévios dos alunos

sobre Probabilidade.

5.2.7 Anélise a Priori da Aula 3

Nesta secdo apresentamos as variaveis microdidaticas e a descrigdo de cada atividade

juntamente com as previsdes dos possiveis comportamentos dos alunos em relacdo a Aula 3.
Variaveis Microdidaticas Associadas a Dimenséo:
1. Epistemologica
a) Estudo dos axiomas da probabilidade restrita a concepcéo Classica.
2. Didatica

a) Utilizacdo de exemplos para ilustrar as propriedades da Probabilidade que

serdo apresentadas a fim de dar inteligibilidade aos mesmos.

b) Lista de exercicios envolvendo as propriedades, 0s conceitos Frequentista,

Classico e Geométrico de Probabilidade, a fim de melhor fixa-los.

Nesta aula iremos introduzir algumas das propriedades importantes no calculo da
probabilidade e explorar os conceitos Frequentista, Classico e Geométrico de Probabilidade
por intermédio de alguns exercicios. Nosso desejo € permitir que os alunos consigam:

1. Acompanhar as discussdes das propriedades que serdo apresentadas.
2. Perceber a razoabilidade de cada propriedade.
3. Aplicar nos exercicios, quando necessario, as propriedades; o conceito
Classico; o conceito Frequentista; e 0 conceito Geométrico.
Ap6s o momento inicial previsto como variavel macrodidatica, os licenciandos
deverdo apresentar algumas das propriedades da probabilidade por intermédio do projetor e,

caso seja necessario, utilizardo o quadro branco. Devido a complexidade do assunto, daremos
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énfase a justificativa dos resultados através de alguns exemplos, com forte apelo a concepcéo
classica. Claro que essas justificativas ndo tém valor de prova, pois os resultados séo validos,
qualquer que seja o conceito de probabilidade tomado. Fazemos isso tdo somente para tornar
os axiomas inteligiveis aos alunos, bem como algumas das propriedade importantes no
calculo da probabilidade que deles emanam. Os axiomas comumente apresentados nos livros
didaticos séo:

1. 0<PA)<I

2. P(S=1

3. Se ANB =0 entdao P(AUB) = P(A) + P(B)

Estes geram as seguintes propriedades:

4. P(@)=0

5. P(A)+P(A%)=1

6. Se AnB=+ @ entdo P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

A seguir, o conteddo que seré apresentado aos alunos pelos licenciandos.

Axiomas e Algumas Propriedades Importantes da Probabilidade:

Seja E um experimento aleatorio com um espago amostral associado S. A cada evento A ©
S, associa-se um numero real representado por P(A) e denominado “probabilidade de A”,
que satisfaz as seguintes axiomas (1,2,3) e propriedades (4,5,6):

1. 05PA)<1

2. P(S)=1

3. Se ANB = @ entio P(AUB) = P(A) + P(B)
Sendo S um espaco amostral equiprovavel, finito e ndo vazio, e A um evento de S, tém-se:

4. P@)=0

Justificativa: P(d) :@ = 0 =
ns) nS)
2. P(S)=1
Justificativa: P(S) = S =1
n(S)
1. 05PA)<1
Justificativa: Temos que P cCACAO

= n(®) < n(A) <n(Q)

n(® _n(A) _n(@)
n(®) = n(@) = n@)
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0
= Sy SPW =1

= 0<P(A) <1

3.Se ANB = O entdo P(AUB) = P(A) + P(B)

Sejam A e B dois eventos de um mesmo espago
amostral S. Diz que ocorre o evento A unido B,
denotado por AUB, se e somente se A ocorre ou B
ocorre.

Como n(AUB) =n(A) + n(B), pois ANB= Q.

Figura57: AnNB =0

n(AuB) _n(A)  n(B) _
"S- nGS) + S P(A) + P(B)

Entdo, P(AUB) =

6. Se AN B # @ entdo P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)

Sejam A e B dois eventos de um mesmo espaco
amostral S. Diz-se que ocorre o evento A unido
B, denotado por AUB, se e somente se A ocorre
ou B ocorre.

Temos que: (AUB) =n(A) + n(B) - (ANB), pois
ANB #0.

A B

n(AUB) n(A)+n(B) —n(ANnB) Figura5.8: AnB # @
nes) n(s) =

_n@) , n@B) n(AnB) _
n(s)  n(s) n(s)

= P(A) + P(B) — P(ANB)

P(AUB) =

Optamos por apresentar as propriedades com a noc¢do de conjunto, pois julgamos que
assim as justificamos de uma forma mais intuitiva e consequentemente torna-las mais
acessiveis aos alunos. Daremos, por isso mais énfase aos exemplos com o intuito de fixar as

propriedades apresentadas.

Exemplo: No lancamento de um dado comum, observa-se a face superior. Qual é a
probabilidade de sair um nimero par ou um multiplo de trés?

S={1, 2, 3,4,5, 6},
niS)=6

e A:sair um nimero par.
A={2, 4, 6},
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n(A) =3
n®) _3_1
P(A) = neS) 6 2
S
e B:sair um multiplo de 3. A 1 B
B={3,6},n(B)=2
(B) 2 _ 1
P(B) = nS) 6 2 5
Figura5.9: An B = {6}
e ANB= {6}
n(AnB) 1
P(ANB) = "t

e P(AUB)=P(A) + P(B) - P(ANB)

P(AuB)—z

O\IN
|
[

AUB= {2, 4, 6} U{3, 6} = {2, 3, 4, 6}, n(AUB) = 4.

4
P(AUB) = ¢

4]

5. P(A) +P(A%) =1
Temos que AUA® =S e ANA® =@ AC
= n(AUA®%) =n(S)
= n(A) + n(A%) = n(S)

n(A) +n(A% n(S)

n(s) n(s) Figura 5.10: A®

n(A) n(A%)
NOMON
= P(A) +P(A%) =1

A probabilidade de um evento A ndo ocorrer, indicado por P(A®), é igual a 1, menos a
probabilidade de ele ocorrer, isto é, P(A®) = 1 — P(A).
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Exemplos:
a) No langcamento de um dado comum n&o viciado, qual é a probabilidade de ndo sair o
namero 2? S
S={1,2,3,4,5, 6},
n (S) =6 1 3
e A:sair o nimero 2 4 5
A= {2}, -
n(A) =1.
n(A 1 Figura 5.11: A={2}
P(A) = @ _1
nS) 6

e A®: n3o sair o nimero 2
P(A%) = 1—P(A).

1 5
Cy = —_— = —
P(AY) =1 3 3 6

e Ou AS: ndo sair o nimero 2
A°={1, 3, 4,5, 6}, n(A®)=5

P(AC) =g

b) (PAIVA, 2005) Uma urna contém bolas coloridas. Retirando-se uma bola dessa urna,
a probabilidade de se obter uma bola vermelha € 0,64. Qual é a probabilidade de se
obter uma bola que nao seja vermelha?

e A: obter uma bola vermelha
P(A) =0,64

e A®: Obter uma bola que néo seja vermelha
P(A%) =1 - P(A).
P(A®)=1-0,64=0,36

Escolhemos esses exemplos pois acreditamos que devemos apresentar modelos faceis
inicialmente, com o intuito de ilustrar as propriedades que consideramos mais complexas.
Acreditamos que desta maneira, os alunos ndo apresentardo dificuldade em entender a
aplicacdo da propriedade nos exemplos. Além disso, optamos por apresentar varias formas de

resolucdo, sempre que possivel, a fim de fixar ainda mais as propriedades da Probabilidade.
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Apos a apresentacdo formal das propriedades e suas exemplificacdes, os licenciandos

passardo uma lista de exercicios a fim de fixar os conceitos trabalhados nesta aula e nas aulas

anteriores. Segue a lista:

Lista 3 (Exercicios de Revis&o)

1)

2)

a)14% e 16% b) 17% e 19%
C) 20% e 22% d) 23% e 25%
e) 26% e 28%

3)

4)

Um atirador, com os olhos vendados, procura atingir
um alvo circular com 50 cm de raio, tendo no centro
um disco de 10 cm de raio. Se em certo momento
temos a informacdo de que o atirador acertou o alvo,
perguntamos qual deve ser a probabilidade de que
tenha atingido o disco central.

Figura 5.12: Alvo

(Adaptado da COLECAO Explorando o ensino)

(UFRGS, 1998) A figura representa uma parede
quadrada na qual estdo pintados discos de raio R.
Se uma bola é langada totalmente ao acaso contra
a parede, a probabilidade de ela tocar fora dos
discos esta entre:

Figura 5.13: Parede quadrada com discos

Precisamos escolher um ponto de uma determinada “linha”. Se X ¢ Y s3o pontos de uma
linha de extremos A e B, qual a probabilidade de que um ponto da linha AB pertenca a linha
XY (contida em AB)?

® ® > —=

A X Y B

Figura 5.14: Linha AB

(Adaptado da COLECAO Explorando o ensino)

(ENEM, 2001) Um municipio de 628Km? é atendido por duas emissoras de radio cujas
antenas A e B alcancaram um raio de 10 km do municipio conforme mostra a figura ao lado.
Para orcar um contrato publicitirio, uma agéncia precisa avaliar a probabilidade que um
morador tem de, circulando livremente pelo municipio, encontrar-se na area de alcance de
pelo menos uma das emissoras. Essa probabilidade é de, aproximadamente:
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a) 20% b) 25% c) 30% d) 35% ¢) 40%

5)

6)

7)

8)

9

10) Se P(A) = 0,5, P(B) = 0,3 e P(AnB) = 0,1. Calcule:

11) Um colégio tem 400 alunos e destes: 100 estudam Matematica; 80 estudam Fisica; 100

©
£

Municipio

o)

Figura 5.15: Municipio

Uma moeda ¢é viciada de tal modo que sair cara é duas vezes mais provavel do que sair coroa.
Calcule a probabilidade de:

a) Ocorrer cara no langamento dessa moeda.
b) Ocorrer coroa no lancamento dessa moeda.

Temos duas moedas, das quais uma é perfeita e a outra tem duas caras. Uma das moedas,
tomadas ao acaso, € lancada. Qual é a probabilidade de se obter cara?

No sorteio de um nimero natural de 1 a 20, determine as probabilidades:

a) De ocorrer um niimero par.
b) De ocorrer um multiplo de 3.
c) De ocorrer um nimero primo.
d) De ocorrer um divisor de 12.

Qual a probabilidade de lancar um dado branco e outro azul e se obter:

a) A soma dos pontos igual a 7?
b) 2 pontos no dado azul?

Tira-se, ao acaso, uma carta de um baralho de 52 cartas. Qual a probabilidade de ser a carta
retirada:

a) Um as?

b) Uma figura, isto é, valete, dama, ou rei?
c) Do naipe de espada?

d) Uma figura de espada?

a) P(AUB).
b) P(A®UBY), onde A é o complementar de A.

estudam Quimica; 20 estudam Matematica, Fisica e Quimica; 30 estudam Matematica e
Fisica; 30 estudam Fisica e Quimica; 50 estudam somente Quimica. A probabilidade de um
alunos, escolhido ao acaso, estudar Matematica e Quimica é:

5
a) 1—10 b)% c)g d)2
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12) Uma pesquisa ouviu 500 pessoas, 230 disseram ler o jornal A, 134 disseram ler o jornal B e
54, o jornal C. 86 leem tanto o jornal A quanto o jornal B, 20 leem tanto o jornal A quanto o
jornal C e 5 leem tanto o B quanto o C, 3 disseram ler os trés jornais. Se uma pessoa for
escolhida ao acaso entre essas 500, qual a probabilidade de que ela:

a) Leia apenas o jornal A?

b) Leia pelo menos um dos trés jornais?
c) Nao leia nenhum dos trés jornais?

d) Leia exatamente um dos 3 jornais?

Optamos por colocar as QuestBes 1, 2, 3 e 4 sobre Probabilidade Geométrica, pois
verificamos que é pouco explorada nos livros didaticos e a julgamos de grande importancia,
porque ha a necessidade de calcular algumas areas para determinar a probabilidade.
Acreditamos que os alunos apresentardo muita dificuldade nos exercicios de Probabilidade
Geométrica, pois envolve calculo de area e comprimento de algumas figuras geométricas,
apesar de terem trabalhado com geometria no inicio das aulas do projeto PIBID no ano de
2011.

As Questdes 5 e 6 exploram o calculo da probabilidade de espacos ndo equiprovaveis.
Por isso julgamos que os alunos poderdo ter dificuldade em escrever 0s espagos amostrais e

consequentemente calcular a probabilidade de forma equivocada.

Questdo 10 envolve a manipulacdo das propriedades de unido, intersecdo e
complementar entre eventos. Por isso julgamos que eles apresentardo dificuldade na sua
resolucdo. Ja nas Questdes 11 e 12 acreditamos que os alunos talvez ndo tenham dificuldade,
pois sua resolucéo envolve a nocdo de Diagramas de Venn (noc¢do de conjuntos) e este tipo de
raciocinio ja foi explorado na lista de exercicios da aula anterior (Aula 02). Nas demais
Questdes (7, 8, 9), julgamos que consigam responder corretamente, pois sdo questdes que

envolvem o calculo de probabilidade simples.

5.2.8 Analise a Posteriori e Validacdo da Aula 3

Nesta etapa faremos uma pequena descricdo da experimentacdo da Aula 3 e em

seguida, passaremos para a analise a posteriori desta aula.
Experimentacéo da Aula 3

A Aula 3 foi aplicada no dia 04 de novembro de 2011. A sexta-feira anterior foi o

feriado do servidor publico, ou seja, ja haviam passado 15 dias da Aula 2.
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N&o pude acompanhar o desenvolvimento da aula na turma da manha, por isso as
anotagOes foram realizadas pelos licenciandos. Eles ndo escreveram nome dos alunos que
participaram, ndo mencionaram como se deu o desenvolvimento da aula, registraram somente

algumas davidas e comentérios dos alunos no decorrer das atividades.

Na turma da tarde a aula ocorreu no horario de 15h as 17h, estando presentes quatro
alunos. A aula iniciou com uma conversa informal relembrando os assuntos estudados.
Observamos que os alunos ndo se lembravam dos conceitos estudados nas duas aulas
anteriores. Isso se deve ao fato que ficaram muito tempo sem ter a aula sobre probabilidade,
por conta do feriado.

Analise a Posteriori e Validacdo da Aula 3

Nas duas turmas foram realizadas a corregéo das Listas 1 e 2, os alunos respondiam
oralmente as questdes e a seguir os licenciandos projetavam as respostas. Caso houvesse

alguma davida, os licenciandos recorriam ao quadro para esclarecé-la.
Lista 1 — Questéo 1

Nos dois turnos os alunos responderam a Questdo 1 corretamente e sem dificuldade. O
que valida a seguinte variavel macrodidatica associada a dimenséo epistemolégica: integracéo
dos conceitos de experimento aleatdrio e deterministico.

Lista 1 — Questéo 2

Os alunos apresentaram muita dificuldade nesta questdo, alguns comecavam a
responder, ndo conseguiam e pulavam para outra questdo. Outros, ndo conseguiram enumerar
todos os resultados possiveis. Quando conseguiam, ndo representavam o0s resultados em

ternos ordenados com a devida notagcdo de conjunto. Seguem-se algumas respostas do item

(a): a) O espago amostral:{]{li(}{'é? [ccel fecchiked) [Crp), (LK) {KeK), [ec K) LEKC]-

Figura 5.16: Resposta 1 da Lista 1, questdo 2, item (a)

Neste caso, 0 aluno escreveu o elemento (KKC) duas vezes, talvez por falta de
atencdo, 0 que em termos de conjunto ndo estd errado, embora seja inadequado. Outro

problema foi a falta da virgula para separar 0s elementos de cada terno.

Nas duas respostas a seguir o problema foi a ndo utilizacdo da devida notacdo de

conjunto.

2 O espaco amostral: KK K /CCC [ Kee [ [CR ) /EXC/Xek / XKC

Figura 5.17: Resposta 2 da Lista 1, questdo 2, item (a)
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KCK | Kk/CCC/KCCl CKK/KCK [CCR [ KKC

Figura 5.18: Resposta 3 da Lista 1, questdo 2, item (a)

Nas respostas a seguir desconfiamos que talvez ndo conseguiram perceber qual

elemento faltava ser inclui

do, pois ndo fecharam as chaves. Outros desistiram mesmo de

responder:
N2 AT »C&mu£?~rﬁfﬂm <O L5
J R ATPY gl oo ‘T.E:g,,& N S LA
Figura 5.19: Resposta 4 da Lista 1, questao 2, item (a)
(o, Be, ba)
).ou) (Bo , bo., ey (9%
?Jeoz,?ofb.?ooj;(39@,99@;,?00“\5(?9&\?90«,?93\}( > 2T
(be, o, Lo

Figura 5.20: Resposta 5 da Lista 1, questdo 2, item (a)

{a) O espaco amostral: (ce.coca

Figura 5.21: Resposta 6 da Lista 1, questdo 2, item (a)

a) O espago amostral: Lepren, o) (onen,e0), (ercoco) (o, coco)

Figura 5.22: Resposta 7 da Lista 1 questéb 2, item (a)

Nesta Ultima, enumeraram e separaram 0s elementos, s6 ndo utilizaram a notagédo de

terno ordenado.

i..‘l {:,j’lr'wj 1 - Bk
S ey )
;;:‘ Wiy S A

Figura 5.23: Resposta 8 da Lista 1, questdo 2, item (a)

Responderam os demais itens (b) e (c) repetindo 0os mesmos erros de notacao.

Haviamos previsto este obstaculo na analise a priori. Tinhamos chamado a atencdo para a

notacdo durante as aulas, mas o erro continuou presente na resolucdo da lista. Acreditamos

que ao responder nao se
anteriores.
Lista 1 — Questdo 2.1

preocuparam em relembrar as notacbes utilizadas nas aulas

Seguem-se duas respostas do item (a), uma do item (b) e (c). Podemos observar que

novamente o problema foi em utilizar a notacdo de conjunto, o seu ndo uso ou a tentativa de

uso do par ordenado.

S 0% dJdy =1y -
52/"\1”*\1\% '{\\\:\5 Ai‘“\“\\\"‘" Y S

o

.
E
—
L I
.
-
-

Figura 5.24: Resposta 1 da Lista 1, questdo 2.1, item (a)
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Figura 5.25: Resposta 2 da Lista 1, questdo 2.1, item (a)

Itens (b) jé‘gi;’ i".’—""é {,.:13

(© .{'T-tf,} -A{z- 3] L)' 1ic

Figura 5.26: Resposta 1 da Lista 1, questdo 2.1, itens (b) e (c)
No item (b), a resposta acima indica que o aluno respondeu pares iguais ao invés de
fazer as combinacdes de todos os pares. No item (c), com excecdo do erro de notagéo, o aluno
respondeu utilizando as devidas combinacdes de resultados. Tivemos também respostas

corretas com a devida notacdo, como segue:
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Figura 5.27: Resposta da Lista 1, questdo 2




Lista 1 - Questédo 3

Na Questdo 3, as dificuldades apresentadas ocorreram a partir do item (g). Nos itens

(9) e (h)

conectivos “e” e “ou”. Nos itens (j), (k) e (I) os obstaculos foram a compreensdo das notacGes

de unido,

sendo a maior dificuldade. Seguem-se algumas respostas corretas e outras que comprovam as

desconfiamos que talvez o problema tenha sido as trocas dos significados dos

intersecdo e complementar de conjuntos, ou seja, a utilizagdo da notagdo continua

observacdes acima.

f) O vento F, ocorréncia de um numero multiplo de 3.
c:{ 1 a :‘; :::1

| S | -

o) O evento G, ocorréncia de um numero par ou numero multiplo de 3.
r " s Ll o |
g ol Av™ -5

. R B Eg
" '

Figura 5.28: Resposta 1 da Lista 1, questdo 3, itens, () e (g)

) O evento G, ocorréncia de um numero par ou numero multiplo de 3.
< e
19

Os licenciandos aproveitaram para introduzir os tipos de eventos (certo, impossivel,

Figura 5.29: Resposta 2 da Lista 1, questdo 3, item (g)

h) O evento H, ocorréncia de um nimero par ¢ multiplo de 3.
H-= -E, l";-"] r'111 Q"] 2 }

i) O evento I, ocorréncia de um nimero que nio seja par nem multiplo de 3.
I

{4,8%

1) O evento DUE

k) O evento DNE

1) O evento D

Figura 5.30: Resposta 3 da Lista 1, questdo 3, itens (h), (i), (j), (K) e (I)

1) O evento DUE

Duel 4, L,3,2,5,6)
k) O evento DMNE

vae: (7)

1) O evento D
(4,%,5)

Figura 5.31: Resposta 4 da Lista 1, questao 3, itens (j), (k) e (I)

elementar ou simples e mutuamente exclusivos) e, logo apés, corrigiram a o Desafio.

Lista 1 - Desafio
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Nesta questéo, os alunos responderam corretamente. Julgamos que isso se deve ao fato
de que este tipo de conjunto ndo é utilizado com frequéncia. Desta forma suspeitamos que
talvez possam ter recorrido aos exemplos de espacos amostrais infinitos que foram abordados

e assim responderam fazendo uso da devida notagao.

Az {chéo,ﬁ@@}

Figura 5.32: Resposta Lista 1, questdo desafio

Terminada a correcédo da Lista 1, foi iniciada a corregdo da Lista 2.
Lista 2 — Questédo 1

Como ja haviamos comentado na andlise a posteriori da Aula 2, falhamos em néo
explorar melhor as possiveis caracterizacdes de espacos amostrais. Segue-se um recorte do

slide que projetamos durante a correcao.

Questao 1) Uma bola sera retirada de um sacola
contendo 5 bolas verdes e 7 bolas amarelas. Determine:

a) Um espaco amostral para este experimento.
S={bola verde, bola amarela} Adotando v = verde e a=amarela
OuS={v,a}={v,v,v,v,v,3 44,444 a}

Figura 5.33: Recorte do slide de correcdo da Lista 2, questéo 1

Seguem-se as observagdes que deveriamos ter realizado durante a corre¢do, como ja
haviamos sugerido na analise a posteriori da Aula 2.

Q; ={V, A}. Temos que Q; ndo é composto de elementos equiprovaveis.

Q, = {V1, V2, V3, V4, Vs, A1, Ag, As, As, As, As, A7}. Temos que Q; € composto de
elementos equiprovaveis.

Q3={V,V,V,V,V,A A, A A A, A, A}={V, A} Temos que Q3 ndo € composto de
elementos equiprovaveis.

Abaixo, apresentamos um recorte da resposta que a maioria dos alunos apresentaram.

Como podemos ver, 0s alunos ndo apresentaram dificuldade em responder.

a) Um espago amostral para este experimento.
AVAVAVAN N ST I ANTE o
b) Se este espago amostral é equiprovavel ou nao-equiprovavel.
Justifique sua resposta.
{\_;-*'—/. & Lc,—.,u{n.»\g—
¢) A chance da bola retirada ser da cor verde.

X

5 ; ] ~ o P
g IA\/TL- SN e B S T e T M e A e I

T

Figura 5.34: Resposta 1 da Lista 2, questdo 1, itens (a), (a) e (c)
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c) A chance da bola retirada ser da cor verde.
!‘:: 8N A s I.!‘:__"__:'

738 20 i = oo e R A R

Ple) ==+ '

A AL

Figura 5.35: Resposta 2 da Lista 1, questdo 3, item (c)

Lista 2 — Questéo 2

Como tinhamos previsto na analise a priori, os alunos apresentaram muita dificuldade
neste item. Todos deixaram esta questdo em branco. Durante a correcdo, eles até
consideraram a resolucdo facil e lembraram que ja haviam estudado este tipo de problema no

primeiro ano do ensino medio.
Lista 2 — Questdes 3,4e 5

As Questoes 3, 4, e os alunos responderam corretamente.
Lista 2 — Questdo 6

Nesta questdo, alguns alunos consideraram o espaco amostral com 12 elementos ao

invés de 36 elementos.
Aula 3

Finalizadas as correcdes que tomaram a metade da aula, foi iniciado o conteddo da
Aula 3. Na turma da manhd, como ja mencionado, os licenciandos nao registraram como se

deu a aula. Os comentarios a seguir séo referentes a turma da tarde.
Propriedade 4

Os licenciandos ao perceberem a dificuldade que os alunos tiveram para acompanhar
as justificativas apresentadas, decidiram apresentar um exemplo relacionado a cada

propriedade. Segue o exemplo relacionado com a propriedade (4) apresentada na turma da

tarde:
- No langamento de um dado comum, Considere 0s seguintes eventos:
a) A: sair um namero maior que 6.
— _n@ _o0_
A={ } P(4) = e 0
Propriedade 2
e g . g . ) n(s) ) . .
Nesta justificativa a dificuldade foi concluir que E = 1. Para isto, os licenciandos
. 4 15 S
registraram no quadro: a) — =7 b)—="?¢) Io9 C) ) - ? Desta forma, os alunos foram
4 15 x n(s)
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respondendo item a item e conseguiram responder corretamente o item (c) N& podemos
deixar de evidenciar a estratégia utilizada pelo licenciando que vimos manifestar neste
didlogo, talvez o aluno tenha superado sua dificuldade em entender que qualquer fragdo com o
mesmo numerador e denominador € igual a 1, ou pode ter sido induzido sem de fato entender

que estava generalizando. Em seguida, se deu a continuidade da aula com o seguinte exemplo:

b) B: sair um nimero menor que 7.

—nB) _6_
P(B)_n(s)_e_l

Propriedade 1

Nesta justificativa vemos que o0s alunos conseguiram acompanhar com mais
facilidade, pois utilizaram os dois itens ja apresentados. Por conta disto, os licenciandos

deram prosseguimento ao planejamento, passando para as propriedades seguintes.

Propriedade 3

A dificuldade neste item foi em associar % comP(A) e % com P(B). Desconfiamos

que talvez esses alunos ndo estejam acostumados em justificar (ou demonstrar) os resultados
matematicos, devido a extrema dificuldade que eles apresentaram em acompanhar essas

atividades.
Demais Propriedade 5 e 6 e exemplos

Percebemos que apesar de tencionarmos enfatizar as justificativas dos resultados com
apelo a concepcdo classica a fim de tornar os axiomas e 0s teoremas inteligiveis aos alunos,
eles apresentaram muita dificuldade em acompanhar as justificativas e alguns expressaram

que tinham entendido apenas apds os exemplos.

Apos a etapa de formalizacdo das propriedades com seus exemplos, os licenciandos da
manha entregaram a Lista 3 dos exercicios e, por falta de tempo, os licenciandos da tarde
encerraram a aula sem a entrega da lista. Na turma da manha os alunos tiveram tempo apenas
para resolverem as Questdes 7, 8, 9, 10, 11 e 12 sem grandes dificuldades e, a medida que
foram resolvendo, os licenciandos foram corrigindo no quadro. Desta forma o término da
resolucdo da Lista 3 foi deixado para proxima aula, ou seja, para o dia 11 de novembro de
2012.

Vale ressaltar que no dia 10 de novembro de 2011 (quinta-feira) foi dado como ponto

facultativo. Devido a este fato, no dia 11 na turma da manhd apareceram apenas sete alunos, e
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estes informaram que os demais colegas decidiram enforcar a sexta feira, tanto as aulas do
PIBID quanto as aulas regulares. Na turma da tarde porém, estiveram presentes 0s mesmo

quatros alunos de sempre.

No dia 11, para os alunos da turma da manhé e da tarde, foi devolvida a Lista 3 para
que continuassem a resolucdo e os licenciandos ficaram tirando davidas individualmente indo
de mesa em mesa. Os alunos apresentaram muitas dificuldades em calcular as areas de figuras
planas, como por exemplo, a area do circulo. A medida que os alunos conseguiam chegar a

um resultado, os licenciandos foram fazendo as corregdes no quadro.
Lista 3 — Questdo 1

Nesta questio, na turma da manhi os licenciandos escreveram no quadro: Area
Possivel e Area Favoravel; efetuaram os devidos calculos de area junto & turma e fizeram a
primeira pergunta com o intuito que os alunos participassem da correcdo, 0 que originou o

seguinte dialogo:

- Licencianda Solange: “O que eu fago com para calcular a probabilidade?”

- Aluno A: “Divide 2500z por 100m.”

- Aluno B: “E o contrdrio 100 por 2500m.”

- Licenciando Claudio: “Se fosse 2500x por 100m a probabilidade daria maior que 1.”
- Aluno C: “Probabilidade é um niimero menor que 1.”

Neste dialogo percebemos a sensibilidade do licenciando Claudio em aproveitar a

situacdo a fim de confrontar o conhecimento do aluno.

Na turma da tarde o licenciando Bernardo criou um exemplo similar envolvendo
probabilidade geométrica e resolveu este exemplo com os alunos. Relembrou algumas areas
de figuras, como a do quadrado e do circulo. Apoés estas explicagdes disse: “Agora vocés tém
condicOes de fazer as questdes 1 e 2. Tentem ai”. Dos quatro alunos presentes, um conseguiu

resolver tudo sozinho e corretamente e os outros trés fizeram com o auxilio dos licenciandos.
Lista 3 — Questao 2

Novamente, na turma da manh os licenciandos escreveram no quadro: Area possivel
e Area favoravel e fizeram a primeira pergunta com o intuito que os alunos participassem da

correcdo, 0 gque originou o seguinte dialogo:

- Licencianda Solange: “Como que eu calculo a drea da parede?”
- Aluno A: “E a drea do quadrado?”

- Licencianda Solange: “Qual é a drea do quadrado?”

- Aluno A: “Lado ao quadrado.”

- Licencianda Solange: “Qual é a medida do lado da parede?”

- Aluno B: “Quatro.”

- Licencianda Solange: “Quatro o que?”
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- Aluno B: “Quatro.”

- Licencianda Solange: “Digamos que o raio do circulo é 1. Qual é a medida do lado da parede?”
- Alunos: “4.”

- Licencianda Solange: “Se o raio fosse 3. Qual seria a medida do lado da parede?”

- Alunos: “12.”

- Licencianda Solange: Agora o raio vale r, quanto mede o lado da parede?

- Alunos: 4r.

- Licencianda Solange: “Entdo, qual é a drea possivel?”

- Alunos: “16/*”

- Licencianda Solange: “Como vou calcular a drea favoravel?”

Nesta Gltima questdo dois alunos responderam: “Area do quadrado menos as areas
dos circulos”. Neste dialogo, percebemos a sensibilidade do licenciando em aproveitar a
situacdo estimulando a participacdo dos alunos. Revela-nos também as formas que encontrou
para exemplificar e explicar, criando condi¢cbes para que o0s alunos respondessem
corretamente. Talvez os alunos tenham superado suas dificuldades de entender o exemplo, ou
podem ter sidos induzidos sem de fato entender que estavam generalizando. O fato é que os
alunos responderam corretamente em decorréncia da estratégia utilizada pelo licenciando na

tentativa de reorganizar o entendimento dos alunos.

Os licenciandos terminaram a correcdo desta questdo e encerraram a aula, pois 0s
alunos, os licenciandos e o professor supervisor iriam realizar as oficinas do projeto: “A
matematica do lixo”. Por conta disto, a Lista 3 foi novamente recolhida para ser entregue na

proxima aula.

A aula da turma da tarde prosseguiu e assim que o primeiro aluno terminou de resolver

as Questdes 1 e 2 os licenciandos disseram o seguinte: “ajuda para fazer a questao 3.
Lista 3 — Questado 3

Para esta questdo o licenciando desenhou uma régua de 20 cm no quadro e perguntou:
“Vou escolher um ponto desta régua. Qual é a probabilidade de estar entre 10 cm e 13 cm?”
Neste exemplo os quatros alunos responderam corretamente o valor da probabilidade, mas
apenas um aluno respondeu a questéo trés corretamente, 0 mesmo gue ja havia respondido as

Questbes 1 e 2.
Lista 3 — Questao 4

Na turma da tarde, assim que o licenciando fez o desenho no quadro, e perguntou o
valor da area de alcance das emissoras, 0 mesmo aluno que ja havia respondido as outras
questdes respondeu que era a metade da area do circulo. O licenciando confirmou e chamou a

atencdo para os angulos das figuras explicando por que da a metade da area do circulo.
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Novamente esse mesmo aluno fez todos os calculos corretamente e 0s demais precisaram do

auxilio dos licenciandos.

Para finalizar a aula os licenciandos resolveram a primeira questdo no quadro e
recolheram as listas para que os alunos continuarem na préxima aula, o que ocorreu no dia 18

de novembro de 2011.

No dia 18 de novembro de 2011, na turma da manhd, a aula iniciou as 9h com a
presenca de 16 alunos, sendo que trés ainda ndo tinham participado de nenhuma aula sobre
probabilidade. Os licenciandos tiveram dificuldade para iniciar a aula. Eles estavam euféricos
para dar prosseguimento as oficinas do projeto que haviam comegado na semana passada. Os
licenciandos tiveram que conversar com os alunos, avisando que a oficina iria ocorrer apos a

aula.
Lista 3 — Questdo 3

Na turma da manha eles iriam resolver a terceira questdo da lista. Para isso, 0sS
licenciandos desenharam um segmento no quadro partindo de 3 cm até 11 cm e fizeram a

primeira pergunta que originou no seguinte dialogo:

- Licencianda Solange: “Vamos pensar! Quero escolher um ponto deste segmento. Qual é a
probabilidade de estar ente 7 e 97

- Licencianda Solange: “Qual a distincia entre 3 e 11? Entre 7 ¢ 9?”

- Alunos: “2e 8?”

- Aluno A: “25%.”

- Licencianda Solange: “Isso mesmo, vocé pensou certinho.’
- Aluno A: “Estd na cara, é s6 olhar que dd pra ver que sao 25%.”

- Licencianda Solange: “Se eu marquei um ponto do segmento AB, qual vai ser a distancia possivel?”
- Alunos: “Todo AB.”

- Licencianda solange: “Segmento favoravel?”

- Alunos: “XY”

- Licencianda Solange: “Entdo a probabilidade serd:’
- Alunos: “XY sobre AB.”

>

s

Lista 3 — Questdes 4 e 5

Da mesma maneira, neste estilo de perguntas e respostas, os licenciandos resolveram
juntos com os alunos as Questdes 4 e 5. As outras eles ja haviam resolvido e corrigido na

primeira aula.

Na turma da tarde, no dia 18 de novembro, estiveram presentes os quatro alunos que
participam do PIBID. O licenciando Bernardo iniciou a aula revisando as propriedades da
probabilidade que ja haviam estudado e criou exemplos para que os alunos aplicassem essas

propriedades. Em seguida, as listas foram entregues para que continuassem a resolucéo e
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correcdo da mesma. O licenciando pediu para o aluno que havia respondido corretamente as
questdes nas aulas anteriores que fosse ao quadro resolver a segunda questdo. Ele resolveu a
questdo no quadro, mas ficou nervoso, se perdeu e s6 conseguiu terminar olhando para o seu

caderno, onde se encontrava a resolucao da questéo.

Porém, o licenciando Bernardo percebeu que os demais alunos ndo haviam entendido
e voltou a refazer a questdo. De uma forma geral, mesmo com as explicacfes das aulas
anteriores e com a revisdo dos calculos das areas das figuras, os alunos apresentaram muita
dificuldade nas resolucdes, até para lembrarem solugdes de questdes que eles mesmos ja
tinham resolvido, acreditamos que isso se deve ao fato de que eles sé estudam no momento

das aulas (que acontecem apenas uma vez por semana).
Lista 3 — Questdo 5

Engquanto os demais alunos estavam dando prosseguimento as questdes da lista, o

aluno que foi ao quadro disse que estava com duvida na Questéo 5.

Este aluno disse o seguinte:

- Aluno: “Uma moeda comum tem 50% de sair cara. Numa moeda onde a chance de sair cara é duas
vezes mais provavel entdo é 100%.”

- Licenciando Bernardo: “50% é na moeda comum. Numa moeda viciada, vocé ndo sabe a principio
qual é a probabilidade de sair cara ou de sair coroa. Nesta questéo, vocé sé tem a informagédo que sair
cara é duas mais provavel do que sair coroa.”

>

- Aluno: “Hum, acho que entendi. Vou tentar.’

Depois deste dialogo, fiquei curiosa para saber se o aluno realmente tinha entendido e
fui checar. Ele ja havia feito os seguintes registros: X= cara, Y=coroa, Y=2X e X+Y=1¢eja
estava resolvendo o sistema. Assim que terminou de responder, demostrando estar muito

impressionado com a resposta disse: “E sério mesmo, isso da um ndmero, que maneiro”.

O licenciando continuou tirando duvida de mesa em mesa e a medida que os alunos
resolviam as questdes, ele realizava a corre¢do no quadro, sempre estimulando a participacédo

oral dos alunos.
Lista 3 — Questado 6

A Questdo 6 foi anulada por envolver Probabilidade Condicional. Este contetdo sera
trabalhado na Aula 4.
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Lista 3 — Questdes 7,8¢e 9

O item (c) desta questdo foi o mais dificil. Os alunos chamavam os licenciandos e
perguntavam: “O que ¢ numero primo?” Na Questdo 8 ndo apresentaram dificuldade. Na
Questdo 9, a dificuldade foi por conta do desconhecimento das cartas do baralho. Os
licenciandos explicaram como eram as cartas, 0s naipes, as figuras e as suas respectivas

quantidades. Enquanto isso, entregaram um jogo de baralho para que os alunos manipulassem.
Lista 3 — Questdes 10, 11 e 12

Os alunos ndo conseguiram resolver a Questdo 10. Os licenciandos a fizeram no
quadro utilizando diagramas. Os alunos somente fizeram as Questdes 11 e 12 com o auxilio

dos licenciandos. Depois das correc¢des, o Planejamento 3 finalmente foi encerrado.

O Planejamento 3 ocorreu em trés aulas, julgamos que isso foi em decorréncia do
problema do projetor, das dificuldades dos alunos em acompanhar as justificativas das
propriedades e dos problemas que envolviam a Probabilidade Geométrica. Os licenciandos
perceberam todos esses entraves e a necessidade de disponibilizar mais tempo para cada
questdo, permitindo que os alunos se dedicassem as resolucdes antes de fazer as devidas

correcoes.

5.2.9 Anélise a Priori da Aula 4

Nesta secdo apresentamos as variaveis microdidaticas e a descricdo de cada atividade

juntamente com as previsdes dos possiveis comportamentos dos alunos em relacédo a Aula 4.
Variaveis Microdidaticas Associadas a Dimensé&o:
1. Epistemologica

a) Estudo do conceito da Probabilidade Condicional através da vivéncia

de duas situacdes: os sorteios de dois prémios.

Nesta aula iremos introduzir o conceito da Probabilidade Condicional. Os objetivos
Séo:
1. Calcular uniéo e intersecdo de probabilidades fazendo as devidas diferencas
entre o0 uso dos conectivos “e” e “ou”.
2. Entender a Probabilidade Condicional como uma condigdo que restringe o

espacgo amostral.
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3. Aplicar o conceito de Probabilidade Condicional nas atividades propostas.

4. Perceber a diferencga entre P(A|B) E P(B|A).

5. Entender a vinculacdo da intersecdo de probabilidade com a multiplicacéo de
probabilidades.

Apds o momento inicial, os licenciandos explicardo como ser realizada a Atividade 1

desta aula.

Descricéo da Atividade 1

Os licenciandos pedirdo que cada aluno escolha um nimero de 1 a 99. Um Unico prémio sera
entregue ao portador do bilhete que for escolhido por sorteio. Esse sorteio serd realizado em duas
etapas utilizando-se uma urna com dez bolas numeradas de 0 a 9. Na primeira etapa, uma bola é
escolhida ao acaso, obtendo-se assim o algarismo das unidades do nimero premiado; em seguida,
essa bola é devolvida a urna, e repete-se 0 processo para que seja obtido o algarismo das dezenas.

(Adaptada da COLECAO Explorando o ensino)

Selecionamos esta atividade, pois acreditamos que com ela os alunos terdo condigdes
de entender a probabilidade condicional como uma condicdo que restringe o espaco amostral.
Ela permite, por outro lado, que os alunos vivenciem as condi¢des que irdo interferir em suas
chances de ganhar o sorteio e por outro, julgamos que ela possa envolvé-los e motiva-los a

estudar a conceito da Probabilidade Condicional.

Continuacéo da descricdo da Atividade 1

Apos os alunos terem escolhidos seus nimeros, os licenciandos fardo a seguinte pergunta: antes de
ser iniciado o sorteio (e supondo-se que ele seja honesto), qual é a probabilidade de vocé (aluno)
ganhar o prémio?

Os licenciandos deverdo conduzir a resolucdo desta questdo utilizando as respostas
orais dos alunos e registrando-as no quadro. Presumimos que estes consigam responder com

grande facilidade, pois se trata de uma probabilidade simples. Segue uma solu¢éo:
$:={0, 1,2,..., 97, 98,99}

n(Sy) = 100

A= {k}, onde “k” ¢ qualquer nimero entre 0 e 99.

n(A)=1

GO
(A) = n(S;) 100

1%
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Esta questdo se faz necesséria, pois nosso intuito é criar condi¢des para que o0s alunos
percebam que, apds o sorteio, esta probabilidade, calculada inicialmente, ira mudar devida a

reducdo do espago amostral.

Neste momento seré realizada a primeira etapa do sorteio: uma bola é escolhida ao
acaso, obtendo-se assim o algarismo das unidades do nimero premiado. Supondo que o
namero sorteado seja 0 nimero 7, os licenciandos irdo analisar a situacao de dois alunos como

na situacao descrita abaixo:

Continuacéo da descricdo da Atividade 1

Vamos analisar a situacdo dos alunos, Jodo e Paulo, cujos bilhetes tém os numeros 25 e 47,
respectivamente.

Os licenciandos conduzirdo a situacdo: a primeira bola sorteada foi o nimero 7, o
conjunto dos resultados possiveis do sorteio se reduz a um conjunto com dez elementos, a

saber: {7, 17,..., 97}. Fardo as seguintes perguntas aos alunos:

Continuacédo da descricdo da Atividade 1

Apos o sorteio da unidade, quais sdo as chances de Jodo ganhar o prémio? E de Paulo ganhar o
prémio?

Mais uma vez, os licenciandos conduzirdo a resolucdo desta questdo utilizando as
respostas orais dos alunos e registrando-as no quadro. Acreditamos que 0s alunos consigam
responder com grande facilidade. Segue uma solugdo e as devidas observacdes que o0s

licenciandos deverdo fazer:

Seja C o evento “o nUmero sorteado termina em 7”.

$i=40, 1, 2,..., 97, 98, 99} S1] 00 01 02 03 04 05 06
n(S) = 100 08.. S

C={7,17,27,37,47,57,67, 77, 87, 97}

n(C) = 10
pcy=C) 10 _ 1,0
n(s,) 100 10 9% 98 99

Figura 5.36: Espaco amostral S; e S,

Seja B o evento “Jodo ganha o prémio sabendo que ocorreu o evento C”.

S,={7,17,..., 97}, n(Sz)= 10
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B= {25}, B¢ S,
B 0
w010 0

Jodo entdo ja pode rasgar o seu bilhete, pois, suas chances de vitéria se reduziriam de

1 =1% para 0 %.
100

Seja A o evento “Paulo ganha o prémio sabendo que ocorreu o evento C”.

S,={7,17,...,97,}, S1]1 00 01 02 03 04 05 06
n(Sz)=10 08 ... S:
A={4T7},
n(A) =1
parcy="B) _ 1 _ 10y,
n(S2) 10 ... 96 95 99

Figura 5.37: Espago amostral S; , S; e 0 conjunto A

: 1
Por outro lado, Paulo viu sua chance passando de ﬁ =1% para o= 10%.

Seguem algumas observac6es que os licenciando deverdo fazer apds a resolucdo da

Gltima atividade a fim de introduzir o conceito de probabilidade condicional.

1
Antes da realizacdo da primeira etapa, tinhamos: P(A) = P(B) = 100 =1% e P(C) = 1/10.

. 1 3 o . .
As probabilidades, 0 e E:O,lle%, calculadas ap6s a realizagdo da primeira etapa, séo
denominadas probabilidades condicionais de B e A, respectivamente, dado que ocorreu o evento C,

1

ou seja, P(B|C) =0 e P(AIC) = o

No exemplo acima, as probabilidades condicionais foram calculadas por meio da redugdo do espaco
amostral ao conjunto S,= C, gque passou a ser 0 espago associado a segunda etapa do sorteio.

Apos a realizacdo da Atividade 1, supomos que os alunos tenham entendido que a
probabilidade condicional é uma condi¢cdo que restringe o espago amostral, e estejam

motivados para a proxima atividade.
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Descricéo da Atividade 2

Cartbes numerados de 1 a (quantidade de alunos) serdo distribuidos aos alunos que concorrerdo ao
prémio (Unico). Suponhamos que haja 10 alunos na aula. Apds os alunos terem recebido seus cartdes,
os licenciandos propordo a seguinte questdo: “Antes de ser iniciado o sorteio (e supondo-se que ele
seja honesto), todos tém esperanca de ganhar. Qual é a probabilidade de vocé (aluno) ganhar o
prémio?”

(Adaptada de PAIVA, 2005)

Optamos por esta atividade, pois ela permite que os alunos vivenciem as condigdes
que irdo interferir em suas chances de ganhar o sorteio, possibilitando, mais uma vez, que
possam entender a probabilidade condicional como uma condi¢do que restringe 0 espago
amostral.

Cabe aos licenciandos guiar a solugédo desta atividade fazendo uso das respostas orais
dos alunos e transcrevendo-as no quadro. Presumimos que os alunos consigam responder sem
apresentar dificuldade, pois se trata de uma probabilidade simples. Segue uma possivel

solucéo:
Seja G o evento “um determinado aluno ganha o Prémio”.
S={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}
n(S) =10
G={k }, onde “k” ¢ qualquer nimero entre 1 e 10 (inclusive).
n(G) =1

P(G):@=i=o1=10%
ns) 10

Continuacéo da descri¢do da Atividade 2

Os licenciandos sorteardo de uma urna um desses numeros e, para criar “suspense” (supondo que este
ndmero seja par) afirmem: “O ntmero sorteado ¢ par”. Qual ¢ a probabilidade de que o niimero
sorteado seja maior que 4?

Novamente, os licenciandos deverdo conduzir a resolucdo desta questdo utilizando as
respostas orais dos alunos e registrando-as no quadro. Entendemos que o0s alunos conseguiréo
responder com grande facilidade a cada indagacdo dos licenciandos, pois se trata de uma
probabilidade simples. Segue uma solugéo e as observagdes que os licenciandos deverdo

apresentar aos alunos:

O espaco amostral ficou reduzido ao evento A ={2, 4, 6, 8, 10}. Vamos esquematizar

esse problema, considerando ainda o evento B formado pelos elementos do espa¢o amostral S
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que sdo maiores que 4: B = {5, 6, 7, 8, 9, 10}. A garantia de que o niimero sorteado é “par”
reduz o espaco amostral ao evento A. Logo, um elemento de B s6 pode ocorrer na intersecéo
de A e B. Assim, a probabilidade de ocorrer B, dado que ja ocorreu A, é:

S
A B

m=§=o,6=6o%

P(B|A) = A s

1 3

Figura 5.38: Espaco amostral S, conjunto A e B definidos

Continuacéo da descricdo da Atividade 2

Outra situacdo: supondo que o nimero seja maior que 4, qual a probabilidade de o nimero sorteado
ser par?

Mais uma vez, cabe aos licenciandos guiar a solugdo desta questdo, como na atividade
anterior. Imaginamos que os alunos consigam responder a todas as indagaces feitas pelos
licenciandos, pois consideramos o calculo desta probabilidade simples. Segue uma solucao e

as observacdes que os licenciandos deverao fazer aos alunos:

O espaco amostral ficou reduzido ao evento B ={5, 6, 7, 8, 9, 10}. Vamos
esquematizar esse problema, considerando ainda o evento A formado pelos nimeros do

espaco amostral S que séo pares.

A garantia de que o numero sorteado seja maior que 4 reduz o espaco amostral ao
evento B. Logo um elemento de A s6 pode ocorrer na intersecdo de A e B. Assim, a

probabilidade de ocorrer A, dado que ja ocorreu B, é:

p(A/B)zngzl

=0,5=50%
n(B)

5=

Figura 5.38: Espaco amostral S, conjunto A e B definidos
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Apos as duas atividades, os licenciandos apresentardo a formalizagcdo do conceito de

Probabilidade Condicional introduzido nas Atividades 1 e 2 desta aula.

Formalizacao

Consideremos um experimento aleatério com um espaco amostral equiprovavel S, finito e ndo vazio.
Ao realizar 0 experimento, constatou-se que ocorreu um evento ndo vazio A. Qual a probabilidade de
que tenha ocorrido também algum elemento de outro evento B?

S
A B

Figura 5.39: Espaco amostral S, conjunto A e B

A probabilidade de ocorrer o evento B, dado que ocorreu o evento A, é indicada por P(B|A) , 1&-se:
“probabilidade de B dado A”, e¢ ¢é calculada em espacos amostrais equiprovaveis, com

P(BJA) = —”(:(2)8)

O nGmero P(B|A) é a probabilidade de ocorrer B, condicionada a ocorréncia de A.

Essa relacdo também pode ser expressa de outra forma. Dividindo o numerador e o denominador do
segundo membro da igualdade por n(S), temos:

n(AnB)
S ANB P(ANB
P(B|A) = QEA; - p(P((;) ):>P(B|A):—(P(2) )
n(S)

P(ANB)
P(A)

Pode-se discutir com os alunos que a formula P(B|A) = vale para qualquer
outro conceito de probabilidade.

Apos a formalizacdo os licenciandos apresentardo as seguintes observacdes, com o

intuito de aplicar a ultima férmula apresentada:

Podemos utilizar essa relagcdo na Atividade 2 e verificar que obtemos 0S mesmos

resultados, ou seja:
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n(AnB)

3
P(Aﬂ B) n(S) TN 3 10 3
P(B|A) = = _10 _ _9_ _
n(S) 10
S
A B
6
8
10
1 3
Figura 5.38: Espago amostral S, conjunto A e B definidos
n(AnB) 3
p(AB) = P(ANB) __ n(S) p(AB) =10 -3 19_3_45_ 500
P(B) n(B) 6 106 6
n(s) 10
Vimos anteriormente que P(B|A) = % é a probabilidade de ocorrer o evento B ja tendo

ocorrido o evento A. Dessa razao, segue que P(ANB)= P(B|A) -P(A)

Isso quer dizer que a probabilidade de ocorrerem dois eventos A e B simultdneos (ou sucessivos) é
dada pela multiplicacdo da probabilidade de ocorrer um deles pela probabilidade de ocorrer o outro,
sabendo gue o primeiro ja ocorreu.

P(ANB)
P(A)

P(ANB)

P(B)

O namero P(B|A) = é a probabilidade de ocorrer B condicionada a ocorréncia de A e o

namero P(AI B)= é a probabilidade de ocorrer A condicionada a ocorréncia de B.

A seguir os alunos fardo os exercicios com o objetivo de fixar os conceitos

trabalhados. Segue a lista de exercicios:

Lista 4 (Exercicios de Reviséo)
1) No langamento de dois dados, um preto e outro vermelho, considere os eventos:
A: “a soma dos numeros obtidos é menor que 7.
B: “sair o niUmero 4 em, pelo menos, um dado”.
Calcule a probabilidade de a soma dos pontos obtidos ser menor que 7, sabendo que em um
dos dados pelo menos saiu 0 nimero 4, ou seja, P(A|B).

2) Numa classe com 60 alunos, 40 estudam inglés, 10 estudam sé Francés e 5 estudam Inglés e
Francés. Determinar a probabilidade de um aluno que estuda Inglés estudar também Francés.
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3) Ao lancarmos um dado, qual é a probabilidade de obtermos um niimero primo ou um nimero
impar?

4) Em uma caixa ha 2 fichas amarelas, 5 fichas azuis e 7 fichas verdes. Se retirarmos uma Unica
ficha, qual a probabilidade dessa ser verde ou amarela?

5) De uma sacola contendo 15 bolas numeradas de 1 a 15 retira-se uma bola. Qual é a
probabilidade desta bola ser divisivel por 3 ou divisivel por 4?

As duas primeiras questfes da lista trabalham com o conceito de Probabilidade
Condicional, porém a resolucdo da segunda questdo envolve a utilizacdo de diagramas
conexos. As Questdes 3, 4 e 5 exploram probabilidade da unido de eventos. Acreditamos que

os alunos ndo apresentardo dificuldades em resolver essas questdes.

5.2.10 Analise a Posteriori e Validacado da Aula 4

Nesta etapa faremos uma pequena descricdo da experimentacdo da Aula 4 e em

seguida, passaremos para a analise a posteriori desta aula.
Experimentacéo da Aula 4

A aplicacdo da aula ocorreu no dia 25 de novembro de 2011. Na turma da manha no
horario de 8h20 as 12h com 20 minutos de intervalo para o recreio, estando presentes 9

alunos. Na aula da tarde no horéario de 15h as 17h, estando presentes 4 alunos.
Analise a Posteriori e Validacdo da Aula 4
Atividade 1

Nas duas turmas, a aula iniciou com a explicacdo de como se daria a Atividade 1 e

como seria realizado o sorteio utilizando o bingo.

Depois da explicacdo, os licenciandos apresentaram uma barra de chocolate como
prémio do sorteio, 0 que estimulou os alunos a participarem da atividade com muito

entusiasmo.

Na turma da tarde, por serem poucos alunos, o sorteio foi realizado entre todos os
presentes (alunos, licenciandos e eu). Nesta etapa, ocorreram questionamentos semelhantes

nas duas turmas e por isso, optamos por descrever apenas o dialogo na turma da manha.

Apos os alunos terem escolhidos seus niumeros (o aluno A escolheu o nimero 69; o
aluno T escolheu 0 nimero 12; e assim por diante, R —7; E - 10; D — 32; | - 55; L — 25; W —
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24; H — 2), os licenciandos ressaltaram que estavamos supondo que existiam 100 alunos na
turma para realizacdo da atividade. Apds as devidas explicagdes, a licencianda Solange

conduziu o seguinte dialogo:

- Licencianda Solange: “Qual é o espag¢o amostral?”

- Alunos: “de 0 a 99; 0, 1, 2, 3, até 99.”

- Licencianda Solange: “E um espago amostral equiprovavel ou nio equiprovavel?”
- Alunos: “Equiprovavel.”

- Licencianda Solange: “A chance de fulano ganhar é a mesma de beltrano ganhar?”’
- Alunos: “Sim”.

- Licencianda Solange: “Qual é a probabilidade de vocé, aluno, ganhar o prémio?”
-Aluno I: “1%.”

- Licencianda Solange: “Certo! Vamos calcular!”

Este didlogo nos revela a forma que o licenciando encontrou para explicar a situacdo e

conduzir o raciocinio dos alunos a fim de calcular a probabilidade envolvida no sorteio.

Em seguida o licenciando realizou os calculos, nomeando o espaco amostral, o evento
e calculando o valor da probabilidade junto com os alunos. Terminado os célculos, realizou a
primeira etapa do sorteio obtendo o0 niumero 2, o algarismo das unidades do nimero premiado.
Para analisar a situacdo fez algumas perguntas que deram origem ao seguinte dialogo com a

turma:

- Licencianda Solange: “Quem tem chance de ganhar?”

- Alunos: “T, D, e H.”

- Licencianda Solange: “Qual é a chance do aluno A ganhar?”

- Alunos: “Nenhuma; Zero.”

- Licencianda Solange: “Qual é a chance de ganhar o aluno T?”

- Alunos: “Nao sei”; “Tem que calcular.”

- Licencianda Solange: “Sabendo que o algarismo das unidades é o dois, quais s@o os resultados
possiveis do sorteio? ”

- Alunos: “2, 12, 22, 32, 42,52, 62,72, 82e 92.”

- Licencianda Solange: “Seja B o evento do aluno T ganhar o prémio sabendo que ocorreu o nimero 2
na casa das unidades. “Qual é a chance do aluno T Ganhar?”

- Alunos: “10%.”

- Licencianda Solange: “Qual é a chance do aluno D Ganhar?”

- Alunos: “10%.”

- Licencianda Solange: “Qual é a chance do aluno H Ganhar?”

- Alunos: “10%.”

- Licencianda Solange: “Qual é a chance do aluno A Ganhar?”

- Alunos: “Zero.”

- Licencianda Solange: “O que aconteceu com o espago amostral quando sorteamos o niimero 2?”
- Alunos: “Diminuiu.”

- Licencianda Solange: “O que aconteceu com as chances de vocés ganharem o sorteio?”

- Alunos: “Aumentaram para T, D e H e diminuiram para o restante.”

Novamente, os licenciandos fizeram o uso de perguntas e respostas a fim de conduzir
o0 raciocinio dos alunos com o objetivo de facilitar os céalculos da probabilidade envolvida na

questéo, sem a necessidade da formalizacdo do conceito da Probabilidade Condicional.

Neste dialogo percebemos que os célculos foram realizados para a situacdo do aluno
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T, porém os alunos conseguiram associar diretamente com as situagdes dos demais alunos D e
H. Além disso, eles perceberam sozinhos e sem dificuldade, a diminuigdo do espagco amostral,
0 aumento e a diminuicdo das chances devido a ocorréncia do primeiro sorteio. Segue-se 0

restante do didlogo:

- Licencianda Solange: “Vamos recapitular! Seja C o evento de ocorréncia do numero 2 na casa das
unidades. Qual a probabilidade de ocorrer B sabendo que ocorreu C.”
- Alunos: “10%.”

(Nesta etapa o licenciando explicou a notacdo P(B|C)= 11—0 = 10% fazendo associacao
do valor do denominador com a cardinalidade do conjunto C e registrando, simultaneamente,

no quadro: P(B|C) = o 1—0).

- Licencianda Solange: “O elemento que o aluno T escolheu estd em Be em C. Entdo esta?”
- Alunos: “Na intersecdo.”

n(BnC))

(Nesta etapa o licenciando fez o seguinte registro no quadro: P(B|C) = =

Este dialogo nos revela a forma que o licenciando encontrou para explicar e conduzir o
raciocinio dos alunos até a notacdo e a formula da probabilidade condicional. Associou as
situacOes da atividade a fim de tentar dar uma justificativa tanto para notacdo quanto para a
formula da probabilidade condicional. Devemos ressaltar que o licenciando induziu,

excessivamente, a resposta dos alunos.

Os alunos ja estavam empolgados com a atividade e querendo realizar o préximo
sorteio. Apos a realizacdo do segundo sorteio, eles ficaram decepcionados porque ndo houve
ganhador entre 0s nove alunos existentes, pois supusemos que havia 100 alunos na turma.
Sugeriram que sorteassemos até obtermos um ganhador. Na turma da tarde, tivemos de fato

um ganhador entre os alunos.

Antes de ser dada a segunda atividade, o licenciando da tarde criou um exemplo e
resolveu com a turma, fazendo uso da notacdo de Probabilidade Condicional. Esta mesma
situacdo ndo ocorreu na turma da tarde. Julgamos que este licenciando sentiu necessidade de
aplicar num exercicio a notacdo e a formula dadas anteriormente. Segue-se 0 exemplo: ao
sortearmos um numero de 1 a 10, qual a probabilidade de ele ser maior que 5, sabendo que o

namero sorteado foi par?
Atividade 2

Nas turmas da manha e da tarde o comportamento foi 0 mesmo, por isso, nesta etapa

optamos em descrever apenas o dialogo na turma da manha para realizarmos a analise, pela
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mesma razao da Atividade 1.

Apos a explicagdo da atividade 02 e os alunos terem escolhidos seus cartdes (aluno A
—4;T-8R-7,E-9;D-1;1-3;L-5;,W-6; H-2), o licenciando conduziu o seguinte
dialogo:

- Licencianda Solange: “Quem é o espago amostral?”’

- Alunos: “1,2,3,4,56,7,8¢9.”

- Licencianda Solange: “Qual é a probabilidade de vocé aluno (ganhar) o sorteio?”
- Alunos: “Um nono”;” Um sobre nove.”

- Licencianda Solange: “Seja B o evento do aluno A ganhar o sorteio, entdo B= {4}.”

(Nesta etapa, o licenciando, junto com a turma, efetuou os devidos calculos, nomeando o

espaco amostral e 0 evento, e por fim realizou o sorteio, sem revelar o namero sorteado).

- Licencianda Solange: “O numero sorteado é par. Quais sdo os resultados possiveis do sorteio?”

- Alunos: “2, 4, 6¢e8.”

- Licencianda solange: “Seja C o evento sair nimero par. Qual é a probabilidade de B ocorrer sabendo
que ocorreu C?”

- Alunos: “Um quarto.”

(Nesta etapa, o licenciando registrou no quadro as respostas orais dos alunos fazendo uso da

devida notacéo).
A seqguir disse que o nimero sorteado foi 6.

Neste momento, o aluno ganhador (aluno W) comemorou muito, brincando com 0s
demais alunos. Apds a comemoracéo, o licenciando deu prosseguimento as outras atividades
previstas na analise a priori.

Julgamos que conseguimos de uma forma bem divertida introduzir o conceito de
Probabilidade Condicional, permitindo que os alunos vivenciassem situacfes em que uma
determinada condicdo restringisse 0 espaco amostral, interferindo nos valores da
probabilidade calculados a priori, validando assim a seguinte variavel microdidatica associada
a dimensdo epistemoldgica: estudo do conceito da Probabilidade Condicional através dos
sorteios de dois prémios.

Continuacao da Atividade 2

Novamente, os alunos responderam corretamente as questdes realizadas pelos
licenciandos. Em seguida, os licenciandos formalizaram o conceito de Probabilidade
Condicional introduzido nas Atividades 1 e 2, dando prosseguimento ao planejamento,
P(ANB)

P(A

ressaltando a formula P(B|A) = e associando-a ao seu significado. Lembraram
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ainda que dela decorre a formula P(AN B)=P(A)..P(B|A), explicando em seguida os

conceitos envolvidos a ela. Ressaltaram também as diferencas entre P(B|A) :% e
P(AnB
p(AE) ~ PANB)
P(B)
Lista 4

Em seguida, os alunos realizaram os exercicios da lista. Na turma da tarde, o
licenciando relembrou a propriedade da probabilidade da unido de eventos vinculando-a com

o0s conectivos “€” e “ou” antes da entrega da lista de exercicios.

Novamente os licenciandos finalizaram a lista sem o tempo habil para trata-la
adequadamente. Julgamos que foram poucos problemas de Probabilidade Condicional. Faltou
explorar a ocorréncia de eventos simultaneos ou sucessivos. Os licenciandos foram corrigindo

as questdes a medida gque os alunos as resolviam.

5.2.11 Analise a priori da Aula 5

Nesta secdo apresentamos as variaveis microdidaticas e a descri¢do de cada atividade

juntamente com as previsdes dos possiveis comportamentos dos alunos em relacdo a Aula 5.

Variaveis Microdidaticas Associadas a Dimensao:
1. Epistemoldgica

a) Estudo do conceito de eventos dependentes e independentes através de

exemplos.

Nesta aula iremos introduzir o conceito de eventos independentes e dependentes e
revisar os principais conceitos trabalhados nas aulas anteriores. Os objetivos desta aula séo:
1. Aplicar o conceito de Probabilidade Condicional nas atividades propostas.
2. Reconhecer quando dois eventos A e B de um mesmo espaco amostral sdo
independentes ou dependentes.
3. Utilizar os conceitos trabalhados nas aulas anteriores para a resolugdo dos
exercicios propostos.

Ap6s 0 momento inicial previsto, os licenciandos irdo introduzir o conceito de eventos
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independentes por intermédio de um exemplo.

Exemplo 1: Considere o experimento “langar dois dados perfeitos de cores diferentes”. Observe
que:

e S={(1,1),(1,2),(13),(14),(5)(@1H6),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (2,5),(26),
(3,1),(3,2),(33), (3, 4),(35), (3, 6),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(406),
(5,1),(5,2), (53), (5 4), (55), (5, 6),
(6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6,5), (6,6)}
n(s) = 36

e Seja A o evento “sair 3 no 1° dado”.
A={(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5,(3,6)} n(A)=6

Py (A _6 _1
“n(S) 36 6

e Seja B o evento “sair 4 no 2° dado”.
B={(1, 4), (2, 4), (3,4), (4,4),(5,4),(6,4)} nB)=6

pm)- "B _6 _1
" n(S) 36 6

e Considere o evento ANB, ou seja, “sair 3 no 1° dado e 4 no 2° dado”.
ANB={(3,4)}, n(ANB)=1
n(ANB) 1

P(ANB) = OB

e Considere o evento “sair 4 no 2° dado, sabendo que saiu 3 no 1° dado”, ou seja,
gueremos calcular P(B|A) .

n(AnB) 1
P(B|A)=W=g ou
1
P(B|A)_P(AmB)_£_i_§_ 6:6 1
P(A) 1 361 36:6 6
6

1
Assim, P(B) = P(B|A) = r ou seja, a probabilidade de ‘sair 4 no 2° dado”, ndo foi afetada pelo

fato de “sair 3 no 1° dado”, ou ainda a probabilidade de ocorrer B ndo dependeu da ocorréncia de A.
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11 1
Além disso, temos que P(AnB) =P(A)- P(B|A) =P(A)-P(B) = 56 = %

Neste caso dizemos que A e B sdo eventos independentes. A probabilidade de ocorrer um deles ndo
depende do fato de ter ou ndo ocorrido o outro.

Optamos por iniciar com um exemplo com a intencdo de introduzir e ilustrar o
conceito de eventos independentes. Ressaltamos que neste momento, os alunos ja estudaram o
conceito de Probabilidade Condicional. Além disso, ja tiveram o primeiro contato com a
probabilidade da interse¢do de eventos na aula anterior. Julgamos por isso que os alunos nao

terdo problemas em acompanhar a apresentacéo e explicagdo do exemplo.

Em seguida, os licenciandos apresentardo o conceito de eventos independentes.

Formalizacéo

Independéncia de dois eventos: sejam A e B dois eventos de um mesmo espago amostral S com
P(A)20 e P(B)#20. A e B sdo ditos independentes se a ocorréncia de um deles ndo afetar a
probabilidade do outro ocorrer, isto &, se:

. P(B|A) =P(B)ou
. P(AIB) = P(A) ou ainda se
« P(ANB)=P(A)-P(B)

Qualquer uma das trés relacdes acima pode ser usada como defini¢do de independéncia.
Com isso, podemos afirmar que dois eventos A e B sdo dependentes quando P(ANB)#P(A).P(B).

Nosso propdésito é apenas de formalizar o conceito introduzido no exemplo anterior.
Logo em seguida, os licenciandos apresentardo outro exemplo de eventos dependentes e

independentes a fim de fixar o conceito.

Exemplo 2: Consideremos o experimento “langar um dado honesto”. Observemos que:
S={1,2,3,4,5,6}, n(S)=6

¢ Seja A o evento “sair um niimero par”;

A={2, 4,6} P(A)=@=§=l
nS) 6 2
¢ Seja B o evento “sair um nimero maior do que 4”;
B= {5, 6} |:>(|3)=@=g:1
nS) 6 3
e Seja C, o evento “sair um multiplo de 3”.
C={3, 6} p(c)=@_g_1

n(S) 6 3
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e Considere os eventos A e B (sair um nimero par e um nimero maior que 4).

ANB-{6} P(AnB)="ANB)_1
n(S) 6
A comparacdo desses valores com 0s produtos das probabilidades individuais mostra que A e B sdo
11 1
independentes, ou seja, P(A)-P(B) = 3°3 = 5 =P(ANB)
e Considere os eventos B e C (sair um nimero maior que 4 e um namero multiplo de 3)
Bnc=g63  P(BAC)=NBNC) 1
n(S) 6
A comparacdo desses valores com os produtos das probabilidades individuais mostra que B e C séo
11 1 1
dependentes, ou seja, P(B)-P(C) = 33 = 3 #P(ANB)= 5

A seguir os alunos fardo uma lista de exercicios a fim de fixar os conceitos trabalhados

nesta aula e nas aulas anteriores.

Lista 5 (Exercicios de Reviséo)
1) SeP(AuB)=0,8,P(A)=0,6¢eP(B)=0,5entdo A e B sdo independentes?

2) Em uma urna ha trés bolas com os nimeros 1, 2, 3. S&o retiradas duas bolas, uma ap6s a
outra, sem reposicao.
a) Se saiu “1” na primeira retirada, qual é a probabilidade de ocorrer niimero par na

segunda?

b) Se saiu “2” na primeira retirada, qual é a probabilidade de ocorrer nimero par na
segunda?

C) Se saiu “2” na primeira retirada, qual é a probabilidade de ocorrer nimero impar na
segunda?

3) Numa urna existem apenas 6 bolas vermelhas e 4 bolas azuis. As bolas vermelhas sdo
numeradas de 1 a 6 e as azuis, de 1 a 4. Retirando aleatoriamente uma bola dessa urna,
verificar se os eventos “bola vermelha” e “niimero par” sdo independentes.

Figura 5.40: Bolas numeradas

(Cola da Web)

4) (UEG, 2006) Em um supermercado estdo expostas 10 melancias. Trés delas estdo estragadas
e um fregués ndo sabe isto. O fregués escolheu aleatoriamente duas melancias. Qual é a
probabilidade de que ele tenha escolhido duas melancias néo estragadas?

5) (UNIRIO, 1996) As probabilidades de trés jogadores marcarem um gol cobrando um pénalti
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7)

a)

6)

sdo, respectivamente, 1/2, 2/5 e 5/6. Se cada um bater um Unico pénalti, a probabilidade de
todos errarem é igual a:

3% b) 5% c) 17% d) 20% e) 25%
(Cola da Web)

A probabilidade de um jogador de basquete acertar a cesta em um lance livre é %. Se ele
arremessou duas vezes, determine as probabilidades:

Que tenha acertado os dois lancamentos;
Que tenha errado os dois langcamentos;

Que tenha acertado s6 um deles.

(PUC CAMPINAS/SP) Langa-se um par de dados ndo viciados. Se a soma nos dois dados é 8,
entdo a probabilidade de ocorrer a face 5 em um deles é:

1/5

8)

b) 2/5 c) 4/5 d) 1/5 e) n.d.a.

(UEL/PR, 2006) No diagrama a seguir, o espaco amostral S representa um grupo de amigos
que fardo uma viagem. O conjunto A indica a quantidade de pessoas que foram a Macei0 e 0
conjunto B a quantidade de pessoas que ja foram a Fortaleza.

Figura 5.41: Espaco amostral das pessoas que foram para Maceié ou Fortaleza

A empresa de turismo que esta organizando a viagem fara o sorteio de uma passagem gratuita.
Considerando que a pessoa sorteada ja tenha ido para Fortaleza, assinale a alternativa que indica a
probabilidade de que ele também ja tenha ido para Maceid.

a)

9

18,75% b) 30% c) 33,33% d) 50% e) 60%

A empresa M&B tém 15.800 empregados, classificados de acordo com a tabela abaixo.

Sexo
Idade Homens | Mulheres | Total
< 25 anos 2.000 800 2.800
25 a 40 anos 4.500 2.500 7.000
> 40 anos 1.800 4.200 6.000
Total 8.300 7.500 15.800

Tabela 5.9: Empregados da empresa M&B

Se um empregado é selecionado ao acaso, calcular a probabilidade de ele ser :

2)

Um empregado com 40 anos de idade ou menos;
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b) Um empregado com 40 anos de idade ou menos, e uma mulher;
c) Um empregado com mais de 40 e que seja homem;
d) Uma mulher, dado que é um empregado com menos de 25 anos.

(Adaptado da Lista de exercicios de Estatistica)

10) (PROJETO FUNDAO) Uma carta ¢ sorteada de um baralho comum, que possui 13 cartas (A,
2,3,4,56,7,8,9, 10, J, Q, K) de cada naipe (ouros, copas, paus e espadas). Determine a
probabilidade de sortearmos uma carta e sair um rei, sabendo que a carta sorteada foi de
ouros.

11) (MAUA, SP) Uma caixa contém 11 bolas de 1 a 11. Retirando-se uma delas ao acaso,
observa-se que a mesma traz um nimero impar. Determine a probabilidade de que esse seja
menor que 5.

Os alunos poderdo ter dificuldade na Questdo 1, pois acreditamos que ficardo presos
apenas aos conceitos de eventos independentes e ndo perceberdo que para resolver terdo que
utilizar a formula P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) para descobrir P(ANB). Julgamos,
também que poderdo ter dificuldade nas questdes 5 e 6, itens (b) e (c), pois envolve
probabilidades de eventos complementares. Nas demais questbes (2, 3, 4, 8, 9, 10 e 11)
acreditamos que conseguirdo resolver sem grandes problemas, pois sdo questdes que
envolvem calculos simples de Probabilidade Condicional e intersecdo de eventos

independentes.

5.2.12 Analise a Posteriori e Validacdo da Aula 5

Nesta etapa faremos uma pequena descricdo da experimentacdo da Aula 5 e em

seguida, passaremos para a analise a posteriori desta aula.
Experimentacéo da Aula 5

A Aula 5 foi aplicada no dia 02 de dezembro de 2011. Na turma da manha a aula
iniciou com atraso, pois a sala reservada para o PIBID estava lotada de cadeiras do auditorio
que estava em reforma. Tivemos assim que improvisar um local. A aula aconteceu na
biblioteca, que também estava com pouquissimo espaco por conta dos novos livros didaticos,
e tivemos que afastar estes livros com auxilio dos alunos. Na turma da manhd a aula ocorreu
de 9h as 12h com 20 min de intervalo, estando 11 alunos. Na turma da tarde no horario de 15

as 17h, estando presentes 3 alunos.

Anélise a Posteriori e Validagdo da Aula 5
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Nas duas turmas os licenciandos comegaram as aulas relembrando o sorteio da aula
passada a fim de que os alunos revissem o conceito de Probabilidade Condicional. Criaram
exemplos baseados nos sorteios e resolveram estes com os alunos aplicando tal conceito.
Relembraram também a notacdo e as formulas da Probabilidade Condicional. Em seguida,

deram prosseguimento ao planejamento.
Exemplo 1

Na turma da manhd, durante a resolucdo do exemplo, alguns alunos observaram
sozinhos que P(B) = P(B|A). O licenciando aproveitou a observacdo para explicar que
quando isso acontece, dizemos que 0s eventos sdo independentes, ou seja, a ocorréncia do
evento A ndo afetou a probabilidade do evento B. Na turma da tarde foi o licenciando quem

chamou a atencdo para o fato de que P(B) = P(B|A) na situacdo descrita no exemplo acima.

Em seguida, os licenciandos formalizaram o conceito de independéncia de dois

eventos e apresentaram mais exemplos para que os alunos aplicassem o conceito formalizado.
Exemplo 2

Durante a resolucdo deste exemplo, um aluno descreveu o espaco amostral do evento
B da seguinte forma: {(5,6), (5,5), ..., (6,6)} e quando outro aluno percebeu o que ele estava
escrevendo, disse: “Nao, ¢ um dado s6”. Acreditamos que seja a falta de atencgao na leitura do

exemplo, o aluno ndo percebeu que o experimento envolvia o langamento de um dado.
Lista 5

Apos as explicacbes dos exemplos, os alunos receberam a lista de exercicios. Antes
que os alunos comecassem a solucdo da lista, os licenciandos relembraram alguns conceitos
que seriam utilizados nas questdes, tais como: probabilidade da unido de eventos; ocorréncia

de eventos simultaneos; e probabilidade do evento complementar.

Mesmo relembrando alguns conceitos, os alunos apresentaram muita dificuldade em
resolver a lista, principalmente as Questbes 1, 5 e 6, como haviamos previsto na analise a
priori. Alguns resolveram a lista toda e outros apenas até a Questdo 5, mas o tempo todo

pediam auxilio aos licenciandos.

Devido a falta de tempo, tivemos que encerrar a aula sem que todos pudessem
terminar a lista. Por isso a correcdo no quadro foi feita até a Questdo 5. Na turma da manha

tinhamos a possibilidade de estender a aula e por isso conseguimos cumprir o planejamento
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prévio. No final da aula avisamos que a aula seguinte ocorreria as 9h para os dois turnos e que

haveria um teste.

Nesta aula observamos que ndo houve nenhum dialogo relevante para andlise.
Acreditamos que isso ocorreu pela auséncia de atividades fora do convencional. Nas aulas

com essas atividades, os dialogos sugiram naturalmente e os alunos participaram mais.

5.2.13 Analise a Priori da Aula 6

Nesta se¢do apresentamos as varidveis microdidaticas e a descri¢do de cada atividade

juntamente com as previsdes dos possiveis comportamentos dos alunos em relacdo a Aula 6.
Variaveis Microdidaticas Associadas a Dimens&o:
1. Didatica

a) Utilizacdo de uma lista de exercicios envolvendo os conceitos trabalhados
nas aulas anteriores a fim de colhermos informagfes para a analise a

posteriori.

A Aula 6 foi deixada para os licenciandos planejarem sozinhos. A ideia inicial seria
permitir que os alunos pudessem revisar 0os conceitos trabalhados nas aulas anteriores por
intermédio de uma lista de exercicios.

Os contetdos abordados nesta aula sdo os que ja foram estudados, ou seja:
experimento aleatério e deterministico; espaco amostral infinito, equiprovavel e nao
equiprovavel; conceitos Frequentista, Classico, Geométrico e Condicional de Probabilidade;
probabilidade da unido, intersecdo e complementar de eventos; e eventos dependentes e
independentes. Assim, 0 objetivo da aula é aplicar os conceitos trabalhados anteriormente nas

atividades propostas.

A ideia € iniciar a aula, por intermédio de uma conversa informal sobre o0s conceitos ja

estudados com a intengdo de verificar se os alunos lembram-se deles das aulas anteriores.

Apos este momento inicial, os licenciandos irdo distribuir uma lista de exercicios e
dirdo que esta sera resolvida individualmente, como se fosse um teste, pois este material sera

recolhido. Segue a lista de exercicios realizada pelos licenciandos:

Lista 6 (Exercicios de Revisdo)
1) Uma urna contém 15 bolas: 5 azuis, 5 vermelhas e 5 pretas. Responda o que se pede.

a) Diga se o espaco amostral é composto de elementos equiprovaveis ou nao
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

equiprovaveis. Justifique sua resposta.
b) Qual a probabilidade de sair uma bola vermelha?

3

Uma moeda “viciada” é langada 4000 vezes, ocorrendo 2800 caras. A probabilidade de
ocorrer cara nesta moeda é de?

Uma moeda foi langada 200 vezes e forneceu 102 caras, entéo a frequéncia relativa de caras
é de?

(VIALLI, adaptacdo da APOSTILA 1V)

Um dado foi lancado 100 vezes e a face 6 apareceu 18 vezes, entdo a frequéncia relativa do
evento é de?

(VIALLI, adaptacdo da APOSTILA 1V)

Trés moedas sdo jogadas simultaneamente. Qual é a probabilidade de se obter pelo menos
duas caras?

A probabilidade de um atirador acertar o alvo é de 2/5. Sabe-se que 0s raios das
circunferéncias estdo ordenados do maior para 0 menor e que 0s mesmos sdo R;=1 cm (parte
dos 500 pontos), R,=3 cm (parte de 400 pontos), Rs= 5 cm (parte dos 300 pontos), R,= 8 cm
(parte de 200 pontos), Rs= 12 cm (parte de 100 pontos). Como mostra a figura:

P
P S

a) Calcule a probabilidade do atirador fazer 500 pontos.

b) Qual a probabilidade do atirador errar o alvo?

c) Qual é a probabilidade do atirador errar o alvo
correspondente a regido de 500 pontos?

ey e

Figura 5.42: Alvo ordenado

No experimento de registrar o nimero de pecas defeituosas fabricadas por uma maquina,
num determinado dia, determine o espago amostral e os eventos ‘“numero de pecas
defeituosas num determinado dia é 8” e “niimero de pegas defeituosas num dia é menor que
5”.

Classifique os experimentos abaixo em aleatério e deterministico:

a) Joga-se um dado e observa-se o nimero obtido na face superior.

b) Joga-se uma moeda 4 vezes e observa-se 0 nimero de caras obtido.

c) Anotar a velocidade de um corpo atingir o solo, apds cair em queda livre de certa
altura.

d) Um lote de 10 pecas contém 3 defeituosas. As pegas sdo retiradas uma a uma sem
reposicdo até que a ultima defeituosa seja encontrada. Conta-se 0 nimero de pecas
retiradas.

e) Uma lampada nova é ligada, e observa-se o tempo gasto até queimar.




119

f) A velocidade méxima para um veiculo realizar uma curva de raio R.

9) Lancado sucessivamente um dado e uma moeda, qual é a probabilidade de se obter o
resultado (cara, 5)? Qual a probabilidade de se obter (coroa, n° par)?

10) Retirando-se duas cartas ao acaso, sem reposicdo, de um baralho de 52 cartas, qual a
probabilidade do naipe da primeira ser de paus e da segunda ser copa?

11) Uma moeda € langada 4 vezes. Qual é a probabilidade de sair pelo menos uma cara?

12) Um nimero é sorteado ao acaso entre os 100 inteiros de 1 a 100.

a) Qual a probabilidade de o namero ser par?
b) Qual a probabilidade de o nimero ser par, dado que é menor que 50?
c) Qual a probabilidade de o nimero ser divisivel por 5 dado que é par?

Todas as listas de exercicios foram preparadas pelos licenciandos, porém, nesta lista
eles se atrapalharam por ser final de periodo na faculdade, fizeram em cima da hora e néo
tivemos tempo de discutir as questdes e fazer possiveis mudancas para adequar a lista de
acordo com a proposta inicial (ajustar enunciados, retirar ou acrescentar questdes, analisar o

nivel de dificuldade das questdes e discutir as resolucdes).
As questdes:

e 1,5e9trabalnam com um calculo simples de probabilidade. O item (a) da questéo
1 explora o conceito de espaco amostral equiprovavel;

e 2, 3e4 abrangem o conceito Frequentista de Probabilidade;

e 10e 12 compreende o conceito de Probabilidade Condicional;

e 8 explora o conceito de experimentos aleatdrio e deterministico;

Julgamos essas questdes faceis e por isso acreditamos que os alunos ndo terdo

dificuldades de respondé-las, uma vez que se lembrem de todos os conceitos envolvidos.

A Questdo 11 envolve um calculo simples de probabilidade, mas talvez os alunos
poderdo ter dificuldade para enumerar os elementos do espaco amostral do evento, pois cada

elemento é um quatérnio de resultados.

O enunciado da Questdo 6 € um pouco diferente da primeira questdo trabalhada na
lista de exercicio da Aula 3. Talvez os alunos ndo percebam esta diferenga e resolvam com o
mesmo raciocinio utilizado na Questdo 1 da Aula 3. Seguindo este raciocinio, resolverdo de

forma equivocada, pois no item (a) é necessario considerar a probabilidade do atirador acertar
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0 alvo (sabendo que o atirador acertou o alvo, calcular a probabilidade de ele fazer 500
pontos). O item (b) envolve a probabilidade de eventos complementares e o item (c) explora a
probabilidade complementar da calculada no item (a). Acreditamos que, por tudo isso 0s
alunos terdo muita dificuldade em responder esta questao.

A Questdo 7 compreende o conceito de espaco amostral e evento. E uma questéo facil,
mas 0 seu enunciado esta confuso, talvez, por isso os alunos ndo consigam respondé-la por

nao entenderem o enunciado.

Se tivéssemos tido tempo para discutir as questdes da lista teriamos feito as
modificacOes necessarias nas Questdes 6 e 7 a fim de facilitar a sua leitura e resolugdo.

5.2.14 Analise a Posteriori e Validacao da Aula 6

Nesta etapa faremos uma pequena descricdo da experimentacdo da Aula 6. Em

seguida, passaremos para a analise a posteriori da Aula 6.
Experimentacéo da Aula 6

A Aula 6 foi aplicada no dia 09 de dezembro de 2011 em um Unico horario para 0s
alunos da manhd e da tarde, pois os alunos ja haviam encerrado as suas aulas regulares, era

semana de segunda chamada das provas e estiveram presentes 11 alunos.

Haviamos avisado aos alunos na aula anterior que, apds a aula, iriamos festejar o
encerramento das atividades. Quatro alunos nédo fizeram o teste, mas chegaram a tempo para a

comemoracao.
Analise a Posteriori e Validacédo da Aula 6

Os licenciandos comecaram a aula através de uma conversa informal, a fim de que os
alunos pudessem relembrar os conceitos ja estudados. Apds este momento inicial,
distribuiram a lista com as questdes e explicaram que a mesma era para ser resolvida

individualmente, sem qualquer tipo de auxilio, com a seriedade de uma prova.
Lista 6 — Questao 1

Segue uma pequena analise das respostas dadas pelos alunos e ao final um quadro

resumo dos resultados.

No item (a), dois alunos cometeram erros conceituais, classificando em ndo

equiprovavel, mas para justificarem utilizaram argumentos que se aplicariam a experimentos
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equiprovaveis, ou seja, confundiram as definicbes. Dentre os alunos que fizeram
corretamente, alguns cometeram erros processuais, acreditamos que por falta de atencéo,

como por exemplo, erros na simplificacdo do resultado. Segue um resumo das respostas dadas

pelos alunos:
Acertos || Erros conceituais | Erros processuais. | Deixou em branco.
(1a) 5 2 4
(1b) 9 3 1

Tabela 5.10: Acerto x erros da questdo 1

Lista 6 — Questéo 2

Analisando a Questdo 2 o termo “Probabilidade” foi empregado de forma incorreta. O
certo seria substituir “probabilidade” por “frequéncia relativa”. O erro ocorreu devido a falta
de tempo habil para a analise de adequacdes e correcdo das questdes. Porém, pelas respostas,
acreditamos que este erro ndo tenha interferido na interpretagao da questéo.

Observamos varios tipos de registros nas respostas corretas. Tivemos respostas
utilizando a notacéo de porcentagem, nimeros decimais e de fracao, assim percebemos que 0s
alunos ndo ficaram condicionados em utilizar apenas um dnico tipo de registro. Novamente

apareceram erros na simplificacéo do resultado.

Vale ressaltar respostas de dois alunos, nos quais descrevem o raciocinio utilizado
para chegar ao resultado. Embora a questdo ndo exigisse justificativas, esses alunos tentaram

explicar a maneira que resolveram a questéo.

e Aluno E: “Se cada 1000 for considerado 25%, saindo 2000 caras obtemos 50%. Sem

fazer esforco, como temos 800 que € quase 1000, temos mais 20%. Resultado 70%. ”

2800 o . . ,
e Aluno I: 2000 = 70%. “Se tivesse ocorrido 2000 caras seria 50% porque é a metade

de 4000”.

Segue um resumo do resultado:

Acertos || Erros processuais | Deixou em branco.
10 1 1

Tabela 5.11: Acerto x erros da questéo 2

Lista 6 — Questao 3

Um aluno resolveu a questdo dividindo o nimero de langamentos pela frequéncia

absoluta. Desta forma, obteve um nimero maior que 1 e, mesmo assim, ndo percebeu o
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equivoco. Acreditamos que o erro foi devido a falta de atengdo, pois nas questdes anteriores e
na proxima questdo este mesmo aluno fez o célculo corretamente. Outro equivoco foi
confundir a frequéncia relativa com o valor da probabilidade, pois usou a notacdo de
probabilidade.

Outro aluno atribuiu ao numerador o nimero 100, ao invés de 102. Talvez tenha sido
por falta de atencdo ou por associar a ideia de probabilidade ao nimero 100 como
porcentagem.

Tivemos apenas um resultado em branco, acreditamos que o0 aluno ndo respondeu esta
questdo por ndo saber o que significava frequéncia relativa, pois a diferenca desta questéo
para a anterior, a qual respondeu corretamente, € a substituicdo do termo probabilidade por

frequéncia relativa. Segue um resumo das respostas dadas pelos alunos:

Acertos | Erros conceituais | Erros processuais | Em branco
8 1 2 1

Tabela 5.12: Acerto x erros da questdo 3

Lista 6 — Questdo 4

Tivemos duas respostas em branco, e em uma delas acreditamos que o aluno nao
respondeu por ndo saber o que significava frequéncia relativa, pois se trata do aluno que
respondeu corretamente a Questdo 2 e deixou em branco as Questbes 3 e 4, cuja unica

diferenca entre as elas foi o termo frequéncia relativa.

Observamos um erro processual no momento em que foi expressar sua resposta em
porcentagem. Acreditamos que, por falta de atencdo, confundiu o nimero 18 com 12 e

escreveu 12%. Segue um resumo do resultado:

Acertos | Erros processuais || Em branco
8 1 2

Tabela 5.13: Acerto x erros da questéo 4

Lista 6 — Questdo 5

Devemos ressaltar que neste tipo de questdo e na Questdo 11 deveriam ter sido
exploradas na Aula 4 e ndo foram, pelos motivos j& mencionados na analise a posteriori da
Aula 4. Embora os licenciandos ndo tivessem trabalhado este tipo de questdo anteriormente
com os alunos, resolveram inclui-las nesta lista (avaliacdo final). N&o tivemos tempo de
avaliar as listas antes da aplicacdo, pois foram preparadas sem tempo habil para a adequacgéo e

corregdo, 0 mesmo motivo que impossibilitou a adequacédo da Lista 4.
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Sete alunos cometeram uma sequéncia de erros:

(1) ndo descreveram o espacgo amostral;

(2) consideraram a cardinalidade do espaco amostral como sendo trés, ou seja,
relacionaram a quantidade de moedas a cardinalidade do espaco amostral;

(3) associaram a quantidade de caras a cardinalidade do evento;

(4) ndo souberam interpretar a expressao “pelo menos”.

Um aluno marcou a opgdo (c). Embora ele tenha determinado corretamente o nimero
de elementos do espaco amostral, ndo soube precisar o nimero de elementos do evento.
Acreditamos que tenha interpretado errado a expressdo “pelo menos 2 caras”, deixando de

contar a ocorréncia de trés caras.

Trés alunos marcaram a op¢ao correta, porém apenas dois responderam corretamente.
Embora a questdo ndo tenha exigido justificativa, um aluno a forneceu, mostrando que acertou

por coincidéncia. Descreveu o seguinte: “Uma moeda com 2 faces, a possibilidade de ocorrer
1 . . ..
cara é 5'” Acreditamos que talvez possa ter considerado apenas o lancamento de uma Unica

moeda e a probabilidade de se obter cara. Segue um resumo das respostas dadas pelos alunos:

Acertos | Marcaram a opcéo (e) | Marcaram a opg¢do (c) | Acertou por coincidéncia
2 7 1 1

Tabela 5.14: Acerto X erros da questdo 5

Lista 6 — Questao 6

No item (a) seis alunos responderam incorretamente, conforme previmos na analise a
priori. Utilizaram o mesmo raciocinio da questdo realizada em sala. Se a situacdo fosse a
mesma, teriam acertado. Na quest&o trabalhada anteriormente, discutia-se o seguinte: “Se em
certo momento temos a informacéo de que o atirador acertou o alvo, perguntamos, qual deve
ser a probabilidade de que tenha atingido o disco central”. Na questdo atual, eles ndo

consideraram a probabilidade do atirador acertar o alvo, calcularam a area total do alvo e a
n(E) 1

area da regido de 500 pontos e escreveram: P = — = —,
n(s) 144

Os mesmos seis alunos mencionados no item (a) foram os que acertaram o item (b).
Dentre esses, apenas dois utilizaram o raciocinio correto no item (c), porém como haviam

errado o valor da probabilidade do item (a), ndo acertaram o valor correto do item (c),
143 - ~ .
respondendo T Os demais ndo souberam responder deixando em branco ou respondendo

errado ao tentar calcular algumas areas. Segue um resumo do resultado:
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Acertos Utiliz_ou o raciocinio | Errou em dec_:orréncia Erros Em branco
realizado em sala do erro do item (a)
(6a) 6 4 1
(6b) 6 3 2
(6¢) 2 4 5

Tabela 5.15: Acerto x erros da questdo 6

Lista 6 — Questdo 7

Tinhamos previsto que o enunciado por estar confuso prejudicaria a resolucdo da
questdo. Acreditamos que isso de fato aconteceu devido ao grande nimero de alunos que a
deixaram em branco. Um Gnico aluno descreveu corretamente os eventos pedidos, mas ndo
escreveu o0 espaco amostral. Outro aluno registrou {8; 2}. Acreditamos que 0 nimero 8 esteja
relacionado ao evento: nimero de pecas defeituosas num dia € 8, e 0 numero 2 esteja
relacionado ao evento: niumero de pecas defeituosas num dia € menor que 5, demonstrando
que ndo soube interpretar a expressao “€ menor que cinco”. Segue um resumo das respostas

dadas pelos alunos:

Acertos | Erros conceituais | Erros de notagdo | Em branco
(7a) 11
(7b) 1 1 9
(7c) 1 1 9

Tabela 5.16: Acerto X erros da questdo 7

Lista 6 — Questdo 8

Seis alunos classificaram o item (d) como experimento deterministico. Talvez tenham
interpretado o enunciado errado, entendendo que o0 experimento seria contar o numero de

pecas defeituosas.

Desconfiamos que dois alunos, talvez por ndo se lembrarem dos conceitos, tenham
classificado os experimentos de forma aleatoria, pois experimentos parecidos foram
classificados de formas diferentes. Assim, por exemplo, classificaram o item (a) em aleatério

e o item (b) em deterministico.

Um anico aluno deixou esta questdo inteira em branco. Porém, como fez todas as
outras questBes e esta estava atrds da folha, provavelmente ndo a viu. Apenas um aluno

acertou todos os itens. Segue um resumo do resultado:

(8) |l Acertos | Erros | Em branco
(@ |10 1
(b) |6 4 1
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() 19 1 1
(d |3 6 2
(e |7 2 2
(M 5 4 2
(@) 17 2 2
(hy |7 2 2

Tabela 5.17: Acerto x erros da questdo 8

Lista 6 — Questdo 9

~ 2 p
Nesta questdo um aluno escreveu apenas p Talvez tenha somado o nimero de

possibilidades de resultados da moeda com do dado para obter os valores tanto do numerador
quanto do denominador, ao invés de ter multiplicado essas possibilidades.

Dois alunos consideram 0s eventos separadamente um do outro, calculando a
probabilidade de se obter cara e a probabilidade de se obter o nimero 5, porém ndo uniram
essas duas informacgdes. Da mesma forma fizeram com a probabilidade de se obter o resultado

(coroa, par). Segue um resumo das respostas dadas pelos alunos:

Considerou os eventos separadamente,
sem unir os valores obtidos

3 2 1 5

Tabela 5.18: Acerto x erros da questdo 9

Acertos Erro de célculo. | Em branco

Lista 6 — Questdo 10

. ;. . . 2
Um aluno considerou um Unico evento com 2 elementos, atribuindo a valor - haraa

13 13

probabilidade. Outro escreveu os valores corretamente, ou seja, vy porém multiplicou

denominador com numerador, ndo soube fazer multiplicacéo de frac6es. Da mesma forma, um

. .. . 13 13 1 ~
terceiro aluno raciocinou corretamente, mas escreveu 0s seguintes valores: 5 51 = T Nao

N ~ 1
sabemos o que fez para chegar a fracao v Segue um resumo do resultado:

Acertos | Erros conceituais | Erro processual || Em branco
3 2 3 3

Tabela 5.19: Acerto x erros da questdo 10

Lista 6 — Questdo 11

Nesta questdo, sete alunos repetiram o erro conforme na questdo 5. Ndo conseguiram
determinar o espaco amostral e o evento quando se trata de lancamentos simultaneos de um

mesmo elemento ou langamento com mais de um elemento, além da dificuldade de
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interpretacdo da expressdao “pelo menos”. Porém, dentre esses sete alunos, dois acertaram a
Questdo 5, que é similar. Acreditamos que tenham errado a questdo 11 por falta de atencao.
Apesar da diferenca entre os enunciados, o raciocinio envolvido é o mesmo. Na Questdo 5,
trés moedas sdo jogadas simultaneamente, enquanto, nesta, uma Unica moeda é langada 4

VEZES.

Um Gnico aluno escreveu o valor correto, mas ndo nomeou 0 espago amostral nem o
exemplo. Como errou a Questdo 5 cujo raciocinio é similar, talvez tenha acertado o valor por

coincidéncia, ou desta vez prestou atencao e interpretou corretamente.

Outro aluno considerou o espaco amostral apenas com 8 elementos. Talvez tenha
somado o numero de possibilidades de cada langamento para obter o nimero 8. Associou ao

numerador o nimero 4, relacionando-o ao nimero de lancamentos. Escreveu o seguinte:

1
ST 1757 50%. Segue um resumo das respostas dadas pelos alunos:

Acertos || Associou o n° de lancamentos e o de caras com as | Errou o célculo Em
# (espaco amostral) e # (evento) branco
1 7 2 1

Tabela 5.20: Acerto x erros da questdo 11

Lista 6 — Questdo 12

Nesta questdo o problema foi a interpretacdo dos itens (b) e (c). No item (b), dois
alunos ndo souberam interpretar a expressdo dado que é menor que 50, interpretaram menor

ou igual a 50.

Ninguém conseguiu fazer o item (c) corretamente. Um aluno respondeu de forma
equivocada o evento, pois interpretou divisivel por 5 e par, chegando ao valor de 10%. A

questdo principal ¢ a expressdo “dado que”, significando que tal evento ja ocorreu.

Outros dois alunos acertaram a cardinalidade do espaco amostral, mas erraram na
cardinalidade do evento. Um deles considerou o evento com 30 elementos e 0 outro com 5,
talvez o 5 esteja associado aos resultados dos pares divisiveis por cinco até o namero 50.

Segue um resumo do resultado:
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Considerou os

Acertos | nUmeros menores ou Nao SOUE)E‘ !‘nterprEtar,,a E!I’OU 0 =i
S expressao “dado que calculo branco
iguais a 50
(a) 8 2 1
(b) 5 2 2 3
(©) 3 3 6

Tabela 5.21: Acerto x erros da questdo 12

Para ter uma visdao melhor do que cada aluno acertou, resolvemos atribuir uma nota

para cada um. Ao atribuirmos as notas, ndo levamos em consideracdo 0s erros de

simplificacdo, arredondamentos e erros de célculo. Segue um quadro contendo a pontuagdo de

cada questdo (Q1 vale 0,59, ..., Q12 vale 1,77), a pontuacdo conseguida por cada aluno, sua

nota total e a media do percentual de acertos por questao.

Ql [Q2 |03 |Q4 [Q5 |Q6 |Q7 |08 [Q9 |Q10|Q11[Q12|Nota
Aluno /Quest.

0,5910,5910,5910,5910,59(1,77(0,59(1,18(0,59(0,5910,59|1,77]10,03
TS 0,3 10,5910 05910 0 0,19(1,03 (0 0 0 0,59 3,29
N 0,3 10,5910,5910,59|0,59(1,18 |0 1,1810,59(0,59 (0 1,18 7,38
W 0,3 10,5910,5910,5910 0 0 1,03|0 0 0,5910 3,69
D 0 0,590 0 0 1,18 |0 0,29 (0 05910 0,59 13,24
MP 0,5910,5910,5910,59 |0 0 0 0 0,590 0 1,18 14,13
E 0,3 10,5910,5910,59|0 05910 1,030 0,590 1,18 5,46
EV 0,5910,5910,5910,59 |0 05910 0,7310,2910,59|0 0,5915,15
TA 0,3 10,5910,5910,59|0 0 0 0,590 0 0 0 2,66
B 0 0 0 0 0 05910 1,03|0 0 0 0,5912,21
I 0,5910,5910,5910,59|0,59(0,59 (0 0,7310,2910,59 |0 1,18 16,04
L 0,3 10,5910,5910,5910,59(0 0,39(0,4410,59|0 0 0 4,08
Media do
gggtr:fc?stual de [55% [91% | 73% | 82% | 27% | 24% | 9% |70% | 36% [45% |9% |36% |43%

Tabela 5.22: Acerto x erros da Lista 6

Ficamos um pouco decepcionados com as notas. Foram abaixo do que esperavamos.

Porém devemos ressaltar que os alunos estavam estudando este contetdo apenas nas aulas do
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PIBID, ou seja, ndo estavam estudando em concomitancia com suas aulas regulares. Além
disso, apesar de ter sido uma avaliagéo, para eles foi uma avaliacdo que ndo valia nota e assim
ndo estudaram para tal. Participavam das aulas, mas o0 comprometimento com elas terminava

no horario das aulas. Podemos perceber que ndo havia um estudo fora do horério de aula.

Relembrar os conceitos que foram estudados hd um més, dois meses ou uma semana
sem nenhum estudo fora do horario da aula é realmente complicado. Levando tudo isso em

consideracdo, ndo da para avaliar o desempenho dos alunos somente por este questionario.

As Questdes 5, 6, 7, 9, 11 e 12 foram as que tiveram piores notas. As Questdes 5, 9 e
11 exploram experimentos com langamentos simultaneos e langamentos sucessivos e esses
conteidos foram cobrados nesta lista sem uma exploragdo anterior durante as aulas.

Acreditamos que isso explique o baixo rendimento.

A Questdo 6 foi aquela em que a maioria dos alunos resolveu utilizando o raciocinio
similar a outra realizada durante as aulas. O que poderia ter evitado esta confusdo seria
explorar esta questdo nas varias situacdes (sabendo que o atirador acertou o alvo, e sabendo a

probabilidade de ele acertar o alvo) durante as aulas.

A Questdo 7 tinha o enunciado confuso e teria sido uma questao facil se o enunciado
estivesse mais claro. Atribuimos o baixo rendimento da Questdo 11 a ma interpretacdo por
parte dos alunos, o que poderia ter sido amenizado se tivéssemos trabalhado com um nimero
maior de questdes similares durante as aulas. Porém o tempo ndo nos permitiu trabalhar com

todas essas variedades de questdes.

De uma forma geral, avaliando as aulas, as participacdes e os resultados em cada aula,
acreditamos que tenha sido positivo e que tenha acrescentado aos alunos muito mais do que
essas notas expressam. Em outra oportunidade de revisdo desses conceitos em suas aulas
regulares, acreditamos que os alunos terdo condi¢fes de aprender muito mais a partir dessa

pequena introducdo que tiveram sobre Probabilidade.
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6. REFLEXOES E APRIMORAMENTO DA PROPOSTA INICIAL

O resultado principal da engenharia didatica é avaliar a sequéncia didatica, a fim de
sugerir modificagGes decorrentes da aplicacdo e da analise a posteriori com o propésito de
aprimora-la. Tentaremos recuperar 0s erros e o0s problemas identificados pela banca de
qualificacdo e 0s ndo previstos surgidos durante a aplicacdo. Algumas sugestdes foram
realizadas durante a analise a posteriori, porém iremos retoma-las a fim de apresentar de uma
Unica vez as corre¢cdes que consideramos necessarias para aprimorar a nossa proposta inicial.
Seguem as modificacOes referentes ao planejamento da Aula 2, que se encontra inicialmente
na analise a priori, paginas 63, 64 e 65.

A Atividade 4 fazia mencdo as Atividades 2 e 3. Nestas, 0s alunos deveriam associar
um espaco amostral a dois experimentos diferentes. Com o intuito de melhor explorarmos o
conceito de espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel inserimos os itens (b) e (c) na

Atividade 4 e alguns espacos amostrais na Atividade 5.

Descricdo da Atividade 04: Os licenciandos retomarao as duas Ultimas atividades para que os alunos
possam:

a) classificar os espacos amostrais que associaram ao experimento em equiprovavel e ndo
equiprovavel.

b) associar um espaco amostral de elementos equiprovaveis.

¢) associar um espaco amostral de elementos ndo equiprovaveis.

Descricdo da Atividade 5: Observe 0s espacos amostrais referentes aos experimentos aleatdrios
abaixo e classifique-os em espago equiprovavel ou ndo equiprovavel.

a) Uma urna contém 3 bolas brancas, 2 vermelhas e 5 azuis. Uma bola é escolhida ao acaso na
urna.

Q, = {branca, vermelha, azul}.
Q, = {by, by bs, V1, Vo, &1, &, 83, a4, as}
Onde b= bola branca, v = bola vermelha e a= bola azul.

b) Uma urna contém 6 bolas pretas, 2 bolas brancas e 10 amarelas. Uma bola é escolhida ao
acaso.

Q, = {preta, banca, amarela}.
Q, = {p1, P2, Ps, P4, Ps, Ps, b1, b2, &1, @2, &3, a4, 85 86, a7, A, A9, A10}
Onde p= bola preta, b = bola branca e a= bola amarela.

Q; = {preta, preta, preta, preta, preta preta, branca, branca amarela, amarela,
amarela, amarela, amarela, amarela, amarela, amarela, amarela, amarela}.
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Q4 = {p1, P2, P3, Pa, Ps, Pe, b1, b2, 84, &z, @3, &4, 85 A6, 37, 8s, A9, A0, V1}
Onde p= bola preta, b = bola branca, a= bola amarela e v = boa verde.

c) Dois dados, um verde e um vermelho, sdo lancados e observados os nimeros das faces de
cima.

Q. ={(1,1),1,2),..,(1,6),... (6 6)}
Q, ={(a, b): a, b e R}

Além disso, sugerimos alterar uma questdo da lista de exercicios a fim de explorar o
conceito de espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel vinculando com os conceitos

Frequentista e Classico. Tal questdo se encontra inicialmente na analise a priori, pagina 70.

Lista 2 (Exercicios de Revis&o)

4) Uma urna contém 3 bolas brancas, 2 vermelhas e 5 azuis. Uma bola é escolhida ao acaso na
urna. Determine.

a) Um espaco amostral associado a este experimento que seja equiprovavel. Posso
aplicar a definicao Cléassica de probabilidade neste experimento? Justifique.

b) Um espaco amostral associado para este experimento que seja néo
equiprovavel. Posso aplicar a definicdo Classica de probabilidade neste
experimento? Justifique.

Além das modificacdes acimas, verificamos a necessidade de inserirmos uma pequena
consideracdo no planejamento da Aula 3, que se encontra inicialmente, na analise a priori, na

pagina 79, como segue:

Axiomas e Algumas Propriedades Importantes da Probabilidade:

Seja E um experimento aleatério com um espago amostral associado S. A cada evento A € S,
associa-se um numero real, representado por P(A) e denominado “probabilidade de A”, que satisfaz
as seguintes axiomas (1, 2, 3) e propriedades (4, 5, 6):

1. 0<PQA)<I
2. P(S)=1
3. Se ANB =0 entio P(AUB) = P(A) + P(B)

Devido a complexidade do assunto, daremos énfase a justificativa dos resultados através de
alguns exemplos com forte apelo a concepcdo classica. Sendo S um espago amostral
equiprovavel, finito e ndo vazio, e A um evento de S, tém-se:

4. P(@)=0
Justificativa: P(Q) =@ = 0 =0

n©S)  n(S)

Sugerimos também acrescentar, a lista de exercicio da Aula 3, a seguinte questao:

Seja E= {1, x, 2} um epaco amostral. Define-se uma funcdo P em E do seguinte modo:
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a) PE1} =P({x}) =P{2}) =+
b) PH1Y =PHX}) =5 PE2}) =-1

1 1

0 PN =5 PEx}) =5 P2 =7
1
2

1 1

d) P =5 PEx}) =5 P2} =
Em qual desses casos P é uma probabilidade?
(Questdo adaptada de Caruncho, J. et al. (1988) apud Ortiz (2002, p.181)).

Sentimos a necessidade de criarmos um planejamento de uma aula, para inserir entre
as Aulas 4 e 5, com atividades que permitissem os alunos interpretar dados e tomar decisdes
sob incerteza utilizando o raciocinio probabilistico. Além disso, considerdvamos inicialmente
que a Probabilidade Subjetiva ndo cabia de forma adequada no Ensino Médio. Porém, quando
questionados durante o exame de qualificacdo sobre o conceito Subjetivo, ficamos tentados a
incorpora-lo em um nivel simples de conscientizacdo. Avaliamos que uma possibilidade de

tratarmos a Probabilidade Subjetiva seria propondo questdes filosoficas a seu respeito.

Como esta aula surgiu em decorréncia de nossas analises a posteriori e pela tentativa
de adequar nossa proposta inicial as sugestdes da Banca de Qualificacdo, elaboramos uma

sequéncia didatica que nomeamos de “4.1”, como segue.
Sequéncia Didatica da Aula 4.1

Nesta secdo apresentamos as variaveis microdidaticas e a descri¢cdo de cada atividade

juntamente com as previsdes dos possiveis comportamentos dos alunos em relacdo a Aula 4.1.
Variaveis Microdidaticas Associadas a Dimensé&o:
1. Epistemoldgica

a) Estudo da Probabilidade aplicada a tomada de deciséo sob incerteza.
b) Aplicacdo dos conceitos Frequentista e Condicional.
c) Consideracdes de ordem filoséfica a respeito do conceito de Probabilidade
Subjetiva.
d) Confrontacdo entre os conceitos Subjetivo, Classico e Frequentista da
probabilidade, apenas em nivel filosofico.
2. Didatica

a) Realizagcdo de um experimento empiricamente que permite dar inteligibilidade

ao célculo probabilistico associado a esse experimento.
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b) Utilizacdo de exemplos a fim de dar inteligibilidade as questdes filosoficas
referentes ao conceito Subjetivo.

c) Utilizacdo de exemplos a fim de confrontar a aplicabilidade dos conceitos
Classico, Frequentista e Subjetivo da probabilidade.

Nesta aula iremos propor uma situacdo que permite os alunos a tomar decisdo sob

incerteza. Os objetivos s@o apresentados a seguir.

1.

Interpretar dados e tomar decisGes sob incerteza utilizando o raciocinio
probabilistico.

Simular os experimentos sob as mesmas condi¢des em certo nimero de vezes e
calcular a frequéncia relativa do evento em questéo.

Perceber que o conceito de Probabilidade Condicional esta subjacente na questao.
Entender que a probabilidade tedrica estudada na situacdo-problema pode ser
inteligivel a luz das simulacdes propostas em sala de aula com um grande nimero
de realizac0es.

Entender que na préatica hd apenas a avaliacdo da chance, e que nesta, mesmo se
baseando em um raciocinio probabilistico, ndo garante a certeza do evento, ou
seja, ndo é possivel garantir o sucesso de um evento, porem ha maior chance de
sucesso se baseando em um raciocinio probabilistico correto.

Refletir as consideracdes apresentadas num nivel filoséfico a respeito do conceito
de Probabilidade Subjetiva.

Entender a confrontagcdo entre os conceitos Subjetivo, Classico e Frequentista da

probabilidade, essencialmente em nivel filoséfico ou através de exemplificaces.

Apo6s 0 momento inicial, propde-se apresentar a Atividade 1 para os alunos e expor

situacbes que ensejem discussbes e consideracbes sobre tomadas de decisdo e suas

justificativas. Além de discutir sobre a regularidade que o experimento aleatério apresenta ao

ser (realizado) observado num grande nimero de vezes, e que a probabilidade ndo garante a

ocorréncia de um dado evento como ““fazer sol”. Porém, ha mais chance de fazer sol do que

chover.

Descricdo da Atividade 1: Se a meteorologia nos disse que a probabilidade de que amanha faga sol é
de 80%, significa que, por 100 dias, com as condi¢Bes climaticas observadas hoje, para o dia
seguinte, em 80 dos 100 casos, fez sol. Como vocé pode ver esta informacao ndo te da certeza do que
vai acontecer amanhd, mas ndo deixa de ser util. VVocé pode preparar sua viagem com alguma
confianga de que ndo acontecerd chuva amanha? Justifique.

(Adaptada de Guzman, M. et al. (1988) apud Ortiz (2002, p.175))
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Apos as discussdes referentes a tomada de decisdo sob incerteza utilizando o raciocinio
probabilistico na primeira atividade, propomos a segunda atividade.

Descricdo da Atividade 2: VVocé esta participando de um jogo chamado "Porta da Felicidade", da
seguinte forma: O apresentador do programa mostra a voceé trés portas e uma delas esconde um carro
como prémio e as outras duas ndo oferecem nada e o colocam fora do jogo. O que acontece? Vocé
escolhe uma porta e o apresentador abre uma outra porta vazia ndo escolhida por vocé. Assim ainda
ha a chance de vocé ganhar o carro. Mas ele agora Ihe oferece a oportunidade de mudar de porta.

a) O que vocé faz? Fica com a mesma porta escolhida ou muda para a outra porta?

b) Determine a probabilidade inicial de vocé ganhar o prémio antes do apresentador abrir uma
porta vazia ndo escolhida por vocé.

c) Determine a probabilidade de vocé ganhar o prémio considerando a sua resposta no item (a).
(Adaptada de Rocha e Fernandes, 2012)

Deve-se propor um debate sobre qual a decisdo a ser tomada a luz da incerteza por
meio das respostas apresentadas pelos alunos. Esperamos que alguns alunos respondam o item
(a) de forma aleatoria ou se baseiem em um raciocinio equivocado de que ndo faria diferenca
trocar de porta, ou seja, atribuir equivocadamente um valor de 50% para o item (c), o que é

muito mais intuitivo, embora errdneo.

A ideia inicialmente é apenas discutir as possiveis respostas apresentadas pelos alunos
sem corrigi-las como com certas ou erradas. Porém o professor deve estar atento aos

equivocos, para que possa retoma-los apos a Atividade 3.

Descricdo da atividade 03: Trés cartas de cartolina, das quais uma tem o desenho de um carro e as
outras duas 0 vazio representando as “portas”, sdo dadas a cada par de alunos. Um sera responsavel
pelo embaralhamento das cartas, tendo a visualizagcdo de onde se encontra o carro para si, ou Seja,
fard o papel do apresentador do programa. O outro aluno, fazendo o papel de jogador, deve
inicialmente escolher uma carta. Em seguida o que tem acesso a informacdo deve mostrar uma outra
carta sem o carro, exclui-la, e o aluno jogador deve entdo escolher a estratégia de mudar de carta. Se
na mudanga da carta o aluno-jogador ganha o carro entdo registra-se um acerto, caso contrario
registra-se zero. Finalmente mudam-se os papéis exercidos, o apresentador da primeira fase torna-se
0 jogador e o jogador da primeira fase torna-se o apresentador, e o aluno jogador deve entdo escolher
a estratégia de ndo mudar de carta.

Apos a realizacdo dos experimentos, deve-se reunir os resultados de cada dupla a fim de calcular as
frequéncias relativas dos eventos em questao.

a) Qual a taxa empirica de acertos da estratégia adotada pela mudanca da primeira escolha da
"porta™?

b) Qual a taxa empirica de acertos da estratégia adotada pela ndo mudanca da primeira escolha da
"porta"?

c) De acordo com os itens (a) e (b) retome os itens da Atividade 2.
(Adaptada de Rocha e Fernandes, 2012)
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Escolhemos a atividade acima, pois o0s alunos realizardo empiricamente o experimento
equivalente a Atividade 2. Além disso, consideramos este problema dificil de ser estudado
formalmente. Justamente por isso optamos pelo conceito Frequentista da probabilidade a fim
de dar melhor inteligibilidade a esses questionamentos.

Novamente, cabe aqui a discussdo proposta na Atividade 1, ou seja, que a
probabilidade estudada na situacdo problema atribui um valor numérico da factibilidade de
um evento baseado na taxa de ocorréncia que o experimento aleatorio apresenta ao ser
repetido em um grande numero de vezes. Além disso, discutir que em geral ha uma Unica
realizacdo, mesmo se baseando em um raciocinio probabilistico, trocar de porta ndo oferece

garantia de que ganhara o prémio, porem oferece mais chance de ganha-lo.

Talvez, mesmo depois de todas as discussdes € possivel que permaneca algum aluno
com alguma duvida sobre os resultados obtidos. Para tentar sanar alguns equivocos
provocados pela intui¢do o professor podera fazer as seguintes observacgdes:

“Existem trés portas, A, B e C. Quando vocé escolheu uma delas, digamos a A, a

. . . 1 A
chance de que ela seja a premiada é de > Consequentemente, as chances de que vocé tenha

errado, ou seja, de que 0 prémio esteja nas outras duas portas B ou C sdo de g O importante é
considerar que a chance de que o prémio esteja nas outras portas que vocé ndo escolheu sdo
de 2

Basta notar que o apresentador abrira sem erro uma dessas outras duas portas que nao
contém o prémio. Ao fazer isso, ele estd Ihe dando uma informacdo valiosa: se 0 prémio

estava em uma das portas que vocé ndo escolheu, entdo agora ele s6 pode estar na porta que

vocé ndo escolheu e ndo foi aberta. Ou seja, se vocé errou ao escolher uma porta, e as chances
disto sdo de 2 entdo toda vez que vocé tiver escolhido inicialmente uma porta errada, ao
trocar de porta vocé ird com certeza ganhar.

Como as chances de que vocé tenha errado em sua escolha inicial sdo de z se vocé
trocar de porta suas chances de ganhar serdo de g Inversamente, a chance de que vocé ganhe

se ndo trocar de porta continua sendo de apenas % Portanto, a probabilidade nos diz que €

mais vantajoso trocar de porta.”

Se, mesmo assim, as duvidas permanecerem, o professor podera propor que se tente

imaginar o problema com 1.000 portas. VVocé escolhe uma porta, e entdo o apresentador abre
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todas as outras 998 portas ndo premiada. Restam apenas duas portas, a que vocé escolheu

inicialmente e a outra oferecida para troca, em apenas uma delas tem o prémio.

Com 1.000 portas, suas chances iniciais de ganhar o prémio eram de ﬁ = 0,001.

Vocé pode ter quase certeza (ou mais precisamente, 99,9% de “certeza”) que 0 prémio estava
em alguma das outras portas. E depois de ter aberto as 998 portas ndo premiadas, se 0 prémio
estava em alguma das outras portas, ele s6 pode estar naquela porta que ele oferece para troca.
Com 99,9% de chance, se vocé trocar, ird ganhar o prémio (Pereira de S4, I. e Pereira de S4,
V. G., 2007 e 2008).

Apobs essas questdes de tomada de decisdo sob incerteza, iniciaremos a apresentacdo
das questdes filosoficas relacionadas ao conceito Subjetivo que julgamos adequadas ao nivel

médio.

Descricdo da Atividade 4: Deve-se iniciar uma discussao a respeito da aplicabilidade dos conceitos
Classicos e Frequentistas. Para isso, pode-se perguntar, por exemplo:

e Quando podemos aplicar a probabilidade Classica?

e Realizamos um experimento do lancamento da tachinha e observamos a sua posi¢do ao cair
tocar o chdo. Neste experimento, estimamos a probabilidade da tachinha tocar o chdo com a
ponta e cabeca, e 0 evento de sé tocar a cabeca. Por que ndo podemos aplicar o conceito
Cléassico neste experimento?

e Qual conceito pode ser aplicado em um espaco amostral ndo equiprovavel e cujos
experimentos ndo possam ser realizados em um grande ndmero de vezes sob as mesmas
condicdes?

e Por exemplo: amanha vocé fard uma entrevista de emprego. Qual é a probabilidade de que
tenha sucesso nesta entrevista?

Observemos que o avaliador terd os seus critérios para avaliar. Além disso, a entrevista amanha é
Unica.

Para responder questdes como essa, a ciéncia sentiu a necessidade de criar um novo conceito de
probabilidade, o conceito Subjetivo. Este conceito tem grandes implicacbes em &reas amplas de

estudos hoje na Estatistica, e apenas o citaremos como ilustragdo para uma nova interpretacdo de
probabilidade.

Escolhemos a Atividades 4 a fim de confrontarmos as especificidades dos conceitos
Cléassico, Frequentista e Subjetivo da Probabilidade, fazendo uso de exemplos trabalhados em
aulas anteriores. Esperamos que os alunos se lembrem das restricdes dos conceitos Classico e
Frequentista, ou entdo que o professor os relembre utilizando os experimentos ja realizados
em sala. Apos esses questionamentos de ordem filosofica, referentes aos conceitos Classico,
Frequentista e Subjetivo, apresentaremos uma defini¢cdo do conceito Subjetivo e suas devidas

exemplificagdes de aplicagéo.
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Formalizagéo

Define probabilidade como o grau de crenca, com base em conhecimento pessoal e na
experiéncia, que a pessoa atribui em um determinado evento.

A probabilidade subjetiva é frequentemente empregada naquelas situacdes em que a
repeticdo do experimento ndo pode ser realizada ou que ndo pode ser realizada em idénticas
condi¢des, como por exemplo em algumas decisdes em Economia ou diagnéstico medico.

Demais exemplos:

1. Estimar a probabilidade de que o time de futebol da Ponte Preta disputara a final do
campeonato nacional.

Estimar a probabilidade de que vocé obtenha conceito 10 neste curso.

Qual é a probabilidade de que a situacdo da economia de nosso pais esteja melhor ao
fim do préximo ano?

4. Qual é a probabilidade da existéncia de vida organica em Saturno?

Um paciente € submetido a um novo tipo de cirurgia e deseja-se saber se ele ficara
bom.

6. Num jogo de futebol entre dois times, deseja-se saber quem vencera.
7. Uma pessoa deseja saber se seu relacionamento afetivo tera ou ndo sucesso.

Problemas como esse ndo séo solucionados nem pela abordagem Classica nem pela
abordagem Frequentista. Entretanto, s@o abrangidos pela interpretacdo Subjetiva de
probabilidade e constituem parte legitima da Teoria da Probabilidade.

Queremos, apenas, que o0s alunos consigam acompanhar a discussdo do conceito e seus
exemplos, entendendo que 0s mesmos ndo podem ser solucionados pela abordagem Classica e
nem Frequentista, pois sdo situacdes que ndo podem ser repetidas ou que ndo podem ser

realizadas em idénticas condicoes.

Nessa medida, ndo pretendemos esgotar todas as potencialidades de tratamento deste
conceito, porém foi 0 que consideramos adequado a este nivel de ensino. Esperamos que com
esta aula os alunos reconhecam a especificidade do raciocinio probabilistico como mecanismo

de inteligibilidade ao mundo de incertezas em que vivemos.
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7. ENTREVISTAS COM OS LICENCIANDOS

Realizamos duas entrevistas, uma no inicio das atividades do PIBID, em agosto de
2011 e uma entrevista final em maio de 2012. Para a realizagdo destas, criamos um roteiro,
que se encontra nos anexos, porém nado utilizamos todas as falas. Analisamos essas entrevistas

de acordo com 0s seguintes critérios:

1) experiéncias adquiridas pelos licenciandos, considerando as expectativas iniciais, as
expectativas alcangadas, o conhecimento de contetdo, o conhecimento pedagdgico de
contetdo e o conhecimento curricular;

2) dificuldades vivenciadas dentro do PIBID nas reunides e em sala de aula;

3) aprendizagem dos alunos;

4) aplicabilidade da sequéncia didatica sobre probabilidade.

Antes de analisarmos as entrevistas, apresentaremos algumas caracteristicas dos quatro
licenciandos acompanhados por esta pesquisa. Iremos nos referir a esses licenciandos por
nomes ficticios, com a finalidade de preservar as suas identidades. Dois licenciandos (Claudio
e Bernardo) tinham 18 anos e estavam cursando o segundo periodo de licenciatura, ou seja,
tinham acabado de entrar na UFRJ. Outros dois, com 24 anos (Solange e Ana), se
encontravam no Ultimo periodo de licenciatura, com ingresso na UFRJ em 2006 e 2007,

respectivamente.

Conforme relatado no capitulo referente a dindmica do PIBID-UFRJ, esses
licenciandos foram divididos em duplas, de modo que um calouro na universidade trabalhasse
em conjunto com um veterano. Apresentaremos a seguir 0s principais pontos das entrevistas

divididos de acordo com os critérios ja discutidos.

1) Experiéncias adquiridas

a. Expectativas iniciais

De uma forma geral, todos quiseram participar do PIBID por acreditar que seria uma
oportunidade de adquirirem experiéncia inicial ou mais experiéncia em sala de aula, por ser
importante para o curriculo e para amadurecerem profissionalmente. Um licenciando em
especial diferenciou o PIBID de outros projetos mencionando a importancia de ter uma turma
sob sua responsabilidade e ndo apenas auxiliar um professor. Seguem-se duas falas que

ilustram o0 que mencionamos:
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“Quis participar do PIBID por ser diferente de outros projetos, ele coloca o
licenciando direto em sala de aula para cuidar de uma turma, 0s outros projetos a
gente apoia um professor e no PIBID a gente fica direto com a turma. ” (Solange)

“Eu acho que é uma oportunidade que a gente tem de crescer, no caso assim, como
professor né? Profissionalmente. Eu acredito que vale muito, tanto no curriculo
guanto em sala de aula. Posso adquirir muita pratica, assim me tornar uma melhor
profissional.” (ANa)

Os licenciandos relataram que a expectativa que tinham ao serem selecionados para o
PIBID era trabalhar com contetidos e métodos diferentes dos usuais e ensinar de uma maneira
mais dindmica para despertar nos alunos o gosto pela Matematica. Mencionaram também que
através do PIBID iriam aprender a dar aula durante a sua formacdo e ndo somente depois de

formado.

“Eu tenho expectativa de aprender métodos, jogos, transmitir a matematica de uma
maneira mais dindmica e que os alunos gostem de estar indo a sala de aula
aprender de uma maneira diferente. ” (4na)

Em relacdo a fala dessas expectativas, uma em especial vale ser transcrita pela emogéo

exposta, e pela demonstracdo de uma realizacéo profissional:

“Como eu ja tenho um tempo de PIBID, entdo a expectativa pra mim ela ja
apareceu, que é a questdo de experiéncia, de estar em contato com os alunos
diretamente e ver a realidade da educacdo do Rio de Janeiro. Entdo ela ja vem
acontecendo, ndo € que eu ja sei tudo, ndo € isso, mas as ddvidas vao mudando. Eu
gosto de continuar por isso, ndo € mesma coisa todo ano, as coisas mudam. Agora,
a expectativa maior é com os alunos mesmos. A gente vé& neles 0 que a gente esta
conseguindo fazer, a gente consegue fazer com que eles entendam certas coisas. Vé
aquilo ali evoluir que é o melhor. Sair daqui dizendo: ‘ah entendi!” E o melhor de
tudo, eu consegui!” (Solange)

Em geral, pudemos perceber quao importante é para os licenciandos a participacdo em
projetos como o PIBID na formacao inicial de um professor de matematica. Esperam tambem
obter aprendizagem na utilizacdo de uma linguagem adequada ao nivel da turma e na
aquisicdo do contetdo e do saber pedagogico do contetido para uma melhor conducdo das

aulas.

“Bom, eu acho que professor de matemdtica tem que ter Vocagdo. Tem que saber
passar. Tem quer ter um bom dialeto.” (Claudio)

“Tem muita gente muito boa em matemética, mas que ndo tem sensibilidade de ver
0 que o aluno precisa. ” (Solange)

“Acho que como professor mesmo é participar desses projetos, acho que é muito
interessante, acho que da para aprender bastante. Igual o que 0 nosso supervisor
falou com a gente uma vez, que ele saiu da faculdade, n&o teve preparo nenhum e
foi dar aula, teve que se virar. A gente ndo, a gente ja esta aprendendo, tem mais
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trés anos ainda para aprender um pouco mais. Nao s6 para matematica, mas para
qualquer professor também, é importante.” (Bernardo)

Ao serem questionados em relacdo ao papel que lhes cabia dentro do PIBID, os
licenciandos citaram que deveriam se esforcar ao maximo para ajudar os alunos; mostrar para
eles que podem aprender matematica; transmitir o conhecimento da melhor maneira possivel;
esclarecer as duvidas de uma forma melhor e de uma maneira dindmica, promovendo assim o
crescimento da sua experiéncia profissional. Dos quatro licenciandos entrevistados, apenas
Solange mencionou que deveria trabalhar em equipe. Discutiremos adiante a dificuldade que

encontraram ao trabalhar em equipe.

Conforme disseram os licenciandos, o PIBID auxiliard na formacédo profissional por
propiciar experiéncias em sala de aula e estudos de estratégias para ensinar determinados
conteudos, avaliando o quanto estas facilitam ou ndo no processo de ensino e aprendizagem.

Esta observacéo pode ser ilustrada pelo testemunho de Claudio.

“Eu acho que o PIBID vai ser muito importante na minha formacéo porque é uma
experiéncia a mais que eu vou ter em sala de aula, saber lidar com os alunos, saber
0 que passar e como me organizar.” (Claudio)

Nesse sentido, uma fala vale a pena ser destacada por novamente distinguir o PIBID
de outros projetos, diferenciando-o do estagio supervisionado e reforcando os ganhos para

além do curriculo académico:

“Em questdo de formag¢do, porque é o unico projeto que deixa a gente de frente com
a realidade. Entdo a gente ndo vai para uma sala de aula sem saber o que vai
acontecer la. Entao, em relacdo a minha formacao, € estar em sala de aula mesmo.
Porque conhecimento matematico, isso a gente tem a rodo na faculdade, agora
sensibilidade de sala de aula s6 nos projetos mesmo, s6 na experiéncia a gente tem
possibilidade de ter isso antes de se formar e tem muita gente que ndo tem.”

(Solange)

b. Expectativas alcancadas
Sobre as expectativas alcancadas no PIBID, os licenciandos citaram:

e 0 trabalho com métodos e maneiras diferentes de transmitir o conteddo a fim
de facilitar a aprendizagem dos alunos;
e 0 trabalho em grupo com o diferencial de facilitar o desenvolvimento das

atividades e auxiliar na superacdo das dificuldades.
Mencionaram também que:

e foi necessario estudar mais os contetidos para melhor ensinar;
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e conseguiram esclarecer as duvidas dos alunos;
e adquiriram um banco de atividades sobre diversos conteudos para serem

utilizados em sala de aula.

“Sim, ajudou porque a gente trabalhou com métodos diferentes de dar aula. A gente
trabalhou em grupo, que era mais facil, porque se vocé tivesse dificuldade em
alguma coisa, tinha alguém para te apoiar, entdo ajudou sim.” (Bernardo)

“A respeito de desenvolver mais a minha capacidade, melhorei bastante, alguns
aspectos procurei estudar um pouco mais até para passar melhor. A relacdo dos
alunos comigo foi boa e eu acho que eu consegui ajudar, pelo menos alguns deles
eu acho que consegui ajudar até em relacdo as provas de final do ano. ” (Claudio)

c) Conhecimentos de conteddo (entrevista inicial)

Os licenciandos foram questionados em relacdo ao que sabiam dos conceitos
propostos na sequéncia didatica antes de terem acesso aos planejamentos. O primeiro conceito
gue mencionaram ndo terem estudado foi o de “experimento deterministico”. N&o souberam

definir o que é e nem citar exemplos relativos a esse conceito.

Quanto ao conceito de “experimento aleatorio”, Ana o confundiu com ‘“espago
amostral”, Claudio e Bernardo ndo souberam defini-lo e apenas Solange o definiu e deu um

exemplo corretamente. Seguem as defini¢es de Ana e Claudio:

“Seriam as possibilidades de acontecer um determinado evento. O ndmero de
possibilidades que ele pode ocorrer.” (4na)

“E exatamente um experimento, ou seja, vocé esta fazendo, pegando relagdes em
determinada coisa que esta querendo achar.” (Claudio)

Em relacdo ao espaco amostral, souberam dar exemplos, mas as definicbes foram
falhas. Ana, Solange e Bernardo definiram espaco amostral através de evento (quando na
verdade o evento é definido a partir do espaco amostral). JA Claudio ndo diz quais sdo 0s

elementos que ele esta considerando em relacdo ao seu experimento.

“Seria 0 que pode ocorrer no evento, o que pode ocorrer de modo geral. ” (4na)

“Espago amostral é o conjunto de todos os eventos possiveis para um determinado
experimento. ” (Solange)

“Espaco amostral é exatamente a quantidade total de elementos que a gente vai ter
para ser analisado.” (Claudio)

Em todos os exemplos eles usaram moedas e dados, o que demonstra que sdo 0s
exemplos triviais que ficam na memaria. Além disso, este fato evidencia a falta de exemplos

ndo convencionais nos livros didaticos que possam ser trabalhados na introducdo de
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Probabilidade. Em geram, esses exemplos utilizam conceitos mais sofisticados que ndo cabem

numa introducdo a Probabilidade.

Em relacdo ao conceito de “evento”, apenas Claudio ndo soube dar um exemplo, mas
comentou que se lembrava de ter calculado unido e intersecdo de eventos. Bernardo nédo
apresentou nenhuma definicdo e os demais apresentaram defini¢cdes equivocadas. Como, por
exemplo: Solange, que havia definido espaco amostral através do evento, definiu evento
através do espaco amostral. Além disso, tinha uma ideia errbnea do conceito de evento, pois
acreditava que evento sO poderia ser unitario e ndo como um subconjunto do espaco amostral

qualquer ao qual se possa atribuir um medida de probabilidade.

“Evento, eu acho que a maneira, a forma com qgue aquilo acontece.” (Claudio)

“Evento é uma determinada situa¢do acontecer. Algumas situagdes dentro do
espago amostral. Ndo é um subconjunto, né? Porque é meio uma coisa sé, & meio
um subconjunto. S6 que é meio que unitario, né?” (Solange)

“No caso, o que eu quero saber.” (Ana)

Quanto as definicdes apresentadas para 0s eventos elementares equiprovaveis e nao
equiprovaveis, apenas Ana ndo soube definir corretamente e nem exibir algum exemplo. Os
que definiram, expressaram que recorreram ao significado da propria palavra. Além disso, ndo
mencionaram a cardinalidade dos eventos, pois 0s mesmos deveriam ser elementares

(unitarios). Os exemplos usados foram dados e moedas, viciadas e ndo viciadas.

“Equiprovavel de igual probabilidade.” (Bernardo)

“Equiprovavel vem da propria palavra mesmo.” (Claudio)

Em relacdo ao conceito Classico de Probabilidade, todos lembraram o que era. Quanto
ao conceito Frequentista, apenas Solange conseguiu defini-lo e exemplifica-lo, os demais
disseram que nao se lembravam de terem estudado. Nenhum havia estudado o conceito
Formal (ou Axiomatico) de Probabilidade e sequer ouvido falar nele. Solange afirmou que
ndo foi apresentada a nenhum axioma de probabilidade; vale ressaltar que ela estava

concluindo o curso, ou seja, a Probabilidade Axiomatica ndo foi vista na graduacdo.

“Eu vi teoremas e tal, mas axiomas mesmo ndo, alguma verdade sem ter como ser
provado. Axioma nao, eu vou ate ver.” (Solange)

Quanto a definicdo de Probabilidade Condicional, Bernardo e Ana ndo apresentaram
nem a definicdo e nem algum exemplo. Claudio confundiu este conceito com eventos

dependentes, e apenas Solange deu a defini¢do correta.
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“Alguma coisa que depende. Por exemplo, se eu tenho dois eventos, tenho dois
conjuntos. Tenho intersecéo e tal, mas tenho os conjuntos separados. Os conjuntos
eles podem depender ou ndo um do outro. Porque se dependem, eu vou ter uma
probabilidade diferente do que a probabilidade comum. Vamos supor, se eu tenho
um conjunto que ndo tem interse¢do entre os conjuntos, entdo na verdade os
conjuntos ndo dependem um do outro, mas se eu tenho uma intersecéo, entdo eu
tenho uma condicéo, ou seja, um depende do outro de algum fator para eu calcular
a probabilidade.” (Claudio)

Dizer que quando ha intersecdo ndo vazia entre dois eventos entdo eles sdo
dependentes, ndo é verdade, necessariamente, pois dois eventos de intersecdo ndo vazia
podem ser independentes. Segue uma definigdo correta. Nela podemos perceber a insatisfacéo

de terem que recorrer repetidamente aos dados para apresentar exemplos:

“E a probabilidade de um determinado evento ocorrer sabendo que outro ja
aconteceu. Como se alguém viesse e me desse uma cola de que alguma coisa ja
aconteceu. Ai, no caso, a possibilidade disso acontecer vai depender de um novo
espaco amostral, vai diminuir. Usando o dado novamente, s para variar, a
probabilidade de sair um nimero menor do que 5, dado que saiu foi par, entdo as
possibilidades séo 2, 4 e 6 e ser menor que 3, seriam 2 em 4.” (Solange)

c. Conhecimentos de conteudo (entrevista final)

Muito mais do que verificar o que os licenciandos ndo sabiam antes e mesmo apos a
aplicacdo da sequéncia didatica, queremos identificar as concepgdes erréneas que tinham e
foram esclarecidas e as que permaneceram, mesmo com a aplicacdo da sequéncia didatica.
Queremos também saber por que estas permaneceram, pois assim poderemos ter ciéncia dos

conceitos que necessitam de maior cuidado ao serem apresentados.

Entre os quatro licenciandos que foram entrevistados, dois deles, Bernardo e Solange
foram os que de fato aplicaram a sequéncia didatica. Esses na entrevista final deram as
definicBes e exemplos sem apresentar nenhuma concepcdo errénea. Porém, os outros dois
licenciandos, Ana e Claudio, que auxiliaram durante a aplicacdo da sequéncia didatica,
apresentaram ainda algumas concepcdes errdneas. Este fato nos indicou que os que tinham a
responsabilidade de dar a aula estudaram com mais detalhes o assunto. Por outro lado, os que
auxiliavam apenas participando das aulas e fazendo as pesquisas para sugerir as atividades,
ndo estudaram com a mesma dedicacdo dos outros dois. Por isso, durante as entrevistas, nas
partes que tinham que apresentar as definicbes e exemplos, cometeram erros que
comentaremos a seguir. Justamente por isso, nesta secdo apresentaremos apenas 0S conceitos

apresentados pelos licenciandos que ndo aplicaram a sequéncia didatica.

Ana ndo se lembrou da definicdo de experimento aleatdrio e deterministico; definiu o

espaco amostral utilizando a nocdo de evento e ndo soube definir 0 que é evento; ndo soube
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definir e nem dar exemplo do que é espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel,
apresentou uma ideia bem simples da probabilidade frequentista; ndo se lembrou de nenhuma
das propriedades da Probabilidade, da Probabilidade Condicional e de eventos independentes.
Seguem as defini¢Oes apresentadas por Ana, nas quais podemos comprovar as observacgoes

acima:

“Eu posso responder depois, 0 que sdo experimentos aleatorio e deterministico. ”

“Espago amostral sdo todos os eventos que podem acontecer. Jogando uma moeda,
pode ser cara ou coroa. Jogando duas moedas pode ser cara e cara, cara e cora,

”

coroa e coroa, e coroa e cara.

“Evento é o que estd pedindo, determinando, no exemplo do dado, o evento de
mostrar um numero par.”

“A concepgdo Frequentista da Probabilidade era meio dificil de encontrar. Eu
imagino que tem a ver com frequéncia, a frequéncia que o evento ocorre, mas eu
ndo lembro a definig¢do.”

“ Na probabilidade condicional tem a questdo do (ou) e do (e).”

“ Evento dependente é quando depende de um determinado fator, independente
quando ndo depende de um determinado fator, pior que eu vi isso. Ndo lembro.”

Claudio confundiu experimento aleatério e deterministico com evento certo e evento
ndo certo. Ndo se lembrou de nenhuma propriedade da probabilidade vista na sequéncia
didatica e apresentou uma definicéo falha do que seriam eventos dependentes, como podemos

comprovar em suas falas em relacdo aos conceitos de:

“Experimento aleatério é quando vocé tem um determinado nimero de bolas vocé
tem tantas de tantas cores, ai vocé vai escolher uma dessas bolas, vocé escolhe
aleatoriamente uma dessas bolas, ndo ¢ uma coisa determinada. Como ndo é uma
probabilidade certa de acontecer, nem sempre vai acontecer daquela forma, entéo
torna o espaco ser aleatorio.”

“Experimento deterministico é quando vocé tem certeza do que aquilo vai gerar.

Por exemplo, se eu tenho um saco cheio de bolas vermelhas, entdo a probabilidade
de eu tirar bola vermelha, ndo sei... é tipo um evento certo. Bem, experimento
deterministico, deixa ver se eu lembro. Estou confundindo deterministico com
evento certo, ndo me lembro.”

“Evento dependente é quando tenho um evento e esse evento para eu determinar a
probabilidade de outra qualquer eu dependo desse evento primeiro. Para eu saber a
probabilidade de uma determinada coisa ocorrer.”

Pelas dificuldades apresentadas, percebemos que devemos ter mais atencao ao exibir e
explorar os experimentos aleatorio e deterministico, ja que eles ndo conseguiram assimilar
esses conceitos, a fim de deixar clara a diferenca entre esses experimentos e 0s eventos certos.
Além disso, uma dificuldade que permaneceu foi a definicdo de espaco amostral através da

ideia de evento e a defini¢do de evento atraves da ideia do espaco amostral.
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O PIBID acrescentou muito mais em conhecimento de conteido quando o licenciando
atuou como professor. Quando se envolveu em atividades apenas de auxilio, a aquisicao deste
contetdo ficou falha. Ao contrario, os licenciandos que aplicaram de fato a sequéncia didatica
(Bernardo e Solange) apresentaram definigdes e exemplos corretamente. Uma sugestio para
que isso ndo aconteca é que haja uma troca de papéis entre os licenciandos, em que a cada

semana eles se permutariam entre as turmas.
d. Conhecimento Pedagdgico de Contetido

Em relacdo ao Conhecimento Pedagdgico de Conteudo, os licenciandos relataram
que por meio do PIBID puderam: aprender métodos diferentes de dar aulas, com atividades
diversificadas e jogos; adquirir um conjunto de atividades durante a sua formagdo que possa
ser aplicado futuramente e de cuja elaboracdo e aplicacdo eles participaram; aprender a
utilizar os “jogos” como um instrumento para o ensino. Por fim, também tiveram a
oportunidade de aprender algumas maneiras de ensinar os conteidos sobre funcdo (afim,
quadratica, exponencial, logaritmica) e também sobre trigonometria, sequéncias, geometria

(plana e espacial) e probabilidade.

“Na maneira diferente de transmitir alguns conceitos que eu transmiti, eu ensinei
no PIPIB através de jogos, atraves de ferramentas e instrumentos para facilitar
aprendizagem do aluno.” (Ana)

“FEu adquirir em questdo de aplica¢do de atividades, por exemplo, fungdo
exponencial e funcdo logaritmica. Se eu tivesse que entrar em uma sala eu daria
aquela aula, giz, que é cansativa, um contelido cansativo. Agora eu ja conhego
algumas atividades para aplicar, uns joguinhos e tal, umas coisas que vao distrair
eles e eles vao pegar mais rapido, umas coisas que antes eu ndo tinha, eu saio do
PIBID com varias ideias para fazer em sala de aula.” (Solange)

O licenciando que prefere a linha mais tradicional de ensino disse que tem dificuldade
em trabalhar com atividades diversificadas. Entretanto, em sua fala reconheceu a importancia

dessas atividades para os alunos:

“Por mais que eu ndo goste daquela parte que vocé tem que fazer as tarefas, acho
que isso € importante para o aluno, porque ele consegue ver de uma forma melhor,
quando vocé da uma tarefa boa, que vai além da teoria. O aluno consegue enxergar
aquilo melhor e se ele for interessado ele na hora que ele for colocar no papel ele
vai conseguir fazer, acho que isso é importante para o aluno, mas ai também tem
que ser um bom professor que consiga lidar com isso.” (Bernardo)

Este conhecimento adquirido, dos quais eles foram coautores, € o que Shulman (1986)

denomina “conhecimento pedagdgico de conteudo”.

e. Conhecimento Curricular
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Para Shulman (1986), o curriculo é um conjunto de conteldos que devem ser
ensinados nos diferentes graus da educacdo, acrescido das variedades de materiais didaticos
disponiveis em relacdo a esses programas. Pala ele, o professor precisa possuir entendimentos
sobre as alternativas curriculares disponiveis para a instru¢do dos contetdos e precisa estar

familiarizado com esses materiais didaticos.

Shulman ndo menciona o plano de aula ao definir o conhecimento curricular. Porém
incorporamos 0s conhecimentos mobilizados para a elaboragdo do plano de aula ao
conhecimento curricular, uma vez que para sua elaboracdo é preciso saber selecionar 0s
conceitos essenciais relacionados a um determinado contelido para dar suporte ao avango

curricular.

Néao foi realizado um estudo dos contetidos considerando os Parametros Curriculares
Nacionais. Porém todos os contetdos trabalhados no PIBID foram selecionados de acordo
com o Curriculo Minimo estipulado pela Secretaria Estadual Educagdo do Rio de Janeiro.

Além disso, pudemos identificar também os conhecimentos adquiridos na elaboracao
dos planejamentos de aula: elaboracdo das atividades e dos roteiros seguidos durante a
aplicacdo dessas atividades; organizacdo que este material deve ter e reavaliacdo deste

planejamento apds a sua aplicacéo.

O essencial a ser ressaltado nesta experiéncia foi a conscientizacdo da importancia de
se planejar a aula, fazendo com que esta pratica seja uma constante no trabalho. Pudemos

identificar este tipo de conhecimento presente nas seguintes falas:

“A gente faz planejamento de aula, a gente ndo faz plano de aula, ai dentro do
planejamento se tem alguma atividade, ai a atividade tem um plano de aula,
metodologia, os recursos e tal. E realmente pensar na hora de produzir material
didatico. Faz uma diferenca danada, porque vocé tem que escrever o material e se
outro professor pegar ele tem que entender o que vai fazer, 0 momento certo de
aplicar atividade, recurso, como ele vai dividir a turma, o melhor para fazer, entao
para escrever isso foi o diferencial, eu ndo tinha pratica em escrever material
didatico.” (Solange)

“Aprendi a fazer plano de aula, fiz muitos planos de aula, aprendi a pegar aquele

plano, ler novamente, a revisar, aplicar aquele plano ver os pontos positivos, 0s
pontos negativos e mudar aqueles pontos negativos. Foi bem legal e interessante
esta parte.” (Ana)

“A questdo da escrita mesmo de material didatico, eu ainda erro muito coisa,
escrever aquilo para mim esta mega claro, outra pessoa quando vai ler, 0i? Quando
vai desenvolver a atividade, eu montei a atividade entdo pra mim, eu entendo tudo
rapidao. Entdo tem que escrever e dar para outra pessoa ler, ou até mesmo escrever
alguma teoria a gente falha em contetdo, tem acontecido bastante de pegar apostila
da gente para revisar e pegar, ndo erro mais coisas faltando e algumas coisas
inconsistentes.” (Solange)
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Todos em geral, comentaram que adquiriram mais organizacdo em relagdo aos
planejamentos das aulas e mencionaram a importancia de se realizar este planejamento.
Mencionaram também a interferéncia de um planejamento na relagdo professor-aluno, como

expresso na fala abaixo:

“Eu acho que mais pela parte de organizagdo, porque vocé ndo pode chegar la pra
dar aula, falando que eu sei o contelido e escrever o que vier na minha cabeca.
Para mim tem que ser tudo certinho, se ndo eu vou chegar 14 e ficar perdido e néo
vou conseguir fazer. Por mais que eu saiba, vou gaguejar, vou mostrar que eu estou
nervoso, e se 0 aluno vé que vocé esta nervoso ele ndo vai ganhar confianca em
vocé.” (Bernardo)

2) Dificuldades vivenciadas no PIBID: nas reunides e em sala de aula

Os licenciandos relataram as dificuldades que eles encontraram e foi-lhes solicitado

que sugerissem soluges. Eis as principais dificuldades:
e Dificuldade na producéao de exercicios.

Observamos que nem todos produziam o quanto deveriam e os planejamentos eram
finalizados sem tempo habil para a devida correcdo. Além disso, alguns licenciandos

trabalhavam mais que outros, que ndo entregavam suas atividades em tempo.

“Dentro do grupo a gente teve dificuldade em produzir exercicios e apesar do
grupo ser grande, nem todo mundo produzia tanto quanto deveria, mas esta
dificuldade a gente conseguia ultrapassar. As vezes a aula poderia ser preparada
com muita antecedéncia, a gente ficava em cima da hora, porque 0s exercicios
demoravam a chegar, essa foi a maior dificuldade”. (Solange)

A solucdo sugerida foi administrar o tempo entre as tarefas do projeto e as disciplinas
cursadas na universidade. Segue uma fala interessante em relacdo ao motivo pelos quais

muitas vezes ndo conseguiram conciliar bem as atividades do PIBID:

“Se o0 pessoal tiver que escolher estudar por alguma matéria, ele vai estudar para a
matéria e ndo fazer o negécio do projeto.” (Solange)

e Dificuldade em criar atividades diferentes das convencionais. Todos

reconheceram que este problema é inerente a situacéo.

“Quanto ao grupo, eu encontrei dificuldade na parte que a gente tinha que
desenvolver uma tarefa extra, a gente tinha que trazer uma novidade. Como minha
mente para isso ndo € uma das melhores, eu encontrei um pouco de dificuldade
nisso. Agora, quanto a parte tradicional, levar o conteldo, chegava a ter
dificuldade na hora de desenvolver, mas depois que eu dava uma estudada ai ficava
mais tranquilo”. (Bernardo)
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e Dificuldade em lidar com a insatisfacdo de ter que seguir um roteiro do qual
discorde quanto a algumas atividades, mas que foram aprovadas pelo maior

ndmero de licenciandos.

“O problema é quando vocé vai montar a aula com o pessoal, vocé tem que seguir
um roteiro, cada um dar a ideia de um roteiro e vocé acaba seguindo algo que néo é
vocé que planeja. Vocé tem quer dar a aula que foi planejada pelo maior ndmero de
pessoas que decidiram aquilo. Isso ndo satisfaz vocé, mas tem que seguir.”
(Bernardo)

Bernardo e Claudio foram os licenciandos que mencionaram este obstaculo. Vale
ressaltar que Bernardo disse preferir a linha tradicional, afirmando ter dificuldade em aplicar
atividades diferenciadas. Porém, durante o periodo que o acompanhei, ndo deixou

transparecer nenhum problema em aplicar quaisquer atividades.

e Preparar as aulas em um nivel adequado para que os alunos pudessem aprender

a matéria.

“A dificuldade mesmo era mais preparar a aula e saber como que estaria 0 nivel
dos alunos”. (Claudio)

e Esperar o0s outros grupos do PIBID, nas outras escolas, para dar

prosseguimento na matéria, o que fez com que um grupo atrasasse 0 outro.

“Fora o que vocé tem que saber tudo certinho para poder passar para os alunos,
tinha que esperar os outros alunos das outras escolas acompanhar tudo certo, acho
que isso dificultou um pouco”. (Claudio)

e As divergéncias na hora de finalizar o planejamento, cada um preferindo fazer
de um jeito, cada um sugerindo uma atividade. Muitas vezes as ligacdes das
atividades ndo apresentavam coeréncia e coesdo, ja que cada um sugeria uma

atividade.

Os mesmos licenciandos (Bernardo e Claudio), que mencionaram insatisfacdo em ter
gue seguir um roteiro com o qual ndo concordavam totalmente, relataram dificuldade em
finalizar o planejamento. Eles sugeriram cada um fazer o seu planejamento, aplicar e depois
discutir com o grupo os resultados da aplicacdo. Porém, quando foram questionados em
relacdo a esséncia do trabalho a ser desenvolvido em equipe, eles concordaram e disseram que

teriam que aprender a conviver com essa insatisfacao.

e Dificuldade em encontrar questfes sobre conceitos de probabilidade que ndo

sdo muitos abordados.
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e Poucos alunos interessados em participar do PIBID, talvez por ser no

contraturno.

“Dentro da escola foram poucos alunos interessados em participar do PIBID, talvez
pelo contraturno, porque eles tinham que estudar de manha e a tarde, ai poucos
alunos quiseram participar.” (Bernardo)

Sugeriram que se criasse alguma estratégia para chamar atencdo desses alunos para o

projeto.
e Timidez dos alunos durantes as aulas.

“A dificuldade foi em probabilidade, em achar questdes de conceitos que nao séo
muitos abordados e a outra dificuldade que eu encontrei foi um pouco a timidez dos
alunos, porque tinham alunos que eram meio timidos.” (Ana)

Dentre as dificuldades, tivemos apenas duas referentes a escola e uma referente a
pouca a participacdo dos alunos. Os alunos participam porque querem, ja que ndo tém o dever

de frequentar o PIBID como exigido para as aulas regulares.

Em relacdo as reuniGes, a principal questdo levantada foi a finalizagdo dos
planejamentos. Acredito que falta conscientizacdo do que é um trabalho de equipe e saber
aceitar o voto majoritario para uma determinada atividade, que ndo a sua proposta para a

aplicacao.
3) Aprendizagem dos alunos

Os professores da escola perceberam que os alunos melhoraram o desempenho quando
0 conteldo é trabalhado simultaneamente no PIBID e nas aulas regulares. Quando o conteudo
é trabalhado apenas no PIBID, os professores ndo tém como avaliar. N&o tivemos por esta
razdo um retorno dos professores em relacdo ao conteudo de Probabilidade, pois este foi
estudado apenas no PIBID, ou seja, os resultados identificados foram os produzidos na sala de
aula do PIBID.

“Quando a gente trabalha com um conteuido que os professores estdo trabalhando
simultaneamente em sala de aula, a gente recebe noticias que eles melhoram, eles
pegam mais rdpido. Quando a gente ndo esta trabalhando, a gente vé aquela
producdo em sala mesmo. E a questdo de trabalhar em grupo eles melhoraram
muito com isso, na questao de ajudar o colega, ir ao quadro explicar o que fez para
resolver o exercicio, eles melhoraram, eles conseguem se expressar melhor agora.”
(Solange)

Uma fala ressalta o lado empatico do ser professor, e o fato de ensinar muito mais do

gue a matéria:
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“Tinha alunos interessados, que queriam realmente estudar, os queriam realmente
estudar aprenderam com certeza, porque quando a gente quer estudar ninguém
segura. Tinha aluno que precisava mais de apoio moral também, sei 14 por algum
motivo quisesse desistir de alguma coisa, entdo por estar ali, ajudando
incentivando, passavamos a conversar com o0s alunos dando conselho também
ajudou, ndo s6 o contetido matemdtico.” (Bernardo)

Podemos observar através da primeira fala que a aprendizagem € mais notada quando
se trata de um conteudo que eles estdo estudando simultaneamente no PIBID e em suas aulas
regulares. Quando ndo ha simultaneidade, a aprendizagem é notada apenas no momento das
aulas do PIBID.

Julgamos que isso se deve ao fato de que nas aulas regulares eles tém obrigacdes a
cumprir, como estudar para o teste ou para a prova. Caso ndo estudem, poderdo receber uma
nota baixa. No PIBID eles ndo tém obrigacdo e nem punicdo, participam porque desejam e

nem sempre se dedicam aos estudos como deveriam, ja que ndo ha uma cobranca efetiva.
4) Aplicabilidade da sequéncia didatica sobre Probabilidade

Os licenciandos reconheceram que o conceito mais explorado €, em geral, o
Laplaciano (Probabilidade Classica) e que a sequéncia didatica proposta propiciou a aquisi¢do
de mais conceitos que aqueles tratados nos livros didaticos. Justamente por isso, justificaram a
dificuldade de encontrar questdes nos livros didaticos que envolvessem espaco amostral

infinito, exemplos de experimentos deterministicos e Probabilidade Geométrica.

“Foi em questdo de probabilidade mesmo que era a parte que eu ndo conhecia.
Aquele video de espaco amostral infinito, experimento deterministico, essas coisas
eu realmente nunca tinha escutado falar.” (Solange)

Citaram também dificuldade em encontrar questdes para serem trabalhadas na

introducdo dos conceitos que ndo utilizassem apenas de dados e moedas.

Ao serem questionados em relacédo as dificuldades que os alunos apresentaram durante
a aplicacdo da sequéncia didatica, todos disseram que as complicacdes ndo foram tanto nos
conceitos e sim, mais na manipulacdo de fracdes durante os célculos. Quanto aos conceitos, 0

problema foi devido ao esquecimento desses, pois eles ndo estudavam com frequéncia.

“Em probabilidade a gente usa nimeros entre zero e um, tem dificuldade em fazer
conta com fracdo, tem dificuldade em trabalhar com fragdes, acho que foi o que
mais dava problema, que aparecia, até na questdo com probabilidade condicional,
que mexe com divisdo de fragdo, ai tem que parar, voltar e explicar como que é. E
mais uma deficiéncia na base mesmo.” (Solange)

“Era tudo novo pra eles, a dificuldade foi mais de calculo matemdtico e ndo dos
conceitos. Talvez por eles ndo estarem estudando, porque eu percebi que eles ndo
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estudavam frequentemente, quando vinha um conceito novo que precisava de um
conceito anterior, eles apresentavam dificuldade. Tinham esquecido, as aulas eram
sO uma vez por semana e ndo tinha uma cobranca rigida, entdo eles ndo estudavam
frequentemente. ” (Bernardo)

Todos disseram que a sequéncia didatica foi viavel e que a aplicariam em suas futuras
aulas, apenas adequando o tempo. Solange mencionou que ja utilizou, com seus alunos, 0s
conceitos de experimento deterministico, espaco amostral infinito e Probabilidade

Geométrica. Eram conceitos que nao utilizavam antes porque ndo os conheciam.

“A gente aplicou aqui no Ensino Médio com alunos com dificuldades em matérias
anteriores e eles conseguiram acompanhar a gente. S6 que tem que ser trabalhado
com mais horas, né? Porque o tempo que a gente trabalhou foi pouco.” (Bernardo)

“Ndo mudaria nada, sé a questdo de adequar o tempo; aumentaria o nimero de
aulas, mas mudar ndo.” (Solange)

Disseram que além de terem conhecido novos conceitos, de terem visto uma maneira
de ensinar esses conceitos, aprenderam a ser mais organizados, pois para eles a sequéncia

didatica estava bem organizada.

Consideramos que demos visibilidade, atraves dos depoimentos dos préprios
licenciandos, das préaticas formativas que ocorreram no ambito do PIBID. Destacamos as
experiéncias adquiridas pelos licenciandos, identificamos as dificuldades vivenciadas dentro
do PIBID no ano de 2011, fizemos uma breve discussdo quanto a aprendizagem dos alunos e

uma avaliacdo da viabilidade da sequéncia didatica e suas contribuicdes.
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8. CONSIDERACOES FINAIS

Nesta pesquisa inicialmente buscamos investigar formas de como desenvolver o
ensino de Probabilidade para alunos do Ensino Médio. Para isto, fizemos um estudo teorico
de alguns artigos que tratam deste assunto e realizamos uma analise preliminar dos principais
conceitos probabilisticos que pretendiamos trabalhar com os alunos. Verificamos também as
Orientagdes Curriculares Nacionais Para o Ensino Médio (2006), o Curriculo Minimo (2011)
do Estado do Rio de Janeiro, e o livro didatico adotado pela escola em relacéo ao contedido de
Probabilidade. Nossa preocupacdo durante a elaboracdo da sequéncia didatica foi propor
situacbes que favorecessem a construcdo dos conceitos probabilisticos, em um nivel
introdutério, com atividades que pudessem tentar evitar 0S equivocos conceituais sobre

probabilidade descritos nas analises preliminares.

O estudo foi realizado em duas vertentes, uma refere-se a analise da sequéncia didéatica
com a proposta de inserir os conceitos da Probabilidade identificados no estudo teorico e
julgados adequados para serem trabalhados no Ensino Médio. As reflexdes desta parte
ensejaram a conducdo da outra vertente, a saber, a identificacdo de alguns conhecimentos
adquiridos ou explorados pelos licenciandos durante o periodo em que foram acompanhados

pelo estudo, no &mbito do PIBID.

Eis, a seguir, o resumo das principais considerac@es discutidas em detalhe ao longo
dos capitulos, para posterior apresentacdo das contribuicdes do nosso estudo, as suas

implicacdes para a educacéo e linhas de pesquisa.

8.1 Os principais resultados

Na Introducdo foram apresentados o0s objetivos de investigacdo. Faremos a seguir, de

forma resumida, consideracdes sobre cada objetivo mencionado.

1) Criar uma proposta para iniciar o conteldo de Probabilidade para o Ensino
Médio que possa ser aplicada pelos licenciandos vinculados ao PIBID. Para isto,
nos valemos dos varios conceitos que permeiam a Probabilidade, dos
conhecimentos de contetdo e pedagdgico de conteudo (SHULMAN, 1986, 1987) e
da analise do contetdo de Probabilidade apresentado no livro didatico do Ensino

Médio adotado na escola em que se dara o acompanhamento da pesquisa.
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Para a elaboragdo da sequéncia didatica, fizemos estudos sobre o ensino de
probabilidade, e reconhecemos o que todos os autores estudados reiteram de forma categorica,
isto €, que os significados da Probabilidade sdo inerentes aos conceitos e limitar-se a apenas
um enfoque reduz o cardter polissémico deste conteido. Defendem para isso a

institucionalizacdo dos demais significados de acordo com cada nivel de ensino.

Um dos objetivos da utilizacdo da Engenharia Didatica nesta pesquisa foi avaliar a
sequéncia didatica a fim de sugerir modificacbes decorrentes da aplicacdo e da analise a
posteriori, com o propésito de aprimoréa-la. Os erros e os problemas identificados na
sequéncia, bem como os ndo previstos, surgidos durante a aplicacdo, foram reconhecidos

durante a anélise a posteriori, e para estes foram sugeridas alteracdes de forma a supera-los.

Apesar de termos realizado uma pesquisa sobre as mais variadas concepg¢des da
Probabilidade com o objetivo de proporcionar ao aluno um sentido mais amplo deste
conceito, observamos que as questdes e atividades propostas na sequéncia se limitaram a
aplicacdes nos jogos de azar (dados, moedas, baralho e sorteios). Entendemos que poderia ser
pensada uma aula na qual fossem abordadas as diferentes aplicagdes dos conceitos, com
atividades que propusessem tomadas de decisdo em um nivel introdutério, sem envolver
estruturas mais avancadas como 0 conceito Bayesiano de probabilidade (Subjetivo). Essas
questdes sdo ricas para auxiliar na revelagdo dos principais motivos por que estudamos
Probabilidade. Tais questdes se encontram no Capitulo 6 como sugestdes a serem acrescidas

na sequéncia didatica.

Em relacdo a sequéncia didatica, a abordagem dos conceitos tratados levou os alunos a
compreensdo mais ampla da Probabilidade do que a proposta pelo livro didatico adotado pela
escola. Entretanto, ndo veio totalmente ao encontro das expectativas que desejadvamos a priori,

pois falhas na sequéncia didatica foram identificadas durante a analise a posteriori.

Quanto as ideias propostas ha sequéncia didatica, constatamos pelos resultados obtidos
em cada aula da experimentacdo e pelas entrevistas dos licenciandos, que foram significativas
para o ensino de Probabilidade. Talvez teriamos tido melhores resultados na aula final se
tivéssemos aplicado a sequéncia didatica concomitantemente com as aulas regulares de
Probabilidade ou se as aulas do PIBID tivessem tido a possibilidade de exigir uma cobranga

efetiva, como, por exemplo, se pudessem valer como uma forma de avaliagéao.
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Os resultados da experimentacdo permitiram que chegassemos a algumas conclusdes

em relagdo aos alunos. Dentre essas podemos citar que eles:

e identificaram, em relacdo aos conceitos de experimento deterministico e
aleatdrio, algumas de suas caracteristicas, realizando experimentos, citando
exemplos e classificando-os;

e entenderam que espacos amostrais associados a experimentos ndo necessitam
ser minimais, ou seja, pode haver mais elementos que o necessario, porém a
chance de ocorréncia desses elementos em excesso é nula. Com isso,
perceberam a ndo unicidade do espaco amostral e trabalharam também com
espacos amostrais infinitos. Finalmente, estudaram alguns espacos de
elementos equiprovaveis e nao equiprovaveis;

e apresentaram dificuldade em caracterizar elementos de experimentos com
langamentos simultineos, e apresentaram também deficiéncias em conteddos
anteriores, tais como, notacdo de intervalo, simbolo de infinito, notacdo de
conjunto; interpretagcdo de expressdes do tipo “pelo menos um”;

e confrontaram os conceitos Frequentista e Classico de Probabilidade;

e resolveram questbes de Probabilidade Geométrica, embora apresentassem
dificuldades em Geometria plana;

e e construiram intuitivamente o conceito de Probabilidade Condicional, através
de uma situacao didatica.

Percebemos, ainda, que os alunos que frequentavam as aulas estavam motivados, visto
que participaram ativamente das mesmas, mesmo essas sendo no contraturno e sem nenhuma
obrigatoriedade. Além disso, o aproveitamento por atividade em cada aula foi significativo,
embora na Gltima aula o indice de acertos tenha sido abaixo do esperado. Reconhecemos que
talvez este resultado seja consequéncia da falta de mecanismo para uma cobranca efetiva nas
aulas do PIBID. Desta forma, os alunos participantes acabam néo se dedicando aos estudos
fora do horéario da aula. Por outro lado, verificamos que as aulas do PIBID, por serem no
contraturno, se tornam pouco atrativas, haja vista que o nimero de alunos que frequentam o

PIBID em comparacdo aos alunos das classes na escola é muito pequeno.

Devido as consideracBes acima, julgamos que as atividades da sequéncia didéatica
facilitaram o ensino de Probabilidade em um nivel introdutorio. Gostariamos de explorar
melhor os conceitos com mais atividades e exercicios, mas por falta de tempo tivemos que

restringi-los.
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Acreditamos que a sequéncia didatica proposta neste trabalho (acrescida das sugestdes
finais) possa ser um guia na construcdo do raciocinio probabilistico e na elaboracdo de planos
de aula sobre o conteudo de Probabilidade. Além disso, esperamos que ela possa servir
também como exemplo de base para a criacdo de outras sequéncias didaticas destinadas a
introducdo de outro contetdo, ou até mesmo desse contetdo aprimorando a nossa proposta
inicial.

O estudo do livro didatico nos forneceu dados sobre os conceitos discutidos, e nos
revelou tendéncias e limitagdes do tratamento dado a esses conceitos. Este estudo nos
permitiu comparar conceitos explorados pelo livro e pela sequéncia didatica. A proposta de
inserir novos conceitos ndo abordados no livro didatico adotado pela escola em que se deu a

pesquisa foi o principal foco da nossa pesquisa.

Em relagdo aos conceitos iniciais de Probabilidade, o livro didatico ndo apresenta a
definicdo de experimentos deterministicos em contraponto aos experimentos aleatorios. Nele
também ndo sdo trabalhadas as ideias da ndo unicidade do espago amostral, e os exemplos se
restringem a espacos finitos e equiprovaveis, sequer mencionando o exemplo classico da

moeda viciada ou do dado viciado.

Em relacdo as definicdes de Probabilidade, percebemos que a concepcdo Frequentista
é apresentada apenas para caracterizar equiprobabilidade, necessaria na definicdo Classica.
Além disso, o livro ndo prople a realizacdo na pratica de experimentos, apenas em nivel
mental. A concepcdo Classica € a unica apresentada, porém ndo se discute a impossibilidade
de sua aplicacdo em espacos amostrais infinitos (que ndo os relacionados a Probabilidade
Geométrica) ou ndo equiprovaveis. A concepcdo Geométrica é explorada em uma Unica

questéo.

O livro apresenta as devidas propriedades da Probabilidade, explora exercicios de
Probabilidade Condicional, de probabilidade de intersecBes e unides de eventos. Porém, ndo
salienta a diferenca entre P(A|B) e P(B|A). Finalmente, os conceitos de dependéncia e
independéncia de eventos sdo apresentados apenas através de algoritmos a serem

memorizados.

Finalizamos evidenciando a necessidade de adequar os livros didaticos aos diversos
conceitos probabilisticos, possibilitando assim que se removam as concepcles errbneas da

probabilidade na educagdo. Muitos equivocos sdo gerados por se enfatizar um Unico aspecto
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de um determinado conceito, dai a preméncia em se conscientizar e capacitar o professor

sobre a necessidade de incorporar os diversos significados da probabilidade no Ensino Médio.

2) ldentificar, via a proposta criada, algumas das contribui¢cbes do PIBID na
formacdo profissional dos licenciados em Matematica da Universidade Federal

do Rio de Janeiro.

A fim de alcangarmos este objetivo, estudamos os conceitos teéricos apresentados por
Shulman (1986, 1987) em relacdo aos tipos de conhecimento necessarios para a docéncia.
Presumimos que deve haver uma riqueza de conhecimentos a serem revelados no trabalho

desenvolvido pelos licenciandos no ambito do PIBID.

O PIBID em comparacdo a outros projetos para a licenciatura apresenta uma
caracteristica distinta. No PIBID o convivio do licenciando com toda a unidade escolar é
continuo. Além disso, este licenciando € o professor da turma e os alunos o enxergam como

tal. Este fato foi destacado pelos licenciandos como positivo para sua formagao profissional.

No PIBID, de uma forma geral, os licenciandos se questionavam sobre como inserir
determinado conceito por intermédio de uma atividade que poderia tornar a aula mais atrativa
e facilitar a construcdo e aquisicdo do conceito a ser estudado. Identificamos a iniciacdo de
um habito investigativo e reflexivo sobre esta pratica e sobre as suas proprias praticas. Além
disso, no trabalho de elaboracdo de atividades, eles mobilizaram tanto conhecimento de
contetido quanto conhecimento pedagdgico do contetdo. Esta foi uma atividade recorrente na
pratica dos licenciandos no periodo que os acompanhamos e foi um fator diferencial no

processo de inicia¢do a docéncia dos mesmos.

Durante a analise a posteriori da sequéncia didatica, tentamos dar visibilidade aos
conhecimentos que os licenciandos manifestaram durante a aplicacdo da sequéncia. Podemos
citar a criacdo de exemplos que facilitaram o entendimento dos alunos, exemplos esses que
foram essenciais na construcao de alguns conceitos. Demonstraram habilidade em aproveitar
algum comentario do aluno para criar uma situacdo didatica, com a finalidade de reorganizar
0 seu entendimento, muitas vezes exibindo questionamentos que permitiram ao aluno
confrontar o conhecimento sobre o conteddo em questdo. Tiveram sensibilidade de
disponibilizar mais tempo para o desenvolvimento do conteldo quando perceberam que isto
se fazia necessario, permitindo que os alunos se dedicassem as resolucdes das questdes.

Criaram perguntas que ajudaram o0s alunos a resolver as atividades, embora em alguns
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momentos essas perguntas tenham sido excessivas, induzindo-os demais. Criaram estratégias

para estimular a participacao dos alunos, como, por exemplo, “jogo” de perguntas e respostas.

As entrevistas nos permitiram considerar que o PIBID acrescentou muito mais em
conhecimento de conteldo quando os licenciandos aplicaram os planejamentos. Quando se
envolveram em atividades apenas de auxilio, a aquisicdo deste conteido se mostrou
deficitaria. Por outro lado, aprenderam métodos diferentes, com atividades diversificadas e
jogos como instrumentos para o ensino. Adquiriram um conjunto de atividades durante a sua
formacdo de cuja elaboracdo e aplicacdo participaram, e que podem ser utilizadas
futuramente. Ndo podemos também nos furtar de mencionar que aprenderam algumas
maneiras de ensinar os contetdos trabalhados. Este conhecimento adquirido, do qual foram

coautores, € o0 que Shulman (1986, 1987) chama de conhecimento pedagogico de contetdo.

Além disso, em relacdo ao conhecimento curricular, os licenciandos elaboraram
atividades e roteiros que foram seguidos durante a aplicacdo dessas atividades, aprenderam a

organizar este material e reavaliaram os planejamentos apos a sua aplicacéo.

Temos fortes evidéncias de que os licenciandos que aplicaram os planejamentos
adquririram conhecimento de conteddo, conhecimento pedagdgico de conteudo e
conhecimento curricular no &mbito do PIBID. Em geral, percebemos que a experiéncia obtida
foi bastante positiva, principalmente para ministrarem aulas plenas de significado para os

alunos, evitando assim a repeticdo dos conceitos e exemplos do livro didatico.

8.2 Sugestdes para futuras investigacdes

Ortiz (2002) apresenta em seus estudos uma implicacdo didatica do seu trabalho.
Implicacdo esta, a nosso ver, que cabe também ser apresentada aqui, pois compartilhamos da
mesma ideia. Como Ortiz, consideramos gque 0s conceitos probabilisticos, todos, ndo apenas
0s que trabalhamos, apresentam grande complexidade para o nivel introdutério. Assim, é
necessario ampliar o tempo dedicado a introducdo e aprendizagem da probabilidade. Faz-se,
portanto, necessario um estudo com a finalidade de replanejar um curriculo em que a
Probabilidade possa comecar a ser ensinada desde o Ensino Fundamental até o Ensino Médio,
apresentando 0s diversos conceitos sucessivamente, com niveis crescentes de complexidade,

seguindo a ideia de um curriculo em espiral.

Nosso estudo centrou-se unicamente em um tema, Probabilidade, no Ensino Médio, no

ambito do PIBID. E claro que cada um desses pardmetros (tema, nivel e contexto) pode ser
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alterado e dar lugar a um estudo complementar ou a um novo estudo. Neste sentido, por
exemplo, poder-se-ia pensar em uma sequéncia didatica voltada para o Ensino Fundamental,
realizando um estudo preliminar dos conceitos de probabilidade que podem ser adequados a

este nivel.

Como a pesquisa foi no &mbito do PIBID (um laboratério real que retine os alunos do
Ensino Médio e os licenciandos em Matematica), sugerimos que o PIBID possa ser utilizado
como campo de pesquisa ou objeto de pesquisa para diversos estudos vinculados aos saberes

docentes e a aprendizagem matematica.

Além disso, nossa “analise” em relag¢do ao livro didatico foi restrita ao livro adotado
pela escola em que se deu a pesquisa. Outro estudo possivel € o da analise dos diversos
conceitos de Probabilidade em uma amostra de livros didaticos, tanto para o Ensino Médio

quanto para o Ensino Superior.

Outro aspecto ndo aprofundado em nossa pesquisa, e de grande relevancia para a
Educacdo Matematica, é a discussdo filosofica sobre as diferentes interpretacdes do conceito
de Probabilidade e seus contextos historicos, e a implicacdo desses conceitos na pratica em

sala de aula.

Outro estudo relevante para a Educacdo Matematica € a analise das principais
concepcOes errdneas da Probabilidade, sob um ponto de vista cognitivo, que levam a ma
traducdo por parte dos alunos de certos resultados de pesquisas divulgados na midia,
comprometendo assim uma plena literacia estatistica no mundo imerso em incertezas em que

vivemos.

Finalmente, sugerimos o enfoque de exploracdo do tronco comum da analise
Combinatéria e da Probabilidade via Teoria da Medida, de forma a discutir aspectos
cognitivos e psicopedagogicos no tratamento dessas duas disciplinas da Matematica,
revelando o que ha de similaridades e diferencas entre elas, em especial o cotejo dos

significados de contar e medir na Matematica.
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ANEXO 1. ROTEIRO DE ENTREVISTA INICIAL COM OS
LICENCIANDOS

Dados Pessoais
Nome:
Idade:
E-mail:

Curso:

Periodo:

o g s~ w e

Ano de ingresso na UFRJ:

Informacdes sobre o PIBID
7. Voceé tem alguma experiéncia com aulas particulares? Sim () N&o ()
Se sim, h& quanto tempo?

8. Voceé tem alguma experiéncia em sala de aula? Sim () N&o ( )
Se sim, h& quanto tempo?

Em quais instituicdes?

9. Por que vocé quis participar do PIBID?

10. Quais sdo as suas expectativas em relacdo ao PIBID?

11. Como vocé se sente, hoje, para entrar em uma sala de aula na posicéo de professor de
Matematica?

12. O que vocé considera importante na formacéo inicial de um professor de Matematica?

13. Em sua opinido, qual deve ser o seu papel no PIBID?

14. Em sua opinido, de que maneira o PIBID podera ajudar na sua formagéo?

Informac0es gerais:
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15. Qual a fonte que utiliza para preparar as aulas do PIBID, ou seja, de onde retira o
contelido a ser dado em sala de aula?

A pergunta esta no singular para ndo induzir, obrigatoriamente, uma resposta no plural.
Caso responda que tem varias fontes, estas serdo registradas e, caso nédo, perguntar, se
usa outra fonte.

Se a fonte citada for algum livro didatico:
Em qual livro (nome e autor)?

Se a fonte citada for algum site:
Em qual site?

16.  Dessas fontes que citou anteriormente, tem alguma que vocé utiliza com mais
frequéncia? Nado () Sim( ) Sesim, qual?

Informages sobre como situa o contetdo de probabilidade no ensino
17. Qual a importancia de se trabalhar com probabilidade no ensino?

Aonde vocé acha que Probabilidade sera utilizada na vida escolar, na vida profissional e
no cotidiano do aluno?

18. Quais sdo 0s conceitos sobre probabilidade que vocé considera essenciais para serem
trabalhados em sala de aula?

A intencdo é que eles consigam citar alguns dos principais topicos em probabilidade, como
por exemplo: experimento aleatdrio; experimento deterministico; espaco amostral; evento;
evento equiprovavel; evento ndo equiprovavel; algumas das concepcdes de probabilidade;
probabilidade da unido, intersecéo, condicional e alguns axiomas.

Mesmo que tenham respondido a questdo anterior, perguntarei se desejam consultar algum
livro didatico. Caso desejem, disponibilizarei para consulta os trés livros que seriam
utilizados na analise do livro didatico:

« Matematica, volume Unico. Manuel Paiva. 12 Ed., Sdo Paulo, Moderna, 2005;
« Matemética - Contexto e Aplicacdes, vol. 2. Dante. 12 Ed. Atica, S&o Paulo, 2011.

o Matematica: ciéncia, linguagem e tecnologia, 2: Ensino Médio. Jackson Ribeiro. Sdo
Paulo: Scipione, 2010.

19. Ao folhear o livro, ler os topicos sobre probabilidade, vocé sentiu falta de algum
topico que julga importante de ser trabalhado em sala de aula e que ndo achou nesses
livros? Sim () Néo ()

Se sim, qual topico?

Caso tenha citado algum topico:

Por que julga este topico importante?

! Os trechos em itélico sdo para orientar o entrevistador na condugo da entrevista.
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20. J& deu aula sobre probabilidade alguma vez? Sim () N&o ()
Se sim, quais foram os conceitos que trabalhou?

Retirou o conteudo de qual fonte de informacéo?

Caso tenha retirado de algum livro:
Em qual livro?

Caso tenha retirado de algum site:
Em qual site?

21. Enquanto aluno, vocé lembra se teve alguma dificuldade de entender alguns dos
topicos que citou anteriormente? Sim () Né&o ()

Se sim, qual topico?

Informacdes especificas sobre o contetdo de Probabilidade
22. Ja estudou os assuntos abaixo?
a) Experimento aleatério: Sim () N&o () Néo lembra se viu ()
Caso sim, em que série?

Em que ano?

Em qual livro didatico?

Em relacdo a este assunto, vocé consegue defini-lo e dar um exemplo?

b) Experimento deterministico: Sim () N&o ( ) N&o lembra se viu ()
Caso sim, em que série?

Em que ano?

Em qual livro didatico?

Em relacédo a este assunto, vocé consegue defini-lo e dar um exemplo?

c) Espaco amostral: Sim () N&o () Néo lembra se viu ()
Caso sim, em que série?

Em que ano?

Em qual livro didatico?

Em relacdo a este assunto, vocé consegue defini-lo e dar um exemplo?

d) Evento: Sim () Nao () Nao lembra se viu ()
Caso sim, em que série?
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Em que ano?

Em qual livro didatico?

Em relacéo a este assunto, vocé consegue defini-lo e dar um exemplo?

e) Evento equiprovavel: Sim ( ) Néo ( ) Nao lembra se viu ( )
Caso sim, em que série?

Em que ano?

Em qual livro didatico?

Em relacéo a este assunto, vocé consegue defini-lo e dar um exemplo?

f) Evento ndo equiprovavel: Sim () N&o ( ) N&o lembra se viu ()
Caso sim, em que série?

Em que ano?

Em qual livro didatico?

Em relacédo a este assunto, vocé consegue defini-lo e dar um exemplo?

g) Concepcéo Classica (Laplaciana) da Probabilidade: Sim () N&o () N&o lembra se
viu ()

Caso sim, em que série?

Em que ano?

Em qual livro didatico?

Em relacdo a este assunto, vocé consegue defini-lo e dar um exemplo?

h) Concepcdo Frequentista de Probabilidade: Sim () Nao ( ) Néo lembra se viu ()
Caso sim, em que série?

Em que ano?

Em qual livro didatico?

Em relacdo a este assunto, vocé consegue defini-lo e dar um exemplo?

i) Base Axiomatica: Sim () N&o () N&o lembra se viu ( )
Caso sim, em que série?

Em que ano?

Em qual livro didatico?

Em relacdo a este assunto, vocé consegue dar um exemplo?
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j) Probabilidade Condicional: Sim( ) N& () Na&o lembrase viu ()
Caso sim, em que série?

Em que ano?

Em qual livro didatico?

Em relacéo a este assunto, vocé consegue defini-lo e dar um exemplo?

Informacéo adicional.

Data: [/
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ANEXO 2. ROTEIRO DE ENTREVISTA FINAL COM OS
LICENCIANDOS

Dados Pessoais
1. Nome:

Informag0es sobre o PIBID

2. Na entrevista inicial vocé afirmou que tinha/ndo tinha experiéncia em sala de aula.
Depois deste semestre participando do PIBID, vocé considera que adquiriu (mais)
experiéncia em sala de aula? Sim( ) Néo ( )

Consegue citar alguma experiéncia relevante?

3. Em relacdo a entrevista inicial, vocé comentou sobre as suas expectativas em relacéo
ao PIBID. Suas expectativas foram alcancadas? Sim () Né&o ()

Se sim, quais?
Se ndo, por qué?

4. Como vocé se sente, hoje (depois deste semestre participando do PIBID), para entrar
em uma sala de aula na posicao de professor de Matematica?

5. Terminado o Ultimo semestre de 2011, como vocé qualificaria o seu papel no PIBID
neste periodo?

6. Em sua opinido, de que maneira este semestre no PIBID ajudou em sua formacgéo?

7. Quais foram as dificuldades vivenciadas pelo PIBID (dentro da escola, dentro da
universidade, dentro do proprio grupo dos bolsistas)?

O que vocé sugere para contornar esta situacdo?

8. Quais foram as dificuldades que vocé encontrou ao desenvolver suas atividades no
PIBID (escola, universidade e grupo dos bolsistas)?

O que vocé sugere para contornar esta situacdo?

9. O que vocé vé de mais positivo no grupo (todos os bolsistas do subprojeto da
Matematica) do PIBID ?

10. Quais séo, no seu ponto de vista, as deficiéncias do grupo (todos os bolsistas do
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16.
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20.

21.
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subprojeto da Matemética) PIBID?

O que vocé sugere para contornar esta situacdo?

Quais foram os materiais (recursos didaticos) desenvolvidos pelo PIBID?

Quais foram os conteldos trabalhados nas turmas do PIBID?

Vocé adquiriu algum conhecimento novo em relacéo a esses contetidos?
Sim( ) Néo( )
Caso sim, qual?

Desses contetdos que vocé citou, existia algum que ndo dominava muito bem e
mesmo assim teve que dar aula sobre ele?

Sim( ) N ( )
Caso sim, quais?

O que fez para contornar esta dificuldade?

Quais os conteudos ou conceitos que os alunos apresentaram mais dificuldades?

Vocé poderia identificar as contribui¢cdes do PIBID para os alunos?

O que o PIBID acrescentou nos seus conhecimentos de contetdos especificos da
matematica?

O que o PIBID acrescentou nos seus conhecimentos pedagdgicos e metodologicos?

O que o PIBID acrescentou em relacdo aos planejamentos realizados, planos de aula,
de ensino, do curriculo?

Vocé teve alguma dificuldade para cumprir as tarefas desenvolvidas no PIBID?
A que vocé atribui esta dificuldade?

O PIBID atrapalhou o seu desenvolvimento nas matérias cursadas na universidade?
Justifique.
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22. Quais as experiéncias que a universidade ofereceu para a sua formacgéo profissional de
professor de matematica (sem incluir o PIBID)?

E especificamente em relagdo ao PIBID?

Informacdes sobre como situa o conteddo de probabilidade no ensino

23. Qual a importancia de se trabalhar com probabilidade no ensino?
Onde vocé acha que este contetido sera utilizado na vida escolar, na vida profissional e
no cotidiano do aluno?

24. Quais sdo os conceitos de probabilidade que vocé considera essenciais para serem
trabalhados em sala de aula?

Neste momento disponibilizarei os trés livros que a principio seriam utilizados na anélise do
livro didatico:

5. Matematica, volume Unico. Manuel Paiva. 12 Ed., Sdo Paulo, Moderna, 2005;
6. Matematica - Contexto e Aplicacdes, vol. 2. Dante. 12 Ed. Atica, Sdo Paulo, 2011.

7. Matematica: ciéncia, linguagem e tecnologia, 2: Ensino Médio. Jackson Ribeiro. S&o
Paulo: Scipione, 2010.

Nosso propésito é que eles possam observar quais sdo o0s conceitos de probabilidade
trabalhados nos livros didaticos do Ensino Médio.

25. Ao folhear o livro, ler os topicos sobre probabilidade, vocé sentiu falta de algum
topico que julga importante ser trabalhado em sala de aula e que ndo achou nesses
livros?

Sim( ) Nao()
Se sim, qual topico?

Caso tenha citado algum topico, por que julga este tépico importante?

Informacdes especificas sobre o contetdo de Probabilidade
26. O que tornou este topico facil ou dificil para vocé ensina-lo?

27. 0 que os estudantes trouxeram para as situacdes de aprendizagem (concepcdes,
preconcepcdes e concepgdes erroneas)?

28. Quais as dificuldades vocé observou que os alunos apresentaram?

29. Na sequéncia didatica trabalhamos alguns conceitos sobre probabilidade. Vocé
consegue definir e dar exemplo dos seguintes conceitos:

a) Experimento aleatorio;
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b) Experimento deterministico;

c) Espaco amostral,
d) Evento;
e) Espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel;

f) Concepcéo Cléssica (Laplaciana) da Probabilidade;

g) Concepcdo Classica da Probabilidade;
h) Axiomas da Probabilidade
i) Probabilidade Condicional;

J) Eventos Dependentes e Independentes;

Informacdes sobre a sequéncia didatica e o PIBID

30. Comparando os conceitos da probabilidade trabalhados na sequéncia didatica e os
conceitos trabalhados nos livros, o que vocé observa?

31. Deixo a seguinte pergunta para reflexdo: Sera que 0 mesmo ndo acontece com 0S
demais contetidos do Ensino Médio?

Comente sobre este fato.

Diante desta realidade o que cabe a vocé fazer como profissional?

32. Se vocé tivesse que aplicar em outra oportunidade esta mesma sequéncia didatica o
que vocé mudaria?

33. A proposta de se trabalhar com todos esses conceitos no ensino medio foi viavel ou
nao?

34.0 que a sequéncia didatica do conteudo de probabilidade acrescentou na sua
formacdo?

Informacao adicional

Data: / /
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ANEXO 3. PLANEJAMENTO DA AULA 1

Nesta aula iremos introduzir: a ideia da aleatoriedade e do acaso; 0s conceitos de:
experimento aleatdrio, experimento deterministico, espaco amostral e evento. Nossa intencao

é permitir que os alunos consigam:

Expor o que entendem das palavras aleatorio e acaso.

Identificar situacOes do acaso (aleatoriedade) no cotidiano.

Diferenciar experimento aleatorio de experimento deterministico.

Escrever alguns espacos amostrais de determinados experimentos aleatorios.
Perceber a ndo singularidade dos espagos amostrais.

Saber que existem espacos amostrais finitos e infinitos.

Identificar os subconjuntos dos espagos amostrais como eventos.

© N o gk~ w0 D P

Diferenciar os conceitos: experimento deterministico, experimento aleatorio,

espaco amostral e evento.

Ao elaborar a Aula 1 tentamos valorizar os conhecimentos prévios dos alunos sobre as
palavras aleatoriedade e acaso. Nesta primeira atividade nossa intencdo é permitir que
possam: refletir sobre o que significa aleatoriedade e acaso; discutir, entre eles, o significado

dessas duas palavras; e expor suas observacoes.

Descricdo da Atividade 1 (Introducao)

Utilizando o projetor, os licenciandos, apresentardo as palavras aleatoriedade e acaso e perguntarao: o
gue significam essas duas palavras?

Apos a discussdo, os licenciandos apresentardo as definicdes formais das palavras

aleatoriedade e acaso por intermédio do projetor.

Formalizacao - Definicdo formal retirada da Wikipédia:
A palavra aleatoriedade é utilizada para exprimir quebra de ordem, propdsito, causa, ou
imprevisibilidade.

Acaso € algo que surge ou acontece sem motivo ou explicacdo aparente. Algo que acontece sem ser
explicado por nenhuma relagdo com outra(s) coisa(s), nem simultanea(s) nem precedente(s), isto &,
sem qualquer determinacdo. Neste sentido, 0 acaso se opde ao determinismo.

Neste momento, nossa intengdo é reforcar a credibilidade do que possivelmente os
alunos falaram na discussdo oral. Caso algum aluno venha apresentar qualquer significado

equivocado dessas duas palavras, cabe aos licenciandos a sensibilidade de tentar sanar este
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equivoco. Desta maneira, estaremos preparando o raciocinio que serd utilizado ao longo da
aula. Além disso, estaremos criando condigdes, por meio da discussdo, para que os alunos
alcancem o objetivo 1: expor o que entendem das palavras aleatério e acaso.

Descricéo da Atividade 2 (Aplicacao)

Serd projetada uma reportagem que apresenta uma situacdo da aleatoriedade no cotidiano. A
reportagem seréd exposta por intermédio de um video. Apds, os licenciandos abrirdo um espaco para
que os alunos possam comentar sobre ela, caso desejem.

Apenas para titulo de ilustracdo, segue uma pequena introducdo do que se trata a
reportagem: “Ninguém sabe exatamente a hora e muito menos o local. Um satélite espacial de
5 toneladas, do tamanho de um dnibus, vai cair na Terra nas proximas horas. Vamos ver qual
a probabilidade dele cair aqui no Brasil...”. A reportagem foi exibida pelo Jornal Hoje, no
dia 23 de setembro de 2011.

Acreditamos que, por intermédio da reportagem, os alunos possam chegar a conclusao
de que a aleatoriedade esta presente em nosso cotidiano e tenham condicdes para realizar a

proxima atividade.

Descricdo da Atividade 3 (Introducdo)

Os licenciandos pedirdo aos alunos que apresentem exemplos de situacdes do dia a dia em que a
aleatoriedade esta presente. Isso seré feito da seguinte forma:

e Com essa reportagem o que podemos observar?

e Vocés podem dar outros exemplos da aleatoriedade no nosso dia a dia?

Nosso objetivo € permitir que possam identificar situacGes aleatérias presentes no

cotidiano deles e expor essas situacdes oralmente para a turma.

Continuacéo da Atividade 3

Durante a discussao, os licenciandos escreverdo no quadro os exemplos apresentados pelos alunos e
também alguns exemplos de experimentos deterministicos. Seguem alguns exemplos do que devera
ser escrito:

e Lancamento de uma moeda e observacdo da face voltada para cima (experimento
aleatorio).

e Se o litro da gasolina esta custando R$ 2,65 e vou comprar x litros, quanto irei pagar?
(experimento deterministico).

e Lancamento de um dado e observagdo do numero da face voltada para cima
(experimento aleatdrio).

e Sortear uma bolinha no bingo e verificar o nimero sorteado (experimento aleatorio).

e Abandonar um corpo no vacuo em queda livre a partir de uma altura conhecida e estimar
0 tempo gasto para este corpo atingir o solo (experimento deterministico).

Os licenciandos lerdo em voz alta os exemplos escritos no quadro. Caso os alunos ainda ndo tenham
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percebido que ndo existem apenas situacBes aleatorias, ou mesmo que tenham percebido e exposto
algum comentario, a intencdo mais uma vez é evidenciar esta diferenga com a leitura dos exemplos e
permitir que eles discutam. Mesmo depois da leitura, caso ninguém tenha identificado algum
problema, perguntaremos:

e Esta situacdo tem algo de errado?

e O que esta errado?

Nossa intencdo é, por intermédio desta atividade, instigar a percepc¢do dos alunos para
que possam, sozinhos, perceber que alguns destes ndo representam situagdes aleatdrias. Desta
maneira, estaremos preparando-0s para a discussdo sobre experimentos deterministicos e

aleatorios.

Apos a discussdo, projetaremos definices de experimento aleatdrio e deterministico.
Destacaremos, também, as suas devidas caracteristicas. Nosso objetivo é formalizar as ideias

introduzidas e discutidas nas Atividades 1, 2 e 3.

Definicdo Formal:

Experimentos aleatorios: experimentos que ao serem repetidos varias vezes, em condi¢cdes
semelhantes, apresentam resultados variados, ndo sendo possivel, portanto, a previsdo logica dos
resultados do experimento. Sabemos quais sdo 0s possiveis resultados do experimento, mas nao
sabemos qual resultado particular ocorrerd. E um modelo, sobre o qual, de antemio ndo é possivel
explicitar ou definir um resultado particular.

Ao descrever um experimento aleatério deve-se especificar ndo somente que opera¢do ou
procedimento deve ser realizado, mas também o que deve ser observado.

Apos a formalizacdo, os alunos irdo realizar a seguinte atividade:

Descricdo da Atividade 4 (Aplicacao)

Os licenciados distribuirdo dados e moedas para que os alunos possam realizar 0s experimentos nos
exemplos abaixo:

Joga-se um dado e observa-se o nimero da face superior.
Joga-se uma moeda 4 vezes e observa-se o nimero de caras obtidas.

Joga-se uma moeda 4 vezes e observa-se a sequéncia de caras e coroas.

Logo em seguida, os licenciandos apresentardo, por intermédio do projetor, algumas

caracteristicas dos experimentos aleatorios.

Observando-se os exemplos acima pode-se destacar algumas caracteristicas comuns:
1. ndo é possivel prever um resultado particular, mas pode-se enumerar todos os possiveis;
2. podem ser repetidos inlmeras vezes sob as mesmas condigdes;

3. quando repetidos um grande numero de vezes apresentam regularidade em termos de
frequéncias.
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Nossa intencdo é permitir que os alunos realizem esses exemplos (ou experimentos)
para que tenham condi¢des de comprovar algumas caracteristicas dos experimentos aleatorios

que foram apresentadas anteriormente.

Formalizacao

Experimentos deterministicos: experimentos que ao serem repetidos varias vezes, em condigdes
semelhantes, apresentam resultados constantes, isto €, os resultados podem ser previstos. Nestes
experimentos existe a possibilidade de se fazer a previsao ldgica e precisa de qual sera o resultado do
experimento.

Exemplos:
1. Se o litro da gasolina estéa custando R$ 2,65 e vou comprar x litros, quanto irei pagar?

2. Abandonar um corpo, no vacuo, em queda livre, a partir de uma altura conhecida e estimar o
tempo gasto para este corpo atingir o solo.

3. Certa massa de gas ideal esta inicialmente a temperatura de 400k e pressdo de 4,0 atm.
Mantendo-se o0 volume constante, a temperatura é reduzida para 320k. Qual sera o novo valor
de pressao?

A atividade a seguir tem a finalidade de fixar os conceitos formalizados anteriormente.

Descricdo da Atividade 5 (aplicacéo)

Apo6s a formalizagdo dos conceitos, os licenciandos retomardo os exemplos escritos no quadro e
pedirdo que os alunos os classifiquem, oralmente, em experimento deterministico e aleatorio.

Descricdo da Atividade 6 (Introducao)
Considere os seguintes experimentos aleatérios:

A: Lancamento de uma moeda e observacdo da face voltada para cima.

B: Lancamento de um dado e observacdo do nimero da face voltada para cima.
A cada experimento aleat6rio podemos associar um conjunto de resultados.

c) Apresente um conjunto que contém todos os resultados possiveis do experimento aleatério
“A77.

d) Apresente um conjunto que contém todos os resultados possiveis do experimento aleatério
“B77.

Nosso intuito é introduzir, por intermédio desta atividade, o conceito de espaco
associado ao experimento aleatério e a ndo unicidade do espago amostral. Além disso,
acreditamos que o0s alunos consigam associar 0s resultados possiveis a cada um dos
experimentos aleatdrios, mas suspeitamos que talvez a grande maioria dos alunos ndo venha

utilizar uma notacdo de conjunto no momento de responder por meio da escrita esta atividade.

Os licenciandos, apés a execucdo da atividade, deverdo pedir aos alunos que
exponham suas respostas e, caso aparegam respostas diferentes, deverdo escrevé-las no

quadro utilizando a notacdo devida de conjunto.
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Em seguida os licenciandos apresentardo, por intermédio do projetor, o conceito de
espaco amostral e alguns exemplos. Neste momento, deverdo pedir aos alunos que fechem as
apostilas para que ndo se antecipem e possam ler o que sera trabalhado.

Definic¢éo formal:
O Espaco Amostral

A cada experimento aleatorio podemos associar um conjunto de resultados. O espago amostral é o
conjunto que contém todos os resultados possiveis de um experimento aleatério.

Exemplos:

A: Lancamento de um dado e observacdo do namero da face voltada para cima.

Podemos associar a este experimento aleatdrio A, alguns dos seguintes conjuntos de resultados:
S1=4{1,2,3,4,5,6},S,={1,2,3,4,5,6, 7}, S3=[1,6] e Sy = (0, + o)

Apos a formalizacéo, os alunos fardo a proxima atividade.

Descricdo da Atividade 7 (Aplicacao)

Os licenciandos fardo a seguinte pergunta: o que podemos observar nesses espacos associados ao
experimento aleatério A?

Os licenciandos deverdo deixar os alunos falar por um momento e, caso mencionam

algo equivocado, fardo as devidas interrupcoes.

Queremos que os alunos identifiquem oralmente algumas diferencas entre o0s
conjuntos S;, Sy, Sz e S4. As diferencas sdo muitas e por isso acreditamos que identificardo
apenas algumas delas, as mais 6bvias. Talvez possam aparecer comentarios do tipo: “apenas o
conjunto S; é o espaco amostral associado ao experimento A, os demais ndo sdao”. Neste caso,

cabera aos licenciandos fazer as devidas interrupgoes.

A seguir os licenciandos apresentardo por intermédio do projetor as seguintes

observac@es sobre os conjuntos Sy, S; e Ss:

Observac0es:
Para S;: observamos que ele é o espa¢o amostral mais enxuto, econémico.

Para S,: observamos que apresenta um elemento a mais que o conjunto anterior, porém a chance de
ocorrer 0 nNUMero 7 no experimento em questao é zero. Nem por isso, este conjunto deixa de ser um
espaco amostral que podemos associar ao experimento em questéo.

Para S;: observamos que é composto de todos 0s nimeros reais entre os nimeros 1 e 6, inclusive o
nimero 1 e o numero 6. Por exemplo, 0 nimero 1,2 pertence ao conjunto S; Este conjunto é infinito,
contém infinitos ndmeros reais. Porém a chance de ocorrer, por exemplo, o nimero 2,8 no
experimento em questdo é zero. Mesmo com tudo isso, S; continua sendo um espago amostral
associado ao experimento em questéo.
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Descricéo da Atividade 8 (Aplicacéo)

Os licenciandos pedirdo aos alunos que apresentem oralmente as observacfes para o conjunto S,, de
acordo com o que foi exposto para 0s conjuntos Sy, S, e Ss.

Acreditamos que os alunos irdo apresentar iniameras dificuldades devido a notagdo de
intervalo e ao simbolo do infinito. Talvez ndo consigam expor observacdo alguma, por nao se
lembrarem da notagdo de intervalo usada. Caso isto ocorra, os licenciandos deveréo utilizar as
davidas para relembrar as notacdes de intervalos necessarias. Provavelmente, apds o0s
esclarecimentos das davidas apresentadas, os alunos poderdo expor algumas observacdes.
Caso apresentem alguma observacdo errada, os licenciandos deverdo fazer as devidas

interrupgdes com a finalidade de sanar o equivoco.

Apos, os licenciandos apresentardo algumas observaces do conjunto S, e outros

exemplos.

Para S, observamos que é composto de todos os numeros reais ndo negativos. Por exemplo, 0s

ndmeros m, V2, e 235,021 pertencem ao conjunto S,. Este conjunto é infinito e contém todos os
conjuntos anteriores. Porém a chance de ocorrer, por exemplo, 0 nUmero 7 no experimento em
questdo é zero. Mesmo com tudo isso, S, continua sendo um espago amostral associado ao
experimento em questdo.

Exemplos:
B: O tempo de reacdo dos pacientes ao medicamento;
S =(0, + )

D: Um elemento radioativo emite particulas alfa. Queremos saber quantas particulas sdo
emitidas em certo intervalo de tempo.

Temos como espaco amostral todos 0s nimeros naturais maiores gque zero, ou seja, S=N.

A intencdo por tras desses exemplos e observacgdes é evidenciar a ndo singularidade do
espaco amostral; a existéncia de espaco amostral finito e infinito; a importancia de, ao
descrevermos um espaco amostral, ficarmos atentos ao que estamos observando e
mensurando. Além de tudo isto, tentarmos, com a utilizacdo dos diferentes exemplos, evitar
que os alunos possam apresentar concepgdes erréneas, como por exemplo: o espaco amostral
é Unico para o experimento; sO existem espacos amostrais finitos; seus elementos sdo sempre

ndmeros.

Mais uma vez, acreditamos que os alunos possam apresentar dificuldade em relembrar
a notacdo de intervalo, o simbolo do infinito e a notacdo de conjunto dos nimeros naturais.

Desta maneira, os licenciandos deverdo intervir de acordo com as duvidas apresentadas.

Descricéo da Atividade 9 (Aplicagéo e Introducéo)
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Considere o experimento aleatério: lancamento simultdneo de duas moedas comuns distintas e
observacgdo de cada uma das figuras das faces voltadas para cima.

a) Determine o espaco amostral do experimento aleatorio acima.
b) Determine os subconjuntos “E” do espago amostral que satisfagam as condi¢des a seguir:
i) Ocorréncia de duas caras.
if) Ocorréncia de duas coroas.
iii) Ocorréncia de uma cara.
iv) Ocorréncia de uma coroa.
v) Ocorréncia de pelo menos uma cara.

vi) Ocorréncia de pelo menos uma coroa.

Na Atividade 9, o item (a) tem a finalidade de fixar o conceito de espaco amostral e 0
item (b) tem a intencdo de facilitar a introdugdo do conceito de evento. Acreditamos que 0S
alunos poderdo apresentar dificuldade para escrever os elementos do espago amostral, visto
que cada elemento é formado por um par de resultados. Além disso, poderdo ndo perceber a
diferenca entre o elemento (cara, coroa) e o elemento (coroa, cara) deixando assim de listar

algum deles.

Desta forma os licenciandos deverdo estar atentos para tirar as possiveis davidas,
pois acreditamos que alguns alunos venham perguntar como se escreve cada elemento durante

a execucao da atividade e se o que fizeram esta correto.

Descricdo da Atividade 10 (Aplicacéo)

Considere o experimento aleatério: Uma fabrica produz um determinado tipo de lampada. Deseja-se
saber o tempo de vida Util desta. Ela é colocada em um ensaio em que se determina o seu tempo t de
duracdo. Determine o espago amostral do experimento aleatorio acima.

Queremos fixar a ideia de espaco amostral infinito e trabalhar indiretamente a
notacdo de intervalo. Nesta etapa, os licenciandos fardo a correcdo das duas atividades
anteriores e apresentardo uma reportagem, por intermédio do projetor, da lampada que ndo se
apaga apenas para ilustrar a Atividade 10. Esta reportagem também servira para justificar o

motivo pelo qual atribuimos um intervalo de tempo infinito.

Em seguida, os licenciandos apresentardo a formalizacdo da definicdo de evento e

utilizaréo a Atividade 9 para exibir exemplos de eventos.

Definicdo Formal:

Evento: E qualquer subconjunto de um espaco amostral ao qual se pode atribuir uma
probabilidade de ocorréncia.




180

Nossa intencdo é apenas formalizar o conceito de evento introduzido na Atividade 9.
Logo em seguida, os alunos irdo elaborar uma lista de atividades para fixar 0s conceitos e
especificidades do que foi trabalhado nesta Aula 1. As atividades deverdo ser feitas até o

término de duracdo da aula e a lista sera recolhida como material de analise.

Lista 1 (Exercicios de Revisdo)
1) Classifique os experimentos abaixo em aleat6rio ou deterministico.
a) Lancar uma moeda e anotar a face voltada para cima.
b) Retirar uma carta de um baralho com 52 cartas e anotar o naipe.
c) Observar a temperatura em que a agua entra em ebulicao.
d) Em uma linha de producdo, ap6s 24h de trabalho, contar o nimero de pecas
defeituosas produzidas.
e) No alto de um prédio soltamos uma bola, anotar a velocidade que ela atinge o chéo.

2) Dé o que se pede de acordo com cada situacao:
e Trés moedas foram lancadas uma ap6s a outra e foi realizada a observacdo do lado
da moeda voltada para cima. Determine:
a) O espago amostral.
b) O evento A, da ocorréncia de lados distintos.
c) O evento D, da ocorréncia do primeiro sendo cara e 0s outros dois sendo
distintos.

e Dois dados foram langados simultaneamente, e foi realizada a observagdo da face
voltada para cima, determine:
a) O espago amostral.
b) O evento A, da ocorréncia de nimeros pares.
c) O evento B, da ocorréncia de nUmeros iguais.
d) O evento C, da a diferenca entre eles ser menor que 4.

3) Langamos um dado uma vez e observamos o nimero que aparece na face superior. Com isso,
determine os eventos abaixo:
a) O evento A, ocorréncia de um nimero maior que 5.
b) O evento B, ocorréncia de um niimero menor que 7.
c) O evento C, ocorréncia de um nimero maior que 6.
d) O evento D, ocorréncia de um nimero par.
e) O evento E, ocorréncia de um nimero que ndo seja par.
f) O evento F, ocorréncia de um nimero multiplo de 3.
g) O evento G, ocorréncia de um niimero par ou maltiplo de 3.
h) O evento H, ocorréncia de um namero par e mualtiplo de 3.
i) Oevento |, ocorréncia de um nimero que ndo seja par e também nao seja multiplo de
3.
j) Oevento DUE.
k) O evento DNE.
[) O evento D"

Desafio: Determine um espa¢o amostral para o tempo de vida Gtil de um componente eletrénico.

Com esta lista queremos fixar os conceitos de experimento aleatorio e deterministico;

de espaco amostral e evento; introduzir os tipos de eventos (certo, impossivel, elementar ou
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simples e mutuamente exclusivos) e iremos também trabalhar com a nocdo de espaco

amostral infinito por intermédio das Questdes 1, 2, 3 e do desafio respectivamente.

Optamos por manter esta aula longa, pois apesar de termos explorado muitos
conceitos, julgamos que estes sdao mais faceis. Com isso teremos mais tempo para trabalhar
conceitos que consideramos mais complexos nas proximas aulas como, por exemplo, o

conceito de probabilidade condicional.
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ANEXO 4. PLANEJAMENTO DA AULA 2 (COM MODIFICACOES
SUGERIDAS PELA BANCA)

Nesta aula iremos introduzir as definigdes sobre: tipos de eventos (certo, impossivel,

elementar ou simples e mutuamente exclusivos); espacos amostral equiprovavel e ndo

equiprovavel; conceitos Frequentista e Classico de Probabilidade. Além disso, vamos revisar

as operacOes de unido, intersecdo e complementar entre os eventos. Nossa intencao é permitir

que os alunos consigam:

1.
2.

10.

11.

Relembrar as operagdes entre 0s conjuntos: unido, intersecdo e complementar.
Recordar a relacdo entre o uso do conectivo “e” com a operagdo de interse¢do, o uso
do conectivo “ou” com a operagdo de unido e o uso do conector “nao” as vezes
tomado como “nem” = “também ndo”, com a operacdo de complementar de conjunto.
Classificar os eventos em certo, impossivel, elementar e mutuamente exclusivos.
Perceber que existem espacos amostrais em que seus eventos elementares possuem as
mesmas chances de ocorrer e espagos amostrais em que seus eventos elementares
possuem chances diferentes de ocorrer.

Avaliar quando um espac¢o amostral € equiprovavel ou ndo equiprovavel.

Intuir o valor da probabilidade de alguns eventos.

Realizar alguns experimentos aleatorios e calcular as frequéncias absolutas e relativas
dos resultados.

Comparar o resultado da frequéncia relativa do evento, calculada na atividade
experimental, com o valor teérico da probabilidade.

Observar que a medida que se aumenta o nimero de repeticdes do experimento, a
frequéncia relativa tende a se aproximar cada vez mais do valor tedrico da
probabilidade do evento estudado (Lei dos Grandes NUmeros).

Calcular a probabilidade de determinados experimentos aleatorios pela definicédo
Classica.

Observar que a definicdo Classica so pode ser aplicada em espacos amostrais finitos e

equiprovaveis.

Ao elaborar a Aula 2, planejamos iniciar pela corre¢do dos exercicios da aula anterior,

que sera realizada por intermédio de um projetor. Optamos por usar 0 projetor, pois nos

ajudara a economizar o tempo que gastariamos escrevendo no quadro negro.
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Acreditamos que apds a correcdo e tendo destacado as especificidades de alguns
eventos teremos condi¢cdes de dar continuidade ao contetido de Probabilidade. Com isso, 0s
licenciandos apresentardo as defini¢ces dos tipos de eventos: certo, impossivel, elementar ou

simples e mutuamente exclusivos, por intermédio de um projetor.

Formalizacdo dos tipos de eventos

Evento certo: Quando um evento é representado pelo proprio espago amostral associado ao
experimento realizado.

Evento impossivel: Quando um evento € caracterizado pelo conjunto vazio, ele é chamado de evento
impossivel.

Evento elementar ou simples: E aquele formado por um ((inico) elemento do espaco amostral.

Eventos mutuamente exclusivos: Quando a interse¢do de dois eventos é o conjunto vazio.

Apos a formalizacdo, seguird a seguinte atividade:

Descricéo da Atividade 1

Os licenciandos retomardo os exercicios corrigidos da Aula 1, mais especificamente os eventos que ja
haviam sidos destacados durante a correcdo pelas suas caracteristicas para que os alunos possam
classifica-los em eventos certo, impossivel, simples e mutuamente exclusivos.

Nossa intencdo é permitir que os alunos apliquem 0s conceitos sobre os tipos de
eventos. Ndo daremos mais énfase a essas definigdes, pois julgamos que se tratam apenas de

nomenclaturas.

Em seguida, os licenciandos passardo duas atividades com a intencdo de introduzir

uma pequena discussao de espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel.

Descricdo da Atividade 2

Em uma turma com 50 alunos existem 32 meninas e 18 meninos. Escreveremos os nomes dos alunos
em fichas todas iguais e as mesmas serdo colocadas em uma urna. Sortearemos uma Unica ficha e
observaremos se sorteamos uma menina ou um menino.

a) Escreva um espago amostral para este experimento aleatorio.
b) O que tem mais chance de ocorrer:

() O sorteio de uma menina

() O sorteio de um menino

() Ambos tém as mesmas chances de ocorrer
c) Justifique a sua resposta ao item anterior.

(Adaptada de SILVA, 2002)

Descricéo da Atividade 3
No langamento de uma moeda, observa-se a face voltada para cima.

a) Escreva um espacgo amostral para este experimento.
b) O que tem mais chance de ocorrer:

() Afacecara

() Aface coroa
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() Ambas possuem a mesma chance de ocorrer.
c) Justifigue a sua resposta ao item anterior.

Os licenciandos pedirdo que os alunos apresentem suas respostas oralmente. Em
seguida, a fim de ressaltar as diferencas entre os espagos amostrais, fardo as seguintes

perguntas:

e O que podemos observar nos espacos amostrais das duas atividades anteriores?
e O que eles tém de diferentes?
e O que podemos concluir das chances de ocorrer os eventos elementares de

cada um dos espagos amostrais?

Escolhemos essas atividades para evidenciar a existéncia de espa¢os amostrais nos
quais seus eventos elementares possuem as mesmas chances de ocorrer e outros espacos nos
quais seus eventos elementares possuem chances diferentes de ocorrer. Além disso, durante
nossa analise do livro didatico, percebemos que este conceito ndo é tratado pelos livros

analisados.

ApoOs a discussdo das respostas, os licenciando apresentardo, por intermédio do

projetor, 0 conceito de espa¢o amostral equiprovavel e ndo equiprovavel.

Formalizacdo do conceito

Espaco amostral equiprovavel: quando todos os seus eventos elementares tém a mesma chance de
ocorrer.

Espaco amostral ndo equiprovavel: quando entre seus eventos elementares existe algum com uma
maior chance de ocorrer, ou seja, possuem chances diferentes de acorrer.

Descricédo da Atividade 04
Os licenciandos retomarao as duas Ultimas atividades para que os alunos possam:

a) classificar os espacos amostrais gque associaram ao experimento em equiprovavel e ndo
equiprovavel.

b) associar um espaco amostral de elementos equiprovaveis.
c) associar um espago amostral de elementos ndo equiprovaveis.

Exemplo

Considere o lancamento de uma moeda viciada e a observacdo da face voltada para cima. Nesta
moeda a chance de ocorrer cara é duas vezes maior que a chance de ocorrer coroa.

a) Determine um espaco amostral para este experimento.
Sendo C= cara e K = coroa, temos: Q = {C, K}
b) Este espaco amostral é equiprovavel ou ndo equiprovavel? Justifique.

N&o equiprovavel, pois a chance de ocorrer o evento E={C} é duas vezes maior que a chance de
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ocorrer o evento E’= {K}

Descricéo da Atividade 5

Descricdo da Atividade 5: Observe os espacos amostrais referentes aos experimentos aleatérios
abaixo e classifique-os em espaco equiprovavel ou ndo equiprovavel.

a)

b)

Uma urna contém 3 bolas brancas, 2 vermelhas e 5 azuis. Uma bola é escolhida ao acaso na
urna.

Q, = {branca, vermelha, azul}.

Q; = {by, by b3, v, Vv, 3, Ay, a3, A4, a5}

Onde b= bola branca, v = bola vermelha e a= bola azul.

Uma urna contém 6 bolas pretas, 2 bolas brancas e 10 amarelas. Uma bola é escolhida ao
acaso.

Q, = {preta, banca, amarela}.

Q, = {p1, P2, P3, Pa, Ps, Ps, D1, D2, @1, @2, 83, 84, 85 A6, 7, s, A9, 10}

Onde p=bola preta, b = bola branca e a= bola amarela.

Q; = {preta, preta, preta, preta, preta preta, branca, branca amarela, amarela, amarela,
amarela, amarela, amarela, amarela, amarela, amarela, amarela}.

Q4 ={p1, P2, P3, P4, Ps, Ps, D1, 02,81, 87, 83, 84, A5 86, 7, s, A9, A10, V1 }

Onde p= bola preta, b = bola branca, a= bola amarela e v = boa verde.

Dois dados, um verde e um vermelho, sdo lancados e observados os numeros das faces de
cima.

Q: ={1,1),(,2),.,(@{1,6),..(6,6)}
Q,={(a,b):a beR}

Escolhemos o exemplo e Atividades 4 e 5 com a intencdo de que os alunos apliquem

0s conceitos de espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel.

Neste momento, ja foram trabalhados o0s conceitos iniciais, ou seja, experimento

deterministico, aleatério, espago amostral (finito, infinito, equiprovavel e ndo equiprovavel) e

eventos (tipos de eventos), por isso julgamos que podemos introduzir a nocdo de mensurar 0

acaso.

Para isso, 0s licenciandos apresentardo, por intermédio do projetor, as seguintes

perguntas:

Descricéo da Atividade 6

1.
2.

Como podemos medir o acaso?

Como podemos atribuir um valor numérico para as chances de ocorrer um determinado
evento?

Vocés conseguem responder:
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a) Qual é a probabilidade de sair cara no langamento de uma moeda comum? Justifique.
b) Qual é a probabilidade de sair coroa no langamento de uma moeda comum? Justifique.

c) Qual é a probabilidade de sair um nimero par no lancamento de um dado comum?
Justifique.

d) Qual é a probabilidade de sair um nimero impar no lancamento de um dado comum?
Justifique.

e) Qual a probabilidade de sair um nimero maior que 6 no lancamento de um dado
comum? Justifique.

f) Qual a probabilidade de sair um nimero menor que 7 no lancamento de um dado
comum? Justifique.

g) Qual é a probabilidade de sair o nimero 3 no lancamento de um dado comum?
Justifique.

Nossa intencdo com as Questdes 1 e 2 é agucar a curiosidade dos alunos para que
possam pensar como podemos medir as chances de ocorrer determinados eventos. No item 3
queremos que os alunos utilizem as suas intui¢cées ao atribuirem valores numéricos a chance

de ocorrer um determinado evento. Em seguida, os alunos realizardo a seguinte atividade:

Descricdo da Atividade 7

Os licenciandos pedirdo que os alunos realizem, em duplas, o seguinte experimento: langar uma
moeda comum 10 vezes e anotar a face obtida em cada lancamento em uma tabela com as
frequéncias absolutas e relativas.

Tabela das frequéncias em 10 lancamentos

Face Frequéncia absoluta Frequéncia relativa

Cara

Coroa

Neste momento, os licenciandos dardo, por intermédio do projetor, uma rapida

explicacdo de frequéncia relativa e absoluta para a execu¢do da Atividade 7.

Frequéncia

Consideramos um experimento aleatério com um espago amostral finito qualquer. Suponhamos que o
experimento seja repetido n vezes em condigOes semelhantes. Seja m 0 nimero de vezes que ocorre 0
evento A (m é a frequéncia absoluta).

A frequéncia relativa do evento “A” é&: f="

Apos a realizagdo do experimento os licenciandos utilizardo os resultados de todas as

duplas para montar uma tabela com as frequéncias relativas e absolutas no quadro branco.
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Tabela das frequéncias em “todos 0s” langamentos

Face Frequéncia absoluta Frequéncia relativa

Cara

Coroa

Nesta atividade os alunos realizardo empiricamente o experimento e calculardo as
frequéncias relativas e absolutas dos eventos em questdo, com isso queremos prepara-los para

trabalharem os conceitos Frequentista e Classico de Probabilidade.

Os licenciandos apresentardo os resultados obtidos nos estudos realizados por Kerrich
e Buffon (HOWARD, 2010).

Tabela das frequéncias em 1.000 langamentos:

Face Frequéncia absoluta Frequéncia relativa
Cara 529
Coroa 471

Tabela das frequéncias em 4.040 langcamentos

Face | Frequéncia absoluta Frequéncia relativa

Cara 2.048
Coroa 1.992

Esses dois Ultimos experimentos foram realizados por Kerrich e Buffon.

Nossa intencdo é permitir que os alunos possam comparar os valores obtidos em 10
lancamentos, “todos o0s” langamentos em 1.000 lancamentos e em 4.040 lancamentos. Farao

para isso as seguintes perguntas:

Descricédo da Atividade 8

O que podemos observar em relacéo aos valores das frequéncias relativas & medida que aumentamos
0 nimero de langamentos?

Se aumentarmos a langamento para 100.000, o que acontecera?

Nosso proposito é que os alunos possam perceber que, a medida que aumenta o
nimero de repeticGes do experimento, a frequéncia relativa se aproxima da probabilidade

intuida anteriormente na Atividade 6.

Apdbs a discussdo, os licenciandos apresentardo, por intermédio do projetor, a
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formalizagdo das definicBes Classica e Frequentista de Probabibilidade associada ao evento

equiprovavel e ao ndo equiprovavel.

Formalizacao

Existe uma defini¢do que permite calcular teoricamente a probabilidade de um evento sem realizar o
experimento e que se aplica apenas quando o espaco amostral € finito e equiprovavel.

Definigdo Classica da Probabilidade

Consideremos um experimento aleatério com espago amostral Q finito e equiprovavel. A
probabilidade de ocorrer o evento A c Q é:

numero de elementos de A

P(A)=—
numero de elementos de )

Apo6s a apresentagdo formal, os licenciandos retomardo algumas das probabilidades
que os alunos intuiram na Atividade 6 e a seguir serd apresentada a definicdo Frequentista de

probabilidade.

Descricéo da Atividade 9
f) Qual € a probabilidade de sair cara no lancamento de uma moeda comum?
g) Qual é a probabilidade de sair um nimero par no langamento de um dado comum?
h) Qual a probabilidade de sair um nimero maior que 6 no langamento de um dado comum?
i) Qual a probabilidade de sair um nimero menor que 7 no langamento de um dado comum?

j) Qual é a probabilidade de sair o namero 3 no langamento de um dado comum?

Definicdo Frequentista da Probabilidade:

Consideremos um experimento aleatério com um espaco amostral finito qualquer. Suponhamos que o
experimento seja repetido n vezes em condi¢6es semelhantes.

Seja m o nimero de vezes que ocorre o0 evento A (m € a frequéncia absoluta).

A frequéncia relativa do evento “A” & f= %

A frequéncia relativa é uma aproximagdo da probabilidade, quando se realizarem ndmero
consideravel de experimento.

A frequéncia relativa se iguala & probabilidade do evento “A” quando o nimero de repetigdes do
experimento “n” tende ao infinito.

Os licenciandos deverdo retornar ao experimento realizado empiricamente, o
lancamento da moeda, para novamente comparar as frequéncias com o resultado da

probabilidade da definicdo Classica. Em seguida, realizardo o seguinte experimento:

Descricéo da Atividade 10
Considere o langamento de uma tachinha e a observacédo da sua posi¢do no chéo:

c) Determine um espago amostral.

d) Realizando o experimento, langamento da tachinha, 5, 15, e 20 vezes foi obtido o seguinte
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resultado expresso na tabela. Determine a frequéncia relativa expressando os resultados em

porcentagem.

Numero de Ponta e cabeca da tachinha
jogadas tocando no chao

S6 cabeca no
chéo

Frequéncia
relativa

5

10

15

20

c¢) Em sua opinido, o espaco amostral é equiprovavel ou nao equiprovavel? Justifique.
d) Posso aplicar a definicdo Classica de probabilidade neste experimento? Justifique.
(Adaptado de SILVA, 2002)

Nosso objetivo é fixar os conceitos Frequentista e Classico de Probabilidade

vinculados ao espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel. Escolhemos esta questéo, por

se trata de um objeto ndo convencional nas aulas de Probabilidade, visto que, em geral, séo

utilizados moedas e dados. Por outro lado, no livro didatico analisado ndo se trabalha a

questdo do espaco amostral ndo equiprovavel e também ndo se discute a questdo de quando

podemos usar o conceito Classico e quando ndo podemos usa-lo. Logo em seguida, os alunos

fardo uma lista de exercicios.

Lista 2 (Exercicios de Reviséo)

1) Uma bola sera retirada de uma sacola contendo 5 bolas verdes e 7 boas amarelas. Determine:

a) Um espago amostral para este experimento.

b) Se este espaco amostral é equiprovavel ou ndo equiprovavel.

c) A chance da bola retirada ser da cor verde.

2) Emuma escola de idiomas com 2000 alunos, 500 alunos fazem o curso de inglés, 300 fazem o
curso de espanhol e 200 cursam ambos 0s cursos. Selecionando-se um estudante do curso de
inglés, qual a chance dele também estar cursando o curso de espanhol?

3) Um objeto sera sorteado de cada urna das urnas representadas pelas figuras abaixo. Descreva e
classifique os espacos amostrais em equiprovavel ou ndo equiprovavel, segundo a natureza

dos objetos, e justifique sua resposta.

b
)QOQQ*
*ﬂ*ﬁ

- |
mho

b)

a0 A& 0

A O
— 0O o
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4. Uma urna contém 3 bolas brancas, 2 vermelhas e 5 azuis. Uma bola é escolhida ao acaso na
urna. Determine.
a) Um espago amostral associado a este experimento que seja equiprovavel. Posso
aplicar a definicao Classica de probabilidade neste experimento? Justifique.

b) Um espaco amostral associado para este experimento que seja ndo equiprovavel.
Posso aplicar a definigdo Classica de probabilidade neste experimento? Justifique.

5) Uma urna contém 6 bolas pretas, 2bolas brancas e 10 amarelas. Uma bola é escolhida ao
acaso. Determine:

a) um espacgo amostral para este experimento;

b) a bola de maior chance de ser escolhida;

c) se o espago amostral é equiprovavel ou ndao equiprovavel, justifique sua resposta;
d) a chance da bola ndo ser amarela.

6) Dois dados, um verde e um vermelho, sdo lan¢ados e observados os nimeros das faces de
cima. Qual é a chance de ocorrerem 0s nimeros iguais?

Com esta lista queremos: fixar os conceitos de espaco amostral equiprovavel e ndo
equiprovavel por intermédio das Questbes 1, 3, 4 e 5; explorar o calculo de algumas

probabilidades bem simples por intermédio das Questdes 1, 2, 4, 5 e 6.
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ANEXO 5. PLANEJAMENTO DA AULA 3 (COM MODIFICACOES
SUGERIDAS PELA BANCA)

Nesta aula iremos introduzir algumas das propriedades importantes no calculo da
Probabilidade e explorar os conceitos Frequentista, Classico e Geométrico de Probabilidade
por intermédio de alguns exercicios. Nosso desejo é permitir que os alunos consigam:

1. Acompanhar as discussdes das propriedades que serdo apresentadas.

2. Perceber a razoabilidade de cada propriedade.

3. Aplicar nos exercicios, quando necessario, as propriedades; o conceito
Classico; o conceito Frequentista; e o conceito Geométrico de Probabilidade.

Os licenciandos deverdo apresentar algumas das propriedades da Probabilidade por
intermédio do projetor e, caso seja necessario, utilizardo o quadro branco. Devido a
complexidade do assunto, daremos énfase a justificativa dos resultados através de alguns
exemplos, com forte apelo a concepgéo classica. Claro que essas justificativas ndo tém valor
de prova, pois os resultados sdo validos, qualquer que seja o conceito de probabilidade
tomado. Fazemos isso tdo somente para tornar 0os axiomas inteligiveis aos alunos, bem como
algumas das propriedade importantes no célculo da probabilidade que deles emanam. Os

axiomas comumente apresentados nos livros didaticos sao:

1. 0<PA)<1
2. P(S)=1
3. Se ANB =0 entdo P(AUB) = P(A) + P(B)
Estes geram as seguintes propriedades:
4. P(@)=0
5. P(A)+P(A%)=1
6. Se AnB=+ @ entdo P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

Segue o contelido que sera apresentado aos alunos pelos licenciandos:

Axiomas e Algumas Propriedades Importantes da Probabilidade:

Seja E um experimento aleatorio com um espaco amostral associado S. A cada evento A € S,
associa-se um numero real representado por P(A) e denominado “probabilidade de A”, que
satisfaz as seguintes axiomas (1,2,3) e propriedades (4,5,6):

1. 0<PA)<1
2. P(S)=1
3. Se ANB =@ entdao P(AUB) = P(A) + P(B)
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Devido & complexidade do assunto, daremos énfase a justificativa dos resultados atraves de
alguns exemplos com forte apelo a concepgdo classica. Sendo S um espago amostral
equiprovavel, finito e ndo vazio, e A um evento de S, tém-se:

4. P(@)=0
Justificativa: P() _n@)_ 0 _
nS) n(S)
3. P(S)=1
Justificativa: P(S) = &) =
n(S)
2. 0<PA)<1
Justificativa: Temos que P cACcCQ

= n(P) < n(A) <n(Q)

n(®) _n() _n@)

n(Q) " n(Q) " n(Q)
= % <PA) <1

= 0<PA) <1

3.Se ANB = O entdo P(AUB) = P(A) + P(B)
A B S

Sejam A e B dois eventos de um mesmo espa
amostral S. Diz que ocorre o evento A unido
denotado por AUB, se e somente se A ocorre ou
ocorre.

Como n(AUB) =n(A) + n(B), pois ANB= 0.

n(AuB) n(A)  n(B) _
RS + 5 P(A) + P(B)

Entdo, P(AUB) =

7. Se AN B # ¢ entdo P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)

Sejam A e B dois eventos de um mesmo espaco
amostral S. Diz-se que ocorre 0 evento A uniao
B, denotado por AUB, se e somente se A ocorre
ou B ocorre.

Temos que: (AUB) =n(A) + n(B) - (ANB), pois
ANB #0. °

A B
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n(AUB) n(A)+n(B)—n(ANnB)
n©) n(s) B
_ n(A) , nB) n(AnB) _
n(S) n(S) n(S)
= P(A) + P(B) — P(AN B)

P(AUB) =

Optamos por apresentar as propriedades com a nog¢éo de conjunto, pois julgamos que
assim as justificamos de uma forma mais intuitiva e consequentemente torna-las mais
acessiveis aos alunos. Daremos, por isso mais énfase aos exemplos com o intuito de fixar as

propriedades apresentadas.

Exemplo: No langcamento de um dado comum, observa-se a face superior. Qual é a
probabilidade de sair um nimero par ou um multiplo de trés?

S={1,2, 3, 4,5, 6},
n(s) =6

e A:sair um numero par.

A= {2, 4, 6},
n(A) =3
_n _3_1
P(A) = nes) 6 2
S
e B:sair um multiplo de 3.
A 1 B
B={3,6},n(B)=2
_n® _2_1
P(B) = nS 6 2
« ANB= {6} >
n(AnB) 1
P(A N B) = W = g

e P(AUB)=P(A) + P(B) - P(ANB)
P(AU B) =z+§—%=—=§ ou

AUB= {2, 4, 6} U{3, 6} = {2, 3, 4, 6}, n(AUB) = 4.
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4
P(AUB)=€

5. P(A) +P(A%) =1
Temos que AUA® =S e ANA =@
= n(A U A®) =n(S)
= n(A) + n(A®) = n(S)

n(A) +n(A% n(S)

n(S) " n(S) AC

n(A) n(A°
oAt
= P(A) +P(AY) =1

[¥3]

A probabilidade de um evento A ndo ocorrer, indicado por P(A® ), é igual a 1, menos a
probabilidade de ele ocorrer, isto &, P(A®) = 1 — P(A).

Exemplos:

a) No lancamento de um dado comum ndo viciado, qual é a probabilidade de ndo sair o

namero 2?
S={1, 2,3,4,5, 6},
n(S) =6 S
. , 1 )

e A:salr o numero 2
A= {2},
n(A) =1. £ E

~nA) 1 6

P(A) = n(S) 6

e AS: ndo sair o nimero 2
P(A%) =1 - P(A).

1 5
C) = —_—_ = = —
P(A%) =1 G 3 G

e Ou A°: nio sair o nimero 2
A°={1, 3,4,5,6}, nA%)=5

P(A%) =
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b) (PAIVA, 2005) Uma urna contém bolas coloridas. Retirando-se uma bola dessa urna,
a probabilidade de se obter uma bola vermelha ¢ 0,64. Qual é a probabilidade de se
obter uma bola que n&o seja vermelha?

e A: obter uma bola vermelha
P(A) =0,64

e AC: Obter uma bola que nao seja vermelha
P(A%) = 1—P(A).
P(A®) =1-0,64=0,36

Apo0s a apresentacdo formal das propriedades e suas exemplificacfes, os licenciandos
passardo uma lista de exercicios a fim de fixar os conceitos trabalhados nesta aula e nas aulas

anteriores. Segue a lista:

Lista 3 (Exercicios de Revisao)

1) Um atirador, com os olhos vendados, procura atingir um
alvo circular com 50 cm de raio, tendo no centro um
disco de 10 cm de raio. Se em certo momento temos a
informacdo de que o atirador acertou o alvo,
perguntamos qual deve ser a probabilidade de que tenha
atingido o disco central.

(Adaptado da COLECAO Explorando 0 ensino)

2) (UFRGS, 1998) A figura representa uma parede
quadrada na qual estdo pintados discos de raio R.
Se uma bola é langada totalmente ao acaso contra a
parede, a probabilidade de ela tocar fora dos discos
esta entre:

a)14% e 16% b) 17% e 19%
C)20%e22%  d)23% e 25%
e) 26% e 28%

3) Precisamos escolher um ponto de uma determinada “linha”. Se X e Y sdo pontos de uma linha
de extremos A e B, qual a probabilidade de que um ponto da linha AB pertenca a linha XY
(contida em AB)?

.
-

A X Y B
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(Adaptado da COLECAO Explorando o ensino)

4) (ENEM, 2001) Um municipio de 628Km’ ¢ atendido por duas emissoras de radio cujas
antenas A e B alcancaram um raio de 10 km do municipio conforme mostra a figura ao lado.
Para orcar um contrato publicitario, uma agéncia precisa avaliar a probabilidade que um
morador tem de, circulando livremente pelo municipio, encontrar-se na area de alcance de
pelo menos uma das emissoras. Essa probabilidade é de, aproximadamente:

a) 20% b) 25% c) 30% d) 35% e) 40%

a

5) Uma moeda é viciada de tal modo que sair cara é duas vezes mais provavel do que sair coroa.
Calcule a probabilidade de:

a) Ocorrer cara no lancamento dessa moeda.
b) Ocorrer coroa no langcamento dessa moeda.

6) Temos duas moedas, das quais uma é perfeita e a outra tem duas caras. Uma das moedas,
tomadas ao acaso, é lancada. Qual € a probabilidade de se obter cara?

7) No sorteio de um namero natural de 1 a 20, determine as probabilidades:

a) De ocorrer um niimero par.
b) De ocorrer um multiplo de 3.
c) De ocorrer um nimero primo.
d) De ocorrer um divisor de 12.

8) Qual a probabilidade de lancar um dado branco e outro azul e se obter:

a) A soma dos pontos igual a 7?
b) 2 pontos no dado azul?

9) Tira-se, ao acaso, uma carta de um baralho de 52 cartas. Qual a probabilidade de ser a carta
retirada:

a) Umés?
b) Uma figura, isto €, valete, dama, ou rei?

c) Do naipe de espada?
d) Uma figura de espada?

10) Se P(A) = 0,5, P(B) = 0,3 e P(ANB) = 0,1. Calcule:
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a) P(AUB).
b) P(A®UB), onde A é o complementar de A.

11) Seja E= {1, X, 2} um epaco amostral. Define-se uma fun¢do P em E do seguinte modo:

2) PUL) =P({x}) =P{2}) =3
b) P({1}) =P({x}) =5 P{2) = -1

©) PHLY) =5 PO} =5 PU2D =5
d) P =5 PO =5 PU2Y) =

Em qual desses casos P é uma probabilidade?
(Questdo adaptada de Caruncho, J. et al. (1988) apud Ortiz (2002, p.181)).

12) Um colégio tem 400 alunos e destes: 100 estudam Matematica; 80 estudam Fisica; 100
estudam Quimica; 20 estudam Matematica, Fisica e Quimica; 30 estudam Matematica e
Fisica; 30 estudam Fisica e Quimica; 50 estudam somente Quimica. A probabilidade de um
alunos, escolhido ao acaso, estudar Matematica e Quimica é:

1 2 5
a) - b) 5 c): d)3

10

13) Uma pesquisa ouviu 500 pessoas, 230 disseram ler o jornal A, 134 disseram ler o jornal B e
54, o jornal C. 86 leem tanto o jornal A quanto o jornal B, 20 leem tanto o jornal A quanto o
jornal C e 5 leem tanto o B quanto o C, 3 disseram ler os trés jornais. Se uma pessoa for
escolhida ao acaso entre essas 500, qual a probabilidade de que ela:

a) Leia apenas o jornal A?

b) Leia pelo menos um dos trés jornais?
c) Nao leia nenhum dos trés jornais?

d) Leia exatamente um dos 3 jornais?

Optamos por colocar as Questdes 1, 2, 3 e 4 sobre Probabilidade Geométrica, pois
verificamos que é pouco explorada nos livros didaticos e a julgamos de grande importancia,
porque ha a necessidade de calcular algumas areas para determinar a probabilidade.

As Questdes 5 e 6 exploram o céalculo da probabilidade de espagos ndo
equiprovaveis. Por isso julgamos que os alunos poderdo ter dificuldade em escrever o0s

espacos amostrais e consequentemente calcular a probabilidade de forma equivocada.

Questdo 10 envolve a manipulacdo das propriedades de unido, intersecdo e
complementar entre eventos. J& nas Questdes 11 e 12 envolve a nogdo de Diagramas de Venn
(nocdo de conjuntos) e este tipo de raciocinio ja foi explorado na lista de exercicios da aula
anterior (Aula 02). Nas demais QuestBes (7, 8, 9), sdo questdes que envolvem o célculo de

probabilidade simples.
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ANEXO 6. PLANEJAMENTO DA AULA 4

Nesta aula iremos introduzir o conceito da Probabilidade Condicional. Os objetivos

sdo:
1. Calcular unido e intersecdo de probabilidades fazendo as devidas diferencas
entre 0 uso dos conectivos “e” e “ou”.
2. Entender a Probabilidade Condicional como uma condigdo que restringe o
espacgo amostral.
3. Aplicar o conceito de Probabilidade Condicional nas atividades propostas;
4. Perceber a diferenca entre p(A|B) e p(B|A).
5. Entender a vinculacdo da intersecdo de probabilidade com a multiplicacdo de
probabilidades.
Apo6s 0 momento inicial, os licenciandos explicardo como sera realizada a Atividade 1
desta aula.

Descricdo da Atividade 1

Os licenciandos pedirdo que cada aluno escolha um niimero de 1 a 99. Um Unico prémio seré entregue
ao portador do bilhete que for escolhido por sorteio. Esse sorteio sera realizado em duas etapas
utilizando-se uma urna com dez bolas humeradas de 0 a 9. Na primeira etapa, uma bola é escolhida ao
acaso, obtendo-se assim o algarismo das unidades do nimero premiado; em seguida, essa bola é
devolvida a urna, e repete-se 0 processo para que seja obtido o algarismo das dezenas.

(Adaptada da COLECAO Explorando o ensino)

Selecionamos esta atividade, pois acreditamos que com ela os alunos terdo condigcdes
de entender a probabilidade condicional como uma condicdo que restringe o espaco amostral.
Ela permite, por outro lado, que os alunos vivenciem as condicdes que irdo interferir em suas
chances de ganhar o sorteio e por outro, julgamos que ela possa envolvé-los e motiva-los a

estudar a conceito da Probabilidade Condicional.

Continuacéo da descricdo da Atividade 1

Apobs os alunos terem escolhidos seus nimeros, os licenciandos fardo a seguinte pergunta: antes de ser
iniciado o sorteio (e supondo-se que ele seja honesto), qual é a probabilidade de vocé (aluno) ganhar o
prémio?

Os licenciandos deverdo conduzir a resolugdo desta questdo utilizando as respostas

orais dos alunos e registrando-as no quadro. Segue uma solugéo:

Si= {0, 1,2,..., 97, 98,99}, n(Sy) = 100
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A= {k}, onde “k” é qualquer numero entre 0 ¢ 99.

A 1
n(A) = 1, P(A):%S:Eﬂ%

Esta questdo se faz necessaria, pois nosso intuito é criar condi¢fes para que 0s alunos
percebam que, ap06s o sorteio, esta probabilidade, calculada inicialmente, ird mudar devida a
reducdo do espago amostral.

Neste momento sera realizada a primeira etapa do sorteio: uma bola é escolhida ao
acaso, obtendo-se assim o algarismo das unidades do ndmero premiado. Supondo que 0
namero sorteado seja 0 nimero 7, os licenciandos irdo analisar a situacao de dois alunos como

na situacdo descrita abaixo:

Continuacdo da descricdo da Atividade 1

Vamos analisar a situacdo dos alunos, Jodo e Paulo, cujos bilhetes tém os nimeros 25 e 47,
respectivamente.

Os licenciandos conduzirdo a situacdo: a primeira bola sorteada foi o nimero 7, o
conjunto dos resultados possiveis do sorteio se reduz a um conjunto com dez elementos, a

saber: {7, 17,..., 97}. Fardo as seguintes perguntas aos alunos:

Continuacédo da descricdo da Atividade 1

Apos o sorteio da unidade, quais sdo as chances de Jodo ganhar o prémio? E de Paulo ganhar o
prémio?

Mais uma vez, os licenciandos conduzirdo a resolucdo desta questdo utilizando as
respostas orais dos alunos e registrando-as no quadro. Segue uma solucdo e as devidas

observacOes que os licenciandos deverdo fazer:

Seja C o evento “o0 nUmero sorteado termina em 7”.

Si= {0, 1,2,...,97, 98, 99} S11 00 01 02 03 04 05 06

n(S) = 100 .. S

C={7,17,27,37,47,57,67,77,87,97}

n(C) = 10
pcy=1C) _10 14
n(s,) 100 10 9% 98 99

Seja B o evento “Jodo ganha o prémio sabendo que ocorreu o evento C”.
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nB) _0

S;={7,17,.., 97}, n(S)=10e B={25}, BaS,  P(B[C)= "5 10"

Jodo entdo ja pode rasgar o seu bilhete, pois, suas chances de vitéria se reduziriam de

1 =1% para 0 %.
100

Seja A o evento “Paulo ganha o prémio sabendo que ocorreu o evento C”.

S=4{7,17,...,97,}, S1] 00 01 02 03 04 05 06
n(S2)= 10 05.. s

A={4T7},

n(A)=1

P(A/C) = :((Si)) = % =10%

.. 96 98 99

. 1
Por outro lado, Paulo viu sua chance passando de ﬁ =1% para o= 10%.

Seguem algumas observacdes que os licenciando deverdo fazer apos a resolucdo da

Gltima atividade a fim de introduzir o conceito de probabilidade condicional.

1
Antes da realizacdo da primeira etapa, tinhamos: P(A) = P(B) = 100 =1% e P(C) = 1/10.

1
As probabilidades, 0 e E:O,lle%, calculadas apds a realizacdo da primeira etapa, sdo

denominadas probabilidades condicionais de B e A, respectivamente, dado que ocorreu o evento C, ou

1
seja, P(B|C) =0 e P(AIC) = —.
10
No exemplo acima, as probabilidades condicionais foram calculadas por meio da reducdo do espago
amostral ao conjunto S,= C, gque passou a ser 0 espago associado a segunda etapa do sorteio.

Apos a realizacdo da Atividade 1, supomos que os alunos tenham entendido que a
probabilidade condicional ¢ uma condicdo que restringe o espaco amostral, e estejam

motivados para a proxima atividade.

Descricéo da Atividade 2

Cartbes numerados de 1 a (quantidade de alunos) serdo distribuidos aos alunos que concorrerdo ao
prémio (Gnico). Suponhamos que haja 10 alunos na aula. Apds os alunos terem recebido seus cartdes,
os licenciandos propordo a seguinte questdo: “Antes de ser iniciado o sorteio (e supondo-se que ele
seja honesto), todos tém esperanga de ganhar. Qual é a probabilidade de vocé (aluno) ganhar o
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prémio?”

(Adaptada de PAIVA, 2005)

Optamos por esta atividade, pois ela permite que os alunos vivenciem as condigdes
que irdo interferir em suas chances de ganhar o sorteio, possibilitando, mais uma vez, que
possam entender a probabilidade condicional como uma condi¢do que restringe 0 espago
amostral.

Cabe aos licenciandos guiar a solugéo desta atividade fazendo uso das respostas orais

dos alunos e transcrevendo-as no quadro. Segue uma possivel solucéo:
Seja G o evento “um determinado aluno ganha o Prémio”.

S={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, n(S) =10

G={k }, onde “k” ¢ qualquer nimero entre 1 e 10 (inclusive).

ne) _1

(@)=L PO =S =10

=01=10%

Continuacdo da descricdo da Atividade 2

Os licenciandos sorteardo de uma urna um desses nimeros e, para criar “suspense” (supondo que este
nimero seja par) afirmem: “O nimero sorteado € par”. Qual ¢é a probabilidade de que o nimero sorteado
seja maior que 4?

Novamente, os licenciandos deverdo conduzir a resolucao desta questdo utilizando as
respostas orais dos alunos e registrando-as no quadro. Segue uma solucdo e as observacoes

que os licenciandos deverdo apresentar aos alunos:

O espaco amostral ficou reduzido ao evento A ={2, 4, 6, 8, 10}. Vamos esquematizar

esse problema, considerando ainda o evento B formado pelos elementos do espa¢o amostral S

que sdo maiores que 4: B = {5, 6, 7, 8, 9, 10}. A garantia de que o nimero sorteado é “par”

reduz o espaco amostral ao evento A. Logo, um elemento de B s6 pode ocorrer na intersecao
de A e B. Assim, a probabilidade de ocorrer B, dado que ja ocorreu A, é:

S

A B

NANE) _3_ 6609 6

P(B|A) = n(A) 5 8

10
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Continuagéo da descricéo da Atividade 2

Outra situacdo: supondo que o nimero seja maior que 4, qual a probabilidade de o nimero sorteado
ser par?

Mais uma vez, cabe aos licenciandos guiar a solugéo desta questdo, como na atividade

anterior. Segue uma solucdo e as observacgdes que os licenciandos deverdo fazer aos alunos:

O espaco amostral ficou reduzido ao evento B ={5, 6, 7, 8, 9, 10}. Vamos
esquematizar esse problema, considerando ainda o evento A formado pelos ndmeros do

espaco amostral S que séo pares.

A garantia de que o nimero sorteado seja maior que 4 reduz o espaco amostral ao
evento B. Logo um elemento de A s0 pode ocorrer na intersecdo de A e B. Assim, a

probabilidade de ocorrer A, dado que ja ocorreu B, é:
S

p(A/B)zngzl

=0,5=50%
n(B)

5=

Apos as duas atividades, os licenciandos apresentardo a formalizacdo do conceito de

Probabilidade Condicional introduzido nas Atividades 1 e 2 desta aula.

Formalizacao

Consideremos um experimento aleatério com um espaco amostral equiprovavel S, finito e ndo vazio.
Ao realizar o experimento, constatou-se que ocorreu um evento nao vazio A. Qual a probabilidade de
que tenha ocorrido também algum elemento de outro evento B?

S
A B

A probabilidade de ocorrer o evento B, dado que ocorreu o evento A, é indicada por P(B|A) , lé-se:

“probabilidade de B dado A”, e ¢ calculada em espagos amostrais equiprovaveis, com

P(B|A) = —”(:(2)8)
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O nlmero P(B|A) é a probabilidade de ocorrer B, condicionada a ocorréncia de A.

Essa relagdo também pode ser expressa de outra forma. Dividindo o numerador e o denominador do
segundo membro da igualdade por n(S), temos:

n(AnB)
n(S) p(ANB) P(ANB)
n(S)
Pode-se discutir com os alunos que a formula P(B|A) = P(PAL—Z? vale para qualquer

outro conceito de probabilidade.

Apos a formalizacdo os licenciandos apresentardo as seguintes observacfes, com o

intuito de aplicar a ultima formula apresentada:

Podemos utilizar essa relagdo na Atividade 2 e verificar que obtemos 0s mesmos

resultados, ou seja:

n(ANB) 3
_P(AnB) _ n(S) _10_3 10 3 6o
P(B|A) = p(A) ~ n(A) F>(B|A)_5_10 5—5—0,6—60A>
n(s) 10
S
A B
6
8
10
1 3
n(An B) 3
P(AAB)  n(S) _10_310_3_,c_
P(A|B)= P(B) = n(B) P(A|B) E 056 6 0,5=50%
n(s) 10
P(AnB) .,

Vimos anteriormente que P(B|A) = é a probabilidade de ocorrer o evento B j& tendo

P(A)
ocorrido o evento A. Dessa razao, segue que P(ANB)= P(B|A) -P(A)

Isso quer dizer que a probabilidade de ocorrerem dois eventos A e B simultdneos (ou sucessivos) é
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dada pela multiplicagdo da probabilidade de ocorrer um deles pela probabilidade de ocorrer o outro,
sabendo que o primeiro j& ocorreu.

P(ANB)

O nimero P(B|A) = ————*
P(A)

é a probabilidade de ocorrer B condicionada a ocorréncia de A e o

P(AnB
ndmero P(AI B) = Q é a probabilidade de ocorrer A condicionada a ocorréncia de B.

P(B)

A seguir os alunos fardo os exercicios com o objetivo de fixar os conceitos

trabalhados. Segue a lista de exercicios:

Lista 4 (Exercicios de Revisao)
1) No langamento de dois dados, um preto e outro vermelho, considere os eventos:
A: “a soma dos nimeros obtidos é menor que 7”.
B: “sair o nimero 4 em, pelo menos, um dado”.
Calcule a probabilidade de a soma dos pontos obtidos ser menor que 7, sabendo que em um
dos dados pelo menos saiu 0 nimero 4, ou seja, P(A|B).

2) Numa classe com 60 alunos, 40 estudam inglés, 10 estudam s6 Francés e 5 estudam Inglés e
Francés. Determinar a probabilidade de um aluno que estuda Inglés estudar também Francés.

3) Ao lancarmos um dado, qual é a probabilidade de obtermos um nimero primo ou um ndmero
impar?

4) Em uma caixa ha 2 fichas amarelas, 5 fichas azuis e 7 fichas verdes. Se retirarmos uma Unica
ficha, qual a probabilidade dessa ser verde ou amarela?

5) De uma sacola contendo 15 bolas numeradas de 1 a 15 retira-se uma bola. Qual € a
probabilidade desta bola ser divisivel por 3 ou divisivel por 4?

As duas primeiras questfes da lista trabalham com o conceito de Probabilidade
Condicional, porém a resolucdo da segunda questdo envolve a utilizacdo de diagramas

conexos. As Questdes 3, 4 e 5 exploram probabilidade da unido de eventos.
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ANEXO 7. PLANEJAMENTO DA AULA 4.1

Nesta aula iremos propor uma situacdo que permite os alunos a tomar decisdo sob

incerteza. Os objetivos sdo apresentados a seguir.

1. Interpretar dados e tomar decisGes sob incerteza utilizando o raciocinio
probabilistico.

2. Simular os experimentos sob as mesmas condi¢cbes em certo nimero de vezes e
calcular a frequéncia relativa do evento em questéo.

3. Perceber que o conceito de Probabilidade Condicional esta subjacente na questéo.

4. Entender que a probabilidade tedrica estudada na situacdo-problema pode ser
inteligivel a luz das simulacdes propostas em sala de aula com um grande niimero
de realizagOes.

5. Entender que na pratica ha apenas a avaliacdo da chance, e que nesta, mesmo se
baseando em um raciocinio probabilistico, ndo garante a certeza do evento, ou
seja, ndo é possivel garantir o sucesso de um evento, porém ha maior chance de
sucesso se baseando em um raciocinio probabilistico correto.

6. Refletir as consideracGes apresentadas num nivel filosofico a respeito do conceito
de Probabilidade Subjetiva.

7. Entender a confrontacdo entre os conceitos Subjetivo, Classico e Frequentista da

Probabilidade, essencialmente em nivel filosofico ou através de exemplificacdes.

Apo6s o momento inicial, propde-se apresentar a Atividade 1 para os alunos e expor
situacbes que ensejem discussdes e consideracbes sobre tomadas de decisdo e suas
justificativas. Além de discutir sobre a regularidade que o experimento aleatdrio apresenta ao
ser (realizado) observado num grande nimero de vezes, e que a probabilidade ndo garante a
ocorréncia de um dado evento como “fazer sol”. Porém, ha mais chance de fazer sol do que

chover.

Descricdo da Atividade 1: Se a meteorologia nos disse que a probabilidade de que amanhd faga sol é
de 80%, significa que, por 100 dias, com as condi¢@es climéticas observadas hoje, para o dia seguinte,
em 80 dos 100 casos, fez sol. Como vocé pode ver esta informacdo ndo te da certeza do que vai
acontecer amanhd, mas ndo deixa de ser util. Vocé pode preparar sua viagem com alguma confianca
de que ndo acontecera chuva amanha? Justifique.

(Adaptada de Guzman, M. et al. (1988) apud Ortiz (2002, p.175))

Apos as discussdes referentes a tomada de decisdo sob incerteza utilizando o raciocinio
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probabilistico na primeira atividade, propomos a segunda atividade.

Descricdo da Atividade 2: Vocé estd participando de um jogo chamado "Porta da Felicidade", da
seguinte forma: O apresentador do programa mostra a vocé trés portas e uma delas esconde um carro
como prémio e as outras duas ndo oferecem nada e o colocam fora do jogo. O que acontece? Vocé
escolhe uma porta e o apresentador abre uma outra porta vazia nao escolhida por vocé. Assim ainda ha
a chance de vocé ganhar o carro. Mas ele agora lhe oferece a oportunidade de mudar de porta.

a) O que vocé faz? Fica com a mesma porta escolhida ou muda para a outra porta?

b) Determine a probabilidade inicial de vocé ganhar o premio antes do apresentador abrir uma
porta vazia ndo escolhida por vocé.

c) Determine a probabilidade de vocé ganhar de vocé ganhar o prémio considerando a sua
resposta no item (a).

(Adaptada de Rocha e Fernandes, 2012)

Deve-se propor um debate sobre qual a decisdo a ser tomada a luz da incerteza por
meio das respostas apresentadas pelos alunos. Esperamos que alguns alunos respondam o item
(a) de forma aleatoria ou se baseiem em um raciocinio equivocado de que ndo faria diferenca
trocar de porta, ou seja, atribuir equivocadamente um valor de 50% para o item (c), o que €

muito mais intuitivo, embora erroneo.

A ideia inicialmente é apenas discutir as possiveis respostas apresentadas pelos alunos
sem corrigi-las como com certas ou erradas. Porém o professor deve estar atento aos

equivocos, para que possa retoma-los apos a Atividade 3.

Descricdo da atividade 3: Trés cartas de cartolina, das quais uma tem o desenho de um carro e as
outras duas o vazio representando as “portas”, sao dadas a cada par de alunos. Um sera responsavel
pelo embaralhamento das cartas, tendo a visualizacdo de onde se encontra o carro para si, ou seja, fara
o papel do apresentador do programa. O outro aluno, fazendo o papel de jogador, deve inicialmente
escolher uma carta. Em seguida o que tem acesso & informacdo deve mostrar uma outra carta sem o
carro, exclui-la, e o aluno jogador deve entdo escolher a estratégia de mudar de carta. Se na mudanca
da carta o aluno-jogador ganha o carro entdo registra-se um acerto, caso contrario registra-se zero.
Finalmente mudam-se os papéis exercidos, o apresentador da primeira fase torna-se o jogador e o
jogador da primeira fase torna-se o apresentador, e o aluno jogador deve entdo escolher a estratégia de
ndo mudar de carta.

Apos a realizacdo dos experimentos, deve-se reunir os resultados de cada dupla a fim de calcular as
frequéncias relativas dos eventos em questao.

a) Qual a taxa empirica de acertos da estratégia adotada pela mudanga da primeira escolha da "porta"?

b) Qual a taxa empirica de acertos da estratégia adotada pela ndo mudanca da primeira escolha da
"porta™?

c) De acordo com os itens (a) e (b) retome os itens da Atividade 2.
(Adaptada de Rocha e Fernandes, 2012)

Escolhemos a atividade acima, pois 0s alunos realizardo empiricamente o experimento

equivalente a Atividade 2. Além disso, consideramos este problema dificil de ser estudado




207

formalmente. Justamente por isso optamos pelo conceito Frequentista da probabilidade a fim

de dar melhor inteligibilidade a esses questionamentos.

Novamente, cabe aqui a discussdo proposta na Atividade 1, ou seja, que a
probabilidade estudada na situacdo problema atribui um valor numérico da factibilidade de
um evento baseado na taxa de ocorréncia que 0 experimento aleatorio apresenta ao ser
repetido em um grande numero de vezes. Além disso, discutir que em geral ha uma Unica
realizacdo, mesmo se baseando em um raciocinio probabilistico, trocar de porta ndo oferece

garantia de que ganhara o prémio, porém oferece mais chance de ganha-lo.

Talvez, mesmo depois de todas as discussfes € possivel que permaneca algum aluno
com alguma duavida sobre os resultados obtidos. Para tentar sanar alguns equivocos
provocados pela intuicdo o professor podera fazer as seguintes observacgoes:

“Existem trés portas, A, B e C. Quando vocé escolheu uma delas, digamos a A, a

. . , 1 A
chance de que ela seja a premiada é de > Consequentemente, as chances de que vocé tenha

errado, ou seja, de que 0 prémio esteja nas outras duas portas B ou C sdo de g O importante é
considerar que a chance de que o prémio esteja nas outras portas que vocé nao escolheu
sdo de 2

Basta notar que o apresentador abrira sem erro uma dessas outras duas portas que nao
contém o prémio. Ao fazer isso, ele esta Ihe dando uma informacao valiosa: se 0 prémio

estava em uma das portas que vocé ndo escolheu, entdo agora ele s6 pode estar na porta que

vocé ndo escolheu e ndo foi aberta. Ou seja, se vocé errou ao escolher uma porta, e as chances
- ~ 2 ~ A s . . e .
disto sdo de 5 entéo toda vez que vocé tiver escolhido inicialmente uma porta errada, ao

trocar de porta vocé ira com certeza ganhar.

Como as chances de que vocé tenha errado em sua escolha inicial sdo de z se vocé
trocar de porta suas chances de ganhar serdo de g Inversamente, a chance de que vocé ganhe
se ndo trocar de porta continua sendo de apenas § Portanto, a probabilidade nos diz que €
mais vantajoso trocar de porta.”

Se, mesmo assim, as duvidas permanecerem, o professor podera propor que se tente
imaginar o problema com 1.000 portas. Vocé escolhe uma porta, e entdo o apresentador abre
todas as outras 998 portas ndo premiada. Restam apenas duas portas, a que vocé escolheu

inicialmente e a outra oferecida para troca, em apenas uma delas tem o prémio.



208

Com 1.000 portas, suas chances iniciais de ganhar o prémio eram de ﬁ = 0,001.

Vocé pode ter quase certeza (ou mais precisamente, 99,9% de “certeza’”) que 0 prémio estava
em alguma das outras portas. E depois de ter aberto as 998 portas ndo premiadas e se 0
prémio estava em alguma das outras portas, ele sé pode estar naquela porta que ele oferece
para troca. Com 99,9% de chance, se vocé trocar, ird ganhar o prémio (Pereira de S4, I. e
Pereira de S4, V. G., 2007 e 2008).

Apobs essas questdes de tomada de decisdo sob incerteza, iniciaremos a apresentacao
das questdes filosoficas relacionadas ao conceito Subjetivo que julgamos adequadas ao nivel

médio.

Descricdo da Atividade 4: Deve-se iniciar uma discussdo a respeito da aplicabilidade dos conceitos
Classicos e Frequentistas. Para isso, pode-se perguntar, por exemplo:

e Quando podemos aplicar a probabilidade Classica?

e Realizamos um experimento do langamento da tachinha e observamos a sua posigdo ao cair
tocar o chdo. Neste experimento, estimamos a probabilidade da tachinha tocar o chdo com a
ponta e cabeca, e 0 evento de s tocar a cabeca. Por que ndo podemos aplicar o conceito
Cléassico neste experimento?

e Qual conceito pode ser aplicado em um espaco amostral ndo equiprovavel e cujos
experimentos ndo possam ser realizados em um grande nimero de vezes sob as mesmas
condicdes?

e Por exemplo: amanhd vocé fara uma entrevista de emprego. Qual é a probabilidade de que
tenha sucesso nesta entrevista?

Observemos que o avaliador tera os seus critérios para avaliar. Além disso, a entrevista amanha é
Unica.

Para responder questdes como essa, a ciéncia sentiu a necessidade de criar um novo conceito de
probabilidade, o conceito Subjetivo. Este conceito tem grandes implicagdes em &reas amplas de

estudos hoje na Estatistica, e apenas o citaremos como ilustracdo para uma nova interpretacdo de
probabilidade.

Escolhemos a Atividades 4 a fim de confrontarmos as especificidades dos conceitos
Classico, Frequentista e Subjetivo da Probabilidade, fazendo uso de exemplos trabalhados em
aulas anteriores. Esperamos que os alunos se lembrem das restricdes dos conceitos Classico e
Frequentista, ou entdo que o professor os relembre utilizando os experimentos ja realizados
em sala. Apos esses questionamentos de ordem filosofica, referentes aos conceitos Classico,
Frequentista e Subjetivo, apresentaremos uma defini¢do do conceito Subjetivo e suas devidas

exemplificagdes de aplicagéo.

Formalizagdo

Define probabilidade como o grau de crenga, com base em conhecimento pessoal e na
experiéncia, que a pessoa atribui em um determinado evento.
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A probabilidade subjetiva é frequentemente empregada naquelas situagcdes em que a repeticao
do experimento ndo pode ser realizada ou que ndo pode ser realizada em idénticas condicdes,
como por exemplo em algumas decisdes em Economia ou diagndstico médico.

Demais exemplos:

1. Estimar a probabilidade de que o time de futebol da Ponte Preta disputara a final do
campeonato nacional.

2. Estimar a probabilidade de que vocé obtenha conceito 10 neste curso.

3. Qual é a probabilidade de que a situacao da economia de nosso pais esteja melhor ao
fim do préximo ano?

4. Qual é a probabilidade da existéncia de vida organica em Saturno?

Um paciente é submetido a um novo tipo de cirurgia e deseja-se saber se ele ficara
bom.

6. Num jogo de futebol entre dois times, deseja-se saber quem vencera.
7. Uma pessoa deseja saber se seu relacionamento afetivo tera ou ndo sucesso.

Problemas como esse ndo sdo solucionados nem pela abordagem Classica nem pela
abordagem Frequentista. Entretanto, sdo abrangidas pela interpretacdo Subjetiva de
probabilidade e constituem parte legitima da Teoria da Probabilidade.

Queremos, apenas, gue 0s alunos consigam acompanhar a discussao do conceito e seus
exemplos, entendendo que 0s mesmos ndo podem ser solucionados pela abordagem Classica e
nem Frequentista, pois sdo situacdes que ndo podem ser repetidas ou que ndo podem ser

realizadas em idénticas condicoes.

Nessa medida, ndo pretendemos esgotar todas as potencialidades de tratamento deste
conceito, porém foi o que consideramos adequado a este nivel de ensino. Esperamos que com
esta aula os alunos reconhecam a especificidade do raciocinio probabilistico como mecanismo

de inteligibilidade ao mundo de incertezas em que vivemos.
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ANEXO 8. PLANEJAMENTO DA AULA 5

Nesta aula iremos introduzir o conceito de eventos independentes e dependentes e
revisar os principais conceitos trabalhados nas aulas anteriores. Os objetivos desta aula séo:
1. Aplicar o conceito de Probabilidade Condicional nas atividades propostas.
2. Reconhecer quando dois eventos A e B de um mesmo espago amostral sdo
independentes ou dependentes.
3. Utilizar os conceitos trabalhados nas aulas anteriores para a resolucdo dos
exercicios propostos.
Apb6s 0 momento inicial previsto, os licenciandos irdo introduzir o conceito de eventos

independentes por intermédio de um exemplo.

Exemplo 1: Considere o experimento “langar dois dados perfeitos de cores diferentes”. Observe que:
 S={(1,1). (12, (13), 14, @15),16),
(2,1).(2,2),(2,3),(2,4), (2,5), (2, 6),
3.1). 32,3 3).34).35) (3, 6),
(4,1). (4.2), (4 3), (4, 4), (4,5), (4,6),
(5.1). (5,2, (5, 3). (5 4), (55). (5 6),
(6,1). (6,2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}
n(S) = 36

e Seja A o evento “sair 3 no 1° dado”.
A={(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(35),(3,6)} nA)=6

Py (A _6 _1
n(S) 36 6

e Seja B o evento “sair 4 no 2° dado”.
B={(1, 4), (2, 4), (3, 4), (4,4), (5, 4), (6,4)}. n(B) =6

pm)- "B _6 _1
n(S) 36 6

e Considere o evento AMNB, ou seja, “sair 3 no 1° dado e 4 no 2° dado”.
ANB={(3,4)}, n(ANB)=1
n(ANB) 1

P(ANB) = =8 3%
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e Considere o evento “sair 4 no 2° dado, sabendo que saiu 3 no 1° dado”, ou seja, queremos

calcular P(BJA).

n(AnB) 1
P(B|A)=W=g ou
1
P(B|A)_P(AmB)_£_i.§_ 6:6 1
P(A) 1 361 36:6 6
6

1
Assim, P(B) = P(B|A) = e ou seja, a probabilidade de ‘sair 4 no 2° dado”, ndo foi afetada pelo fato

de “sair 3 no 1° dado”, ou ainda a probabilidade de ocorrer B ndo dependeu da ocorréncia de A.

11 1
Além disso, temos que P(ANB) =P(A)- P(B|A) =P(A)-P(B) = 56 = %

Neste caso dizemos que A e B sdo eventos independentes. A probabilidade de ocorrer um deles nédo
depende do fato de ter ou ndo ocorrido o outro.

Optamos por iniciar com um exemplo com a intencdo de introduzir e ilustrar o
conceito de eventos independentes. Em seguida, os licenciandos apresentardo o conceito de

eventos independentes.

Formalizacao

Independéncia de dois eventos: sejam A e B dois eventos de um mesmo espa¢o amostral S com
P(A)20 e P(B)#0. A e B sdo ditos Independentes se a ocorréncia de um deles ndo afetar a
probabilidade do outro ocorrer, isto &, se:

. P(B|A) =P(B) ou
. P(AIB) = P(A) ou ainda se
« P(ANB)=P(A)-P(B)

Qualguer uma das trés relagdes acima pode ser usada como defini¢do de independéncia.
Com isso, podemos afirmar que dois eventos A e B sdo dependentes quando P(ANB)#P(A).P(B).

Nosso propdsito é apenas de formalizar o conceito introduzido no exemplo anterior.
Logo em seguida, os licenciandos apresentardo outro exemplo de eventos dependentes e

independentes a fim de fixar o conceito.

Exemplo 2: Consideremos o experimento “langar um dado honesto”. Observemos que:
S={1,2,3,4,5,6},nS)=6

¢ Seja A o evento “sair um nimero par”;
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A=q2460 py-"A_3_1
nS) 6 2
e Seja B o evento “sair um niimero maior do que 4”;
nB) 2 1
B= {5, 6} p(B)zﬁz_z_
n(S) 6 3
e Seja C, o evento “sair um multiplo de 3.
n 2 1
c=zep pC)=-"NO_2_1
nS) 6 3
e Considere os eventos A e B (sair um namero par e um nimero maior que 4).
ANB- (6} P(AnB)=ANB) 1
n(S) 6
A comparacdo desses valores com os produtos das probabilidades individuais mostra que A e B sdo
11 1

independentes, ou seja, P(A)-P(B) = 3'3 = 5 =P(ANB)

e Considere os eventos B e C (sair um nimero maior que 4 e um namero multiplo de 3)

B 1
BnC= 161 P(BAC)=NBNC) 1
n(S) 6
A comparacdo desses valores com os produtos das probabilidades individuais mostra que B e C sdo
11 1 1
dependentes, ou seja, P(B)-P(C) = 33 = 3 #P(ANB) = 5

A seguir os alunos fardo uma lista de exercicios a fim de fixar os conceitos trabalhados

nesta aula e nas aulas anteriores.

Lista 5 (Exercicios de Reviséo)
1) SeP(AuB)=0,8,P(A)=0,6eP(B)=0,5entdo A e B sdo independentes?

2) Emuma urna hé trés bolas com os nimeros 1, 2, 3. Sdo retiradas duas bolas, uma ap6s a outra,
sem reposigao.
a) Sesaiu “1” na primeira retirada, qual é a probabilidade de ocorrer nimero par na segunda?
b) Se saiu “2” na primeira retirada, qual é a probabilidade de ocorrer nimero par na segunda?
C) Se saiu “2” na primeira retirada, qual é a probabilidade de ocorrer niimero impar na
segunda?

3) Numa urna existem apenas 6 bolas vermelhas e 4 bolas azuis. As bolas vermelhas sdo

numeradas de 1 a 6 e as azuis, de 1 a 4. Retirando aleatoriamente uma bola dessa urna,
verificar se os eventos “bola vermelha” e “numero par” sdo independentes.

o ° ° ° (Cola da Web)
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4)

5)

(UEG, 2006) Em um supermercado estdo expostas 10 melancias. Trés delas estdo estragadas e
um fregués ndo sabe isto. O fregués escolheu aleatoriamente duas melancias. Qual ¢é a
probabilidade de que ele tenha escolhido duas melancias ndo estragadas?

(UNIRIO, 1996) As probabilidades de trés jogadores marcarem um gol cobrando um pénalti
sdo, respectivamente, 1/2, 2/5 e 5/6. Se cada um bater um Unico pénalti, a probabilidade de
todos errarem é igual a:

3% b) 5% ) 17% d) 20% e) 25%
(Cola da Web)

A probabilidade de um jogador de basquete acertar a cesta em um lance livre é %. Se ele
arremessou duas vezes, determine as probabilidades:

Que tenha acertado os dois langamentos;
Que tenha errado os dois langcamentos;

Que tenha acertado s6 um deles.

7) (PUC CAMPINAS/SP) Langa-se um par de dados ndo viciados. Se a soma nos dois dados € 8,
entdo a probabilidade de ocorrer a face 5 em um deles é:

8)

a) 1/5 b) 2/5 c) 4/5 d) 1/5 e) n.d.a.

(UEL/PR, 2006) No diagrama a seguir, 0 espaco amostral S representa um grupo de amigos
que fardo uma viagem. O conjunto A indica a quantidade de pessoas que foram a Maceid e o
conjunto B a quantidade de pessoas que ja foram a Fortaleza.

A empresa de turismo que esta organizando a viagem fard o sorteio de uma passagem gratuita.
Considerando que a pessoa sorteada ja tenha ido para Fortaleza, assinale a alternativa que indica a
probabilidade de que ele também ja tenha ido para Maceid.

a)

18,75% b) 30% c) 33,33% d) 50% e) 60%

9) A empresa M&B tém 15.800 empregados, classificados de acordo com a tabela abaixo.

Sexo
Idade Homens | Mulheres | Total
< 25 anos 2.000 800 2.800
25 a 40 anos 4.500 2.500 7.000
> 40 anos 1.800 4.200 6.000
Total 8.300 7.500 15.800

Se um empregado é selecionado ao acaso, calcular a probabilidade de ele ser :

a) Um empregado com 40 anos de idade ou menos;
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b) Um empregado com 40 anos de idade ou menos, e uma mulher;
c) Um empregado com mais de 40 e que seja homem;
d) Uma mulher, dado que é um empregado com menos de 25 anos.

(Adaptado da Lista de exercicios de Estatistica)

10) (PROJETO FUNDAO) Uma carta ¢ sorteada de um baralho comum, que possui 13 cartas (A,
2,3,4,5 6,789 10, J, Q, K) de cada naipe (ouros, copas, paus e espadas). Determine a
probabilidade de sortearmos uma carta e sair um rei, sabendo que a carta sorteada foi de ouros.

11) (MAUA, SP) Uma caixa contém 11 bolas de 1 a 11. Retirando-se uma delas ao acaso,
observa-se que a mesma traz um nimero impar. Determine a probabilidade de que esse seja
menor que 5.

Os alunos poderdo ter dificuldade na Questéo 1, pois acreditamos que ficardo presos
apenas aos conceitos de eventos independentes e ndo perceberdo que para resolver terdo que
utilizar a formula P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) para descobrir P(ANB). Julgamos,
também que poderdo ter dificuldade nas questdes 5 e 6, itens (b) e (c), pois envolve
probabilidades de eventos complementares. Nas demais questbes (2, 3, 4, 8, 9, 10 e 11)
acreditamos que conseguirdo resolver sem grandes problemas, pois sdo questbes que
envolvem calculos simples de Probabilidade Condicional e intersecdo de eventos

independentes.
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ANEXO 9. PLANEJAMENTO DA AULA 6

A Aula 6 foi deixada para os licenciandos planejarem sozinhos. A ideia inicial seria
permitir que os alunos pudessem revisar 0s conceitos trabalhados nas aulas anteriores por
intermédio de uma lista de exercicios.

Os conteudos abordados nesta aula sdo os que ja foram estudados, ou seja:
experimento aleatorio e deterministico; espaco amostral infinito, equiprovavel e ndo
equiprovavel; conceitos Frequentista, Classico, Geométrico e Condicional de Probabilidade;
probabilidade da unido, intersecdo e complementar de eventos; e eventos dependentes e
independentes. Assim, 0 objetivo da aula € aplicar os conceitos trabalhados anteriormente nas

atividades propostas.

A ideia é iniciar a aula, por intermédio de uma conversa informal sobre os conceitos ja
estudados com a intencdo de verificar se os alunos lembram-se deles das aulas anteriores.
Apos este momento inicial, os licenciandos irdo distribuir uma lista de exercicios e dirdo que
esta sera resolvida individualmente, como se fosse um teste, pois este material sera recolhido.

Segue a lista de exercicios realizada pelos licenciandos:

Lista 6 (Exercicios de Reviséo)
1) Uma urna contém 15 bolas: 5 azuis, 5 vermelhas e 5 pretas. Responda o que se pede:

a) Diga se o espaco amostral é composto de elementos equiprovaveis ou nao
equiprovaveis. Justifique sua resposta.
b) Qual a probabilidade de sair uma bola vermelha?

2) Uma moeda “viciada” ¢é lancada 4000 vezes, ocorrendo 2800 caras. A probabilidade de
ocorrer cara nesta moeda é de?

3) Uma moeda foi langada 200 vezes e forneceu 102 caras, entdo a frequéncia relativa de caras é
de?

(VIALI, adaptacdo da APOSTILA 1V)

4) Um dado foi lancado 100 vezes e a face 6 apareceu 18 vezes, entdo a frequéncia relativa do
evento é de?

(VIALI, adaptacdo da APOSTILA 1V)

5) Trés moedas sdo jogadas simultaneamente. Qual é a probabilidade de se obter pelo menos 2
caras?
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13) A probabilidade de um atirador acertar o alvo é de 2/5. Sabe-se que os raios das
circunferéncias estédo ordenados do maior para 0 menor e que 0S mesmos sdo R;=1 cm (parte
dos 500 pontos), R,=3 cm (parte de 400 pontos), Rs= 5 cm (parte dos 300 pontos), R,= 8 cm
(parte de 200 pontos), Rs= 12 cm (parte de 100 pontos). Como mostra a figura:

/’12}3”\\

’//..

a) Calcule a probabilidade do atirador fazer 500 pontos.
b) Qual a probabilidade do atirador errar o alvo? 4
c) Qual é a probabilidade do atirador errar o alvo i!

correspondente a regido de 500 pontos? t

14) No experimento de registrar o nimero de pecas defeituosas fabricadas por uma maquina, num
determinado dia, determine o espaco amostral e os eventos “nimero de pegas defeituosas num
determinado dia ¢ 8” ¢ “nimero de pecas defeituosas num dia é menor que 5.

15) Classifique os experimentos abaixo em aleat6rio e deterministico:

a) Joga-se um dado e observa-se o numero obtido na face superior.

b) Joga-se uma moeda 4 vezes e observa-se o nimero de caras obtido.

c) Anotar a velocidade de um corpo atingir o solo, apds cair em queda livre de certa
altura.

d) Um lote de 10 pecas contém 3 defeituosas. As pecas sdo retiradas uma a uma sem
reposicao até que a ultima defeituosa seja encontrada. Conta-se 0 nimero de pecas
retiradas.

e) Uma lampada nova é ligada, e observa-se o tempo gasto até queimar.

f) A velocidade maxima para um veiculo realizar uma curva de raio R.

16) Lancado sucessivamente um dado e uma moeda, qual é a probabilidade de se obter o resultado
(cara, 5)? Qual a probabilidade de se obter (coroa, n° par)?

17) Retirando-se duas cartas ao acaso, sem reposi¢do, de um baralho de 52 cartas, qual a
probabilidade do naipe da primeira ser de paus e da segunda ser copa?

18) Uma moeda é lancada 4 vezes. Qual é a probabilidade de sair pelo menos uma cara?

19) Um numero é sorteado ao acaso entre 0s 100 inteiros de 1 a 100.

a) Qual a probabilidade de o nimero ser par?
b) Qual a probabilidade de o nimero ser par, dado que € menor que 50?
c) Qual a probabilidade de o namero ser divisivel por 5 dado que é par?




