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Resumo

AS CONICAS NA MATEMATICA ESCOLAR BRASILEIRA: HISTORIA, PRESENTE EFUTURO

por
Mirella Bordallo

Orientador: Joao Bosco Pitombeira de Carvalho

O obijetivo desse trabalho é contribuir com o estudo da lstlir ensino de matematica
no Brasil, especialmente nos Ultimos anos escolares nané chamados de ensino médio. A
pesquisa tem por objeto a investigacao das sec¢des cOnicaataematica escolar, das transfor-
macoes ocorridas na apresentacao dessas curvas nos @egi&snsino, nas leis e nos livros
didaticos desde 1892 até os dias de hoje. O trabalho busoatearcna trajetéria das secoes
cbnicas e na histdria do seu ensino a resposta para a seguésiio e seu desdobramento:
como ensinar se¢des conicas com unidade nos dias de hoje,ngostrar para os alunos que
elipse, pardbola e hipérbole pertencem a uma mesma fanfe® responder a esta questao,
utilizamos, como principais fontes de pesquisa, livroatiobs desse periodo, programas de

ensino e legislacdes de ensino.

Palavras-chave:Sec¢fes Conicas, Ensino Médio, Historia de Educacao Maitean&ivros
Didaticos.

Rio de Janeiro
Outubro de 2011



Abstract

THE CONICS IN BRAZILIAN SCHOOL MATHEMATICS: HISTORY, PRESENT AND FUTURE

by
Mirella Bordallo

Orientador: Joao Bosco Pitombeira de Carvalho

The goal of this work is to contribute to the study of the higtof mathematics education
in Brazil, especially in the final years (currently calledvdho Medio"). The objective of this
research is to investigate the Conic Sections in school enadltics, including the transforma-
tions in presentation of these curves in teaching progréexthyooks and laws from 1892 to the
present day. This work seeks to find the trajectory of the €&eictions, the history of their
teaching and answer the following questions. How do youht€2anic sections as one entity
nowadays? How do you show the students that the ellipse, atebpla and the Hyperbola
belong to the same family? To answer these questions, weaiseéllas major sources, historic
textbooks, education programs and education laws.

Key-words: Conic Sections, High School, History of Mathematics EdiaratTextbooks.

Rio de Janeiro
Outubro de 2011
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Capitulo 1

Introducao

Essa dissertacdo foi a oportunidade que encontramos péaiartesponder algumas davidas
e angustias, tais como a queda na qualidade do ensino puidicoudancas curriculares de
matematica e suas consequéncias, o dominio do vestibbl& scurriculo do ensino médio, a
preferéncia por alguns assuntos da matematica em detdrderdutros e, ainda, a reducéo do
curriculo de matemética, apesar do aumento da carga herdeaias letivos.

As angustias aqui citadas foram motivagfes iniciais apanmggnte simples, mas que na
verdade sdo muito amplas. Era preciso formular um temag el@éidi focar essas angustias
nas secdes conicas, por serem elas um tema que me despdasatdesde o ensino médio.
A graduacdo acrescentou pouco a esta reflexdo, a qual julgatsalmente, preterida pelos
vestibulares e, consequentemente, pelos livros didaiposfessores do ensino médio. Encon-
trei nesse trabalho, portanto, a possibilidade de aprendesrsobre elas, sua histdria e a de seu
ensino nos anos escolares finais.

Entdo, partindo dessas inquietacdes iniciais, buscarenteader como foi o progresso do
ensino de secdes conicas no Brasil, assunto que, em 2004légicCcSanto Agostinho, era
lecionado no terceiro ano do ensino médio, analiticamenteartir da definicdo focal, sem
tirar o centro e o vértice da origem e 0s eixos das curvas eeampre 0s eixos cartesianos.
No presente estudo, tentaremos encontrar uma sugestaoopzaia 0 ensino dessas curvas
justificavel, para que o aluno consiga entender que elippérldole e parabola pertencem a
uma mesma familia.

Acreditamos que a escola tem um papel que vai muito além deaers® o que é util - no
sentido de consumo imediato - e que o ensino médio deve teatdtec de formacéo geral e
cultural. O objetivo da escola precisa estar voltado a foomkadaos, seres pensantes, capazes
de argumentar, inventar, fazer criticas com fundamensosdyestdes construtivas e solucionar
problemas. Mas a realidade do atual ensino médio € bem mliégreeu objetivo limita-se a
preparar o aluno para passar no vestibular. Pensando madiskade e no que acreditamos,
fomos buscar solu¢des para o ensino das sec¢des cbnicas hstduia e na historia do seu
ensino no Brasil, conforme enfatizamos ao longo dessadngéo.

1.1 Organizacao da Pesquisa

Nosso objetivo € conhecer o desenvolvimento do ensino desapnicas, no Brasil, nos
anos escolares finais, sob a perspectiva de em qual campdetadtiaa elas ja foram ensinadas
e se eram apresentadas de forma unificada ou fragmentadin @enconsideraremos a apre-



sentacdo fragmentada quando ndo houver qualquer relagécebpse, hipérbole e parabola e
unificada quando se mostrar que essas trés curvas formanilia f@as conicas.

Acreditamos que a apresentacdo fragmentada atual naonfédosaos alunos, tornando-se
uma “decoreba’ que nao tera qualquer serventia enquant@praaentacao unificada, que € o
que defendemos, resgata o carater de formacéo geral eatujtier 0 ensino médio deve ter e
mostra o sentido das conicas aos alunos.

Dessa maneira organizaremos nosso trabalho em quatraloapftlesse primeiro capitulo
introduzimos nosso objetivo, nossa metodologia e um reslona@senvolvimento histérico das
secoes conicas.

No capitulo 2 vamos estudar o desenvolvimento de ensino@tasas no Brasil por meio
dos programas de ensino de matematica, das leis de ensimn&agdes curriculares. Nele,
buscaremos delimitar um periodo para reconstruir a héstfisi ensino, utilizando os progra-
mas de ensino do Colégio Pedro Il. Nossa analise comecou cmo de 1854, “quando os
exames preparatorios passaram a seguir os programas digge’d Sendo nosso interesse
as secdes conicas, partiremos, na verdade, do ano de 1882irpmprograma analisado que
possui conicas. Logo, nosso estudo abrange o periodo cenjide entre 1892 e 2011.

Veremos, ainda no segundo capitulo, como o ensino de 182PAtépode ser periodizado;
referimo-nos aos anos em que as conicas eram ensinadas,aésedqe, em qual campo da
matematica e como elas foram ficando fragmentadas nessgsup@as, leis e orientacdes. O
histérico nos dara o contexto de insergcéo de cada livrosadnino terceiro capitulo.

Com essas informacfes, vamos para foco desse trabalho quap#udo 3, no qual analisa-
remos o progresso do ensino de cdnicas por meio dos livréichg para saber: se esse ensino
ja foi unificado; em que momento este deixou de ser; e, airelansontramos no passado
alguma sugestao para reunifica-las no presente. Aquirdistas todos os livros que serao
analisados, mostraremos como as cOnicas eram apresgmbagasiodos e analisaremos alguns
livros mais detalhadamente.

Ao final temos a conclusédo com os resultados da nossa pesquisa proposta para recu-
perar a unificacdo das cbnicas no ensino atual e seu caratetiico, pois defendemos que o
ensino médio tenha o papel de dar ao aluno uma formacéo gartteal.

O leitor que tiver interesse nas sec¢des conicas, se ndorastartrabalho exatamente o que
procura, encontrard, pelo menos, algumas informacfeshgumlera ajudar a formular ideias
e sinalizar caminhos a seguir, pesquisas a desenvolver.

1.2 Desenvolvimento Histoérico

Nossa pesquisa nos indicou que o estudo do desenvolvimistdoido das secbes conicas
€ importante para mostrar que a forma como as cbnicas saseafadas nos livros didaticos
modernos, resultam no distanciamento da maneira como fovagebidas.

Pelo que se conhece atualmente, as conicas foram estuddapsimeira vez pelos gregos
na resolucéo do problema de duplicacéo do cubo. O primeistua#&-las foi Menécmo, sobre
quem se tem poucas informacgdes. A razdo pela qual ele recetgglito € que Eratdstenes,

Lvechia, Ariclé e Lorenz, Karl MichaeRrograma de Ensino da Escola Secundaria 1850-195ii

20 melhor relato, visto por Julian Lowell Coolidge, do inida histéria das conicas esta na parte introdutdria
de Apoldnio, 262-200 B.CA Treatise on Conic Sectionsditado por Thomas Little Heath, Cambridge, 1896.
Ele encontrou um estudo ainda mais completo em Zeuthenohiieus Georg, 1839-192Mie Lehre von den
Kegelscknitten im AltertupiKopenhagen, 1886.



citado por Eutocio em seu comentario sobre o tratado de Arepes “Sobre a Esfera e o
Cilindro”, explica como os gebmetras gregos estavam cosfasm o problema da duplicacéo
do cubo:

“Enquanto, por um longo tempo, ninguém sabia o que fazedigies de Quios
foi o primeiro a observar que, se entre duas retas em que a maialobro da
menor, fosse descoberto como encontrar duas médias pi@peis; em proporcao
continua, o cubo seria duplicado, e assim ele transformdicaldade do problema
original em uma outra, ndo menor do que a anterior.”

Eutocio continua, afirmando que Menécmo encontrou duag&@edu uma pela intersecéo
de uma hipérbole retangular e uma determinada parabolara, ashando a intersec¢édo de
duas parabolasProclus também se refere a ele como o descobridor das sérieas

Para Menécmo cada cOnica era obtida de um tipo diferentende togo, as coOnicas surgem
com tratamento sintético mas fragmentadas, elas s6 sacaaafi com Apolonio.

O escritor seguinte a lidar com o tema foi Aristeu, o0 Ancidee ge pode colocar entre
Menécmo e Euclides. Seu trabalho foi intituladolid Loci. Todas as informacdes sobre
ele sdo obtidas nos trabalhos de Pappus, cujo relato sevateado em Pappus, 300-2a
Collection Mathématiquetraduzido por Ver Ecke, Bruges, 1933, vol. ii, pp. 503 ff. Um
resumo é encontrado em Apoldnio, 262-200 BA Treatise on Conic Sectionsditado por
Thomas Little Heath, Cambridge, 1896, pp. XXXI, XXXII.

“Os quatro livros de Cobnicas de Euclides foram concluidasAqml6énio, que
acrescentou mais quatro, e produziu oito livros de coniéaisteu, que escreveu
0s cinco livros existentes de lugares geométricos solitenou uma das sec¢oes
cOnicas a secao do cone acutangulo, uma outra, a secéo ddecangulo reto, e a
terceira, a secao do cone obtusangulo...”

Até Apolbnio cada cbnica era secdo de um plano perpendiaugratriz de um tipo de
cone: a elipse era obtida a partir de um cone acutanguload@arde um cone retangulo e a
hipérbole de um cone obtusangulo. Apolénio deu, portantogrtande passo no desenvolvi-
mento das conicas; em outras palavras, ele as unificou abtende um mesmo cone, que pode
ser qualquer um com secdes circulares. Esse grande gedonatia as trés curvas ainda mais
proximas - uma familia -, mas essa visao unificada se perdemsino das conicas ao longo
dos séculos.

A abordagem feita por Apoldnio foi a utilizada no desenvolento das cénicas até o século
XVII. Muitos tentaram supera-lo e alguns, como Claude Mgdopor exemplo, conseguiram
encontrar algo mais simples, mas raramente produzirancalgparavel ao seu melhor. Vere-
mos, agora, algumas contribuicdes de outros estudiosqeagiram dos trabalhos de Apolonio.

Pappus escreveu a olTalecdo Matematicgue é um comentario sobre todos os matemati-
cos gregos conhecidos no seu tempo. E impossivel definir & qopiado diretamente dos
escritores anteriores e 0 que € original em seu trabalho. c&uisibuicdo mais importante
para o conhecimento das cbnicas foram os seus resultadessob, diretriz e excentricidade.
Pappus da a mesma definicdo as trés curvas, que variam de aoanc valor da excentrici-
dade.

3Apoldnio, 262-200 B.C.A Treatise on Conic Sectioneditado por Thomas Little Heath, Cambridge, 1896,
pp. Xviii, XiX.




Claude Mydorge (1585-1647) segue a tradi¢do classica reaiita, e ndo faz nada além
de tentar cobrir todos os fatos conhecidos sobre as corScascontribuicéo é salientar temas
pelos quais tem um interesse especial. Seu trabaldividido em quatro livros.

Para Mydorge, cone é qualquer um com sec¢des circulares ano pécante nao precisa ser
perpendicular a qualquer elemento. Os trabalhos de Myddigabundantes em teoremas, mas
oferecem pouco em termos de métodos gerais.

N&o mais que seis anos ap0s a publicacdo de Mydorge, ouindegteabalho apareceu
lidando com 0 mesmo assunto, em 1647, a grande obra de Senvie BrugesQpus quadra-
turae circuli et sectionum cont. Vincent segue a tradicao classica, deduzindo as pagues
das curvas a partir de suas equagodes. Ele tenta melhoravrpoinas nao se propde a fazer
uma ruptura completa. Cada codnica tem seu proéprio livrojpselproduz 204 teoremas, a
parabola 364 e 249, a hipérbole.

No século XVII, Fermat e Descartes desenvolvem, de formepeddente, a geometria
analitica, unica abordagem dada as conicas no ensino ntodéom a criacdo da geometria
analitica muitos optaram por essa nova metodologia, ogtvoinuaram preferindo a abor-
dagem sintética e alguns contribuiram para o desenvoltotrs conicas nesses dois campos
da matemética. Historicamente, tivemos, a partir do sééulid, a geometria analitica e sin-
tética convivendo harmoniosamente no desenvolvimentsadesurvas. Inclusive, com nosso
conhecimento analitico é possivel extrair, dos sintomascdavas descritas por Apolénio, a
equacao dessas curvas; por esta razao, alguns defenderte dee @m estudo analitico das
conicas, mas Michael N. Fried e Sabetai Un§uatgumentam corretamente que isso ndo é
verdade. Desta forma, até a invencdo da geometria anatitieas6 ocorreu no século XVII
com Fermat e Descartes, as conicas se desenvolveram podotgaiamento sintético, sendo
notavel o avancgo que proporcionaram a geometria projetiva.

A contribuicdo de Fermat as conicas € encontrada princgrgkeno seu trataddd locos
Planos et Solidos Isagoggque esta contido no vol. 1 de Fermat, Pierre, 1608-1665 r€&uv
traduzido por Tannery and Henry, Paris, 1886-1932. O graig@roblema é descobrir que tipo
de lugar é determinado por uma equacao da primeira ou seguihel@, a ferramenta essencial
usada por Fermat era mudanca de coordenadas.

Fermat mostrou que qualquer equacao do segundo grau paatada por métodos simi-
lares, e que quaisquer destas equacdes representam uime, cdnipar de retas ou uma reta
contada duas vezes. Ele também estudou a solucdo de equagidas e quarticas, reduzindo-
as a procura da intersecédo de duas conicas.

O outro inventor da geometria analitica, René Descartestinda seu interesse principal
voltado para as secdes conicas. O seu contato mais proximeles veio em sua solucéo para
o famoso problema de Pappus, para o caso de quatro linhasdh&sos o cruzamento de duas
das linhas dadas como origem, e uma das quatro distanciasycdsto da a equacao do lugar
geométrico na fornfa

B 2n_ befglx—x2)

4Mydorge, Claude, 1585-164Glaudi Mydorgi patricii Parisini Prodromi catopticorum etiopticorum rive
conicorum Paris, 1641

SMichael N. Fried e Sabetai UnguruApollonius of Perga’s conica: Text, context, subtegnemosyne.
Supplementum. 222). Leiden: Brill. 2001.

8Descartes, Réné, 1596-16%@, géométrieedition Hermann, 2nd ed., Paris, 1927, p. 22.



Sendo C o ponto (X, y), Descartes mostra que C descreve unzacoile discute em
detalhes os diversos casos que podem surgir.

O primeiro passo em direcdo ao tratamento puramente faeaepte no ensino atual das
cOnicas e que tornou a fragmentar as conicas, foi dado ndosEMil por Philippe de La
Hire que, em seu primeiro trabalho sobre o assuntdpovelle méthode en géometrie pour
les sections et les superficies coniqdesl673, considera cada tipo de curva separadamente,
comecando com propriedades caracteristicas e introduezatth curva a partir de sua definicéo
focal.

Os trabalhos de La Hire sobre as cbnicas ndo se resumiraro,arias infelizmente, foi
essa contribuicdo que se destacou na historia das conieasapforme vimos mencionando,
comecaram a ficar fragmentadas. E exatamente por ndo expetacdio destas curvas que
Lebesgue critica, em seu livies Coniques o estudo das conicas pela definicdo focal.

Para La Hire cada tipo de curva é considerado separadamargépse, por exemplo,
aparece como a curva em que a soma das distancias entre fscdsig constante. Ele segue
comLes lieux geometriquegue € uma continuacao tmuvelle méthode en géometrie pour les
sections et les superficies coniqyetblicada no mesmo ano, e apresenta uma simples discusséo
cartesiana das conicas.

Uma tentativa de reunificar as conicas foi feita por Dandatirséculo XIX, com um teo-
rema mostrando que as sec¢fes do cone que geram cada conaderaicom a definicdo focal
delas. Veremos, porém, que, no ensino, essa tentativade gam o fim do tratamento sin-
tético das conicas. No ensino moderno essa unificagédo &tente perdida, mas do ponto de
vista geral e cultural da matematica ela deve ser resgatada.

O primeiro escritor a colocar o estudo algébrico das cérecaslgo que se pode chamar
de uma base moderna foi o Marqués de L'Hospital. Ball, Wal#liam Rouse, 1852-192%
Short Account of the History of Mathematit®ndon, 1901, p. 380 afirma que: “Ele escreveu
um tratado sobre as conicas analiticas que foi publicado#W, & durante quase um século
foi considerado uma obra de referéncia sobre o assunto”odgiial combinou os métodos
sintéticos e analiticos. Principia o trabalho com a parabefinida pela propriedade do foco-
diretriz, e inicialmente estabelece a equacao padréo

Y2 = px

Define a elipse pela propriedade dos dois focos e encontrana foadrao

c2x?

A hipérbole € inicialmente tratada como a elipse; a equagéddp, exceto pelos expoentes,
é escrita

c2x?
y2 - t—z —CZ.

"Lebesgue, Henries ConiquesParis: Gauthier-Villars, 1942.



Ele € um pouco vago quanto ao fato de se os dois ramos deveonsadas como parte da
mesma curva ou ndo. As retas

sao definidas como assintotas, e as suas propriedadessfateilencontradas.

O capitulo especialmente dedicado a hipérbole é seguidoytay em que as trés conicas
sdo tratadas juntas. A maioria dos livros didaticos quesgmtam as conicas unificadas o fazem
dessa maneira, ou seja, estudam as trés curvas separaglardepbis as trés juntas.

L'Hospital definiu o padréo na exposicéo da teoria por mutass, embora alguns escritores
tenham feito melhorias em alguns detalhes.

Leonhard Euler, génio universal da matematica, ndo pasroeohtribuido muito para o
conhecimento das conicas, mas sua abordagem foi diferante deus predecessores, e por
iIsso merece alguma atencgéo. Ele ndo tinha, como L'Hospitaln¢cdo de produzir um bom
livro sobre curvas particulares, mas estava escrevende astaplicacdes do calculo em geral,
e aplicacdes as curvas, em particular. Uma conica era uma cuja equacgao cartesiana era
qguadratica. No entanto, estranhamente, quando ele trasagleurvas particulares, deixa de
lado o célculo. Sua equacéo gerdl é

0= a + BX+ yy+ Oxx+ exy+ {yy,

£X OXX+ Bx+a

No sexto capitulo do vol. ii, as trés cOnicas sao tratadasesaihet. A equacao geral é

0.

Yy = a + BX+ yxX

y = 0 da uma parabola; > 0 uma hipérboley < 0 uma elipse. A elipse

yy= a + BX— yxX

torna-se

yzzz—;az—xz):

8Euler, Leonhard, 1707-178®troductio ad analysin infinitorumLausanne, 1748, \Vol. I, p. 65; Euler,
Introduction a I’Analyse infinitésima)eéraduzido por J. B. Labey, Paris, 1796, Vol. Il, p. 40




b? b
a= 7B:O7y: ?

A passagem da elipse para a pardbola é feita em um processcesten Modernizando a
notagao, Euler trabalha como segue:
A equacao na forma grega é

Y2 = Z—EX(Za— X).

Isto pode ser escrito

Y2 =2(1+e)dx— (1—e?)x?,

ondee € a excentricidade @ a distancia do foco ao vértice. Agora mantemtdoonstante e
passando ao caso limite, ongle- 1,

y? = 4dx

O tratamento da hipérbole segue as mesmas linhas que o sk elip

Euler ndo faz nenhuma mencéo a diretriz. Na verdade, o teofero-diretriz de Pappus
praticamente desaparece por séculos apos sua publicacéo.

Entdo, de maneira resumida, podemos observar que, h&stwite, as secdes conicas
surgem com Menécmo, sinteticamente fragmentadas e senvdbesmento segue assim até
Apoldnio, que, ainda sinteticamente unifica as conicas. étols XVII, Fermat e Descartes
inventam a geometria analitica e a partir de entdo as cOpasEam a se desenvolver sintética
e analiticamente unificadas até de La Hire, que desenvoltetamento puramente focal que
fragmentou o estudo das conicas. No século XIX, Dandelitotereunificar essas curvas com
um teorema que relaciona a definicado focal com as se¢Ges denen c



Capitulo 2

As Conicas nos Programas de Ensino, nas
Leis e Orientacoes Curriculares

Nosso objetivo inicial era buscar respostas na evolucammdme das secdes conicas no
Brasil apenas por meio dos livros didaticos mas, no decdoérabalho, percebemos que néo
seria possivel um estudo adequado sem analisar os progiareasino, as leis, as orientacbes
curriculares, ou seja, sem pesquisar o contexto educa@ongue o livro esta inserido. De-
cidimos, entdo, dedicar um capitulo a essa pesquisa, flentahpara entender a evolucéo das
cOnicas e para periodizar a analise dos livros que seranieitapitulo seguinte.

De 1892, primeiro ano em que as sec¢des conicas aparecemgrarpeodo Colégio Pedro
I, até 1930, ultimo ano antes da Reforma Campos, nossaipasfibaseia nos programas de
ensino de matematica do Colégio Pedro Il por ser este, npesa,é& colégio modelo.

Em 1931, com um conjunto de decretos conhecido como Reforamaisco Campos, temos
a primeira legislacdo de ensino de ambito nacional. Ent&d981 a 1941, ano que antecedeu
a Reforma Capanema, nosso objeto de analise é o programanitkei®o por essa mesma re-
forma, como pode ser visto no Anexo A.

Ja em 1942, um novo conjunto de decretos ficou conhecido cafmrRa Capanema,
logo, de 1942 até 1950, um ano antes de outra mudanca, vaalsaan programa desta nova
reforma, apresentado no Anexo B. Em 1951, mais uma nova magdannhecida como ajuste
de 51 estabeleceu um programa minimo, que pode ser enaontvathexo C. Baseado nesse
programa, iremos analisar o periodo de 1951 até 1960, anarjaeede a primeira Lei de
Diretrizes e Bases da Educacéo.

Em 1961, temos a primeira Lei de Diretrizes e Bases da Edadaigiileira que estabe-
leceu como responsabilidade do Conselho Federal de Edudag@ir o programa minimo
a ser seguido pelos estabelecimentos de educacdo. Masatita,po Conselho Federal de
Educacao ndo cumpriu com essa determinacéo da lei, ndaudsdininum programa minimo, o
que representou uma autonomia das escolas em relacao aarpeode ensino a ser adotado.

Essa autonomia torna praticamente inviavel basear nossgipa em programas, a partir
de 1961. Mas como as décadas de 1960 e 1970 sdo marcadas petehto da Matematica
Moderna, achamos importante analisar um programa des&elpgrara entendermos as mu-
dancas que esse movimento defendia. Optamos por analisgest&o de programa do Grupo
de Estudos em Educacdo Matematica (GEEM), discutida no hy@sso Nacional de Ensino
da Matematica, em Belém do Para, no ano de 1962 - exatamardemama sugestao que foi
discutida em ambito nacional. Tal sugestédo pode ser viséaexo D.

Ja a partir da década de 1980 até os dias atuais, a Unicanmfecgie encontramos sao
os Parametros Curriculares do ensino médio de 2000. Pgmissweriodo de 1980 até 2011,



analisaremos apenas os livros didaticos.

Para alcancar o objetivo deste capitulo, ou seja, analisgolacdo do ensino das secfes
cbnicas no Brasil, nos anos escolares finais, por meio daggmas de ensino, leis e orien-
tacdes curriculares, buscando descobrir se a unificacamdass ja esteve presente no ensino
e em gque momento ela se perdeu, foram analisados os progtarGaségio Pedro Il de 1850 a
1930, obtidos na dissertacdo BELTRAMI, Josilef@s Programas de Matemética do Colégio
Pedro 1I: 1837- 1931 Rio de Janeiro: PUC-RIo, dissertacdo de mestrado, 20Q@0gsamas
da Reforma Campos, que podem ser visto no anexo A, da Refoapen€ma, que podem ser
encontrado no anexo B, do Ajuste de 51, apresentado no anexa&sugestao de 1965 do
GEEM, presente no anexo D.

Em 1892 as secdes cOnicas sao ensinadas apenas supefrfigah@grimeira cadeira do
segundo ano no curso de geometria e trigonometria, dentyeataetria especial. JAem 1893 e
em 1894, na primeira cadeira do terceiro ano e no quarto amdpém no curso de geometria e
trigonometria eram ensinadas elipse, parabola e hipérokeja, nesses programas as conicas
ja ndo eram apresentadas de forma unificada, o nome “cémeas’sequer era mencionado.
Os livros adotados nesses trés anos eram os compéndiosotée Qe ndo apresentam nada
sobre o0 assunto, 0 que nos deixa sem saber se 0 assuntoada gat sala de aula, de que
forma e qual era a fonte utilizada pelos professores e pkloss

Em 1895 aparece, pela primeira vez, o curso de geometridieaaha primeira cadeira do
guarto ano, em geometria geral, calculo e geometria diescri\ partir desse ano até 1898,
as cOnicas aparecem na primeira cadeira do terceiro anasm @& geometria e trigonometria
em geometria especial, em que sao ensinadas no¢des sobrées sOnicas; ressaltamos que o
livro adotado, que é de Timotheo Pereira, ndo apresenteamlém disso, temos, na primeira
cadeira do quarto ano em geometria analitica, o ensino das@ées das trés curvas referidas a
seus eixos (no caso da parabola, a seu eixo e a tangente parses) e o ensino da equacao
polar de cada uma das trés curvas. No programa do quarto arficagéio das conicas também
€ inexistente, mas temos o primeiro livro didatico a seradimpelo Colégio Pedro I, que é 0
Elementos de Geometria Analitida Sonnet e Frontera, que possui alguns capitulos dedicados
as secoOes conicas. Pelos estudos, 1895 é o primeiro ano grodpraos ter umaideia de como
as conicas eram ensinadas.

Em 1898, com os mesmos livros, um estudo superficial dasa®piassou a ser feito no
curso realista do quinto ano, na terceira cadeira, de ge@ngetrigonometria em geometria
especial. Um estudo das equacdes, semelhante ao que eradejtiarto ano dos trés anos
anteriores, passou a ser feito na quarta cadeira, de c&gdometria descritiva em geometria
analitica, do quinto ano.

De 1899 a 1906, no quarto ano, o ensino de geometria abrangiedoealas se¢des coni-
cas, com o tracado e as principais propriedades das curu@spondentes. Aparentemente,
€ 0 periodo em que essas curvas sao apresentadas da formmificasla até entdo. Nao ha
indicacao de livros no programa. De 1912 até 1914, as sefd&sas sdo ensinadas na quarta
Ssérie.

De 1915 a 1918, nocdes sobre elipse, hipérbole e pardbotacapa no programa do
primeiro ano, no curso de geometria no espaco e trigoncaretilinea, em geometria no es-
paco; mas nesse programa, mais uma vez volta a ser ignoradasdtés curvas pertencem a
uma mesma familia.

Em 1919 entramos num longo periodo sem conicas e sem geaedtitica no programa
do Colégio Pedro Il, periodo que so6 termina em 1929, com mert&® nocdes sucintas e ele-
mentares sobre as curvas de segundo grau: elipse, hipérpaldbola no curso de geometria
do quarto ano; e com o estudo da elipse, da hipérbole, daglaldelas como sec¢des conicas



no curso de geometria elementar, em geometria de trés diegendo sexto ano. Aqui obser-
vamos um resgate da unificacdo dessas curvas, no quartonao® deunificacédo algébrica, as
trés estudadas como curvas do segundo grau e no sexto anficagdo geometrica, as trés
estudadas como secdes do cone. A geometria analitica tanslb@arece nesse ano, mas nao
com o ensino de conicas. Em 1930, essas curvas sdo novamenfdas do programa.

Em 1931, houve a Reforma Campos, que criou a disciplina néigsn juntando as dis-
ciplinas aritmética, algebra e geometria. Na pratica armedoocorreu de forma gradativa,
havendo um periodo de transicdo. Essa reforma estabelseaegras de funcionamento do
ensino secundario compondo-o de duas etapas, a primgiaeariam cinco anos de curso fun-
damental, que tinha carater formativo, e a segunda etapad®@ anos de curso complemen-
tar, que objetivava preparar o aluno para a graduacao. Qgmagestabelecido pela Reforma
Campos apresentava, de maneira fragmentada, o estudgsi, dlipérbole e parabola, suas
equacOes cartesianas e polares no curso complementardeiéeM Ja o curso complementar
Pré-Politécnico, apresentava, na primeira série, em geame estudo, aparentemente unifi-
cado, das principais propriedades das cbnicas e, na segéaridaem geometria analitica, o
mesmo estudo fragmentado que era feito no complementavi&déo.

Em 1942, uma nova reforma, a Reforma Capanema, estabele@enaya divisdo para o
ensino secundario, que a partir de entéo foi dividido emcioles, o primeiro, chamado curso
ginasial, tinha duracdo de quatro anos, destinados a daestsdantes os elementos funda-
mentais do ensino secundario e o segundo, era formado psmoggéaes, o curso classico ou
cientifico, cada qual com a duracao de trés anos, destinadosalidar a educagdo ministrada
no curso ginasial e bem assim desenvolvé-la e aprofund@-tzurso classico, aprofundava a
formacéo intelectual, além de um maior conhecimento deofim& um acentuado estudo das
letras antigas; e o curso cientifico, aprofundava a formeigimifica dos estudantes.

Esta reforma possuia um programa que apresentava conitarseisa série do curso clas-
sico e cientifico em geometria e em geometria analitica. Enrmgéia, na unidade que estudava
Curvas Usuais, era estudada a definicdo e as propriedadksrfantais da elipse, hipérbole e
parabola e, depois, era feito o estudo dessas como se¢dese&loot seja, era mostrado que
as trés curvas estudadas inicialmente separadas pertengera mesma familia. Ja em geo-
metria analitica, na unidade que estudava os lugares gecoséeram estudadas as equacdes
reduzidas das trés curvas, nesse ponto a unificacdo desgas €lignorada.

Um ajuste feito em 1951, teve como objetivo simplificar ogpamas e dar maior flexibi-
lidade ao curriculo, ja que a década de 1950 marcou o inigmmpalarizacéo do ensino. Para
alcancar esse objetivo transformou os cursos classicoentifito da Reforma Capanema em
um so, em trés anos de curso colegial e estabeleceu um pregrarmo que possuia secdes
cOnicas na matéria de geometria do primeiro ano do coletpaljtima unidade do progama.
Segundo esse programa, cada curva tinha uma secéo, de f@smés curvas eram estudadas
separadamente, com énfase em: defini¢cdo, tracado e tangieowos principal e diretores e
excentricidade (s6 na elipse e na hipérbole), além dastassinno caso da hipérbole, e da
diretriz, no caso da pardbola. Apds esse estudo, uma setfilaws as trés curvas juntas,
como secdes determinadas por um plano numa superficieacdaievolucdo, onde era visto 0
teorema de Dandelin, que mostra que essas curvas pertemesma familia.

Em julho de 1962, no IV Congresso Nacional de Ensino da Maieandiscutiu-se uma pro-
posta que atendesse as ideias do Movimento da Matematicariveo(M.M.M.). Para ilustrar
a tendéncia desse movimento optamos por analisar nessel@ajpna sugestao de programa
elaborada pelo GEEM, publicada em 1965. Esta sugestaceapsasocdes sobre conicas no
terceiro ano do colegial, na unidade Ill, de geometria HoaliNa teoria esse programa apre-
senta as conicas unificadas.
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Veremos no préximo capitulo que a abordagem analitica slagpelo GEEM se con-
cretizou nos livros de mateméatica moderna que abordavamasimmas a escolha do terceiro
ano colegial ndo foi seguida por todos. Era de se esperar bondagem puramente analitica
nesse periodo ja que o Movimento da Matematica Moderna ersada algebrizacéo da geo-
metria, com uma valorizacao da geometria analitica emmdetrio da geometria sintética.

Mas o que observamos foi que o Movimento da Matematica Maderarcou o fim da
abordagem sintética. Mesmo com o fim do movimento, a abondagatinuou a ser apenas
analitica e, como veremos no préximo capitulo, sempre wosslido Gltimo ano do ensino
médio.

Observamos na tabela abaixo como foi a evolu¢ao do ensirsegéss cénicas nos periodos
analisados acima, no que diz respeito ao campo da materaatiqae elas eram apresentadas
e se a maneira como eram apresentadas era unificada ou ftagemen

PERIODO ANOS | FORMA COMO AS CONICAS ERAM ENSINADAS
1892 Geometricamente unificada
1893 e| Geometricamente fragmentada

1894
1895 a| Geometricamente unificada e Analiticamente fragmen-
1898 tada
1892 a 1930 | 1899 a| Geometricamente unificada
1914
1915 a| Geometricamente fragmentada
1918
1919 a| Nao ha Cobnicas
1928

1929 Geometricamente unificada
1930 Nao ha Conicas
REFORMA | 1931 Geometricamente unificada e Analiticamente fragmen-
CAMPOS 1941 | tada
REFORMA | 1942 Geometricamente unificada e Analiticamente fragmen-
CAPANEMA | 1950 tada

AJUSTE DE| 1951 a| Geometricamente unificada

gy

gy

51 1960
M.M.M. 1961 a| Analiticamente unificada
1979

Podemos observar, na analise dos programas, leis e ofiestagrriculares e evidenciar,
na tabela acima, que a unificacdo das conicas nunca foi malddzaada, ja que ela ndo esteve
sempre presente no ensino. Percebemos que o tratamergos#dp as conicas, na maioria das
vezes definia a existéncia ou ndo da unificagcdo com que erbaittealas. Ou seja, em geral,
qguando o tratamento era geométrico, as conicas eram umificgdando analitico, fragmen-
tadas. Veremos, agora, que a abordagem exclusivamentiécartabuxe ao ensino das secdes
conicas o fim definitivo da apresentagao unificada.

\Voltamos, entdo, a uma das nossas questdes centrais: cegatareuma unificacdo que
nunca teve muita forca nos programas de ensino? Vamos tmtantrar uma resposta nos
livros didaticos que serdo analisados no proximo capitulo.
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Capitulo 3

As Conicas nos Livros Didaticos

Apoés analisar e periodizar a histéria do ensino das sec¢@ésasipor meio de programas de
ensino, leis e orientac¢des curriculares, vamos analisao @voluiu a apresentacdo das conicas
nos livros didaticos e buscar uma ideia para dar unidadesineatual dessas curvas.

Seria humanamente impossivel analisar todas as obrasaudni desde 1892, entdo como
escolher os livros para a nossa pesquisa? Como nossa foatanadisar o periodo de 1892 a
1930 no capitulo anterior foram os programas do ColégiodP&dror este ser, na época, o colé-
gio modelo, achamos conveniente que, neste capitulo, esieelp tivesse os livros adotados
por essa escola no periodo em questdo analisados nesss@esqu

Mas e o0s outros periodos, que no capitulo anterior tiveramoaabjeto de analise leis de
ensino e orientacdes curriculares, como escolher os Ipeios analisar nesse capitulo? Pen-
sando nesse problema resolvemos buscar a solugéo nas gesdia; Grupo de Historia do
Ensino de Matematica (GHEMAT), por ser um grupo que pesaabee a histdria do ensino
de matematica, 0 mesmo que estamos pesquisando. Este godpaip um DVD com livros
didaticos de 1930 a 1980, o DVD A MATEMATICA DO COLEGIO: LIVR®DIDATICOS
PARA A HISTORIA DE UMA DISCIPLINA. Ap6s 1980, nossas refe@as de livros didati-
cos sao os Programas Nacionais do Livro para o Ensino MéhibER!) de 2006, 2009 e 2012,
entdo no periodo de 1981 a 2006 pesquisamos livros didateasitores jA mencionados até
1980 e dos autores presentes nos PNLEM.

Inicialmente nossa pesquisa também incluiu livros de afgkatear, vetores e matrizes, mas
como esses livros analisados ndo apresentavam conicasaelserdo objeto de nosso trabalho.
Além disso, optamos por separar, apés a criacdo dos cuesssad e cientifico em 1942, com
a Reforma Capanema, os livros seriados dos nao seriadosin@srps sdo compostos pelas
colecdes ou volumes Unicos produzidas para atender canmate os Ultimos anos escolares,
conhecidos hoje como ensino médio. Ja os ultimos, ou sej@ras ndo seriados, ndo cobrem
todo o conteudo de matematica escolar, apenas um contepdoife que, no caso desse
trabalho, sera de geometria ou geometria analitica.

Os livros seriaddsse tornaram nacionalmente obrigatorios na década de 1989 aaRe-
forma Campos, para atender o curso fundamental do ensinod#e@ e 0s nao seriados conti-
nuam sendo produzidos para atender aos cursos compleesgmes como na Reforma Cam-
pos as secdes conicas estao presentes apenas nos cursiesmertgres, s vamos separar 0s
livros seriados dos néo seriados a partir da Reforma Camanem

A andlise dos livros seriados sera realizada em trés etppgasiramente uma tabela com
os livros analisados, em que ano foram escritos, em quedoeggido inseridos, onde foram en-

LAntes da Reforma Campos ja existiam alguns livros seriatimgre os quais temos, por exemplo, uma colecao
escrita por Euclides Roxo para o Colégio Pedro Il
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contrados e se apresentam cOnicas ou ndo, analitica ou gjeamente, com ou sem unidade;
posteriormente, uma tabela mostrando como as conicas sgseatadas em cada periodo; e,
por ultimo, analisamos mais detalhadamente um livro de pad@mdo. Nessa ultima etapa
analisamos os livros aos quais tivemos mais facil acesso.

Ja a andlise dos livros néo seriados sera feita em duas :etapastabela com os livros
analisados, em que ano foram escritos, em que periodo astt@bs, onde foram encontrados
e se apresentam conicas ou ndo e depois uma analise detd¢hawfelivro de geometria e um
de geometria analitica. Esses dois livros também foranhedos pela facilidade de acesso.

A autora deste trabalho possui alguns dos livros analisadt®s ela conseguiu emprestado,
um deles foi encontrado na internet, no Google Books e os®tdram encontrados em bibli-
otecas, sendo elas, a biblioteca de obras raras do Ingtiéukdatematica da UFRJ (BOR), a
biblioteca do Instituto de Matematica da UFRJ (IM), a bitdiza do Centro de Tecnologia da
UFRJ (CT), a biblioteca do Centro de Ciéncias Matematicas Matureza da UFRJ (CCMN),
a biblioteca da Reitoria da UFRJ (FAU), a biblioteca da Ezsdel Belas Artes da UFRJ (EBA),
a biblioteca do Colégio de Aplicagdo da UFRJ (CAP UFRJ), dbeba do Colégio S&o Bento
(SAO BENTO) e a Biblioteca Nacional do Rio de Janeiro (BN)

3.1 Livros Seriados

Os livros seriados pesquisados sédo apresentados na thaeda: a

PERIODO | ANO| LIVRO LOCALIZACAO | COMO AS CONI-
CAS SAO APRE-
SENTADAS?
1892| OTTONI, C. B. BOR N&o possui conicas
a
1894
1895| PEREIRA, T. - Geomet BOR N&o possui conicas
a tria
1892 21930 | 1898 SONNET, H. e FRON- Google Analiticamente
TERA, G. - Geometrig unificada
Analitica
1929| THIRE, C. e MELLO e| BN N&o possui conicas

SQOUZA, J. C. - Exer-
cicios e Formulérios d

11%

Geometria

COSTA, ROXO e CAS4{ BOR N&o possui conicas

TRO - Exercicios de

Geometria

1938| MELLO E SOUZA, J.| V1 - BN VI - 87, | Analiticamente

C. - Geometria 5,22 fragmentada
REFORMA | 1940| Analitica (ndo seriado) V2 - EBA 516 | Nao possui cbnicas
CAMPOS M527
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1938

PEIXOTO, R. - Ele-

V1 -BN Il - 340,

mentos de Geometrig2, 5

Analitica (ndo seriado)

Analiticamente
unificada

1931 a1941 | 1941| PEIXOTO, R. - Pro- BN Analiticamente
blemas de Geometria
Analitica (n&o seriado)
1944 ROXO; PEIXOTO;| V3 - BOR 510.| Geometricamente
CUNHA; DACORSO| R886m 1944 unificada e analiti-
NETTO - Matematica camente fragmen
2° Ciclo tada
REFORMA | 1948 CARVALHO, T. M. - | V3-BN Geometricamente
CAPANE- Matematica para Clas- unificada e analiti-
MA sico e Cientifico camente fragmen
1942 a 1950 tada
1948| MAEDER, A. M. -|V3 - FAU 510.2| Geometricamente
Curso de Matematica | M184 1948 unificada e analiti-
camente fragmen
tada
1953| MAEDER, A. M. -|V1l - BN I-| Geometricamente
Curso de Matematica | 313,1,12 com unificada
AJUSTE DE ROXO. E; PEIXOTO,| V1 - AUTORA Geometricamente
51 R; CUNHA, H; DA- unificada
1951 a 1960 CORSO NETTO, C. -
Matematica 2 Ciclo
CARVALHO, T. M. - | V1 - BN I- | Geometricamente
Matematica para Clas-321,3,6 unificada
sico e Cientifico
1964| SMSG. - Matematica V1 - EMPRES-| Analiticamente
Curso Colegial TADO unificada
M.M.M. 1970| QUINTELA, A. - |BNII-21,1,30 N&o possui conicas
Matematica
196141979 | 1972| FLETCHER, T. J. - BN N&o possui conicas
Ensino Moderno de
Matematica
1976| CASTRUCCI, B.;| V3 - AUTORA Analiticamente
ROSA NETO, E,; fragmentada
MENDONCA, E.
R.; SMITH, M. L. -
Matematica 2 Grau
1979| BOULOS, P.; WATAN-| V3 - BN ANEXO | Analiticamente
ABE, R. - Matematicq 11-690,2,18 fragmentada
2° Grau
1985| IEZZI E OUTROS,| V7 - EM- | Analiticamente
Fundamentos de PRESTADO fragmentada
Matematica Elementar
1980 a 2011 | 1996| BIANCHINI, E. e |V3-CAP UFRJ | Analiticamente
PACCOLA, H. - fragmentada
Matematica
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Tecnologia 3 Volumes

1999| DANTE, L. R. -|V3 - SAO | Analiticamente
Matematica Contexto eBENTO fragmentada
Aplicacbes

2001| GIOVANNI, J. R. e|V3-AUTORA Analiticamente
BONJORNO, J. R. { fragmentada
Matematica Uma Nova
Abordagem

2005 GOULART, M. C. -|V3-AUTORA Analiticamente
Matematica no Ensing fragmentada
Médio

2006| IEZZI, G. - Matemat-| V3 - AUTORA Analiticamente
ica: Ciéncia e Apli- fragmentada
cacoes

2008| DANTE, L. R. -|AUTORA Analiticamente
Matematica fragmentada
PAIVA, M. - | V3 - CAP 510| Analiticamente
Matematica P149m fragmentada
SMOLE, K. C. S.;| V3-AUTORA Analiticamente
DINIZ, M. I. S. V. - fragmentada
Matematica Ensing
Médio

2009| YOUSSEF, A. N.;] AUTORA Analiticamente
SOARES, E. e FER} fragmentada
NANDEZ, V. P. -
Matematica

2011| RIBEIRO, J. -1 V3-AUTORA Analiticamente
Matematica Cién fragmentada
cia, Linguagem ¢

A proxima tabela tras o resultado da analise dos livros diolpesquisados, separados por
periodos, indicando como as sec¢des conicas eram aprezepilds livros didaticos em cada
periodo.

EPOCA | PERIODQ ANO| LIVROS A- | COMO AS CONICAS SAO APRESEN}
NALISADOS | TADAS?

1892 a| 1895 a| 1865| Sonnet e Fron: As secdes conicas aparecem analitica-

1930 1898 tera mente;

No estudo dos lugares geométricos:
definicéo focal,
equacgao.
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No estudo algébrico da equacdo do
gundo grau em duas variaveis:
discussédo da equacéo geral;

centro, diametro e eixos das curvas de
gundo grau;

reducdo da equagéo do segundo grau
duas variaveis a sua expressao mais 9
ples pela troca dos eixos coordenados
As trés secOes sdo estudadas separ
mente da seguinte forma:

centro (vértice), eixos, ordenadas, foc
diretriz;

tangente e normal;

diametros e cordas suplementares;
assintotas no caso da hipérbole;

area.

No estudo de coordenadas polares:
eixos de simetria, assintotas e tangel
em coordenadas polares;
equacgOes das trés coOnicas em cootl
nadas polares.

No final as trés sédo estudadas co
secdes do cone:

Teorema de Dandelin e a reciproca
Teorema.

RE-
FORMA
CAM-
POS

1931
1941

a

Mello e Souza

1938

Peixoto

As secOes cbnicas aparecem apenas
tro de geometria analitica;

As trés secbes sdo estudadas separ
mente da seguinte forma:

definicéo focal,

excentricidade;

equacao reduzida;

equacao polar;

As coOnicas sao estudadas da segu
forma:

definicdo em termos de foco, diretriz e €
centricidade;
equacéao reduzida;
equacao polar;
mostra-se que as trés sec¢des estudada
teriormente separadamente sao conica

Se-

em
5im-

ada-

ites

de-

mo

do

den-

ada-

inte

X_

S an-
1S.

Estudo algébrico da equacdo do segundo

grau em duas variaveis:
discusséo da equacéo geral;

REFOR-
MA
CAPA-
NEMA

1942
1950

a

1948

Carvalho

Maeder

As secOes coOnicas aparecem geometr,
mente e analiticamente;
Geometricamente:

ica-
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As trés secOes sdo estudadas separada-

mente da seguinte forma:
definicéo focal,

eixos e centro (vértice no caso da

parabola);

relacdo entre eixos e distancia focal,
excentricidade;

circulos diretores e principal;

area da elipse, assintotas da hipérbple,

subtangente e subnormal da parébola.

No final as trés sdo estudadas como

secoOes do cone:

Teorema de Dandelin e a reciproca
Teorema,;

cOnicas semelhantes;

definicdo pela diretriz;

excentricidade;

Analiticamente:

As trés secfes sdo estudadas separ
mente da seguinte forma:
equacao reduzida com centro e vértice

origem e eixos cartesianos como eixos|;

equacdo com centro e vértice fora
origem e eixos paralelos aos eixos cal
sianos;

AJUSTE
DE 1951

1951
1960

a

1953

Roxo

Maeder

Carvalho

do

ada-

na

da

As secdes cbnicas aparecem apenas gden-

tro de geometria;
As trés secbes sdo estudadas separ
mente da seguinte forma:
definicéo focal,
elementos principais;
tracado por movimento continuo e p
pontos;

simetria da curva,
vértices da curva,;

ada-

regido interior e exterior a curva e stua

convexidade;
as propriedades e o tragado de tangent
curva;

excentricidade da curva;
circulos diretores e principal.

es a

No final as trés sdo estudadas como

secoOes do cone:
Teorema de Dandelin.

M.M.M.

1961
1979

a

1964

SMSG

1976

Castrucc
Neto,

i’
Men-

donca e Smith

As secOes cOnicas aparecem apenas gen-

tro de geometria analitica,
As trés secbes sdo estudadas separ
mente da seguinte forma:
definicéo focal,
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1979| Boulos elementos principais;
equacéao reduzida com centro e vértice na
origem e eixos cartesianos como eixos|;
1980 a| 1985| lezzi As secdes cbnicas aparecem apenas gden-
1989 tro de geometria analitica;
As trés secbes sdo estudadas separada-
mente da seguinte forma:
definicéo focal,
elementos principais;
equacéao reduzida com centro e vértice na
origem e eixos cartesianos como eixos|;
equacao com centro e veértice fora |da
origem e eixos paralelos aos eixos calte-
sianos;

reconhecimento de uma conica,
intersecdes de uma conica;
tangentes a uma conica.

ATUAL| 1990 a| 1996/ Bianchini As trés secbes sdo estudadas separada-
1998 mente da seguinte forma:
definicdo focal,
equacéao reduzida com centro e vérticel na
origem e eixos cartesianos como eixos|;
elementos principais;
o corte do cone que gera a conica,
um estudo mais detalhado da parabola,
relacionando sua equacgéo analitica com a
forma da funcéo do®2grau.
1999| Dante As sec¢Oes cOnicas aparecem apenas
2001| Giovani dentro de geometria analitica;
1999 a| 2005| Smole e Diniz | As trés secdes sao estudadas separnada-
2011 mente da seguinte forma:
2006 lezzi o corte do cone que gera a conica;
2008| Dante defini¢éo focal;
Paiva elementos principais;
Goulart equacao reduzida com centro e vértice na

2009| Youssef, Soares origem e eixos cartesianos como eixos;
e Fernandez equacao com centro e vértice fora da
2011/ Ribeiro origem e eixos paralelos aos eixos calte-
sianos.

Para concluir esta secdo, analisaremos, mais detalhatigroemo as secdes conicas apare-
cem em alguns dos livros didaticos que foram utilizados matcocdo da tabela acima.

3.1.1 “Elementos de Geometria Analitica” de Sonnet e Fronta

A traducdo para o espanhol da ultima edicéo francesa do Hiementos de Geometria
Analitica, de Sonnet, H. e Frontera, G. feita por D. Manuel Maria Batbescrita em 1865 €
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dividido em duas partes: a Parte |, que possui treze capifidobre geometria analitica de duas
dimensdes; e a Parte I, sobre geometria analitica de tréandides, que possui onze capitulos.
O estudo das conicas aparece na primeira parte, tendo péidasdedicados a elas. O livro é
composto por 577 paginas, incluindo teoria e exerciciasgdais 374 integram a Parte | e 203
a Parte Il, sendo que das 374 da primeira parte, 198 sao adssrao estudo das conicas.

Os seis capitulos que estudam as cbnicas, sdo: 0 sexto splagfe do segundo grau
em duas variaveis, o sétimo sobre as propriedades priaapaglipse, o0 oitavo sobre as pro-
priedades principais da hipérbole, 0 nono sobre as prameprincipais da parabola, o décimo
sobre coordenadas polares e o décimo terceiro sobre ségieasce cilindricas.

No capitulo sobre equacgéo do segundo grau em duas varideeiissutidas as condi¢des
algébricas para que uma equacgéo do segundo grau represendéipse, uma hipérbole ou uma
parabola. H& um estudo algébrico das representacfes gaaméla elipse, da hipérbole e as
equacOes de suas assintotas e da parabola, seguido poralisa algébrica de algumas pro-
priedades dessas curvas, como centro, diametros, eixosfanpensina a reduzir uma equacao
do segundo grau em duas variaveis a sua expressao maisssitnpéendo os eixos coordena-
dos. Ou seja, esse capitulo apresenta um estudo exclusiteaaigébrico bem detalhado das
cOnicas, do que acontece com cada cbnica, sua represegtapéiétrica, seu centro, diametro
e eixos e as assintotas, para cada combinacdo de valoresdafimseates. Neste capitulo as
cOnicas sao estudadas com unidade.

Os trés capitulos seguintes apresentam o estudo fragmetdadconicas, dedicando um
capitulo a elipse, um a hipérbole e um a parabola, cada uneslestuda detalhadamente as
principais propriedades dessas curvas, 0s eixos, cengdieey ordenadas, focos e diretrizes,
tangente e normal, didmetros e cordas suplementarescaasjmo caso da hipérbole, e a area
dessas curvas.

Ja o décimo capitulo traz o estudo de coordenadas polanreseapando, dentre outros
itens, as equacgdes das cbnicas nessas coordenadas; todegr®) por sua vez, traz o estudo
das secdes do cone, demonstrando, analitica e geometniea(@andelin), que essas sec¢des
coincidem com as curvas do segundo grau estudadas noda@spitteriores, elipse, hipérbole
e parabola.

3.1.2 “Elementos de Geometria Analitica” de Roberto Peixat

O livro Elementos de Geometria Analitide Roberto Peixoto, escrito em 1938, é dividido
em duas partes, a Parte |, que possui 167 paginas de tedriaudikas em 15 capitulos, é
sobre geometria analitica de duas dimensdes e a Parte Ibhr€& geometria analitica de trés
dimensdes.

Dos 15 capitulos que integram a Parte |, 2 sao reservadosuatnekas conicas, o capitulo
sete e 0 quatorze. Esse livro ndo contém exercicios.

O sétimo capitulo possui 33 paginas, sendo 22 dedicadagwneatas conicas. Dessas
22, as 17 primeiras estudam a elipse, a hipérbole e a parsdymdaiadamente como lugar ge-
omeétrico dos pontos que atendam a suas definicbes focaesempando as equacdes geradas
pelas defini¢cdes, deduzindo suas equacdes reduzidas ejsagdées polares com centro e vér-
tice na origem e eixos coincidindo com os eixos cartesiaNosaso da elipse e da hipérbole,
ainda ha a defini¢cdo de excentricidade e, no estudo da hipgdinda séo definidas a hipérbole
equilatera e as conjugadas.

Ja nas cinco ultimas paginas do mesmo capitulo, temos ooedaigdconicas como lugar
geomeétrico dos pontos de um plano cuja razao das distanaiasponto fixo (foco) e a uma
reta fixa (diretriz), do mesmo plano, é constante. Ou sejeoréramos a apresentacao das
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cOnicas por sua definicdo em termos de foco, diretriz e esiciglatde. A partir dessa definicdo
€ apresentada sua equacao espontanea, sua equacaaretiimeixoy coincidindo com a
diretriz e eixox passando pelo foco e sua equacédo polar. Em seguida, é ditogprébola é
uma coOnica pela prépria definicdo, mostra-se que a elipseaécnica e se diz que, de forma
analoga é possivel mostrar que a hipérbole também é umaconic

O outro capitulo que apresenta conicas, o quatorze, traz tslbo curvas do segundo grau;
trata-se de uma discusséo da equacao geral do segundo gralwas variaveis, apresentando
o discriminante da equac&o do segundo grau e as condi¢cdessagas para que esse tipo de
equacao represente uma elipse, uma hipérbole, uma pambcdesos degenerados.

3.1.3 “Curso de Matematica” Ciclo Colegial de Algacir Munhaz Maeder

O terceiro livro do ciclo colegial d&€Curso de Matematicale Algacir Munhoz Maeder,
escrito em 1948, dedica trés de seus capitulos ao estudddaax O vigésimo primeiro
e 0 vigésimo segundo estudam as conicas geometricamentégésimo nono traz o estudo
analitico das conicas.

O capitulo vinte um, chamado Curvas Usuais, possui 17 pagiedicadas ao estudo da
elipse, hipérbole e pardbola. Esse capitulo ndo possuiieier e estuda as trés curvas se-
paradamente apresentando-as a partir de sua definicaocefesaiidando seus eixos, centros
ou vertice. No estudo da elipse e da hipérbole sdo apressnéadrelacdes entre 0s eixos e
a distancia focal, suas excentricidades, seus circuladpdes e principal e os valores de seus
raios vetores. Além disso, sdo dados teoremas relaciormmovas com seu circulo principal.
No caso da elipse ainda temos o estudo do circulo auxiliarse@area, no caso da hipérbole,
o estudo da hipérbole equilatera e das assintotas e no cpacéat®la, o estudo da subtangente
e da subnormal e um teorema relacionando esta curva com arswddre outro relacionando
esta curva com a subtangente.

No vigésimo segundo capitulo ha 10 paginas dedicadas atoatds secdes conicas, curvas
obtidas cortando uma superficie cdnica. Aqui mostra-seeggas curvas coincidem com a
elipse, hipérbole e pardbola demonstrando o teorema deehamefine-se cdnicas semelhan-
tes, define-se cbnicas como lugar geomeétrico dos pontos ¢éamm cuja razédo das distancias
a um ponto fixo (foco) e a uma reta fixa (diretriz), do mesmo @lanconstante, define-se
excentricidade como sendo essa razao e deduz-se que aieitaté da elipse € menor do que
1, que a da hipérbole é maior do que 1 e que a da parabola é 1.

O vigésimo nono capitulo possui 11 paginas, sendo 7 dedical@studo das equacdes
reduzidas da elipse, da hipérbole e da parabola, 2 de ewsrésolvidos e 2 de exercicios pro-
postos. Nesse estudo sédo deduzidas as equacdes das @8scouncentro e vertice na origem
e eixos coincidindo com 0s eixos cartesianos e com centigugree eixos paralelos aos eixos
cartesianos, a equacéao da hipérbole equilatera e as equigdeas hipérboles conjugadas. Os
exercicios desse capitulo sdo para calcular os valores)diss a distancia focal, a excentrici-
dade, o parametro da parabola; achar a posi¢do dos védasefcos, do centro; estabelecer a
equacéao da hipérbole equilatera e da parabola.

3.1.4 *“Matematica Segundo Ciclo” de Euclides Roxo, Robertéeixoto,
Haroldo Cunha e Dacorso Netto

A sétima edicdo do livro da primeira sérdatematica Segundo Ciclde Euclides Roxo,
Roberto Peixoto, Haroldo Cunha e Dacorso Netto, escrito®58,1e dividido em duas partes: a
Parte |, que possui trés secdes é de Aritmética e Algebra gealRale Geometria, possui duas
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sec¢des, a Ultima dedicada ao estudo das conicas, suas@kfipipropriedades fundamentais.
O livro € composto por 376 paginas, incluindo teoria e exersj das quais 98 integram a Parte
| e 276 a Parte Il, destas 41 sao reservadas ao estudo dagsconic

O livro comeca a ultima secdo definindo termos que serdo ssamestudo das conicas,
como pode ser visto no anexo E. Depois, apresenta as tré&saspnomo curvas planas, ded-
icando a cada uma um capitulo. E encerra com um capitulo,sjudaeas trés curvas juntas,
como secdes de uma superficie conica.

Nos capitulos que ensinam as cbnicas como curvas planasdés d definicdo focal, os
elementos da curva, o tracado por movimento continuo e patopoa simetria da curva e
seus vértices. Ainda sao estudados a regido interior ei@xéecurva e sua convexidade, as
propriedades e o tracado de tangentes a curva.

Os exercicios propostos nesses trés capitulos sdo dewgg@wseérdemonstracao. Nos capitu-
los dedicados a elipse e hipérbole ha itens que sao ensigadasnda ndo foram mencionados,
pois ndo aparecem no estudo da parabola. Sao eles o comridosreixos, a excentricidade
da curva, a definicdo pelos circulos diretores, a propreedi@dnormal a curva e os circulos
diretores e principal como lugares geométricos.

Os itens apresentados no livro que séo caracteristicagdndis da hipérbole ou da parabola,
gue sO aparecem no capitulo que estuda essas curvas, ssod@dguir:

Na hipérbole, temos o estudo da hipérbole conjugada e égpailé das assintotas e sua
determinacdo pelos eixos. J& na parabola, a entendemoslicoitecda elipse, estudamos a
diretriz e a tangente no vértice como lugares geométricosub-dangente e a sub-normal. Ao
final deste capitulo h4 um pequeno item fazendo uma intredagdroximo capitulo e uma
breve analogia entre as trés curvas.

O ultimo capitulo desta secédo é o que mostra a unificagcdosegsaurvas, o que, por sua
vez, explica por que essas sao agrupadas sobre o nome de s&gidas, ou seja, estuda as trés
como sec¢des do cone, definindo as secdes que geram cada degeando com o Teorema
de Dandelin para mostrar que as sec¢des definidas nestd@apihcidem com as curvas apre-
sentadas nos capitulos anteriores desta secdo. Depoitidanesas conicas definidas como
lugar geométrico, conforme o Anexo E. Finalmente, ha umbsanda elipse como projecéo do
circulo. Todos os exercicios deste capitulo séo de co@dstruc

3.1.5 “Matematica Curso Colegial” de School Mathematics Stdy Group

A edicao preliminar da tradug&o do volume | do liwiatemética Curso Colegiale School
Mathematics Study Group (SMSG), escrito em 1964, € um liwe@atende as ideias do Movi-
mento da Matematica Moderna, mas, que por ser um livro aererjou seja, escrito para uma
outra realidade “difere dos textos tradicionais dedicaapprimeiro ano do Curso Colegial”

A orientacdo do Movimento da Matematica Moderna para o ertitngeometria € de reuni-la

a algebra sempre que possivel e buscando isso esse liviegeata a geometria analitica na
primeira série e ndo deixa para a ultima como a maioria dosslie como sugere o GEEM em

1965. Exatamente por ser um livro que foge do padrao dosslidecseu periodo que este foi
escolhido para ser analisado mais detalhadamente.

Dividido em onze capitulos, sendo um chamado “geometriliteagplana”, que introduz
a geometria analitica e um, que é o ultimo, chamado “equat@¢simeiro e segundo grau
em duas variaveis”, que possui sete se¢bes, sendo uma dé&sesuplementares e quatro
dedicadas ao estudo analitico das conicas. Das 254 pagifasa 40 compdem o décimo
primeiro capitulo, sendo 27 reservadas ao estudo das sbnica

2SMSG,Matemaética Curso Colegialol.1, Prefacio da Edi¢do Brasileira
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A secdao trés desse capitulo, primeira a estudar conicaslj@da a parabola. Tendo estu-
dado nas duas primeiras se¢des o grafico da equacédo do prgreaif sabendo entdo que € uma
reta e que o conjunto de pontos equidistantes a dois pontssdiMma reta, se julga natural que
o leitor queira saber qual é o conjunto de pontos equidissaie um ponto e uma reta, por isso
a opgao de comecar pela pardbola.

No estudo desta curva, temos a definicdo focal e a apreserdacseus elementos prin-
cipais, seguidas de exemplos para encontrar a equacaoisiepalguns exemplos, temos a
forma geral da equacé&o com vértice na origem e com eixo et com um dos eixos carte-
sianos e uma propriedade fisica da curva. Os exercicioa degfio sdo para achar a equacéo
da curva, as coordendas do foco e do vértice, a equacao tt&dirdo eixo, construir o grafico
da curva e para demonstrar algumas propriedades.

A secao quatro, chamada “definicdo geral de conica” apresedefinicdo de conica em
termos de diretriz, foco e excentricidade, dando um exegguando uma elipse e um gerando
uma hipérbole para, em seguida, ir para a forma geral e disgutondi¢cdes para ser uma
elipse, uma hipérbole ou uma parabola. Como a parabolagsfiodlada, so é dito em que caso
gue € uma parabola, para em seguida se discutir mais dedalkate as outras possibilidades
e chegar a definicdo de elipse e hipérbole pelo valor da exddate. No final desta secéo se
diz porque estas trés curvas recebem o nome de cbnicas edguedgwacdo do segundo grau
tem por grafico uma sec¢éo conica (ou uma de suas formas ligutesdo uma circunferéncia,
uma reta ou duas retas que se interceptam) e vice versa. @$ceoedesta secdo sdo para
achar a equacgao de conjuntos de pontos com propriedades dhadificar a conica, escrever
sua equacao e desenhar o seu grafico, discutir a conica deadi@maguacao.

A secdao cinco estuda o circulo e a elipse, sendo que, na,efipge-se da definicdo e
da equacao dada na secéo anterior e fazendo duas subsettaimgdbntra-se outra equacao da
elipse com centro na origem e eixos cartesianos que é a aptatado se parte da definicdo
focal. Definem-se ainda seus elementos principais e aposempdo se enuncia a definicao
focal. Ainda temos a explicagdo da construcéo do jardinairelacao entre o circulo e a elipse
e uma propriedade fisica da elipse. Os exercicios sobreafn para achar a equacéo da curva,
as coordendas dos focos, dos vértices, a excentricidadenprimento dos eixos e a equacao
da diretriz, construir o grafico da curva e demonstrar algupnapriedades.

A sexta e Ultima secdo dedicada ao estudo das conicas ficenwaeda para a hipérbole
e segue a mesma linha de desenvolvimento da elipse, s6 qutergs ainda o estudo das
assintotas e a apresentacao da hipérbole equilatera. @E®saqui também sdo semelhantes,
sendo que em alguns é preciso achar as equacdes das assintota

3.1.6 “Fundamentos de Matematica Elementar’ de Gelson lezz

A terceira edicdo do sétimo volume do livfundamentos de Matematica Elementsr
Gelson lezzi, sobre geometria analitica, escrito em 198Byidido em oito capitulos, sendo
0 sétimo dedicado as sec¢des cbnicas. O livro € composto papdginas, incluindo teoria e
exercicios, das quais 28 séo reservadas ao estudo dass;c@héra de oito com 44 questdes de
vestibular sobre cénicas.

O livro comeca o capitulo sobre cbnicas estudando elippérlinle e parabola separada-
mente, dando sua defini¢cdo focal, seus elementos prin@paia equacao reduzida. Os exer-
cicios propostos ao fim do estudo de cada cbnica sédo parandteer equacdo da curva e da
diretriz, as coordenadas dos focos e do vértice, constgraftco da curva e calcular a distancia
focal e a excentricidade.

Apoés esse estudo das conicas, hd uma analise de como resoohex conica dada sua
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equacao. Aqui os exercicios sdo caracterizar a conicaseneala por uma equacdo dada e
determinar seus focos e sua excentricidade. Em seguida&é&xpticacdo de como encontrar
as intersecdes de conicas e exercicios para calcular o itnempo da corda que uma dada reta
faz com uma elipse dada e para achar a intersecédo de uma adievaam uma conica também
dada.

Encerrando o capitulo, vem o estudo das tangentes a umagcénginando a resolver dois
problemas: o de obter as retas tangentes a uma dada cénisadajparalelas a uma dada reta
e 0 de obter as retas tangentes a uma dada conica que passm ¢eaiponto. Os exercicios
sao aplicacdes desses dois problemas e outros trés daastib

No capitulo oito, que € sobre lugares geométricos, se eadimarpretar uma equacao do
segundo grau, mostrando, sem demonstrar, como saber sguagde representa uma conica e
qual cénica, usando formulas que s6 dependem dos coefg@mtriuacdo. Aqui encontramos
exercicios para caracterizar a conica dada, descobrirgai@urva representada pela equacéo
dada e qual é o grafico da relacdo dada.

Portanto, verificamos que esta obra estuda as conicas déafaagmentada.

3.1.7 “Matematica” de Luiz Roberto Dante

A primeira edi¢ao do livrdvatematicade Luiz Roberto Dante, escrito em 2008, € um Unico
volume para as trés séries do ensino meédio, dividido em oiidades, sendo trés dedicadas
a algebra, uma a geometria plana, outra a geometria espagial a trigonometria, uma a
estatistica e uma a geometria analitica.

As cbnicas sdo encontradas na unidade sete - de geometliilicang&Essa unidade esta
dividida em trés capitulos, sendo um totalmente dedicadérisas. Das 504 paginas do livro,
onde 455 sdo de teoria e exercicios sobre a teoria, 36 sdvagas para geometria analitica e
dessas 10 séo dedicadas as sec¢fes conicas.

O livro comeca o estudo das cbnicas com uma breve introduigiariba que ndo sera
mais mencionada nem utilizada, ou seja, se ela ndo estipessente isso ndo impediria 0
entendimento do contetdo que é dado em seguida. Além disdentativa de contextualizar
as conicas, temos trés exemplos de situacdes, cada um geraadias trés conicas.

Apos a introducéo do assunto, nos € apresentada a parabweucoa determinada secao
do cone, corretamente definida, depois, sem qualquer cetaga tal secdo € dada a definicéo
focal. Somos apresentados aos seus elementos principaissegeiida a sua equagdo com
vértice na origem. Os exercicios sobre a pardbola sdo pamardear sua equacao ou o foco, o
vértice e a diretriz.

Depois, temos a Elipse, apresentada de maneira semelsantiy que aqui nos é apre-
sentada, junto com os elementos principais da elipse, agigdade. Os exercicios sobre a
elipse também s&o para determinar sua equacao ou seusnf@Embém h4 exercicios para
determinar as extremidades ou a medida dos eixos e a exadade.

Por ultimo, somos apresentados & hipérbole de maneirals@melas outras duas curvas,
principalmente a elipse, diferindo desta apenas pelo estasl assintotas. Os exercicios sobre
a hipérbole cobram as mesmas coisas que o0s sobre a elipseaMagessaltar, no caso dessa
cOnica, que, na sua apresentagdo como sec¢do do cone - messao dp a definicdo estar
correta -, a figura induz a um erro cometido por varios autonetusive pelo préprio Dante
em obras anteriores. Na figura, o plano que secciona o conellpaao eixo e ndo ha essa
obrigatoriedade para que a curva seja uma hipérbole.

Portanto, verificamos que esta obra estuda as cnicas déaiaagmentada.
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3.2 Livros Nao Seriados

Com a criagdo da matematica como disciplina, em 1931, camr@ca surgir os livros de
matematica seriados, mas até a Reforma Capanema, os anl@eassfinais ainda adotavam
principalmente os livros ndo seriados, escritos por ass@um a criacdo dos cursos classico e
cientifico, em 1942, os livros seriados se tornaram presé¢atebeém nos anos escolares finais.
Mas de 1942 até a década de 1980, alguns autores julgavantemidordos livros seriados
insuficiente para preparar o aluno a ingressar na Univelsieapor isso, os livros ndo seriados
continuaram a ser produzidos, ou seja, autores continumestrever livros de algebra, geome-
tria, trigonometria, geometria analitica, e outros assida matematica. Da década de 1980
aos dias de hoje (2011), s6 encontramos livros ndo seriadds sdotados na Graduacéo e nédo
mais no ensino medio; isso porgue os livros seriados dogedtual se adaptaram ao vestibu-
lar e sdo feitos para preparar o aluno para entrar na fa@jldach demandar a necessidade de
aprofundar em outro livro o estudo de algum tema.

Os livros néo seriados pesquisados sédo apresentados lzeatiodieo:

PERIODO | ANO | LIVRO LOCALIZACAO | AS CONICAS SAO
APRESENTADAS
DE FORMA UNIFI-
CADA?
REFORMA| 1938 | MELLO E SOUZA, J.| V1 -BN VI - 87, | NAO
CAMPOS C. - Geometria 5,22
1931 al 1938 | PEIXOTO, R. - Ele-| V1-BNII- 340, | SIM
1941 mentos de Geometrig2, 5
Analitica
1941 | PEIXOTO, R. - Pro- BN
blemas de Geometria
Analitica
1942 a SONNINO, S. Ele- BNII-264,3,21
1950 mentos de Geometria
Analitica
1951 1951 | LACAZ NETTO, F.A. | BN 1I-270,5,1 SIM
Lugares Geomeétricos
Planos
a 1953 | MAURER, W.A. | BN 11-310,6,21 NAO
Licbes de Geometria
Analitica
1960 1955 | PEIXOTO, R. Geome: BN 11-340,2,5 SIM
tria Analitica - Geome-
tria de uma e duas di-
mensodes
1959 | ROCHA, L.M. Geome- IM 516.3 R672G| NAO
tria Analitica 1959
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1961 1964 | CASTRUCCI, B.| BN IV-406,5,13 | SIM
Licbes de Geometria

Elementar

a 1967 | CASTRUCCI, B./V2 BN IV- ]| SIM
Geometria Curso 411,5,2
Moderno

1979 1975 | BARBOSA, R.M. Ge-| BN 1I-53,5,5 NAO

ometria Analitica Mod-
erna (Plana)

1980 1980 | FAINGUELERNT, Emprestado NAO
E.K. e BORDINHAO,
N. de C. Algebra Linear
e Geometria Analitica

Para concluir esta se¢édo, analisaremos, mais detalhatgro@mo as se¢des conicas apare-
cem em um livro de geometria e em um outro de geometria arzaliti

3.2.1 “Geometria Curso Moderno” de Benedito Castrucci

O livro Geometria Curso Modernde Benedito Castrucci possui trés volumes, sendo que
as secdes coOnicas estdo presentes no volume Il, escrito@&m E3te volume € dividido em
quatro capitulos, dos quais o quarto é sobre se¢bes cODi@ad 95 paginas que compdem esse
volume, 49 sdo dedicadas as conicas.

O capitulo das conicas estuda separadamente as trés claiwis a definicdo focal, de-
finindo foco, explicando a construcdo por pontos. Além dissoincia e demonstra teoremas
relacionados aos eixos de simetria da curva, define eixagppanternos e externos a curva,
retas tangentes, normais, externas e secantes a curvaicaEaptonstrucdo de tangentes a
curva por um ponto externo, enuncia e demonstra teorenasaehdos a tangentes e estuda a
intersecdo da curva e uma reta.

No caso da hipérbole e da elipse, ha a definicdo da distanzah doda excentricidade,
dos eixos, do centro e do diametro, da circunferéncia diretda circunferéncia principal,
com teoremas relacionados a essas duas circunferénciaslipsia ainda ha a construcéao de
tangentes paralelas a uma reta dada e, na hipérbole, a 8efitas assintotas e o enunciado e
a demonstracdo de teoremas relacionados a essas retassa\taqaarabola ha a definicdo de
diretriz.

Apos estudar as curvas separadamente, ha o estudo daspag@dssdas superficies cilin-
dricas e cbnicas, onde se enuncia e demonstra o teorema deliDao que demonstra, por sua
vez, que as conicas sdo unificadas. Os exercicios desteloagid de construgao e verificacao.

3.2.2 *“Algebra Linear e Geometria Analitica” de Estela Kaufman Fain-
guelernt e Noelir de Carvalho Bordinhao

A primeira edicdo do livroAlgebra Linear e Geometria Analiticale Estela Kaufman
Fainguelernt e Noelir de Carvalho Bordinh&o, escrito en0188 produzido, como explicado
pelas autoras no prefacio, para ser utilizado no ensinoanBdra atender esse objetivo ele foi
dividido em sete capitulos, sendo o quarto reservado a gdaragalitica ndR?, e neste uma
unidade inteiramente dedicada as conicas, suas definie@®entos principais, suas equacdes
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e identificagBes. O livro € composto por 390 paginas, indliiteoria e exercicios, das quais
83 integram o quarto capitulo, destas, 41 séo reservadasamalas conicas.

A unidade das conicas comeca explicando que nela serdadatids curvas planas que
podem ser representadas por equacdes do segundo grau emgxie gstas podem ser obtidas
da interse¢do de uma superficie conica com um plano. Dejsdiee superficie conica e estuda
as interse¢Bes de um plano com uma superficie conica fe@aglgular, obtendo assim as
secdes conicas, incluindo a circunferéncia, e as secdeseleglas. Cabe ressaltar aqui que as
figuras que representam as sec¢des nao induzem o leitor awaraso da hipérbole, como pode
ser visto no Anexo F. Em seguida apresenta um estudo aoaléicada secéo conica.

Quando o estudo de cada cdnica é feito separadamente, efateelas sao obtidas de um
cone mostrado anteriormente é totalmente esquecido. Algtwparecido ocorre em alguns
livros seriados atuais, s6 que além disso, eles apresemmastudo das cbnicas muito mais
superficial.

Neste livro, para cada conica € dada a definicao focal, oseel@s principais, a equacao
gerada pela definicdo focal e a equagéo cartesiana e a iceg#di da cOnica a partir de uma
equacgéo do segundo grau em x ey, tudo acompanhado de exenplos da unidade, de-
fine corda focal e da varios exercicios resolvidos. Os exiespropostos sobre essa unidade,
aparecem apenas na unidade seguinte e séo para calciemidat ou estabelecer condi¢cdes.

No estudo da circunferéncia ainda temos a equacao geral quasdes parameétricas, as
condicOes para que uma equacdo do segundo grau em X e y népres® circunferéncia, a
obtencdo da equacao de uma circunferéncia determinadegpgrdntos analitica e geometri-
camente e o estudo da posi¢cdo de um ponto, de uma reta e deraumdszEncia em relacao a
uma circunferéncia.

No caso da elipse, hipérbole e parabola s6 sdo vistas asteguaartesianas com centro ou
vértice na origem e eixos sobre o0s eixos cartesianos. Japsa el na hipérbole encontramos
0 aspecto da curva, sua excentricidade e suas diretrizelipéa ainda temos as equacdes
paramétricas, na hipérbole, as assintotas. Na pardbdieétatemos o aspecto da curva.
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Capitulo 4

Conclusao

Acreditando que o papel da escola vai muito além de ensinaraée € Util, que o en-
sino médio deve ter um carater formativo e deve dar ao alurenogdo geral e cultural da
matematica, buscamos neste trabalho entender a histoeiasitto das sec¢des conicas, procu-
ramos respostas para o ensino de conicas atual ser compilgeafragmentado e encontrar
sugestdes para reunificar as conicas no ensino moderno.

Nossa pesquisa nos mostrou que, historicamente, as c&uicasam com tratamento sin-
tético de forma fragmentada, cada uma obtida de um conediter Seu tratamento foi unifi-
cado por Apolbnio, para quem todas eram obtidas de um mesnme c@om a invencao da
geometria analitica as conicas continuaram se desendu\dnforma unificada nos dois cam-
pos até o trabalho de La Hire, que colocou as conicas na dideém tratamento puramente
focal, tornando o estudo novamente fragmentado. Dandesiardvolveu um teorema tentando
reunifica-las. Mas no ensino atual prevalece o tratamentanpente analitico e focal, total-
mente fragmentado.

Essa pesquisa também nos evidenciou, na confec¢do da taleeaostra como os livros
seriados abordam as coénicas por periodo, 0 empobrecimenéstddo das cbnicas, com o
passar dos periodos, varios assuntos a respeito das cforaasdeixando de ser ensinadas,
inclusive o que as tornam unificadas, o que relaciona asuréas Detalhes foram se perdendo
até chegarmos a abordagem atual, na qual se encontra ajkisscio focal e a equacdo com
centro e vértice na origem e 0s eixos sendo 0s eixos carbassi&h titulo conicas ndo parece
mais fazer sentido. Alguns livros apresentam uma introgllggtorica das cénicas, mas que é
ignorada no estudo das curvas, sendo na verdade um falsguertigstorico. Outros mostram
0S cortes ou apenas citam que as trés curvas sao sec¢des daaiapenas para justificar esse
titulo.

Além disso observamos o dominio da definicéo focal nos ljynokependente da abordagem
ser analitica ou geométrica. Todas as obras analisadasatam a definicdo focal; um nimero
bem reduzido, apesar de introduzir, conforme citamos, aga&$ por sua defini¢do focal, no
decorrer do estudo apresenta alguma outra definicdo. E urarnlanda menor introduz as
cOnicas com outra definicdo e s6 durante o estudo das cumeseata sua defini¢céo focal.

O predominio da abordagem pela definicdo focal nos chamaengéad e nos indicou que
seria interessante trazer aos leitores a critica que Labdag a esse tipo de abordagem em seu
livro Les Conique's

Lebesgue julga infeliz a apresentagéo das conicas no ecmn@ definicdo usual, por dis-
tancias, mais conhecida como definicdo focal. Para eledeftac&o torna o assunto totalmente
fragmentado. Como ver, pelas definicbes, que a elipse, aloipée a parabola pertencem a

ILebesgue, HenriLes ConiquesParis: Gauthier-Villars, 1942.
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mesma familia? Se estuda o lugar geométrico dos pontosampdas distancias a dois pontos
fixos é constante, depois cuja diferenca das distanciasséactia, e em seguida, em vez de, por
exemplo, estudar o caso em que o produto das distancias @ se passa ao caso em que
as distancias a uma reta fixa e a um ponto fixo sdo iguais.

Para ele, seria melhor dar a definicAo em termos de diretdn, & excentricidade. Nessa
definicdo se vé que as curvas pertencem a uma mesma famidia @arva obtida depende da
excentricidade ser positiva, menor, igual ou maior do que 1.

Cabe lembrar aqui que esta falta de unificacédo foi exatanoemie norteou nosso trabalho
e 0 que percebemos na analise dos livros, principalmentenagssmodernos. Nos livros ndo
h& uma relagéo entre a elipse, a hipérbole e a parabola, qeeepatrés curvas sem qualquer
relacdo. Mesmo os livros que mostram que as trés sao secgeselo fazem separadamente,
como se fosse algo independente e, muitas vezes, como s&ftssas uma curiosidade.

Mesmo os livros que trazem o Teorema de Dandelin - que mostasg trés secdes do
cone e as trés curvas geradas pelas trés definicdes focais sésmas -, ainda o fazem sepa-
radamente. Partindo da definicdo focal € o que mostra melleas| trés curvas pertencem a
mesma familia; mas o estudo das trés ainda é muito indepengeis ndo ha relacdo entre as
defini¢des.

Também podemos observar que o Movimento da Matematica Magdgue defendia a al-
gebrizacdo da geometria, marcou o fim da abordagem sintddesde entdo a abordagem é
exclusivamente analitica. Perde-se muita coisa com o finbdalagem sintética, mas a meu
ver a maior perda € o Teorema de Dandelin. Sempre presenthaatagens sintéticas ana-
lisadas e raramente presente nas analiticas, o que é cosipetga que, como veremos no
apéndice A, a demonstracdo analitica de tal teorema é maitoaomplexa, - esse teorema foi
a forma mais adotada pelos livros que traziam alguma relegéie as conicas. Ainda mais
sendo a definicédo focal a preferéncia dos livros.

Podemos observar que num periodo de quase 120 anos de aeasgtmitas, nos primeiros
70 anos sua unificagdo tentou se estabelecer, indo e vindpragsamas e nos livros, mas
nao conseguiu, desaparecendo totalmente durante o MaviamMatematica Moderna. Nos
momentos em que se fez presente, ela se apresentou de desrmmakforma mais encontrada
nesses 70 anos foi no tratamento geométrico por meio daneaate Dandelin. Mas ela também
apareceu algumas vezes no tratamento analitico com a defieing termos de diretriz, foco e
excentricidade.

As duas maneiras sao viaveis no ensino moderno e represbosrsugestdes para res
gatar a unificacdo perdida. Com as novas tecnologias setia mais facil, para os alunos de
hoje em dia, visualizar e compreender a demonstracéo e ificagio do teorema de Dandelin,
inclusive o manual do professor do livro do P&igagere que se possivel o professor mostre ao
aluno a demonstracao desse teorema. Mas, julgamos que @r fimetha de unificar as conicas
no ensino atual, mantendo o tratamento puramente analséica a que as apresentam pela
definicdo em termos de diretriz, foco e excentricidade.

Esta é a sugestéo de Lebesgue em seulliescConiquepara mostrar que elipse, parabola e
hipérbole pertencem a mesma familia e a maneira escolhmywe do SMSG, aqui analisado,
para apresentar as conicas. Por ser sugestao de Lebesgidg @@ escolha de alguns autores
na apresentacdo das conicas e por a julgarmos perfeitaadaypeavel e aplicavel ao ensino
puramente analitico atual, nés a recomendamos como a npahresgatar a unificacao das
cOnicas. Por outro lado, o teorema de Dandelin constituijpongée entre o tratamento sintético
e 0 analitico, essencial para o aluno perceber que as cwsttatadas algebricamente sdo as
mesmas obtidas pela se¢cao de uma superficie conica.

2PAIVA, M. Matematica Manual do Professor, Sdo Paulo: Moderna, 2011.
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Apresentaremos, agora, 0 conteldo matemético de uma paqueEora resgatar a unificagdo
das conicas, ficando para trabalhos posteriores adaptac@sgldo a sala de aula e aos livros
didaticos, construindo uma abordagem unificada das cOparaso ensino médio atual, capaz
de fazer mais sentido aos alunos e um pouco de justica a taelo @esenvolvimento e de dar
ao ensino das cénicas o carater formativo e cultural quein@ngdio deve ter.

Conteudo Matematico de uma Proposta

Definicdo: Lugar geométrico dos pontos de um plano cuja rdadalistancias a um ponto
fixo F e uma reta fixa (F ¢ d) no mesmo plano seja constante.

SejaF = (c,0) ed a reta de equacdo= d. Ora, seP = (x,y) € o0 ponto genérico do lugar e
e > 0 arazao constante das distancias, a equacéo natural dgpiogarado é

PRI _
PD]

Chamando-se D a projecao do ponto P sobre atreta
Da equacao natural, temos

VI

(x—d)?
e, portanto
(X— )2 +Y2 = (x—d)2e?

X% — 2cx+4 % +y? = (X% — 2dx+d?)

X2 — X% +y? = 2cx— 2dex + €2d? — ¢?

(1— )X +y? = 2x(c— de?) + €#d? — 2 (4.1)

Cada caso possivel vai gerar uma conica diferente, comoé&sioasos, temos trés conicas:
l)e< 1 gera umaelipse
2)e =1 gera uma parabola
3)e > 1 gera uma hipérbole

Vamos estudar cada caso, a forma de sua equacao e apremddoout e outra equacéo
em termos de outros parametros.
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Comecaremos pelo segundo caso que € o mais facil.
See=1, temos

PRI _
PD
PF|= D

Dai podemos definir a parabola como o lugar geométrico domgale um plano equidis-
tantes de um ponto fixbé e de uma reta fixd (F ¢ d) nesse plano.

Sem perda de generalidade podemos fazep/2 ed = —p/2. Ent&o substituindo esses
valores na equacéo 4.1

(1- €)% +y? = 2x(c—d€é?) + €2d? — 2

obtida acima temos:

(L-1p¢+y =25+ 0) + (- 272- (D)’
y? = 2px

que € a equacéo da parabola com vértice na origem,Foeq p/2;0) e diretriz de equacgao

X=—p/2.
A representacdo geométrica dessa parabola seria:

d JLv
P Px.y)
P /B
2 2_
W F ¥
Parabola
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No primeiro e terceiro caso vamos considerar, sem perdardgaeladed = 5. Com isso
a equacao 4.1 fica c c
(1€)X +y* = 2x(c— ?ez) +e2(?)2 —c?

_ 2 _ _ C_z_ 2
(1—€*)x%+y? =2X(C—C)+— —C

e
» o G P
(1—92)X +y2—?—7

(1-e)X+y? = g(l—ez)

€, 2y

?X + ?m =1 (42)

No primeiro caso, em que< 1, substituindo na equacéo £2%ora e £( 1-€?) porb
teremos:

X2 y2

2 =1

Esta é a equacao da elipse obtida quando a analisamos coer gdométrico dos pontos
de um plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos des&eépa constantea2

SejaF; = (—c,0) e /, = (¢,0). SeP = (x,y) é o ponto genérico do lugar @2 soma
constante das distancias, a equagéao natural do lugar pducar

IPR|+|PR| = 2a

Da equacéo natural, temos

\/(x+c)2+y2+ \/(x—c)z—i—yz =2a

e, portanto

(X+C)2+y? = 4a% — 4a\/ (X—C)2+ Y2+ (X—C)2 +y?
X2+ 2cX+ @ + Y2 = 4a® — 4ay/ (X— )2 + Y2 + X2 — 2cx+ ¢2

4a,/(x—c)2+y2 = 4a® — 4cx

ay/(x—c)2+y2 =a®—cx
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a?[(x— )% +y?] = a* — 2a%cx+ cx®

c2x?

X2 — 2cx+ €% +y? = a® — 2cx+ .
a?x? — A2 + a?y? = a* — a?c?
(8% — c?)¥ +a%y? = a(a® — )
Substituinda? — ¢ por b?, temos

b* + 8%y = a’b?

Dividindo os dois membros p@fb?, obtemos

X2 y2

@t

A representacdo geométrica da elipse seria:

Ror W-axis B
z 1 2
= =
i & i
(=] L]
L L
s L
o o
e £ )
* - H—axis
2, 0)|Ca O\ ee) O (e, 01z, 00 (£, 0
rajor axis
Ef 00, —h)
R‘Iz R1

211994 Encyclopaedia Britannica, Inc.

Elipse

No terceiro caso, em que> 1, substituindo na equacéo 42ora e £(ve>—1) porb

teremos: ez C2 9
X tet@mny !
X2 y2
2?1

Esta € a equacdo da hipérbole obtida quando a analisamosactrgar geométrico dos
pontos de um plano cuja diferenca das distancias a dois pbrts desse plano é a constante

2a.
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SejamF; = (—c,0) e = (¢,0). SeP = (x,y) € o ponto genérico do lugar @ 2 diferenca
constante das distancias, a equacéao natural do lugar pducar

— =

[PRi| - |PR| =2a

Da equagéao natural, temos

\/(x+c)2+y2— \/(x—c)2+y2 =2a

e, portanto

(x-i—c)z-i—y2 :4a2+4a\/m+(x_c)z+yz

X2+ 2cx+4 C? +y? = 4a® +4a, / (X — €)2 4+ y2 + X% — 2cx+ C2

4a/ (x—C)2 +y? = 4cx— 4a?

ay/(x—c)2+y2 = cx—a?
a?[(x—c)?+y?] = a* — 2a%cx+ 22

c2x2

X2 — 2cx4 2 +y? = a2—2cx+?

a’x? — A +ay? = at — a’c?
(a2 — 2)x% 4 a%y? = a%(a® — )
(¢ —a2)x? —a?y? = a®(c? — a?)

Substituindac? — a2 por b?, temos
22 _g?y? —
Dividindo os dois membros p@fb?, obtemos

X2 y2

a2 b2

A representagcdo geométrica da hipérbole seria:
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weaxis

asymptote azymptote

¥—auis

E i
P P
+ +
L= (o]
€ I
= A=
— -

£11994 Encyclopaedia Britannica, Inc.

Hipérbole

Observe que, desta maneira, as conicas séo reunificadagusens conhecimentos ensi-
nados hoje sejam perdidos, sem a necessidade de um aumeatelide aulas dedicadas ao
assunto e sem troca de tratamento, que permanece puramalitie@ Acreditamos que a ex-
posi¢do acima adaptada a sala de aula daria um complemenbe &ofeito atualmente, dando
sentido e unificagdo ao estudo das conicas.

Acreditando nisso nos perguntamos porque essa forma faiopotilizada pelos livros
nesses 120 anos? Porgue que ela ndo é usada no ensino atdatfueses professores atu-
ais do ensino meédio conhecem essa abordagem? Qual serialtadesiessa abordagem em
sala de aula? Sera que as conicas fariam mais sentido pdwmosAEssas perguntas surgiram
ao final desse trabalho e ficam para desenvolvimento a pmstedmo sugestao para trabalhos
futuros.
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Enunciado e Demonstracao Geomeétrica e
Analitica do Teorema de Dandelin

O teorema que relaciona as trés se¢8es de um cone com a aefiitigbda elipse, hipérbole
e parabola, mostrando que essas coincidem é conhecido eomaonia de Dandelin. Nesse
apéndice vamos enuncia-lo e demonstra-lo geometricaraertaliticamente.

Teorema de Dandelin

Quando se secciona uma superficie conica de revolucédo pptamm ndo pertencente ao
vértice da superficie, nem perpendicular ao seu eixo, sosggiluzida € uma elipse, uma
hipérbole ou uma parabola conforme, respectivamente nopla

1% corte todas as geratrizes de uma s6 folha;

2%)corte as duas folhas;

3%)seja paralelo a apenas uma geratriz da superficie.

Demonstracdo Geométrica

12 parte: secdao eliptica

Consideremos uma superficie conica de revolucdo e um plagoe, sendo exterior ao
vérticeV da superficie e obliquo ao seu eixo, corta todas as gemattizeima das folhas da
superficie.

Consideremos ainda, as duas esferas inscritas na supeditca e tangentes ao plaao
respectivamente nos ponte F'(fig.4.1).

Para estudar a se¢do, tomemos um de seus pontos M qualquerireas aF, aF’ e a
V, criando, entdo, a geratriz VM da superficie, a qual eneoos$r paralelos de contato das
superficies esféricas com a cbnica respectivamente nasgior S (fig.4.1).

Como tangentes respectivamente iguaidide cada uma das esferas, temos:

F—

Py

<

F/ =

w

Somando membro a membro:
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Figura 4.1: Secéo Eliptica

F+MF’ =MR+MS=RS

E comoRSé o valor constante da geratriz do tronco de cone de revollgfoimeira es-
pécie limitado, na superficie dada, pelos paralelos deatmdas esferas consideradas (fig.4.1),
concluimos, da propria definicdo, que a secdo é uma elipsecdeR e F’ e eixo transverso
igual aRS

23 parte: sec¢éo hiperbdlica

Consideremos uma superficie conica de revolucdo e um mtagoe, sendo exterior ao
vérticeV da superficie, corte suas duas folhas (fig. 4.2).

Figura 4.2: Secédo Hiperbdlica

Consideremos ainda, as duas esferas inscritas em cada snaldes da superficie tan-
gentes ao plano secante, respectivamente nos peraés (fig. 4.2).
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Para estudar a secdo, tomemos um de seus pontos M qualquainecs aF, aF’ e aV,
criando, entédo, a geratriz VM da superficie, a qual encardrparalelos de contato das duas
superficies esféricas com a conica respectivamente nasgior S (fig. 4.2).

Como tangentes respectivamente iguaidde cada uma das esferas, temos:

E—

Py

S

<

F/

Subtraindo membro a membro:

F—MF’ =MR-MS=RS

T

E comoRSé o valor constante da geratriz do tronco de cone de revotiggegunda espécie
limitado, na superficie cbnica, pelos paralelos de cordam esferas consideradas (fig.4.2),

concluimos, da prépria definicdo, que a secdo é uma hipé&lbdtEzosd- e F’ e eixo transverso
igual aRS

32 parte: secdo parabdlica

Consideremos uma superficie cbnica de revolucdo, de @éftie@ o planoa, secante a
superficie e paralelo a sua gerawia (e apenas a esta) (fig. 4.3).

Figura 4.3: Secao Parabdlica

Consideremos ainda, a esfera inscrita na superficie céniaagente ao plano secante no
pontoF, bem como o plan@, do paralelo de contato existente entre a superficie defsae
a conica(fig.4.3), o qual corta o plancsegundo a retd.

Para estudar a secao, tomemos um de seus pontos M qualquesigecemos o plang,
pertencente a M e perpendicular ao eixo da superficie, oagutd o planax, segundo a reta
(fig. 4.3).

UnimosM aF e aV, criando, entdo, a geratriz VM da superficie conica, queaapparalelo
de contato da superficie esférica considerada com a coaipamtoR (fig. 4.3).
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Consideremos ainda, o plano meridigihda superficie conica, perpendiculam adando-se
origem ao quadrilaterdSTU (fig. 4.3), que é um paralelogramo, ja gBi€ paralelo g e, por
hipotesea € paralelo a geratriz VSJ.

E porque as retag et sdo paralelas, como interse¢cfes dos planos parfledgscoma, a
perpendicular ME a retd da origem ao retangulETU (fig. 4.3).

Como tangentes dd a esfera inscrita, temos:

F=MR (4.3)

Como geratrizes do tronco de cone de revolucdo de primgiecieslimitado na superficie
cOnica pelos plano8 e y, vem:

R=1JS (4.4)
Como lados opostos do paralelograd®r U (fig.4.3), temos:
JS=UT (4.5)
E como lados opostos do retangiie TU, vem:
UT =ME (4.6)

Reunindo as relacbes 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6, temos:

F=MR=JS=UT =ME

Ou, simplesmente:

F=ME

Assim, porque um pontd qualquer da secao equidista do ponto fix@ da reta fixal,
concluimos, pela propria definicdo, que a secéo € uma pardbdbcoF e diretrizd (fig.4.3).
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Demonstracdo Analitica

Na demonstracéo analitica vamos considerar o cone gertdmpacdo da rete—ser )z+
(com)x=0,y=0 (0 < a < 90C°) em torno do eixaz, a equagdo desse cone é dada por
(—sern)2Z2 — (comn)2(x2 +y?) = 0.

.

Figura 4.4: Rotacao
Para provar o teorema de Dandelin vamos girar o eixo desgwuorngulod(0 < 6 <
180°) no plano y (fig. 4.4), deixando o plano que gera a se¢éo parado.

Para obter a equacéo do cone gerado por essa rotacdo peisaer uma transformacao
de coordenadas usando a matriz de rotagéo

R_ co) —serd
~ \ serf cod¥
A transformacéo de coordenadas obtida por essa rotacéo e
X = COPX+ serfz

y=y

Z= —serfx+coPz
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e a nova equagdo do cone €

(—sern)?(cosHz— serfx)? — cosa (coPX + serfz)’ +y> = 0

equivalente a
(serf@ — coga)%? — cogay? + (cos0 — coga)Z — 2serfcoHX = 0

A intersecéo desse cone com o planek = 0 é dada pela curva do segundo grau

(serfd — coga)x? — cogay? + (cos0 — coga)k? — 2kserfcoshx = 0 (4.7)

Observe que quando= 0, o plano intersepta o vértice do cone e portanto vamosaenasi
k £ 0.
Se a equacéo geral do segundo grau em duas variaveis foralada p

axC + by? + ¢+ dxy+ 2ex+ 2fy = 0

os valores dos coeficientes da equacéo 4.7 serao:

a=serf — cofa

b= —coLa

c = (co$0 — coga )k?

d=0
e= —kserfco
f=0

Por isso,

Ay — ( serfd — coga 0 )

0 —coga
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serf6 — coga 0 —kserbco
Az = 0 —coga 0
—kserfcodd 0  (cogH—coga)k?

entao

C = Det(Ay) = coa(cosa —serfo)

D = Det(Az) = k’cos'a(1—coga)

1° caso:C=0

C = 0 implica emcoga = serff, a menos qu® = 0, mas isso s6 ocorre quanke= 0,
caso que ndo nos interessa nessa discussdo. CenwQ 90° e 0< 0 < 180° cosx e serf
s&o sempre positivos, logosa = serf6 implica emcosxr = serf, assimd = 90° + a. Ent&o,
guanddC = 0 o planoz— k = 0 é paralelo a uma geratriz do cone, por isso € uma parabola.

2° caso:C>0

C > 0 implica emcoga > serff. Como 0< o < 90° e 0< 8 < 180° coxx e serf sio
sempre positivos, logoosa = serf implica emcosx > serf, assimf > 90° + a ou 8 <
90° — a. Entdo, quand€ > 0 o planoz— k = 0 corta todas as geratrizes de uma so6 folha do
cone, por isso é uma elipse.

3° caso:C <0

C < 0 implica emcoga < serff. Como 0< o < 90° e 0< 8 < 180 coxx e serf sio
sempre positivos, logeosa < serf8 implica emcosa < serf, assim 90— a < 6 < 90° +q.
Entéo, quand€ < 0 o planoz— k = 0 corta as duas folhas do cone, por isso € uma hipérbole.
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Anexo A - Programa de Ensino de
Matematica dos Cursos Complementares
Pre-Medico e Pre-Politéecnico Estabelecido
pela Reforma Campos de 1931

Retirado da Dissertacdo do Mestrado em Educacdo Matent#i€dJC/SPDos Cursos
Complementares aos Cursos Classico e Cientifico: a mudaagaganizacdo dos ensinos de
matematicala Denise Franco Capello Ribeiro.

Programa de Matematica do Curso Complementar Pré-Médico
(Medicina, Farmacia, Odontologia)

1. Numeros irracionais; operacdes. Aplicacbes. 2. Nocéealdulo numérico. Valores exatos
e aproximados. Erro absoluto; erro relativo. Operacodasafas com uma dada aproximacao.
Aplicacbes. 3. Nocdes de célculo grafico. Operacdes grafiRapresentacdes graficas das
expressoes algébricas. Aplicacdes. 4. Nocdes de calatioimental. Régua de célculo; seu
emprego. Maquinas da calcular. 5. Complementos de andlisbinatéria e no¢cdes de teoria
dos determinantes. Aplicacdes. 6. Aplicacdes linearedNotdes de calculo vetorial. Ope-
racOes sobre escalares e vetores. Aplicacfes. 8. Estudderoentar das séries. Caracteres
de convergéncia. Séries de termos positivos, séries aaltas séries de termos quaisquer. 9.
O ndmero e. Limitg1+ 1/m)™, quandom tende para o infinitoa— 1/h quando h tende para
zero; (14 x/m)™ quando m tende para infinito. 9.a. Homogeneidade das fésmBistemas de
unidades. Unidades derivados. Equacgdes de dimensédo. hbe@@o de Descartes. Sistemas
de coordenadas, no plano e no espaco de trés dimenstesmaded retilineas e polares. 11.
Representacdo geométrica das equacgdes de duas e de thgsisarRepresentacao algebrica
das linhas e das superficies. Feixe de linhas e de supsrfide Transformacé&o de coordenadas
no plano. 13. Teoria da linha reta no plano: problenids.Circunferénciaglipse, hipérbole

e pardbola; suas equacdes retilineas e polareks. Transformagéo de coordenadas no espago
de trés dimensofes. 16. Teoria do plano e da linha reta; pnaisle1l7. Esfera. Superficies do
2° grau; suas equacoes reduzidas. 18. Funcdes. Evolucbemckitoode funcdo; ponto de
vista atual. Continuidade. Classificacdo das funcdesppald vista que podem ser adotados.
Estudo elementar das funcfes exponencial e logaritmicezdes circulares, diretas e inversas.
19. Derivadas e diferenciais das fun¢des de uma variadviticlies, notacdes e interpretacéo
geométrica. 20. Funcdes de mais de uma variavel. Derivaddsrencas parciais. Diferenca
total. 21. Derivadas e diferenciais sucessivas. 22. Debamento em série das funcdes de
uma so variavel. Férmula de Taylor. Resto da férmula de Taghpressao de Lagrange. For-
mula de Mac-Laurin. Aplicacfes as funcdes elementared=@B8nas indeterminadas. Regra de

45



L'Hopital. 24. Estudo das curvas definidas por equacgéo de dréaveis resolvidas em relacao
a uma delas. Tangentes e normais. Assintotas. Concavitiémema e minima. Pontos de
inflexdo. Pontos notaveis. 25. Indagacao das raizes nuamé@las equacdes com uma aproxi-
macédo dada. Métodos usuais. Processos graficos. 26. integfiaidas e indefinidas. Integrais
imediatas. Integracdo por partes, por substituicdo. 2naédps diferenciais, ordinarias e de
derivadas parciais; sua formacao. 28. Principais tip@gnawveis, por quadraturas, de equacdes
diferenciais ordinarias de*Ilordem. 29. Equacdes diferenciais ordinarias lineares dé-co
cientes constantes. 30. Equacdes de derivadas parciaidnt8lipolacdo. Diferencas finitas
sucessivas. Formula de Newton. Formula de interpolacd@geahge. Aplicdo da formula de
Taylor & interpolacdo. Célculo da funcéo interpolatriz asacdos fendmenos periddicos; apli-
cacao da formula de Fourier. Extrapolacao. 32. Nocdes dealoalas probabilidades e teoria
dos erros. 33. Noc¢des de estatistica; suas aplicacdesginiela medicina. 34. Movimento e
forca. Velocidade e aceleracdo. Composicéo de forcas digoeigu 35. Movimento retilineo.
Movimento Curvilineo. Composicao de translacdes e romg@mblema e aplicacao.

Programa de Matematica do Curso Complementar Pré-Poli-
técnico (Engenharia, Quimica Industrial, Arquitetura)

Primeira Série

Algebra:

NuUumeros irracionais. Operacdes. Expoente irracional atitgos. Teoria. Pratica do sistema
decimal. Linhas trigopnométricas. Numero. Operacdes dotiras trigonométricas. Equacdes
trigonométricas. Resolugdo de triangulos. Numeros coropleOperagfes. Expoente imagi-
nério. Representacdes trigopnométricas e exponenciagaritmos e linhas trigonométricas de
nameros complexos. Aplicacdo as operacdes vetoriais mo phnalise combinatoéria. Teoria
e aplicacOes. Determinantes. Teoria e aplicacfes. Foineses. Equacdes lineares. Fracdes
continuas. Aplicacéo a representacao dos numeros iraasioRracdes continuas periodicas.
Séries numéricas. Principais caracteres de convergéi@eracdes sobre séries. Célculo
numeérico. Nogdes sobre conjuntos lineares. Teorema deaBo?eierstrass. Extremos su-
perior e inferior. Limites maximos e minimos. Funcfes de wawgavel real. Teorema de
Weierstrass. Limites Numero e limite de U; tipo 1 x infinitauri€des continuas. Noc¢éo de con-
tinuidade uniforme. Propriedades fundamentais. Opesagdiere funcdes continuas. Funcdes
elementares. Diferenca finita, derivada, diferencial.c@él das derivadas e das diferenciais.
Aplicacéo as funcbes elementares. Diferencas, derivaddsrenciais sucessivos. Aplicacao
as funcdes elementares. Teorema de Rolle. Férmulas dasimeos finitos e de Cauchy. For-
mulas de Taylor e Maclaurin. Aplicacdo ao calculo numérjpmaimado. Desenvolvimento
em série. Séries de poténcia. Aplicacdo as fungdes elerasnteormas indeterminadas. Re-
gra de L'Hopital. Comparacao das funcdes exponenciais a&ikogicas com os polinémios.
Célculo numérico das raizes de equacdes algébricas ogdratentes. Métodos classicos de
aproximacdo. Maximos e minimos. Estudo da variagdo de ung@iéu Representacao carte-
siana. Funcdes elementares. Funcdes primitivas. Apksagi@mentares.
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Geometria:

Rela¢Bes métricas nos poligonos, no circulo, nos poliedras corpos redondos. Quadratura
e cubatura. Transformacéo de figuras. Homotetia e semalh&etacao harmobnica. Homo-
grafia. InvolucdoPropriedades principais das conicasPolos e polares.

Algebra vetorial:

Escalares e vetores. Adicéo e subtracdo de vetores. Psoéstalares, vetoriais e mixtos.
Aplicacoes.

Segunda Série

Algebra superior:

Propriedades gerais dos polinbmios. Principio fundanhel@aeoria das equacdes. Com-
posicao das equacBes. Nocdes sobre a teoria das funcdéscsisméalculo das raizes comuns
de duas equacdes. Teoria das raizes iguais. Eliminacaaregép das raizes reais. Limites das
raizes de uma equacado. Calculo das raizes reais. Calculaides imaginarias.

Elementos de geometria analitica:

Concepcéao de Descartes. Coordenadas retilineas e poteptsno. Transformacédo de coor-
denadas no plano. Lugares geométricos no plano; problefeasia da linha reta no plano:
problemas. Circunferéncialipse, hipérbole e parabola; suas equacdes retilineas elaes.
Coordenadas retilineas e polares no espaco de trés dirsefflséasformacéo de coordenadas
no espaco de trés dimensdes. Lugares geométricos. Gedadedisobre linhas e superficies.
Teoria da linha reta e do plano; problema. Esfera. Supesfidd 2 grau (equacdes simplifi-
cadas).
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Anexo B - Programa de Ensino de
Matematica dos Cursos Classico e
Cientifico Estabelecido pela Reforma
Capanema de 1942

Também foi retirado da Dissertacdo do Mestrado em Educagitenvética da PUC/SP
Dos Cursos Complementares aos Cursos Classico e Cientdficardanca na organizagéao dos
ensinos de matematick Denise Franco Capello Ribeiro.

Em 16 de Marco de 1943, foi expedida a Portaria Ministefial i7, publicada no Diario
Oficial em 18 de marc¢o da referido ano, que continha os praggaie mateméatica para os
cursos classico e cientifico.

Programa de Matematica do Curso Classico

Primeira Série

Aritmética Tebdrica

Unidade | - A divisibilidade numérica; 1- Teoremas geraisre@ divisibilidade. 2- Caracteres
de divisibilidade. 3- Teorias do m.m.c. e do m.d.c. 4- Tedda humeros primos; aplicacdes.

Algebra

Unidade Il - Os polinémios: 1- Operacdes algébricas sobliadroios. 2- Teoria da divisdo de
polindbmios. 3- Divisdo de um polindbmio inteiro exrpor X+ a; regra e dispositivo pratico de
Briot-Ruffini. Unidade Il - O trinbmio do 2 grau: 1- Decomposicédo em fatores dogtau;
sinais do trinbmio do 2grau; representacao grafica.

Geometria

Unidade IV - O plano e a reta no espaco: 1- Determinacao deamop®- Interseccao de planos
e retas. 3- Paralelismo de retas e planos. 4- Reta e planenakcplares. 5- Perpendiculares
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e obliquas de um ponto a um plano. 6- Diedros; planos perpéadés entre si. 7- No¢les
sobre angulos poliédricos. Unidade V - Os poliedros: 1- Msegjerais. 2- Estudo dos prismas
e piramides e respectivos troncos; areas e volumes dedsksso

Segunda Série

Algebra

Unidade | - Progressdes e logaritmos: 1- Estudo das prdgessitméticas e geométricas. 2-
Teoria dos logaritmos; uso das tdbuas; aplicagbes. 3- iRgsplde algumas equacdes expo-
nenciais simples. Unidade Il - Bindmio de Newton: 1- No¢G®lsre andlise combinatoéria. 2-
BinGbmio de Newton.

Geometria

Unidade Il - Os corpos redondos: 1- No¢des sobre geracaassifitacdo das superficies. 2-
Estudo do cilindro e do cone; areas e volumes desses solgidsstudo da esfera; area da
esfera, da zona e do fuso esférico; volume da esfera.

Trigonometria

Unidade IV - Vetor: 1- Grandezas escalares e vetoriais. Z@Nale vetor; equipoléncia. 3-
Resultante ou soma geométrica de vetores. 4- Vetores aetgzsobre um eixo; medida al-
gébrica; teorema de Chasles. Unidade V - Projec¢fes: 1-ga@mjertogonal de um vetor sobre
um eixo. 2- Teorema de Carnot. 3- Valor de projecdo de um véioidade VI - Funcdes
circulares: 1- Generalizacdo das noc¢des de arco e de argods, coOngruos; arcos de mesma
origem e extremidades associadas. 2- Func¢des circularegonométricas; definicdo, varia-
céo, reducao ao primeiro quadrante. 3- Relagbes entredargitulares de um mesmo arco.
4- Célculo das funcgdes circulares dos arcos de 88 e 60°. Unidade VIl - Resolugéo de
tridangulos: 1- Relacdes entre os elementos de um trianguldso das tabuas trigopnométricas.
3- Resolucéo de triangulos retangulos.

Terceira série

Algebra

Unidade | - Funcdes: 1- Nocao de funcdo de variavel real. prédentacdo cartesiana. 3-
Nocao de limite e de continuidade. Unidade Il - DerivadasDéfinicdo; interpretacéo ge-

ométrica e cinematica. 2- Célculo das derivadas. 3- Ddivatas fungdes elementares. 4-
Aplicacdo a determinagdo dos maximos e minimos e ao estudridgao de algumas funcdes
simples.
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Geometria

Unidade IIl - Curvas usuais: 1- Defini¢cdo e propriedades fundamentais da elipse, da hipér-
bole e da pardbola. 2- As sec¢Bes conicas.Definicdo e propriedades fundamentais da hélice
cilindrica.

Geometria Analitica

Unidade IV - Nogdes fundamentais: 1- Concepcao de Desca?te€oordenadas; abscissas
sobre a reta; coordenadas retilineas no plano. 3- Distéectois pontos; ponto que divide
um segmento numa razao dada. 4- Determinacdo de uma didgggiolp de duas direcdes.
Unidade V - Lugares geométricos:1- Equacao natural de um lugar geométrico; sua interpre-
tacdo. 2- Passagem da equacédo natural para a equacaeaetiiangular. 3- Equacédo da reta.
4- Equacdo do circuld- Equacdes reduzidas da elipse, da hipérbole e da parabola.

Programa de Matematica do Curso Cientifico

Primeira Série

Aritmética Tebdrica

Unidade | - As operacdes aritméticas fundamentais: 1- det@iadicdo, da subtracédo, da mul-
tiplicagédo e da divisao, da potenciacao e da radiciagaotdean. 2- Sistemas de numeragéao.
Unidade Il - A divisibilidade numérica: 1- Teoremas geraibre a divisibilidade. 2- Caracteres
de divisibilidade. 3- Teorias do m.m.c. e do m.d.c. 4- Tedoa niameros primos; aplicagdes.
Unidade Il - Os numeros fracionarios: 1- Teoria das opezag@ditméticas sobre numeros fra-
cionarios. 2- Noc¢oes sobre calculo numérico aproximadmsEOperacdes abreviadas.

Algebra

Unidade IV - Os polindbmios: 1- Operacdes algébricas sobliegmios. 2- Teoria da divisdo
de polinémios. 3- Identidade de polinbmios; método dos ceegfies a determinar; identidades
classicas. 4- Divisdo de um polinbmio inteiro enpor X+ a; regra e dispositivo pratico de
Briot-Ruffini. Unidade Il - O trinbmio do 2 grau: 1- Decomposi¢céo em fatores dogdtau;
sinais do trinbmio; inequacdes d6 @rau. 2- Nogdo de variavel e de funcdo; variacdo do
trinbmio do 2 grau; representacao grafica. 3- Nocbes elementares satineuidade e sobre
mMAaximos e minimos.

Geometria

Unidade VI - O plano e a reta no espaco: 1- Determinacao deamop®- Interseccao de planos
e retas. 3- Paralelismo de retas e planos. 4- Reta e planenukcplares. 5- Perpendiculares
e obliqguas de um ponto a um plano. 6- Diedros; planos perpdades entre si. 7- Angulos
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poliédricos; estudo especial dos triedros. Unidade VI - Gigegros: 1- Noc¢Oes gerais. 2-
Estudo dos prismas e piramides e respectivos troncos; @reasmes desses solidos; Teorema
de Euler; nocbes sobre os poliedros regulares.

Segunda Série

Algebra

Unidade | - A funcéo exponencial: 1- Estudo das progressigséticas e geomeétricas. 2-
Nocao de funcdo exponencial e de sua fungéo inversa. 3-al@osilogaritmos; uso das tabuas;
aplicacdes. 4- Resolucao de algumas equacdes exponekkiaade Il - O binGmio de New-
ton: 1- NogBes sobre andlise combinatéria. 2- Bindbmio dethiewUnidade Il - Determi-
nantes: 1- Teoria dos determinantes. 2- Aplicacao aosvsastée equacdes lineares; regra de
Crammer; teorema de Rouché. Unidade IV - Fracdes contifliagdes sobre fragcdes con-
tinuas.

Geometria

Unidade V - Os corpos redondos: 1- No¢des sobre geracaosificasio das superficies. 2-
Estudo do cilindro e do cone; areas e volumes desses solgidSstudo da esfera; area da
esfera, da zona e do fuso esférico; volume da esfera.

Trigonometria

Unidade VI - Vetor: 1- Grandezas escalares e vetoriais. 2abNade vetor; equipoléncia. 3- Re-
sultante ou soma geométrica de vetores. 4- Vetores detgdzaobre um eixo; medida algébrica;
teorema de Chasles. Unidade VII - Projecdes: 1- Projecagantl de um vetor sobre um eixo.
2- Teorema de Carnot. 3- Valor de projecao de um vetor. Ueiddl - Funcgdes circulares: 1-
Generalizacao das nog¢des de arco e de angulo; arcos congroas de mesma origem e ex-
tremidades associadas. 2- Fungdes circulares ou trigdrioa® definicdo, variagdo, reducao
ao primeiro quadrante. 3- Relacdes entre funcdes cirautd@eum mesmo arco. 4- Calculo
das fungdes circulares dos argbsUnidade IX - Tranformacdes trigonométricas: 1- Férmulas
de adicdo, subtragdo, multiplicacdo e divisédo de arcoscamiles. 2- Tranformacdo de soma
em produtos; aplicagdo ao célculo numérico. 3- Uso das $étoigmnométricas. Unidade X
- Equacgdes trigonométricas: Resolucao e discussao de asgemuacdes trigonométricas sim-
ples. Unidade Xl - Resolucao de triangulos: 1- Relacbeg @stelementos de um triangulo. 2-
Resolucéo de triangulos retangulos. 3- Resolucéo de tids@bliquangulos. 4- Aplicacdes
imediatas a Topografia.
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Terceira série

Algebra

Unidade | - Séries: 1- Sucessfes. 2- Calculo aritméticoidugek. 3- Séries numéricas. 4-

Principais caracteres de convergéncia. Unidade Il - Fun¢beFuncdo de uma variavel real.

2- Representacao cartesiana. 3- Continuidade; pontosstemeuidade; descontinuidades
de uma funcéo racional. Unidade Ill - Derivadas: 1- Definjgéterpretacdo geométrica e

cinematica. 2- Calculo de derivadas. 3- Derivacao de fungiementares. 4- Aplicacdo a

determinac@o dos maximos e minimos e ao estudo da variacalgueas fungdes simples.

Unidade IV - Numeros complexos: 1- Definicdo; opera¢cfesdmmehtais. 2- Representacao
trigonométrica e exponencial. 3- Aplicacao a resolucaocedamcdes bindbmias. Unidade V -

Equacdes algébricas: 1- Propriedades gerais dos polisd@idrelacdes entre os coeficientes
e as raizes de uma equacao algébrica; aplicacdo a compdag@guacdes. 3- No¢cdes sobre
transformacdes das equacgdes; equacgdes reciprocas; esjdag@izes iguais.

Geometria

Unidade VI - Relagdes métricas: 1- Teorema de Sewtart e gliaagbes no célculo de linhas
notéveis no tridangulo. 2- RelagBes métricas nos quadidgtéeorema de Ptolomeu ou Hiparco.
3- Poténcia de um ponto; eixos radicais; planos radicaiglddie VII - Tranformacdes de figu-
ras: 1- Deslocamentos, translacao, rotacédo, simetria.oBidtetia e semelhanca nos espacos
de duas e de trés dimensodes. 3- Inversédo pelos raios vetorpsacosUnidade VIII - Curvas
usuais: 1- Definicdo e propriedades fundamentais da elipsda hipérbole e da parébola.

2- As seccdes cOnica8- Definicdo e propriedades fundamentais da hélice ciadri

Geometria Analitica

Unidade IX - NogOes fundamentais: 1- Concepcao de Desca2te€oordenadas; abscissas
sobre a reta; coordenadas retilineas no plano. 3- Distéectois pontos; ponto que divide
um segmento numa razao dada. 4- Determinacdo de uma didggiolp de duas direcdes.
Unidade X - Lugares geométricos:1- Equacao natural de um lugar geométrico; sua interpre-
tacdo. 2- Passagem da equacédo natural para a equacaeaetiimngular. 3- Equacédo da reta.
4- Equacédo do circuld- Equactes reduzidas da elipse, da hipérbole e da parabola.
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Anexo C - Programa de Ensino de
Matematica do Segundo Ciclo
Estabelecido pelo Ajuste de 1951

Retirado da Dissertacdo do Mestrado Profissional em Engildadematica da PUC/SR
Reorganizacdo da Matematica Escolar do Colégio em Tempddaamento da Matematica
Modernado Givanildo Farias da Silva.

Desenvolvimento dos Programas Minimos de Ensino Secundari

Primeira Série

I- No¢Bes sobre o calculo aritmético aproximado; erros. pro&imacao e erro. Valor por
falta ou por excesso. Erro absoluto e erro relativo. Algaois exatos de um nimero aproxi-
mado. Erro de arredondamento. 2. Adicdo, subtracdo, ricétgdo e divisdo com numeros
aproximados. O célculo da aproximacéo dos resultados ersbiema inverso; método dos
erros absolutos. II- Progressfes: 1. Progressfes acamsgtermo geral, soma dos termos.
Interpolacéo aritmética. 2. Progressdes geométricanptgeral; soma e produto dos termos.
Interpolacdo geométrica. lll- Logaritmos: 1. O célculoddgmo como operacéo inversa da
potenciacdo. Propriedades gerais dos logaritmos; mudbinbase. Caracteristica e mantissa.
Cologaritmo. 2. Logaritmos decimais; propriedades. Dssgm e uso das tabuas de logarit-
mos. Aplicacéo ao calculo numérico. 3. Equacdes exponisrsiiaples; sua resolugcdo com o
emprego de logaritmos. IV- Retas e planos; superficiesiegrok em geral; corpos redondos
usuais; definicdes e propriedades; areas e volumes. 1. Ritae postulados; determinacéo;
intersec&o; paralelismo; distancia; inclinacéo e perjpeatismo. Diedros e triedros. Angulos
sélidos em geral. 2. Generalidades sobre os poliedros eah geoliedros regulares; indi-
cacdes gerais. 3. Prismas; propriedades gerais e, emaspecparalelepipedos; area lateral;
area total; volume. 4. Piramides; propriedades gerais; lateral; area total; volume. Tron-
cos de prisma e troncos de piramide. 5. Estudo sucinto da&sfeaies em geral. Superficies
retilineas e superficies curvilineas. Superficies dedeiweis e superficies reversas. Superfi-
cies de revolucdo. Exemplos elementares dos principais tip classificacdo de Monge. 6.
Cilindros; propriedades gerais; area lateral; area tetdlime. Troncos de cilindro. 7. Cones;
propriedades gerais; area lateral; area total; volumencb®de cone de bases paralelas. 8.
Esfera; propriedades gerais. Area e volume da esfera e dasiaersas partesv- Secoes
conicas; definicbes e propriedades fundamentai. 1. Elipsetefinicdo e tragado; circulo
principal e circulos diretores; excentricidade; tangente 2. Hipérbole; definicdo e tracado;
assintotas; circulo principal e circulos diretores; excemicidade; tangente. 3. Parabola;
definicdo e tracado; diretriz; tangente. 4. As sec¢Oes deteiimadas por um plano numa
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superficie cbnica de revolucao; teorema de Dandelin.

Segunda Série

I- Analise combinatéria simples: 1. Arranjos de objetosidies; formacgéo e célculo do nimero
de grupamentos. 2. Permutacfes de objetos distintos; §doreacalculo do numero de gru-
pamentos. Inversdo. Classe de uma permutacdo; teoremazdetB8. Permutacédo simples
com objetos repetidos; calculo do nimero de grupamentdSorhbinacdes de objetos distin-
tos; formacéo e calculo do numero de grupamentos. Rela¢&tfde triangulo aritmético de
Pascal. II- Bindmio de Newton: 1. Lei de formac&o do prodwdiohdmios distintos. Férmula
para o desenvolvimento binomial no caso de expoente irggiositivo; lei recorrente formagéo
dos termos. 2. Aplicacédo do desenvolvimento binomial ablproa da somacéo de poténcias
semelhantes de uma sucesséo de numeros naturais. llinidedetes; sistemas lineares: 1. De-
terminantes e matrizes quadradas; propriedades fundaismieRegra de Sarrus. Determinantes
menores. Desenvolvimento de um determinante segundorosmies de uma linha ou coluna.
Transformacao dos determinantes. Abaixamento da ordermddeterminante pela regra de
Chio. 2. Sistemas de n equacdes lineares com n incognitgea Be Cramer. 3. Sistemas de m
equac0es lineares com n incognitas; teorema de Rouché.od8d¥ sobre vetores; projecoes;
arcos e angulos; linhas e relacdes trigonométricas. 1.derais escalares e vetoriais. Vetores;
propriedades. Operacdes elementares com vetores. Reagmasles. 2. Projecao ortogonal
de um vetor sobre um eixo. Teorema de Carnot. 3. Generatizhggiconceitos de arco e de
angulo. Arcos congruos. Arcos da mesma origem e de extrelesdassociadas. 4. Linhas e
funcdes trigonométricas diretas; definicdes e variacdoog\correspondentes a mesma linha
trigonométrica. Relacdes entre as linhas trigonométdeasm mesmo arco. Problema geral
da reducdo aolquadrante. Calculo das linhas trigonométricas dos arcoessos pela re-
lacdo rr/n. V- Transformacdes trigonométricas em geral; equagdgeriométricas simples.
1. Adigéo, subtracdo e multiplicacdo de arcos. Bisseccdarces. Transformacéo de so-
mas de linhas trigopnométricas em produtos. 2. Disposi¢casoeda tabuas trigonométricas
naturais e logaritmicas. 3. Equacdes trigonométricaslesnppos classicos. VI- Resolucéo
trigonométrica de tridngulos. 1. Relagbes entre os eleysaed um tridngulo retangulo. 2.
Casos classicos de resolucéo de triangulos retanguloseldcd®s entre os elementos de um
tridangulo qualquer, Lei dos senos. Rela¢bes dos cosserpedsao trigonométrica da area. 4.
Casos classicos de resolucao de triangulos quaisquer.

Terceira Série

I- Conceito de funcgéo; representacdo cartesiana; ret@@aimocado intuitiva de limite e de
continuidade. 1. Conceito elementar de variavel e de fungaaavel progressiva e variavel
continua; intervalos. Nocao intuitiva de limite de uma s3é&®; exemplos classicos elemen-
tares; convergéncia. 2. Funcgdes elementares; classtic&gpresentacdo cartesiana de uma
funcdo e equagdo de uma curva. Curvas geomeétricas e curgasoas] nocao intuitiva de
continuidade. Representacao gréafica de fun¢des usuagsid@xponencial, funcao logaritmica
e funcBes trigonométricas diretas. Acréscimo de uma fung@oponto; funcdes crescentes e
funcdes decrescentes. Tangente; inclinacdo da tangentemBe de variaveis e de funcdes;
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limites infinitos. Propriedades fundamentais. Exempleseintares de descontinuidade de uma
funcdo em um ponto. Descontinuidade das funcdes raciomai®harias. 4. A funcéo linear
e a linha reta em coordenadas cartesianas. Parametrosu@sgelparametro linear. Formas
diversas de equacéo da linha reta. Representacdo paanétdga de um triangulo em funcao
das coordenadas dos vértices. Os problemas classicoslu@g¢éo, intersecdo, passagem e
distancia, relativos a linha reta. 5. A equacao geraldgrau com duas variaveis e a circun-
feréncia de circulo em coordenadas cartesianas. Formarsavda equacao da circunferéncia
de circulo. Intersecéo de retas e circunferéncias. Il- Begdbre derivadas e primitivas; in-
terpretacdes; aplicacbes. 1. Definicdo da derivada em uno;pootacdes; derivada infinita.
Interpretacdo geométrica e cinemética da derivada. Difare diferencial; interpretacéo geo-
métrica. Fun¢des derivadas. Derivacao sucessiva. 2. fdgrderivacdo; derivadas de uma
constante; de uma funcao de funcao; de fungdes inversasnug €o produto e do quociente
de funcdes. Aplicacéo a derivacdo de funcdes elementar@pliBacéo da teoria das derivadas
ao estudo da variacdo de uma funcéo. Func¢des crescentesbedudecrescentes; maximos e
minimos relativos; interpretacdo geométrica. 4. Funcdiesivas; integral indefinida; cons-
tante de integracdo. Primitivas imediatas; regras singeeimtegracdo. 5. Integral definida.
Aplicacdo ao calculo de areas e de volumes; exemplos elanesntlll- Introducdo a teoria
das equac0bes; polinbmios; propriedades, divisibilidaatexpt a; problemas de composicao,
transformacdes e pesquisa de raizes; equacdes de tipataespé. Polinbmios de uma va-
riavel; identidade. Aplicacdo ao método dos coeficientestarthinar. Divisibilidade de um
polinbmio inteiro emx por x 4+ a; regra e dispositivo pratico de Ruffini. Formula de Taylor
para os polindbmios; algoritmo de Ruffini-Horner. 2. Polindme equacgfes algébricas em
geral; raizes ou zeros. Conceito elementar de nimero croygema binomial; complexos
conjugados; modulo; representacdo geométrica. Operagbemais. Decomposicdo de um
polindmio em fatores binbmios; nimero de raizes de uma équaaizes multiplas e raizes
nulas. Raizes complexas conjugadas. Indicacdo sobre oro@®aeaizes reais contidas em
um dado intervalo: teorema de Bolzano; consequéncias. Bac®@s entre os coeficientes
e as raizes de uma equacéo; aplicacdo a composicdo dasesjugdpriedades das raizes
racionais e fracionarias. 4. Transformacéo das equag@esfarmacdes de primeira ordem:
aditivas, multiplicativas e reciprocas. 5. Equacfes recgs; classificacdo; forma normal,
abaixamento do grau. 6. Calculo das raizes inteiras. Detagéo das cotas pelo método de
Laguerre-Thibault. Regras de exclusdo de Newton. Algarite Peleterius.
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Anexo D - Programa de Ensino de
Matematica para o Curso Colegial
Sugerido pelo GEEM em 1965 para
Atender os Objetivos do Movimento da
Matematica Moderna

Também foi retirado da Dissertacdo do Mestrado ProfissemdEnsino de Matematica da
PUC/SPA Reorganizacdo da Matematica Escolar do Colégio em TempddaVimento da
Matematica Modernao Givanildo Farias da Silva.

Primeiro Ano

I- Funcdes: 1. Nog¢Oes gerais. 2. Funcéo linear, represamtaéfica, estudo dareta. 3. Funcdo
trinbmio do 2 grau, variacdo, representacao gréfica, inequacdes dm@. 4. Funcao expo-
nencial e logaritmica, uso das tabuas. IlI- Sequéncias: é@mplos de sequéncias, principios
da inducdo. 2. Progressdes aritméticas e geomeétricask-uiedes trigonométricas: 1. Es-
tudo das funcdes trigonométricas, periodicidade, simetepresentacdo grafica. 2. Relacbes
fundamentais, fungfes trigonométricasade b, 2a, a/2, ondea e b representam medidas de
arcos. 3. Transformacdo denat senh cosat cosbem produto. 4. Equacdes trigonométri-
cas e resolucao de triangulos. V- Introdugdo a Geometriagp@aco: 1. Axiomas e teoremas
fundamentais. 2. Perpendicularismo e paralelismo, péiojegdistancia. 3. Diedros.

Segundo Ano

I- Andlise Combinatéria e Binbmio de Newton: 1. Analise camalboria simples. 2. Noc¢éo

de probabilidade. 3. Bindmio de Newton. Il- Sistemas de Efes Lineares: 1. Matrizes

e determinantes. 2. Resolucéo de sistemas lineares. Ifjulds Poliédricos e Poliedros: 1.
Triedros e angulos poliédricos. 2. Poliedros regulare®ridmas e piramides. V- Superficies
e Solidos Redondos: 1. Superficies elementares: cilaslr@dnicas e de rotagdo. 2. Cilindro,
cone e esfera. V- Areas e Volumes dos Principais Sélidos.
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Terceiro Ano

I- Conjunto dos Numeros Complexos: 1. Conceito, repregéotaoperacdes, propriedades. 2.
Raizes da unidade, equactes bindmias. Il- Polinbmios edégaaAlgébricas: 1. Polindmios,
operacoes, propriedades. 2. Resolucao de equacoes edgehbii Geometria Analitica: 1.
Estudo da reta. 2. Estudo da circunferéncsa. Nocdes sobre cénicaslV- Introducédo ao
Célculo Infinitesimal: 1. Nocao de limite e continuidade deddes reais de variavel real. 2.
Derivada de func¢des racionais e trigonométricas. 3. Redpdes das derivadas e aplicacao
no estudo da variacao das fungbes. V- Transformacfes Gecasétl. Translacdo, rotagdo e
simetria, propriedades. 2. Semelhanca, homotetia, Edgdes.
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Anexo E - llustracOes do Livro Matematica
Segundo Ciclo de Euclides Roxo, Roberto
Peixoto, Haroldo Cunha e Dacorso Netto

V — SECOES CONICAS; DEFINICOES E PROPRIEDADES
: EUNDAMENTAIS

247 — Generalidades. Denomina-se curva a trajetoria de
um ponto que se desloca.

Quando o ponto gerador se move segundo uma lei defermi-
nada, a curva fica perfeitamente definida: é o lugar geométrico
dos pontos que gozam da propriedade expressa por dita lei.

Tais curvas, que se deneminam geométricas, tém uma for-
ma perfeitamente determinada e outras propriedades que se
estabelecem ou se demonsiram pelo raciocinio matematico.

Chamam-se grdficas as curyas, cuja geraciio nio esti su-
jeita a uma lei conhecida e, portanto, escapam ao exame rigo-
roso da investigacdo matematica.

Chama-se arco de uma curva a por¢ao da mesma, compre-
endida entre dois de seus pontos. Corda ¢ o segmento retilineo
(ue liga dois pontos quaisquer de uma curva.

Diametro de uma curva é o lugar geomélrico dos meios
das cordas paralelas a uma dire¢do dada.

Chama-se eiro todo diametro re-

tilineo perpendicular as cordas que

\ ele divide ao meio; essa denominac¢do

provém do fato de ser a curva simé-

trica em relacdo ao suporte de qual-
quer de seus eixos.

Quando uma curva admile um
centro de simetria, éste se denomina
/, simplesmente cenfro da curva. A in-

 terseccio de dois eixos retangulares,
de uma curva plana, ¢ sempre um
we centro de simetria da curva.

Tangente a uma curva, em um ponto M, é a posicao limite
MT, de uma secante MM’, que gira em torno de M, de modo que
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Anexo F - llustracdes do Livro Algebra
Linear e Geometria Analitica de Estela
Kaufman Fainguelernt e Noelir de
Carvalho Bordinhéao

’ 4 O vértice V ndo pertence ao plano .
1) O plano m & perpendicular ao eixo da superf(cie. (o = 90°)
Todas as equagOes estudadas nas unidades anteriores s3o lineares isto é, envol- E A segio obtida & uma circunferéncia.
vern apenas termos do 1% grauem x e y.

Unidade 2 — CONICAS

Veremos agora as curvas planas que podem ser representadas por equagdes do
2° grau em x e y: circunfer@ncia, elipse, parébola e hipérbole.

Como estas curvas podem ser obtidas da intersec¢io de uma superf(cie cnica
com um plano, elas sdo tradicionalmente denominadas ‘‘se¢Bes cdnicas’’ ou, simples-
mente, cdnicas”.

Segdes Conicas

Superficie Cénica é a superf(cie gerada por uma reta 7 que se move no espago,
passando sempre por um mesmo ponto V.
Compde-se de duas partes ou “‘folhas,”” opostas pelo ‘ ]
vérti:eo pa B B T ) O plano 7 é oblfquo ao eixo e intercepta todas as geratrizes em uma (nica folha
- i superficie. (0 < a<90°)
A secdio obtida é uma elipse.

V — vértice

r — geratriz

i

Consider.emoys uma superf(cie cdnica fechada e regular, isto & uma superf(cie 1) O plano 7 intercepta as duas folhas da superffcie conica. (0° < a<8)
na qual a inclinagdo da geratriz em rela- A secdo obtida é uma hipérbole.

¢do a uma reta vertical que passa pelo vér- o
tice é constante. Esta reta é o eixo da su-
perf(cie. Portanto, o 4ngulo 6 que a gera-
triz forma com o eixo é constante.
(0° <6< 90° ) 8 constante ' ;

!

I

! i
Consideremos também um plano Z \ E

e estudemos a sua interseccdo com a su- ) E i

perffcie odnica, conforme os valores do

dngulo a que o plano forma com o eixo

da superffcie.

0 o
e (0" <a<90°) Observe que a hipérbole é uma curva formada por dois ramos distintos.
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Mlano m intercepta apenas duas geratrizes da superf(cie cbnica,
saglio degenera em um par de retas concorrentes no vértice V.

N

49) O plano  é paralelo a uma geratriz da superf(cie. (o =0)
A secfio obtida é uma parabola.

Sy 7y D

; = iy 7
i ! /
| ! \
| ' |
1 | |
| f |
I
{
\
\
)

)

b) O vértice V pertence ao plano . ‘

Segbes Degeneradas Circunferéncia

19) O plano  intercepta unicamente o vértice da superf(cie cdnica.
A segdo degenera em um (nico ponto. Clrounferéncia é o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de um

{Ix0 do mesmo plano.

0 este ponto fixo,

P um ponto qualquer do plano

8 £ um ndmero real positivo, definimos:

Clrounferancia ={P/ d(0,P) =r ]

Clroulo =[P/ d(0,P) <r}

Intorior do Circulo =[P/ d(0,P)<r]

O ponto O é o centrg. Er é o raio.

29) O plano 7 é tangente & superf(cie cdnica.
A secdo degenera em uma (nica reta.
natural da circunferéncia

definicdo temos, para todo ponto P que pertenca @ uma circunferéncia de

Equaggo natural.

Plxy)

am Ofa, b) e P(x, y).
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