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RESUMO

REPRESENTACAO VISUAL E PROVA MATEMATICA

Leonardo Andrade da Silva

Resumo da Dissertacdo de Mestrado submetida ao Programa de Pos-
graduacdo em Ensino de Matematica do Instituto de Matematica da Universidade
Federal do Rio de Janeiro — UFRJ, como parte dos requisitos necessarios a
obtencao do titulo de Mestre em Ensino de Matematica.

Este trabalho apresenta posi¢cdes defendidas por diversos matematicos, educadores
matematicos, légicos, filosofos e outros acerca do conceito de prova matematica. O
objetivo € entender como este conceito pode ser entendido a partir de discussdes
sobre a representacéo visual. Por exemplo, uma representacéo visual (um diagrama,
por exemplo) pode ser considerada uma prova matematica, ou constituinte de uma
prova, ou apenas um auxiliar para sua descoberta ou compreensao? Para alcancar
este objetivo, olharemos especialmente para o caso de provas matematicas em
geometria, dissertando sobre a chamada “prova sem palavras” (proof without words),

por meio de exemplos comentados.

Palavras-chave: prova matematica, representacdo visual, geometria, prova sem

palavras.



ABSTRACT

MATHEMATICAL PROOF AND VISUAL REPERSENTATION

Leonardo Andrade da Silva

Abstract da Dissertacdo de Mestrado submetida ao Programa de PoOs-
graduacdo em Ensino de Matematica do Instituto de Matematica da Universidade
Federal do Rio de Janeiro — UFRJ, como parte dos requisitos necessarios a
obtencao do titulo de Mestre em Ensino de Matematica.

This paper presents the positions defended by several mathematicians, mathematics
educators, mathematicians, logicians, philosophers and others about the concept of
mathematical proof. The goal is to understand how this concept can be understood
from discussions about the visual representation. For example, a visual
representation (a diagram, for example) can be considered a mathematical proof, or
a constituent of proof, or just a helper for his discovery or understanding? To achieve
this goal, we will look especially for the case of mathematical proofs in geometry,
when discussing the so-called proof without words by means of commented

examples.

Palavras-chave: mathematical proof, visual representation, geometry, proof without

words.
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1. INTRODUCAO

O que é prova matematica? O que é uma representacao visual? Quais as
funcBes de uma prova matematica? Qual a relacdo, caso exista, entre representacéo
visual e prova matematica? Mais especificamente, serd que uma figura, um
diagrama, pode ser considerada uma prova matematica? Se nao, sera que tém
algum papel na construgdo de provas matematicas? Estas sdo algumas das
perguntas que nos incentivaram a elaborar o presente trabalho.

Ambos os temas abordados (representagdo visual e prova matemética)
tém sido alvo de reflexdes de pesquisadores de diversas areas, como: matematicos,
educadores matematicos, filosofos, légicos e outros. Como afirmam Gila Hanna e
Nathan Sidoli (Hanna G., Sidoli N., 2007, p.73), um grande nimero de matematicos,
l6gicos e fildsofos investiga o uso da representacdo visual e sua potencial
contribuicdo para provas matematicas, como (Brown, 1997; Davis, 1993; Giaquinto,
2005; Mancosu, 2005).

Descreveremos a seguir a formacao e a area de atuacao profissional e de
pesquisa de alguns dos autores citados em nosso trabalho, a fim de possibilitar a
identificacdo do meio a que pertencem: (1) Filésofo / Logico, (2) Educador
Matematico ou (3) Matematico. Nesta tarefa, daremos prioridade a area de pesquisa,
ou seja, priorizaremos a producéo de determinado pesquisador (revistas onde foram
publicados os artigos, conteddo dos livros publicados), em detrimento de sua
formacéo.

Gila Hanna é professora da Universidade de Toronto, do departamento de
curriculo, ensino e aprendizagem, possui inUmeros artigos sobre prova publicados
(ver Hanna (1990, 1996, 2007), por exemplo). Trabalha principalmente sobre o papel
da prova, o ensino da prova matematica e assuntos afins. Ela pertence, portanto, ao
grupo 2.

Nicolas Balacheff possui formacdo mateméatica e em computacao
cientifica. Seus interesses séo tanto na area de computacao ligados a aprendizagem
(1999), como também no estudo epistemoldgico da pesquisa em educacao
matematica, particularmente, no que diz respeito a prova matematica (2006,2008).
Apesar de sua formacao, o incluimos no grupo 2, tendo em vista suas pesquisas em

aprendizagem e prova matematica.



Gian Carlo Rota, matematico por formacao, foi professor de matemética
aplicada e de filosofia do Massachussetts Institute of Technology (MIT) e seus
estudos eram em matematica e em filosofia. Acreditamos que pertenca ao grupo 1,
pois o texto que escolhemos para trabalhar relaciona-se mais a filosofia do que a
matematica propriamente dita. O artigo “A fenomenologia da prova matematica
(1997)” versa sobre o que seria uma prova por verificacdo, questionando se toda
verificagdo seria uma prova e também se as provas matematicas séo definitivas ou
nao.

John W. Dawson Jr. é doutor em logica matematica e professor da
Universidade do Estado da Pensilvania. Possui muitas publicagfes na area de teoria
de conjuntos e tem interesse principalmente no trabalho de Kurt Gédel (1979, 1993).
A publicacdo que mais nos interessou analisa 0s casos de matematicos que provam
um mesmo teorema mais de uma vez (2006). Ele usa os conceitos de prova formal e
prova informal que discutiremos mais a frente. Dawson pode ser incluido no grupo 1,
por se tratar de um légico, com publicacdo em periddicos de filosofia.

Roger B. Nelsen é matematico, professor emérito da universidade Lewis e
Clark, Protland, Oregon, no departamento de ciéncias matematica. Pertence ao
grupo 3. Dentre suas publicacfes, a que mais nos interessou diz respeito a prova
sem palavras (proof without words). Reservarmos um topico inteiro para apresentar
este tipo de prova e alguns exemplos. Mohammad Faaiz Gierdien € educador
matematico (grupo 2) e sua ideia € partir das provas sem palavras, que Nelsen
propde, e mostrar como poderiamos utiliza-la em sala e o porqué de sua veracidade.

Citaremos brevemente Abraham Arcavi, que é PhD em educacao
matematica e tem diversos artigos nesta area, pertencendo assim ao grupo 2.
Michael de Villier € professor da Universidade de Kwazulu-Natal, escola de ciéncia,
educacdo matematica e tecnoldgica, Africa do Sul. Seu interesse de pesquisa é em
Geometria, modelagem e aplicacdo, historia e filosofia da matematica. O que nos
chamou atencdo em suas pesquisas foi a discussao dos papeis e funcdes da prova
matematica. Ele mostra que h& outras funcbes além da verificacdo da verdade de
uma afirmacéo; a prova tem também a funcédo de explicacdo. O inserimos no grupo
2, apesar dele também ter interesse na area de historia e filosofia da matemaética.

Marcus Giaquinto pertence ao departamento de filosofia, do London
College, logo pertence ao grupo 1, assim como Paolo Mancosu, que pertence ao



departamento de filosofia, da Universidade da Berkeley California. O interesse de
ambos é em historia da matematica, filosofia da l6gica e em légica matematica.
Reuben Hersh, matematico por formacdo e professor emérito da
Universidade do Novo México, trabalha em filosofia da matematica e por este motivo
o incluimos no grupo 1. O artigo que utilizamos foi publicado em um periédico
filosofico e trds a ideia dos significados da prova matemaética, discutindo, por um
lado, o significado pratico, informal e, do outro, a prova matematica tedrica, formal.
Podemos propor, entdo, a seguinte tabela das areas de pesquisa dos

pesquisadores citados neste trabalho:

Filésofo / Logico Educador Matematico ou Matemético
pesquisador em Educacao
Matemética
Gian Carlo Rota Gila Hanna Roger B. Nelsen
John W. Dawson Jr Nicolas Balacheff
Marcus Giaquinto Michael de Villier
Paolo Macosu Mohammad Faaiz Gierdien
Reuben Hersh Abraham Arcavi

Poderemos observar que o grupo 1, dos filésofos, se interessa pelo
conceito de prova e seu uso. A nocdo de prova que encontramos em Rota (1997),
de prova formal em Dawson (2006) e em Hersh (1997) usam as regras légicas
envolvidas na idéia de prova matematica, como as regras de inferéncia. No caso
deste ultimo, encontramos também a ideia de significados, como a investigacdo
sobre o significado de numero 2, como veremos no proximo topico. Outros
pesquisadores se dedicam a estudar como adquirimos nossas crencas geometricas
basicas, caso de Giaquinto (2005). Incluimos também a pesquisa sobre a
visualizacdo na légica e na matematica, fazendo pontes entre a visualizacdo e a
prova matematica, como € o caso de Mancosu (2005).

No grupo dos educadores matematicos e pesquisadores em educacao
matematica encontramos reflexdes acerca do papel e das fun¢des da prova
matematica, discussdes sobre a epistemologia da prova matematica e também
pesquisa sobre visualizacdo e prova na perspectiva filoséfica, como € o caso de
Hanna (2007). Como sao muitos os pesquisadores sobre o tema, encontramos
divergéncias em varios aspectos de cada um deles. Por exemplo, no caso do
conceito de prova matematica, nos deparamos com a discussdo sobre prova formal
e prova informal que abordaremos no proximo tépico. No caso de representacdes

visuais, alguns autores defendem a representacdo visual como uma prova



matematica, outros defendem que esta € parte integrante da prova, e outros afirmam
que a representacao visual € somente um auxiliar na prova matematica, conforme

exposto em Hanna:

Em um extremo estdo aqueles que dizem que as representacdes visuais
nunca podem ser mais que auxiliares preciosos para a prova, como € seu
papel tradicional, como facilitadores da compreensdo mateméatica em geral.
No outro extremo estdo aqueles que afirmam que algumas representacdes
visuais podem constituir prova em si, tornando qualquer outra prova
tradicional desnecesséaria. Entre esses dois extremos podemos encontrar
uma variedade de posicbes que sao mais sutis, ou que parecem
simplesmente menos claras. (Hanna G., Sidoli N., 2007, p.74).

Podemos observar assim a existéncia de uma divergéncia no que diz
respeito a utilizagdo das representacfes visuais. Balacheff disserta sobre estas
opinides conflitantes na pesquisa em Educacdo Matematica, ressaltando que, em
um campo de pesquisa, a convergéncia deve ser a regra. Ela deve ser nossa
prioridade. Divergéncias sdo consideradas como sintomas de problemas, tanto
tedricos como e metodologicos, a ser enderecados a comunidade. (Balacheff, N.,
2008, p.501).

Balacheff ndo desqualifica a divergéncia em geral, mas critica o fato de
nao se relacionar as produgcdes sobre um mesmo objeto. Por exemplo, no caso da
prova matemética, poderiamos fazer um estudo de uma perspectiva matematica,
psicolégica ou filosofica, porém ndo podemos deixar de relacionar as diferencas que
podem aparecer, a fim de explicar a natureza da prova matematica e de manter a
integridade do objeto que estudamos. Explicando melhor o que entende por

convergéncia, afirma:

No entanto, por convergéncia eu ndo quero dizer um sistema Unico de
pensamento. Quero dizer que as diferencas devem ser explicadas e
relacionadas de uma forma que mantenha coerente o entendimento global
gque temos de processos e fendbmenos relacionados ao ensino e

aprendizagem da prova matematica. (Balacheff, N., 2008, p.501).

Podemos dizer que Balacheff propde uma pesquisa que seja
compreendida por todos os pesquisadores de um mesmo objeto de pesquisa, hdo s6

pelo jargdo utilizado ao escrever um artigo, mas também pela coeréncia ao dissertar



a respeito de um tema especifico, neste caso, a prova mateméatica. Isso é o que
pretendemos fazer ao longo deste artigo, apresentando diversos posicionamentos
gue possuem pontos em comum, apesar de provenientes de areas diferentes.

Na segunda secdo, apresentaremos diversas discussbes sobre prova
visual na literatura existente em educacdo matematica. Na secdo seguinte,
exibiremos diferentes posicionamentos sobre o0 conceito de prova matematica,
mostrando semelhancas e diferencas no modo de tratar deste tema. Ja na secéo 4,
iremos expor o0 que compreendemos por representacao visual e qual a relacao desta
com a prova matematica. Em seguida, na se¢éo 5, abordaremos um caso particular
de representacédo visual que é uma prova sem palavras. Apresentamos exemplos e
explicaremos como estas poderiam convencer-nos da veracidade de uma afirmacéo

dada. Ao fim, esbocaremos uma breve concluséo.

2. REVISAO DE LITERATURA

O objetivo desta parte do trabalho é fazer uma apresentacdo do que tem
sido pesquisado sobre o tema prova matematica pelos educadores matematicos
recentemente, buscando um olhar mais cuidadoso quando for abordado algum
contetdo sobre visualizacao, que é a nossa maior preocupacdo. O que poderemos
observar neste estudo € que existem artigos (ndo muitos) que abordam a utilizacao
da visualizacdo em prova matematica, seja de forma direta ou indiretamente, e que
também h& artigos (em maior nimero) que focam em outras reflexdes, como a
histérica ou a educacional sem falar necessariamente em visualizacao.

Sobre a utilizacdo de provas em geometria, encontramos alguns artigos,
como o de Celia Hoyles e Lulu Healy (2007) em Mudanca Curricular e Raciocinio
Geométrico, em que fizeram um estudo sobre as concepcdes de prova dos
estudantes da Inglaterra e do Pais de Gales. Elas afirmam neste artigo, que em
2000 o curriculo nacional foi revisado, mas que néo foi radicalmente modificado do
ja existente anteriormente, que propde promover o desenvolvimento de habitos
matematicos como pensar, conjecturar, testar informalmente e explicar, mas mais

nos contextos numéricos e algébricos que em geometria.



Em nosso curriculo nacional brasileiro, podemos encontrar nas
recomendacdes do PCNEM, que o estudo de geometria (...) “Também é um estudo
em que os alunos podem ter uma oportunidade especial, com certeza ndo a Unica,
de apreciar a faceta da Matematica que trata de teoremas e argumentacdes
dedutivas”.(portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/book_volume_02_internet.pdf, p.75)
Dai notamos que apesar de possuirmos uma orientacdo para tal estudo, o mesmo
nao é realizado grande parte das vezes, pois muitos professores ainda deixam para
trabalhar geometria no fim do ano letivo (mesmo com a parte do contetdo de
geometria ndo vindo mais no final do livro didatico), ndo conseguindo terminar o
conteudo e, portanto deixando de trabalhar tais recomendagoes.

Sobre o0 ensino de provas as autoras dizem que o0s alunos apresentam
muitas dificuldades como: considerar a prova nada mais que a confirmacao de
alguns exemplos, tender a ndo compreender o significado e a generalidade de uma
prova e, além disso, ver a prova como um ritual desprovido de uma construcao,
conhecimento ou compreensao, ndo vendo a prova como um processo fundamental
para a atividade matematica.

Para corroborar tais dificuldades, as autoras propuseram duas afirmacdes
para os alunos provarem, uma familiar, que era provar que a soma dos angulos
internos de um quadrilatero é igual a 360° e uma né o familiar que diz: Seja A é o
centro de um circulo e AB raio e C um ponto da circunferéncia onde a mediatriz de
AB intercepta o circulo. Prove se é verdadeiro ou falso que o triangulo ABC é
sempre equilatero. Escreva sua resposta em uma maneira que vocé obtenha a
melhor resposta possivel. Segue abaixo uma figura que representa o problema nao

familiar:

—

Figura 1- uma afirmacéo n&o familiar a ser provada. (Hoyles e Healy, 2007, p.89)



Elas entdo construiram entdo uma tabela de distribuicdo da pontuacao

dos alunos para a conjectura familiar e ndo familiar, que segue abaixo:

Constructed proof scofe ' Familiar Unfamiliar
conjecture (G4) conjecture (G7)
No. % No. %
0 No basis for the construction of a correct 586 24 1531 62
proof
1 No deductions but relevant information 1289 "50 690 28
presented
2 Partial proof, including all information 118 5 121 5
needed but some reasoning omitted
3 Complete proof 466 19 117 5
Total 2459 100 2459 100
Mean score 1.188  0.522
Standard deviation 1.005  0.796

Figura 2 - As pontuacgdes (Hoyles e Healy, 2007, p.99)

Sem surpresa, como citam as autoras, podemos observar da tabela que
os alunos construiram melhores provas para a conjectura familiar do que para o nédo
familiar, porém somente 19% dos alunos apresentaram uma prova completa
(completa para as autoras — elas ndo dizem o que entendem por prova completa)
para familiar e 5% apresentaram uma prova completa da prova nao familiar,
comprovando as dificuldades dos alunos na construcdo de provas em geometria e a
necessidade de mudancas curriculares na Inglaterra e no Pais de Gales.

Ainda no ambito de provas na area de geometria, temos o artigo: Em
Prova Geométrica — A mediacdo de um micromundo (2007), no qual Maria
Alessandra Mariotti inicia o artigo falando sobre as dificuldades encontradas no
aprendizado de Geometria, comentando o fato de que muitas vezes tais dificuldades
em Geometria sdo atribuidas a exposicdo na forma axiomatica — dedutiva, e afirma
gue a solucéo seria simples: banir qualquer elemento tedrico e simplesmente utilizar
a intuicao.

Por outro lado esclarece que a abordagem dedutiva da Geometria € bem
rara, e que vem desaparecendo do curriculo, e em alguns paises, como lItalia, onde
o curriculo ndo mudou, essa abordagem desapareceu da pratica escolar. Ela entédo

aborda o assunto ensino de provas, ressaltando que a problemética do ensino de



provas segundo Hanna é que: “[prova] merece um lugar de destaque no curriculo,
pois continua a ser uma caracteristica fundamental da matematica em si, como o
método preferido de verificagcdo, e porque € uma valiosa ferramenta para promover a
compreensao matematica.” (Hanna, 1995, p. 21-22, Mariotti, 2007, p. 287).

A autora também dedica uma parte de seu trabalho a refletir sobre a
utilizacdo do “Cabri-géometre” em construcbes geométricas. Inicialmente explica o
que entende por uma construcdo geométrica, informando que: “Uma construcdo
geométrica consiste de um procedimento que, por meio do uso de ferramentas
especificas e de acordo com regras especificas, produz uma figura. Uma construcéo
é considerada correta se as ferramentas utilizadas estiverem de acordo com as
regras iniciais”. (Mariotti, 2007, p.290) Dito isso, ela apresenta duas caracteristicas
do ambiente Cabri: uma diz respeito a correspondéncia entre os primérdios do
software e as propriedades geométricas basicas, e outra sobre a dinamica de
manipulacdo das “figuras-Cabri” que correspondem a um critério especifico de
validagcdo num sistema coerente.

Um dos exemplos utilizados pela autora foi a construgcdo da reta
perpendicular, onde os alunos, na aplicacdo, se subdividiram em pares para
realizacdo da tarefa. Um exemplo para tal constru¢do segue abaixo:

o
Br \/A

Figura 3- Construcdo de uma reta perpendicular de um segmento dado (Mariotti, 2007, p. 298)

Interessante Mariotti ressaltar que o0s proprios alunos sentiram a
necessidade de justificar a construcéo feita pelo Cabri. Ou seja, podemos ver o
Cabri como uma ferramenta para auxiliar na construgdo da prova e até para valida-la
no sentido de convencimento dos alunos, para entdo procurar uma prova

propriamente dita.



Ela finaliza o artigo propondo o equilibrio entre a experiéncia que o
software produz com as construgbes e 0s conceitos geométricos, dizendo que:
“Construcdes geométricas no Cabri fornecem um rico campo de experiéncia onde a
harmonia entre o aspecto figurativo e conceitual podem ser alcancados juntos com o
desenvolvimento para o sentido da teoria.” (Mariotti, 2007, p. 302).

Sobre representacdes visuais e prova matematica podemos utilizar, por
exemplo, o artigo de Davis, Teoremas Visuais (1993), onde ele fez um estudo sobre
0 que ele chama de teorema visual, que é: um grafico ou saida visual de um
programa de computador, que inspiram questdes matematicas de natureza
tradicional ou que contribui em algum caminho para compreensdo ou
enriqguecimento de alguma situacdo do mundo real ou matematico.

Davis acredita que essa geracéo tem crescido dando mais importancia ao
ambito visual do que o verbal, citando que alguém poderia até fazer comparacdes do
tipo em que “ver = facil” e “pensar = dificil’, porém ele diz que essas igualdades séo
inapropriadas e na verdade devemos nos perguntar o que cada uma tem a oferecer.

Comentando que viu uma vez uma “prova” de que todo triangulo é
isésceles em um livro, ele diz que a mensagem era clara: primeiro que ndo podemos
confiar no que vemos e segundo que s6 podemos acreditar numa prova rigorosa,
feita de muitas linhas escritas de forma rigidamente formal. Em contrapartida a esta

visdo, Davis cita que o livro nunca se preocupou em apontar que:

a) Nao cairemos em paradoxos se tivermos os devidos cuidados ao
desenhar a figura exata.
b) De qualquer maneira, nenhum livro prova rigorosamente todas as

afirmacdes, pois:

c) A formalizagdo dita acima, nas linhas de Hilbert, é longa, chata, ante—
intuitivo, pouco convincente e um absoluto horror estético. Pessoas que
tentaram ensinar geometria elementar com um alto nivel de rigor cavaram

um poco de instrucéo. (Davis, 1993, p.335)

ApOs apresentar alguns exemplos e comenta-los, Davis escreve sobre
que diferenca faria se o Tribunal Internacional dos matematicos declarassem o0s
teoremas visuais como um conceito legitimo? Provavelmente ndo muito na pratica,

ele responde. E complementa dizendo que:



Primeiramente, a elevacdo do componente visual restauraria a palavra
“teorema” no seu sentido original da raiz Grega, que significa ver algo. Em
segundo lugar, restauraria 0 status para processo de descoberta, pois a
descoberta ndo é usualmente feita pelo caminho dedutivo.

Também restauraria o “olho” como legitimo ¢rgdo de descoberta e
inferéncia. Em terceiro lugar, afetaria seriamente a educacdo matematica,
especialmente nos niveis mais elevados. Isso permitiria o estabelecimento
da educacdo matematica de forma a chegar a um acordo com 0s aspectos
da matematica que sédo exigidos por fisicos, engenheiros, etc e os critérios
pelos quais estas profissbes relacionadas validam seu trabalho. (Davis,
1993, p.341,342).

Podemos encontrar em: Em Prova e Pedagogia na China antiga:
Exemplos de comentarios de Liu Hui em Jiu Zhang Suan Shu, Man-Keung Siu
escreve sobre provas contrapondo o que diz Szabo: que antes do desenvolvimento
da cultura Grega o conceito de ciéncia dedutiva era desconhecido para as pessoas
da antiguidade oriental. N&o existiam teoremas ou provas, ou conceitos de deducéo,
definicdo, axiomas em documentos que vieram dessas pessoas. Estes conceitos
fundamentais apareceram somente com a matematica grega.

Siu diz que se o significado de prova for alguma explicacdo que serve
para convencer e para esclarecer, entdo podemos encontrar em abundancia provas
em textos mais antigos que agueles textos encontrados nos gregos, onde ele entao
escolhe alguns exemplos encontrados na China antiga para referenciar o seu
trabalho, como por exemplo: em um circulo inscrito num triangulo retdangulo temos
que d = 2ab/ (a + b + ¢), onde d é o diametro da circunferéncia, a, b, ¢ lados do
triangulo retangulo com hipotenusa c.

Apesar de Siu comentar que Liu Hui providenciou trés diferentes provas
para tal afirmacdo, nos deteremos a apresentar uma, que foi feita por provas sem

palavras, como cita Siu:

A "prova sem palavras", exibido na Fig.3 (no trabalho dele é a figura 3,

gue esta indicado como figura 4 em nosso trabalho) , decorre suas
instrucdes sobre como dissecar o triangulo em pecas coloridas, que
sdo posteriormente montados para formar um retangulo. (Na figura, uma
regido pontilhada é, supostamente, de cor amarela, uma regido sombreada
€, supostamente, cor vermelha, e uma regido de planicie é supostamente

cor indigo). (negrito nosso)
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Fig. 3.

Figura 4- “Prova sem palavras” para o problema da circunferéncia inscrita num triangulo retangulo.
(Siu, 1993, p. 350)

Observe que para chegar a conclusdo desejada basta comparar a figura
central com a da direita, pois da figura central, temos que a area desse retangulo é
2ab e da figura a direita da central temos que a area deste retangulo é 2r (2r + 2a; +
2b;), que éiguala2r[(as+r)+ (by+r1) + (as+ by) ], ou seja, 2r (a + b + c¢). Portanto,
como essas duas figuras possuem a mesma area (basta observar que sao
constituidas da mesma quantidade de figuras menores congruentes) temos que: 2r
(@ + b + ¢c) = 2ab, mas como d = 2r temos que: d (a + b + ¢) = 2ab, ou como
queriamos demonstrar: d = 2ab/ (a + b + c).

Apds mostrar que esta afirmacdo foi provada de trés maneiras por Liu
Hui, Siu cita que o papel da prova ndo € apenas o de verificar se uma afirmacéo
dada é verdadeira ou ndo: “Esta discussdo também nos ajudam a apreciar que a
prova tem um papel no reforco da compreensdo. Se a Unica funcdo de uma prova
fosse de verificacdo, nada viria a ser adquirida mediante provas diferentes do
mesmo teorema. Mas provas diferentes ndo servem apenas para convencer, mas
também para esclarecer”. (SIU, p.352) Veremos mais adiante, que este ndo € o
Unico autor a falar isso sobre o papel da prova além da verificagéao...

Apébs fornecer mais alguns exemplos, Siu finaliza o artigo citando Polya,
dizendo que devemos incentivar este ato em sala de aula, que é: “para provar

formalmente o que é visto intuitivamente e para ver intuitivamente o que € provado






















































As regras a serem seguidas por essa sequéncia

de passos foram explicitadas quando a logica foi formalizada no inicio deste século,

e elas ndo mudaram desde entao. Dentre essas regras a

que o autor se refere, temos a consequéncia loégica (ou “silogismo”, na definicao de

Aristoteles). Um exemplo: tomada as duas afirmacdes a seguir como verdadeiras

“‘todo sapo é verde” e “Caco € um sapo”, temos que “Caco € verde” € uma

consequéncia légica das duas afirmacdes anteriores. Outra “regra”, por exemplo,

seria 0 gue utilizamos para fazer uma prova direta:

Se P, entao Q.
P
Portanto Q. (

Por exemplo:

Se fizer sol, entdo vou a praia.

Faz sol.

Entao vou a praia.



Encontramos também o modus tollens usado para prova indireta, e assim

por diante. Rota defende que a prova matematica é elaborada a partir das regras da

[6gica, e ndo de outro conjunto de normas estabelecidas aleatoriamente, ou de

gualquer outra linguagem gue ndo seja a simbdlica.
Podemos concluir também, segundo o mesmo pesquisador que nao
existe uma prova matematica “meio certa’, pois:

gue este autor transmite é gque uma prova matematica pode ter lacunas e se

completada, ter algum erro e ser corrigida, mas nao poderiamos dizer que uma

prova matematica esta “meio certa”.

Contudo, outros



a preferéncia pelo uso da nocao de prova informal. Se fizéssemos uma investigacao

precisam ser sequer verbais, citando como exemplo dois volumes de Provas Sem
Palavras (Proof Without Words) publicadas pela Mathematical Association Of




Significado de nimero 1, o significado pratico, & informal, impreciso. Uma

prova matematica pratica € o que fazemos para fazer que outros acreditem

em nossos  teoremas. E argumento que convence o qualificado, o cético

especialista. (...). Mas o que é exatamente? Ninguém pode dizer.

Significado de nimero 2, a prova matematica teoérica, formal. Aristételes|
ajudou a estabelecé-lo. Assim fizeram Boole, Peirce, Frege, Russell, Hilbert,

Godel. E a transformacdo de certas sequéncias simbolicas (sentencas|

formais), de acordo com certas regras da légica (modus ponens, etc.).



sequéncia de etapas, cada uma deduzidas logicamente, ou facilmente

expandida ao logica rigorosa. Isto € suposto ser uma

"formalizacdo, idealizacdo, reconstrucdo racional da ideia da prova"

Ernest, comunicacdo pessoal).

As provas praticas corretas podem ser preenchidas para serem provas
teoricas corretas. (| ). Ele diz que esta afirmacdo € comumente

aceita, apesar de nunca ter visto um argumento para defendé-la, a ndo ser a

auséncia de contraexemplos, sendo uma guestdo de fé. Como exemplo, sugere

pegar uma prova matematica aceita e completa-la até tornar-se uma prova formal.

Interessante observar que, apesar de deixar evidente que uma prova para

ele seria uma prova correta, completa e que, pelos padrdes da l6gica formal, provas




l6gica formal, mas sim no sentido do significado de nimero 1, o sentido pratico da

prova matematica.

Com isso podemos expandir a nossa visao acerca do papel e da funcao

da prova matematica, ndo somente para encara-la como uma ferramenta de busca

de veracidades, mas também para enxergar outras funcdes. Villiers, preocupado

com 0 ensino da prova matematica, enumera 0s papeis da prova matematica,

ressaltando qgue ndo o defende como completo e nem Unico. Além disso, a ordem

nao é hierarquica:

verificacdo (diz respeito a verdade da afirmacéao)

explicacdo (fornece explicacbes quanto ao facto de ser verdadeira)

sistematizacdo (organizacdo dos varios resultados num sistema

dedutivo de axiomas, conceitos principais e teoremas)
descoberta (descoberta ou invencéo de novos resultados)

74t

comunicacao (transmissao do conhecimento matematico)

desafio intelectual (realizacdo pessoal/gratificacdo resultantes da

construcdo de uma demonstragao) (

s - - - .

Podemos observar que h& diversas ideias sobre o conceito de prova

matematica e € possivel pensar este conceito seja do ponto de vista tedérico, formal,

Dropomos investigar

especificamente a relacdo entre representacdo visual e prova matematica, que

pensamos ser uma importante discussdo no que diz respeito ao ensino de provas e
demonstracdes para os alunos.
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FIGURA 17 (Giaquinto, M. 2007, |l



, p.85).



Podemos encontrar uma demonstracdo para esta construcdo nos

Elementos de Euclides:






) Segundo Casselman:

Prova sem palavras comecou a aparecer na Mathematics Magazine em

1975, e no College Mathematics Journal dez anos depois, mas suas primeiras

aparicdes devem ter sido na Grécia Antiga e na China, e mais tarde no século X na

Arabia e Italia renascentista, segundo consta em Alsina e Nelsen (2010).

Podemos encontrar provas sem palavras em diversas areas da

matematica, como geometria, trigonometria, calculo e analise combinatoria. Nosso
objetivo agora serd apresentar algumas provas sem palavras que podem se
encontradas em artigos como (Alsina, C. Nelsen, R. B., 2010) e (Gierden 2007). Mas

além de apresentarmos exemplos, também pretendemos explicar a ideia de cada

provas sem palavras mostradas a seguir.

Alsina e Nelsen utilizam basicamente o método da prova combinatoéria,

baseada em dois principios de contagem, relacionando assim 0s niUmeros naturais

com objetos de um conjunto. Os principios sao:



Alsina, C. Nelsen, R. B., 2010, p.120).



Gierdien, M Faaiz, 2007, p.57).

Alsina, C. Nelsen, R. B., 2010, p.121).







Alsina, C. Nelsen, R. B., 2010, p.121).









explicacao, descoberta, comunicacdo e desafio intelectual.
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