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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma proposta didatica pateodugdo do conceito de nu-
mero real baseada na histéria da matematica.

Nosso objetivo é mostrar que a abordagem que leva em coasilens circunstancias
histéricas pode ser tdo contundente quanto as abordageais apresentando vantagens ao
ressaltar aspectos normalmente obscurecidos pelo trataic@mum.

No caso do conceito de nimero real, visamos tornar maisatatuas néo trivial, as neces-
sidades de extensdes do conceito de numero, desde a apcésembs nameros inteiros, até o
ocnceito de numero real passando pelos nimeros racioa#sisBo, nos baseamos nos fortes
indicios apresentados por Fowler e Knorr, eminentes léstores da matematica, da existén-
cia de teorias das razGes no seculo quarto a. C. que teriansigidantadas, e posteriormente
esquecidas, dando lugar a teoria das propor¢ées de Eudoxo.

Buscamos, portanto, uma proposta didatica que pudessedebase para outras pesquisas
em ensino fortalecendo a ideia de uma educacdo matemaggaogga comunicar-se com 0S
avancos recentes das metodologias de pesquisa em histdnatdmatica.

Palavras-chave: Historia da Matemética, NUmeros Reaisfafkese, Grécia Antiga.



Abstract

This work presents a didactic proposal for an introductibthe concept of real numbers,
based on the history of mathematics.

Our goal is to show that the approach that takes into acctenhistorical circumstances
that can be as compelling as the usual approaches with adyeto highlight the aspects that
are usually obscured by common teachings.

In the case of the concept of real numbers, we aim to become natural, but not trivial,
the needs for extensions of the concept of numbers, singerésentation of whole numbers,
up to the concept of real numbers, passing through the atrmmmbers. For this, we rely on
the strong evidence presented by Fowler and Knorr, the erhimstorians of mathematics, of
the existence of theories of ratio in the fourth century Att@t would have been superseded,
and later forgotten, and giving rise to the theory of projemd of Eudoxus.

We seek, therefore, a didactic proposal that could servelasia for further research in
education by strengthening the idea of the mathematicsagiducthat can interact with the
recent advances of research methodologies in the histanatfematics.
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1 Introducao

Nas ultimas décadas diversos artigos vém propondo a irsdecBlistoria da Matematica
como recurso didatico. Desse modo, sua utilizacao € emclaraj partir de diversos argumentos
em seu favor apontando suas vantagens bem como assinatandsos para contornar desvan-
tagens ou dificuldades que possam emergir a partir de sizagdib em sala de aula. Desse
ponto de vista, a Historia da Matematica viria a compor,garégnte com os demais recursos
didaticos, o grande conjunto de ferramentas disponivesspparofessor no processo de ensino-
aprendizado.

Sem questionar a potencialidade da Histéria da Matematita derramenta didatica, con-
sideramos que tratar a histéria do conceito apenas comoaursecedidatico para sua aborda-
gem é inadequado e questionamos o distanciamento provpoadsese enfoque entre conceito
a ser ensinado e sua histdria. Em outras palavras, considgrpue o conhecimento da evolucéo
histérica de um conceito esta inexoravelmente incluidoamhecimento do proprio conceito.
Mais do que isso, a dissociagdo entre esses elementos tabwmdagem, a partir da historia
de um conceito, artificial, 0 que prejudica consideravebmemotencial do seu uso em sala de
aula.

Tomamos nesse artigo, o caso da introducéo do conceito deraus dificuldades que
envolvem o ensino desse conceito tém sido protagonistas/elesas artigos na area de edu-
cacgdo e ensino da Matematica. Embora abundante, a litena&vela-se incapaz de provocar
uma mudanca de atitude no cotidiano escolar. Trata-se dasonetn que a intervencgao direta
proposta nos diversos relatos de experiéncia, embora etoswaisos bastante criativos e inte-
ressantes, mostra-se impossivel de serem reproduzidasdalia de preparo dos professores.
Uma mudanca no paradigma da visdo do conceito incluindo esenslolvimento historico €,
como deve ser, ndo trivial e, como tal, necessita de uma f@mespecifica que seja capaz de
incluir esse novo paradigma na realidade do professor dalsaula.

Propomos aqui, portanto, uma atividade a ser desenvolmdaiesos de formacéo continu-
ada e aperfeicoamento de professores. Nela fazemos usendlergbs da evolucao do conceito
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de numero tentando resgatar o momento em que as grandezasdede serem tratadas como
tal e receberam um tratamento de nimero sem o amadurecimen@ssario para a compreen-
sdo de ambos os conceitos. Intriga-nos que a comparac@&dcesdis de retangulos ndo passem
agora de comparacao entre os produtos de suas bases pelaEspeativas alturas. Mais do que
isso, a reducdo das grandezas as suas medidas e, consequneatd “algebrizacdo” por meio
de formulas estendam-se as apresentacdes das ampliagtdsntimios numéricos. Passa-se
dos naturais aos racionais porque nao é possivel resolvprag@ B — 3 = 0 comn natural,

no entanto porque resolver tal equacao é relevante parao?akssa justificativa €, no minimo,
artificial demais para ser considerada suficiente.

Nossa atividade trata basicamente da comparacao entiaeges) particularmente de seg-
mentos, a partir da descricdo dessa comparacao feita dematdal. Dessa descricéo, alega-
damente, haveria emergido uma teoria de razdes que pretsateaadas proporcdes de Eudoxo.
Fazemos entdo uma revisédo nos trabalhos de dois eminestesdudores da matematica, es-
pecialistas na matematica da Grécia antiga, resgatandmasdia existéncia de tal teoria. A
analise desses indicios mostra-se tao rica quanto a paimi@dade e foi concebida para traba-
Ihar juntamente com a atividade no refor¢co da formacgéo diegsor. A atividade sozinha nada
tem de histéria da ciéncia assim como a analise descrita@ntente nada tem de didatica,
mas quando conjugadas podem, no nosso entendimentoefertal compreensao do professor
sobre a visdo de como tratar um tema levando em consideragé@seavolvimento histérico
dos conceitos envolvidos.
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2 Metodologia

2.1 Histéria como Ferramenta Didatica

O fortalecimento nas ultimas décadas da comunidade deihtoes da ciéncia com um
aumento consideravel na producao de artigos nessa argellgamente na historia da matema-
tica, nos convida a um novo olhar sobre a sua utilizagdo ceswso didatico. Consideramos
essa revisao um passo importante na implementacao efetivend metodologia que consiga
ser coerente com os diversos aspectos envolvidos nesgagqitd. Buscamos, portanto, conju-
gar os avancos consideraveis das pesquisas em educacadcedensiatematica com a nogao
moderna de pesquisa em histdria da matematica.

2.2 Abordagem Modular

Jankvist (2009) categoriza os argumentos que sugeremzagdid da histéria da matema-
tica em sala de aula em duas classes principais sendo anariagshistéria como ferramenta
e a segunda a daistéria como objetivo Jankvist ainda propée um “conjunto de lentes sob
as quais as diferentes abordagens da historia da matereatiemlucacdo podem ser vistas”
(JANKVIST, op. cit., p.251). Os trés tipos de abordagenstias sao:

e Abordagem para lluminagdma qual a histéria da matematica seria uma maneira de
trazer um determinado assunto a tona e desaparecendo cencseguida para dar lugar
ao tratamento moderno do assunto;

e Abordagem Modulgrque se insere como um paréntese nos assuntos comumenge ensi
dos com principio meio e fim voltando os olhares a peculidedajue passariam desper-
cebidas sem sua intervencao;

e Abordagem Histéricague envolve uma reformulacéo do proprio curriculo endaiito o
processo historico (motivacdes, obstaculos, tentaterass e acertos) de construcéo do
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conhecimento mais do que o proprio conteudo criado a senasi

Cada uma dessas abordagens é mostrada em comunicacaoteotasted com distoria
como ferramentauanto com distéria como objetive essa comunicacao revela as relacdes
entre oxcomose osporquésde se usar historia da matematica, segundo o autor.

A atividade proposta no presente trabalho se aproximariasia descricdo da abordagem
modular a medida que propde uma sequéncia com inicio ddseneato e fim abrindo espaco
para intervencdes do professor objetivando ressaltactspeomo a perda do principio da boa
ordem, a densidade dos numeros racionais sobre os reaisvgietude dos numeros reais.

2.3 RestricOes artificiais

A atividade € composta de exercicios utilizando uma nocgéoldeero restrita artificial-
mente paramitar aquela dos gregos. A restricao artificial é criada no iniei@tividade em
que propomos uma definicdo de numero e de grandeza limitandtvagamento e sua mani-
pulacdo aos permitidos pela definicdo. O uso desse artffecideve a impossibilidade de se
recriar o contexto no qual houvesse uma restricdo naturatdalx carga cultural, escolar e
cotidiana, trazida pelos alunos, consideramos totalmaafgopriado pedir que esses alunos
comportem-se como matematicos da Grécia antiga.

Buscamos entdo em proeminentes historiadores espediizan histéria da matematica
grega, em particular nos trabalhos de Knorr (1975) e Forqg, 1999) a inspiracdo para os
exercicios e, a eles, devem-se as notac¢des usadas tantfing®ds quanto nos exercicios.

O uso da notagcdo moderna foi feito de maneira cuidadosa @aralistorcer as nogoes
gregas com a visao atual. N&o foi instituida nenhuma algéergrandezas, de modo que
quando subtraimos duas grandezas, por exemplo, essa&olitéo deve remeter a operacao de
subtracdo no sentido contemporaneo. Vale ressaltar quelgus referimos a uma grandeza
A, ndo estamos nos referindo & sua medida. Por exemplo, gardesdazer uma subtracao
entre dois segmentos ndo congruentes, temos como resultaderceiro segmento e nao a
diferenca entre as medidas dos segmentos envolvidos racaper

O desenvolvimento da atividade propde uma abordagem a gartim principio genético,
mais precisamente, segundo a classificacdo de Schubrind JANKVIST, 2009) um “prin-
cipio psicologico-genético”, onde os alunos sdo convidadmedescobrir o conceito, no nosso
caso de numero real, a partir de uma construcao propriaj@piela atividade proposta.

Consideramos que, nesse sentido, nos aproximamos do doesiafassifica denistoria
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como objetivppois aproxima o aluno da atividade intrinsecamente hurdarfazer matema-
tica. Nao se trata, no entanto de pensar que

“Criancas devem repetir o processo de aprendizado da hdatmindo como
ela fatualmente aconteceu mas, ao invés disso, como teriteao se as pes-
soas do passado tivessem conhecido um pouco mais do queocsasgona.”
(FREUDENTHAL, 1991 apud JANKVIST, 2009, pp.248-249, trada nossa)

pois consideramos que uma abordagem nesse sentido afasipostp de utilizacdo da
histéria da matematica a medida que ignora o contexto sedidsofico do periodo onde o
conceito que se pretende ensinar foi criado.
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3 A Nocao de Razdo na Matematica da
Grécia Antiga

Por matematica da Grécia antiga, Fowler (1999) entendesa fa desenvolvimento que
culminou nos trabalhos de Euclides e Arquimedes”. A linditacausada pela escassez de
fontes dessa época faz com que o trabalho do historiadodaigipareca, até certo ponto,
especulativo. De certo modo, seu trabalho é preencher asda@ partir dos fragmentos aos
quais tem acesso. Nas palavras de Wilbur R. Knorr,

“Basicamente, o registro grego € fragmentario; possuirngosa tratados ma-
tematicos virtualmente concluidos, outros parcialmenteteos com apenas
trechos aleatérios preservados por acidente em obrasdasivalém de uma
reduzida literatura para matematica como os textos daddatgdPlatao e Aris-
toteles, por exemplo. Nesta circunstancia, a literalidadia desastrosa.”(KNORR,
2001, p.122, traducéo nossa)

Grande parte do que se conhece sobre a matematica na Grégéapante de conclusées
tiradas de um exame minucioso, por um lado, dos escritosadadPé Aristételes, e de outro,
dosElementogle Euclides. No caso deste Ultimo, acredita-se que estes@ja, na realidade,
uma compilagdo de conhecimentos matematicos anteridrelg que a forma da exposicao
deva ser caracteristica do tempo e do meio em que Euclides.viv

Comecemos, portanto, pelBementosno qual Euclides apresenta dois tipos de teoria das
proporcdes. Ha uma versao no livro VII que pode ser aplicadeeste a razdo entre inteiros.
Esta versao, atribuida aos pitagoricos, pode ser facibresténdida para razdes entre grandezas
comensuraveis. A segunda versao, presumidamente posterimeira, esta contida no livro V
e € atribuida ao matemético platdnico Eudoxo. Esta teosi@agporcdes € bastante sofisticada
e se aplica igualmente a grandezas comensuraveis e incoresis.

W. Knorr contesta a tese de que a primeira versédo da teoriprdpsrcdes possa ser atri-
buida aos pitagéricos, ao menos do modo formal como ela &exposElementos Segundo
este historiador, o desenvolvimento formal da matemagea ter se iniciado com os trabalhos
de Teeteto, no inicio do quarto século a. C. Comparando astigois de teoria das propor-
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¢cOes expostas por Euclides, ha motivos histéricos pararsditar que a inadequacao da teoria
numérica para tratar as grandezas incomensuraveis teslt & busca de uma técnica que pu-
desse ser aplicada a elas de modo confiavel. Como a técninéifdaese ja era conhecida para

nameros, 0s matematicos da época tentaram estender adasnmoporcées por meio desta

mesma técnica, com o objetivo de obter uma teoria que pudedsi os incomensuraveis.

Neste contexto, surgiram questdes técnicas dificeis coguais os matematicos tiveram
que lidar, o que os teria levado a expressar a teoria dasngfmgsode um modo mais meticuloso
e formal, de forma a evitar os erros e enganos oriundos de uto mduitivo de comparar
grandezas.

Ha diversos exemplos pré-euclidianos de comparacdo deagas. Os babilénios ja li-
davam com problemas envolvendo o estudo da semelhancatde figuras e os primeiros
matematicos gregos, como Herédoto, tratavam exemplodvemado razdes entre medidas de
figuras geométricas.

Os escritos de Herddoto constituem o Unico documento ddas&ca.C. contendo um
estudo de razdes e proporcgdes entre figuras geométricas. dsstidos incluiam a comparacgéo
de segmentos de circulos. Herddoto sabia, por exemplo, gazda entre as areas de dois
segmentos de circulo semelhantes € igual a razédo entre radoatk suas cordas. Para chegar
a este resultado, ele chegou a demonstrar que a razao eateaage dois circulos € igual a
razao entre o quadrado de seus diametros.

Esta demonstracéo, de uma época bem anterior a de Eudogia, @xi conhecimento pro-
fundo de razbes e propor¢des. Uma das hipdteses mais cisfidefendida por historiadores
como Freudenthal, Knorr e Fowler, é a de que o método da mesiéaestava na base de uma
teoria das razdes e proporgcdes que era praticada, pelo ntemaste o século IV a.C. e que
teria sido desenvolvida por Teeteto, matematico conteamaar de Platdo e pertencente ao seu
circulo.

A possibilidade de existirem grandezas incomensuraveiseré representado, assim, ne-
nhum tipo de escandalo ou crise nos fundamentos da matengéaéiga. Ao contrario, a exis-
téncia da incomensurabilidade seria uma circunstancidiy@spois seria responsavel pelo
desenvolvimento de novas técnicas matematicas para bdarazdes e proporgdes.

No periodo pré-euclidiano, segundo algumas fontes indiemngrandezas eram classifi-
cadas como comensuraveis em comprimento ou em poténcia @s@ecificamente, em qua-
drado). Isto queria dizer que duas grandezas incomenssirageno o lado e diagonal do qua-
drado, apesar de ndo serem comensuraveis em comprimaemtmragnsuraveis em poténcia,
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pois seus quadrados sdo comensuraveis. Se temos, por exempduadrado de lado 1, este
lado n&o é comensuravel em comprimento com a diagonal (dpeenss medin/2). No en-
tanto, seu quadrado 1 é comensuravel com o quadrado da diagoe é 2. Podemos concluir,
assim, que estas grandezas Sao comensuraveis em poténcia.

Esta distincdo permite reduzir uma situacéo em que apargégasgrandezas incomensura-
veis a outra na qual existe uma comensurabilidade poteiieseja, para lidar com exemplos
em que eram consideradas razdes particulares, como atyae¢deos por Hipocrates, ndo era
necessario desenvolver uma teoria geral das razdes e gdegor

No século IV, Teeteto teria refinado esta classificacdo dasdgzas comensuraveis para
incluir outras poténcias, para além dos quadrados. Esté@stiue consta no livro X dos
Elementos de Euclides, incluia um tratamento mais refinadarcomensuraveis e demandou
uma nova técnica para comparar grandezas deste tipo. Ac#@édai antifairese, que ja era
conhecida para nimeros, servia a este proposito e forneteweip para a constituicao de uma
primeira teoria geral das razdes e proporgoes.

Proclus afirma que:

“A teoria das grandezas comensuraveis foi desenvolvidaemamente, pela
aritmética e depois, por imitacdo, pela geometria. Por i@, ambas as
ciéncias definem grandezas comensuraveis como aquelast§oeuena para
outra na razdo de um nimero para outro nimero, o que impli&a gomen-

surabilidade existiu primeiro entre os nimeros” (Progiu49).

Os matematicos teriam forjado a no¢do de comensurabilip@@enimeros, uma vez que
a unidade é a medida de todos os numeros. Em seguida, edes exiendido esta nocao para
grandezas, mas ndo puderam encontrar uma medida comurogasat grandezas. Por isto, a
partir da descoberta dos incomensuraveis, a identificatifie grandezas e niumeros, de modo
geral, ndo sera mais possivel.

Sendo assim, aqui apresentaremos alguns aspectos datmeg@dmsla nocdo de razdo na
matematica da Grécia antiga baseada nos trabalhos de Kd@®&, 1979) e Knorr (1975). Tal
reconstrucado apresenta apenas, como ressaltam os pryieoss, um certo grau de plausibi-
lidade.

Alem disso,

“O matemético é treinado para pensar na correcao matens&imaum di-
mensionamento temporal, ou seja, pensar nao historicam@iiviamente é
interessante saber como um evento histérico se mostra oudseérvado por
um matematico do século vinte. Mas confundir isso com o queighificava
em sua época € uma ma histéria."(MAY, 1975, p.453, Tradugissa)
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Desse modo, embora as no¢des modernas de numero, razadezgraetc. tragam con-
sigo toda a carga de sua construcdo historica, devemoarajert os conceitos “homénimos”
tratados nesse trabalho tém sentido filosofico e socialiiagd#erente dos contemporaneos.

3.1 Matematica Praticax Matematica Tedrica

Se hoje, por exemplo, temos uma aritmética que trata tamadmberos quanto das grande-
zas com suas respectivas medidas, ha indicios (ASPER,,2898ue na Grécia antiga havia
um grupo de “calculistas” e “esticadores de corda” que teatada matematica pragmatica
dos calculos monetarios assim como daquela relativa a baganenquanto o grupo dos teo-
ricos tratava de questdes filoséficas onde os numeros tinhpapel bastante diferente e sua
aritmética nao se aplicava as grandezas.

De fato, o pensamento platonico, imperativo nas obras diedeacvisa apresentar os con-
ceitos aproximando-os dos ideais inatingiveis pela radédjue apresenta apenas simulacros
necessariamente imperfeitos desses conceitos.

Tais argumentos reforcam a existéncia de uma matematitiagpgiue coexistia paralela-
mente a tedrica, enfraquecendo observacdes anacrénicae des gregos teriam dificuldade
no tratamento dos processos infinitos” ou que “a descobaréxidténcia dos irracionais teria
causado uma crise nos fundamentos da matematica grega”.

Os indicios sdo mais fortes no sentido de que os processusasfiboem como os métodos
de neusis para solucdo de problemas como a duplicagdo doocubdrisseccao do angulo,
eram relegados a matematica da pratica, ao passo que osemida da matematica previam
um tratamento bem estruturado para os numeros e para aggaan@hcluindo as grandezas
incomensuraveis entre si) sendo clara a distingdo entes estes e, filosoficamente, importante
trata-los de maneira diferente.

Entendemos, entdo, que a reconstrugcado de Fowler, basea@dalbo de Knorr, propde a
existéncia de uma teoria das razées baseada no método trag8eb reciprocas que era capaz
de tratar satisfatoriamente grandezas e numeros. A esfa necrazao Fowler da o nome
de raz&o antifairética com referéncia ao método de antifairese, que signifieeralinente,
subtracdes reciprocas.

O conhecimento do procedimento de antifairese é dado cortoopm varios historiadores,
uma vez que no desenvolvimento dos Livros VII-IX délemntosesse processo é aplicado a
nameros inteiros. Por outro lado, o Livro V, que seria crogaamente posterior aos citados
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anteriormente, j4 apresenta a teoria das proporgées dex&udo

A teoria das proporcdes de Eudoxo torna desnecessario wnvidamento de uma teoria
de razdes, visto que permite que, dadas quatro grandezagyboeasA, B, C e D, decidir se
elas formam uma proporgéo, caso em que se deno:: C: D, mesmo sem dar nenhuma
interpretacdo para as razo&sB eC : D. Desse modo, mesmo que na Definicdo V-3 se tenha
que: “Sejam chamadas proporcionais as grandezas que tanhasma razao” (JOYCE, 1997),

o critério para comparacao ndo consiste em calcular cadalasi@zdes e compara-las.

3.2 Antifairese

A etimologia desta palavra ja indica seu significado de ‘t&giies mutuas”, ou “subtracdes
reciprocas”: dados dois numeros (ou duas grandezas)asabtrem cada passo, um multiplo
do menor do maior até que o resto seja menor do que 0 menor.

Quando este procedimento funciona, e nos permite enc@ninadida comum a dois seg-
mentos, podemos reduzir a geometria a aritmética. A vegdiwala semelhancga entre figuras
pode ser reduzida a verificagcdo de uma proporcao aritmétcpreporcao pode ser definida
como uma igualdade de razdes entre nameros.

Mas quando a antifairese ndo termina, temos o caso incomgescomo no procedimento
que usaremos adiante para demonstrar geometricamentenaeinsurabilidade entre o lado e
a diagonal do quadrado. Nesta situacéo, as definicbes derpéoppela igualdade de razbGes
nAo serdo mais aceitaveis e passarao a ser validas apeaasqamo particular de grandezas
comensuraveis.

N&o se sabe ao certo em que exemplo a incomensurabilidadeldeats grandezas foi veri-
ficada pela primeira vez, mas acredita-se que o método daisgge permitiu que se chegasse a
esta concluséo. A possibilidade de existirem duas grasdezemensuraveis tornou necessaria
uma teoria das razdes e propor¢des independente da ige&dtxd nimeros.

Mais do que isso, 0 método da antifairese teria sido usado gesenvolver uma teoria
de razdo independentemente da nocdo de proporcdo. Segunldw, Frés nocdes distintas de
razao estariam presentes na tradicdo grega: uma vindarnanagsical, outra da astronomia
(que teria servido de base para as definicbes do livro V) e amaita baseada na antifairese,
gue seria a mais interessante.

Para este historiador da matematica, os gregos entendiand@ 22:6, por exemplo, com
base no fato de que podemos subtrair 6 de 22 trés vezes dedtaem seguida, subtraimos 4



19

de 6, restando 2; e finalmente, subtraimos 2 de 4 exatamesdevdnes. Logo, a razdo 22:6
seria definida pela sequéncia “trés vezes, uma vez, exatahess vezes”.

No caso geométrico, duas grandezas estariam na mesma teg&E@ogossuem a mesma
antifairese. Se tentarmos encontrar a razao entre a diagandado do quadrado por este
procedimento, obteremos “uma vez, duas vezes, duas vezssyelzes,...”. Nao é dificil admi-
tir, com argumentos da matematica grega, que esta seqiddmtiaua indefinidamente, o que
bastaria para concluir pela incomensurabilidade.

A descoberta da incomensurabilidade, deste ponto de méteseria uma crise dos funda-
mentos da matematica, mas uma descoberta interessantetjueunmovos desenvolvimentos
da matematica. Logo, ndo seriam exatamente as questfeadiarfento descobertas pelos
gregos que teriam sido resolvidas por Dedekind, como sesdi@lmente, pois as questdes nos
dois contextos seriam bem diferentes.

Para os gregos, a questéao foi resolvida pela teoria dasngfigsode Eduoxo no campo da
geometria. A colocacao de que por mera falta de visdo eleseniam estendido o conceito
de nuimero é absurda, caso contrario eles teriam aceita oomeros, os racionais. Portanto,
guanto a discussao de porque 0s gregos nado teriam construilmoneros irracionais,

“[...] devemos perceber de uma vez que tal discusséo nacipeeleemergido
antes da resolu¢do bem sucedida do problema dos numercsriaig por
Weierstrass e Dedekind no século XIX.” (KNORR, 2001, p. 1tPd4ducao
nossa, comentario N0sso)

Afirmarmos que ndo houve crise néo significa diminuir a imjowita da descoberta dos in-
comensuraveis. Ha duas consequéncias importantes qusapneser investigadas. A primeira
delas é o fato desta descoberta ter produzido um divorcre entiniverso das grandezas e o
universo dos nimeros.

Segundo Aristoteles:

“Para provar alguma coisa nao se pode passar de um génertragisto €,
ndo se pode provar uma proposicao geométrica pela ariamgtiy Se o gé-
nero é diferente, como na aritmética e na geometria, ndo fvebsplicar
demonstragfes aritméticas a propriedades de grandezasif(dica, Analiti-
cos Posteriores, 1.6-7 75a).

A segunda relaciona-se a necessidade de demonstracdo semvaleimento do método
axiomatico.
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3.3 A Razao Antifairética

O conceito de razéo encerra a idéia de comparacao de tamdurtento, qualquer teoria
de comparacao pode ser encarada como uma teoria de razderehda entre essas teorias esta
basicamente na maneira como é encarada a comparacao. Reksevemos que a definicdo de
razao apresentada nBementogleve ser abrangente o suficiente para que possa se enquadrar
nas diferentes teorias de razédo: “Unaadoé um tipo de relacdo referente ao tamanho entre
duas grandezas de mesmo tipo.” (JOYCE, 1997, Livro V, D&fmig, traducéo nossa, grifo do
autor)

Cada um dos contextos em que a razdo se enquadrava na Giigéatimha sua teoria
prépria que ressaltava os aspectos desejados para sesifmofgtowler apresenta as teorias
de razéo nos contextos da Matematica, da Musica e da Astian@ada uma dessas teorias
€ apresentada, em (FOWLER, 1999), a partir de um diadlogdpouoe a tradicdo da escola
platonica.

Na Matematica, Fowler apresenta a sua versdo de uma cagéimda dialogo de Platédo
(Ménor) em que Socrates discute com Ménon e seu Escravo sobre empibh duplicacdo do
quadrado. Na continuacéo desse didlogo, proposta por E@&dlerates incentiva o Escravo de
Ménon a encontrar sua definicdo de razdo que discutiremas aqu

Apds o didlogo com Sdcrates, o Escravo parte em uma peregdngsando entender ou-
tros aspectos do conceito de razdo. Assim Fowler apreseistautros dialogos ficticios entre
o Escravo e Arquitas, para entender alguns aspectos da deg@zdo na Musica, e entre o
Escravo e Eudoxo para discutir a teoria, supostamente estragéo, da raz&do para a Astrono-
mia.

3.3.1 Antifairese

A palavra antifairese, etimologicamente, seria uma apragéo deAntho-hypo-hairesis
que significa literalmente subtracdo reciproca. Aqui, ersas a palavra na forma de subs-
tantivo, a ‘antifaireseentre duas grandezas”, embora, Euclides use apenas a fenma v
“... quando a menor de duas grandezas desiguagmnuamente subtraida, por sua yda
maior...””. Na algebra moderna, o procedimento é conhecidw Algoritmo de Euclides para
encontrar o maior divisor comum entre dois nimeros. No ¢éntagse termo nos remete a ideia
de divisdo, o que indesejado no momento. Buscando a nelatlalinas ideias desenvolvidas
aqui, daremos preferéncia ao termo antifairese ao invédgigifino de Euclides.
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O método da antifairese, descreve uma série de comparabliedidlogo proposto por
Fowler, Sécrates inicialmente pede ao Escravo de Ménonlgeempare duas pilhas de pedras.
A primeira com sessenta pedras e a segunda com vinte e seis pedEscravo sugere, entao
que:

19 Passo: Da primeiro da pilha com sessenta pedras pode-saisdbas vezes pilha com vinte

e seis pedras e ainda “resta”” uma pilha com oito pedras.

29 Passo: Da pilha com vinte e seis pedras pode-se sutisivezesa pilha com oito pedras e

ainda “resta’” uma pilha com duas pedras.

39 passo: Por fim a pilha com duas pedras “cabe’” exatangesteo vezesna pilha com oito

pedras.

A sequéncia: duas vezes, trés vezes e quatro vezes exaamentepresenta o nimero de
subtracdes que se pode fazer em cada passo, o SOcrates de d¢f@amha de razdo. A notacao
Ant(60,26) = [2,3,4] é usada, entdo para representar a razdo antifairética @660 :

A escolha de uma grandeza que pode sempre ser representano@ros inteiros sugere
o carater introdutério do problema. Mesmo assim, as pillegsedira sdo tratadas como gran-
dezas e ndo é sugerida nenhuma comparagdo entre 0s nunss&®@e vinte e seis, o que
consideramos natural quando se pretende estender o praggdia outras grandezas.

De modo geral, sé& e B sdo duas grandezas de mesmo tipo, é possivel subtrair a,menor
digamosB, da maior, nesse cagq ng vezes deixando um “restd®; menor queB. Nesse
caso,ng sera o primeiro passo da Antifairese enire B. O segundo passo da antifairese € a
comparacdao entie; e B. ComoR; é menor quéB, pode-se subtraiR; deB, n; vezes deixando
um “resto” R,. Continua-se procedendo dessa forma até que algum doss'tedigamosR,
caiba exatamentg vezes enR;_1), ou seja, quando a grandeRa'medir” a grandez&_),
nesse casdnt(A,B) = [no, N1, ---, nj] que temi + 1 passos.

O fato deR; “medir” R;_y) garante imediatamente g&epode medir, no sentido de caber
uma quantidade inteira de vezes, todas as grandezas idiariag do processo, ou sefg,
medeA, B, Ry, ---, Rj_1). Em particularR medeA e B, garantindo que essas grandezas sao
comensuraveis entre si.

Reciprocamente, s& e B sdo comensuraveis, existe uma grandezdo mesmo tipo de
A e B que mede ambas. Essa mesma grandeza deve Aedip x B, que chamamos de;
assim como deve med#— n; x Ry, que chamamos d& e todas as grandezas analogamente
obtidas no processo de antifairese. Como essas grandezaséida vez menores, se 0 processo
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nao terminasse, inevitavelmente teriamos Budeveria medir uma grandeR < R, o0 que é
impossivel. Portanto o processo de antifairese deve sess@tamente finito.

Para os numeros, a antifairese serve ao propésito de eacftatares comuns a dois nime-
ros, o maior divisor comum. Muito embora a existéncia da ashedgaranta que a antifairese
seja finita, no caso em que 0s niUmeros Sao primos entre si @gsmtem como resultado ndo
um numero mas a unidade. Nesse caso, ndo existem fatoresgomuainda, nao existe um
ndmero que mega ambos 0s numeros considerados, ja que a unidaderd@msiderada um
namero.

Uma vez que, mesmo para dois niumeros, pode ndo ser possivatam a maior medida
comum, 0 mesmo pode acontecer para grandezas. Mas nesse pasoesso de antifairese
vai apresentando grandezas de mesma natureza cada vezmiedefinidamente, ou seja, o
processo € infinito.

3.3.2 Controvérsias Sobre a Descoberta das Grandezas Incensuraveis

A Proposicédo X-2 do&lementossugere que 0s incomensuraveis eram compreendidos a
partir de um procedimento de antifairese:

“Se, quando a menor de duas grandezas desiguais é subwatttaiamente
da maior, do qual o resto nunca meca aquele anterior, entiicaagrandezas
serdo incomensuraveis”

(JOYCE, 1997, Proposicao X-2, tradu¢do nossa)

Um exemplo de antifairese infinita € a comparacgéo entre odaadiagonal de um penta-
gono regular, que é uma figura bastante ligada aos matespttagoéricos e, portanto, bastante
estudada por esse grupo.

Sejal o lado do pentagono regulabPea sua diagonal. Por meio de constru¢cdes com régua e
compasso, € possivel perceber guabeuma vezemD e sobra segmento que chamaremos de
D —L. Comparandd, comD — L, nota-se qu® — L cabeuma vezemL e sobra um segmento
que chamaremos dé& 2 D. Em seguida, devemos fazer a comparacdo éntre e 2. — D, mas
essas duas grandezas sdo também, respectivamente, tagaltade um pentagono regular.

Desse modo, apdés a segunda etapa da anifairese, devemusrresmesmo problema
inicial de comparar o lado e a diagonal de um pentagono neguiées com dimensdes menores
e, portanto o processo se repete indefinidameAtg@, L) =[1, 1, 1, ---]

De fato, na Figura 3.1, temos um pentag@BCDE de ladoL e diagonaD. Facilmente,
com argumentos da matematica contemporanea, podemos ewegssultado de que o pen-
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tagonoFGHIJ tem lado 2 — D e diagonaD — L. E possivel, no entanto, chegar ao mesmo

resultado utilizando apenas a matematica da Grécia aptigmargumentos analogos aos apre-

sentados nas figuras do didlogo de Platdér(or) sugerem que esse resultado era conhecido
tambem pelos matematicos da época.

Figura 3.1: Diagonal e o Lado de um pentagono: AntifaireBeita.

Embora haja razdes suficientes para acreditar que o estadeldedes entre lados e diago-
nais de poligonos fosse considerado bastante relevanteéednisliica da Grécia antiga, Fowler
sublinha que ha sérias objecdes ao fato de que o método therass, aplicado nesse estudo,
tenha sido o responsavel pela descoberta da incomengladkil Ele argumenta que nem
mesmo a demonstracgdo atribuida pelos estudiosos a Alestdieque, caso a diagonal e o lado
do quadrado fossem comensuraveis, teriamos um nimerayadaigm impar, seria a maneira
como 0s incomensuraveis teriam sido descobertos.

Fowler reforga, no entanto que, independentemente de cemharn sido descobertas as
grandezas incomensuraveis, 0 papel da antifairese ebtmi ao tratamento dado a essas
grandezas:

“Nés devemos, contudo, continuar argumentando que a iseséadesempe-
nhou um importante papel no estudo das grandezas incoragasuno século
guarto, e nas técnicas aritméticas de definicdo, manipuefroximacado de
razbes de numeros”

(FOWLER, 1979, p. 820, Traducdo Nossa)
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3.3.3 Aproximacoes

Embora haja indicios de que os mateméticos da Grécia Antidgegsem manipular fracdes
pelo método egipcio, nenhuma ligacao entre as fracdes sisadaes procedimentos e a ideia
de razdo aparece nos textos dessa época. De fato, poucoessofab os métodos usados
pelos gregos para célculos cotidianos. No entanto, alg@sudtados que aparecem nos textos
remanescentes sem maiores explicacoes, reforcam a idwpiee @des eram capazes de encontrar
convergentes de fracdes continuas.

Na verdade, dada uma antifairésg, n;, ---, nj] € possivel chegar a relagéo
1
[n07 Ny, ‘“7ni]:n0+ 1
M+ —7
N2+ 1
Lt
N

Desse modo, a sequéncia de antifaireses interrompidas
[n0]7 [n07 n1]7 [n07 n17 n2]7

nos fornece uma sequéncia de convergentes

Np, N - n !
0, 0+n_7 0+717

1
N+ —
17

Os textos mostram que, por exemplo, Aristarco usava 7 : 5 @pmximacéo para a ra-
zao entre a diagonal e o lado do quadrado, enquanto Heranusado 17 : 12 para a mesma
razdo. Note que a antifairese entre o a diagonal do quadrid@®£2, 2, ---] e os primeiros
convergentes das fragBes continuas sao

1 3 1 7 1 17
Ll+s=, 14— =_,1+—F— =
9 ) 1 9 1

2 2 24> ° 24+ — 12
2+ —
+2

portanto, as aproximacdes usadas por Aristarco e Heronaravergentes da fragdo continua
referente a antifairese entre a diagonal e o lado do quadNeikse exemplo simples, é tenta-
dor, no entanto, pensar que Aristarco e Heron tenham apemasio as antifaireses truncadas
[1,2,2] e[1,2,2,2] e desenvolvido de tras para frente, como se fossem angésicke nimeros

primos entre si, para chegar aos seus resultados. Mas, @mld@senvolvimento de tras para
frente seja simples com poucos passos de antifairese sehda@vimento se torna bastante tra-
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balhoso conforme o nimero de passos aumenta. Arquimedeagwetba Medida do Circulo”,
afirma que, em linguagem contemporanea, 265 : 4533 < 1351 : 780 e essas cotas sao,
respectivamente, a nona e a décima segunda convergentesd@fa dontinua gerada pela anti-
fairese entre o lado e a menor diagonal de um hexagono regdaber|1,1,2,1,2,1,2,---].

A partir da falta de coeréncia em supor que se usasse umatcarde fracoes para chegar
aos resultados acima, Fowler propde um método usando apmsiimentos disponiveis a
época, embora seja ressaltado que é impossivel decidimséttado teria ou ndo sido usado de
fato. A esse método Fowler d4 o nomeRteposi¢do de Parménidegie consiste basicamente
em, dadas uma aproximacdao por falta e uma por excesso de m@iga eacontrar uma terceira
aproximacao mais precisa que as duas primeiras para a rezé@ada, hora por falta hora por

excesso.

“Seja p: g uma aproximacao por falta e:rs uma aproximacgao por excesso para uma ra2ao
Entéo p+r : g+ s serd uma aproximagao melhor 8alo que as anteriores, seja por falta ou
por excessa.

A proposicéo acima é baseada no fato de pug <r:s=p:q<(p+r):(q+s) <
r : s+. Essa propriedade, no caso da igualdade, é demonstraddementospara nimeros
na Proposicao VII-12 e para grandezas na Proposicao V-1degigualdades ndo sao tratadas
no livro VIl, mas os argumentos apresentados a partir dadBrggio V-10 podem verificar a
validade da proposicéo desejada, embora ela seja vélidaspara grandezas comensuraveis,
pois pressupde a existéncia da quarta proporcional deraédegas. Alternativamente pode-se
ainda argumentar a partir da Proposicéo VI-16, que most&aaqa linguagem contemporanea,
p:q<r:s< ps<qr.

A comparacéo entre duas razdes antifairéticas obedecedgica bue assume que os pas-
sos impares referem-se a quantidade de vezes que a merdezaéou uma parte dela) cabe na
maior (ou uma parte dela. Os passos pares, pelo contrdaemese a quantidade de vezes que
uma parte da maior cabe em uma parte da menor das grandezasldeue, tomando < m,
n,---]<[m,---]masip,n,---] > [p,m,---], [p,q,n,---] < [p,q,m, - - -] € assim sucessivamente.
Essa comparacgdo seria necessaria para decidir se a noxargggr@0 € por excesso ou por falta

Usando a proposicao de Parménides, podemos tomar, porlexdmfp como aproximacao
por falta da raz&o entre a diagonal e o lado de um quadradofatemos(1,2,2,---] para
simplificar a escrita, e 2 : 1 uma aproximacao por excess@aasao.

=1:1<[1,2,2,-]<2:1=[2]
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[1=1:1<[1,2,2,--]<3:2=[12]
[1,3]=4:3<[1,2,2,---] <3:2[1,2]
[1,2,2]7:5<[1,2,2,---] <3:2=11,2]
[1,2,2] =7:5<[1,2,2,---] <10:7=[1,2,3]
[1,2,2) =7:5<[1,2,2,---] <17:12=[1,2,2,2]

Que nos tras novamente as aproximagdes usadas por Herostar €oi

3.3.4 Abandono da Teoria de Razbdes

Com o surgimento da teoria das propor¢cdes de Eudoxo, a na;éazéo perdeu muita
importancia e os procedimentos relativos aos processastifi@r@se perderam relevancia ma-
tematica, assim como sua relagdo com o conceito de razaceseiecido.

De fato, resultados que haviam sido obtidos a partir dagetwirazao seriam explicados
novamente em termos da teoria de proporcdes. A teoria dassaparticularmente a razao
antifairética, tras consigo uma inerente falta de afinidame demonstraces de propriedades
simples, como, por exemplp,:q::p:r=q=r.

Mesmo no caso de razfes entre grandezas comensuraveis.eeas gazdes podem ser
reduzidas a antifaireses entre numeros, o desenvolvintenteoria de razdes, bem como a
manipulagéo dos célculos desses entes seria visto pelos gak®poca como uma “aritmética”
para fracdes que conflitariam com questdes filoséficas coparti¢do da unidade”, sem contar
a falta de relacéo evidente entre, por exemfihd( p, q) e Ant(r,s) comAnt(pr,gs) ou Ant(ps+

ar,qs).

N&o existe nenhum registro na Grécia antiga de que se tenta@decriar uma teoria das
propor¢cdes usando a teoria das razées. No entanto, Holg€R@d)2) remonta os passos de
trés matematicos arabes que se propuseram a demonstravaléguia entre as proposicoes
de Euclides usando a teoria das propor¢gdes de Eudoxo e urreade@roporcdes baseada na
razao antifairética semelhante a apresentada por Fowdeznbnto, esse trabalho apresentaria
varias suposi¢des anacronicas, conforme ressalta VREE2].

Para nés, no entanto, o potencial didatico da teoria da®sazé modelo proposto por
Fowler, no que diz respeito ao deslocamento da extensamdusids da usual para uma inde-
pendente das operacdes, pode ser uma ferramenta intéeesdgyossibilidade de apresentar
o desafio de construir uma nocdo de numero real baseada neitcotle razdo nos pareceu
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promissora.

Em nossa proposta, tentamos apresentar de maneira mas aatecessidade de extensao
do dominio numérico trabalhado mantendo o propésito initgaatribuir uma medida a gran-
deza. Nesse processo, aproximamos o aluno da atividadeelenfatematica deparando-se
com limitacdes ou obstaculos que devem ser, hora vencidos gpenas compreendidos como
acontece diversas vezes na Historia da Matematica.
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4  Proposta didatica

A separacao conceitual entre niumero e grandeza instauedmmpatematicos da Grécia
Antiga persistiu na matematica até o movimento de Aritragfip da Analise, a partir da metade
do século dezenove. De fato, até o século dezoito e iniciecldsdezenove,

“Essa ciéncia era compreendida por consistir do estudo éfeicme algébrico
do nimero e das grandezas continuas, como comprimentossegssim como
suas contrapartes ‘abstratas’.” (EPPLE, 2003, p. 291u¢é&ainossa, grifo do
autor)

Com a criagao da teoria dos conjuntos e a associa¢ao dosagirears aos pontos da reta,
0 conceito de grandeza tornou-se aparentemente indigsbda&ésua medida fazendo com que
nem sempre o aluno faca a distincdo de quando esta traballcand um problema associ-
ado a uma grandeza ou simplesmente resolvendo uma equag#tn &sim, ndo € incomum
encontrarmos resultados inconsistentes com a perguntadizma.

Alem disso, nem sempre fica clara a necessidade de se utilieaneros reais, pois as
habilidades de estimativa (aproximacéo) e contextuadzaygcentivadas pelos parametros cur-
riculares reduz consideravelmente a percepcéao da predesgaimeros reais no cotidiano.

E simplesmente surreal que, por exemplo, ao ser perguntée guantos centimetros de
fita sdo necessarios para envolver uma caixa de bombonsrdatéocircular com diametro
10cm, o aluno responda Iftm Ninguem pede Ificmde fita numa loja. A resposta esperada
€ 3Zmou qualquer outra aproximacgao que seja imposta no enundramutro lado, dificil-
mente as pessoas de modo geral, e 0os alunos em particutz@beer que, ao comprarerml
de fita na mesma loja, eles estédo levando igualmente umaiayargdo de fin. De fato, 1 e
T tém naturezas diferentes enquanto nimeros mas quandmestantexto da expressao de
uma medida, ambos séo igualmente nimeros reais que soregiteatingidos por uma apro-
ximacgao. Finalmente, a densidade dos numeros racionais sslveais, de certo modo, deixa
a impressao de que 0s numeros reais sao desnecessarios lidasiticéo dos instrumentos de
medida acessiveis.

Propomos, portanto, uma introducéo ao conceito de nimeealda na idéia de medicéo.
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Isso significa que iremos associar numeros a grandezasiradaagsscolha de uma unidade. A
medida de uma grandeza sera construida a partir da sua @g@paom a unidade escolhida.

A nocdo de namero inicial é restrita aos numeros inteiros& estendida gradativamente
a partir dos exercicios propostos. Ha, portanto, um configgitavel de que o publico alvo
da atividade traga consigo sua propria visdo de numerondfgseninimizar esse conflito, pro-
pomos uma restricdo do conceito de numero e de grandezaaasectsticas desejadas para o
desenvolvimento da atividade.

Frequentemente assuntos da matematica sao apresentadopgos e, desse modo con-
sideramos que para a apresentacao da sequéncia didatipeogoenos seja necessario iniciar
tratando de suas regras.

4.1 Asregras do Jogo

Consideraremos nesta se¢ao, m@mero como sendo um numero inteiro ndo negativo e
umagrandezacomo tudo aquilo que pode ser aumentado ou diminuido. Nessid@g, pode-se
considerar um numero como uma grandeza, embora ndo sdjaiddrias grandezas numero
algum.

Entre duas grandezas diferentes de mesma natuke#3, dizemos que a grandeBacabe
na grandez& seB pode ser aumentada (&pode ser diminuida) de modo a obter a grandeza
(respectivamentB). Nesse caso, dizemos que existe a diferéned, que é uma grandeza de
mesma natureza que as grandezas consideradas inicialfd@etaos ainda quB caben vezes
emA se existirem as diferencés- B, (A—B) —B, [[A—B) —B|—B, - - -, comniteracBes dessa
operacao, que consiste em comparar se a grarifleake na grandeza resultado da iteracédo
anterior. Nesse caso, dizemos que ocorre uma entre as duaacéies a seguir:

i- Existe a diferenc# — n x B que é uma grandeza de mesma naturezaAcpiB

ii- A grandezaB mede a grandezase as grandezdése A— (n— 1) x B forem iguais. Nesse
caso, dizemos que=nx B

4.2 Antifairese de duas grandezas

Suponha que desejamos comparar duas grandezas diferemesscha naturezA e B.
Uma comparacao simples seria verificar quantas vBoabe emA. Dessa comparacao inicial,
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seB ndo mede\, obteremos uma grandesa- n; x B que daremos o nome &. Na linguagem
corrente, podemos dizer gecabe emA n; vezes e ainda “sobra” uma grandeza de mesma
naturezaR; (B ndo cabe enR;). Para uma comparacdo mais precisa, podemos comparar as
grandeza®$3 e R;. SeR; ndo medeB, obtemos uma grande®— n, x Ry que chamaremos

de R,. Essa operagédo pode ser iterada comparédpcom R, descrevendo cada vez mais
detalhadamente a comparacao entre as grandezas iA@#s

Exempla: A grandezaB cabe 2 vezes na grande&a sobra uma grande®& que cabe
3 vezes enB e sobra uma grande® que cabe 2 vezes eRy e sobra uma grande® que
cabe exatamente 2 vezes Bm

Chamaremogntifairese de duas grandeza#se B, denotada poAnt(A B), a sequéncia de
nameros que representam quantas v&eabe emA, R; cabe enB e assim sucessivamente.
No Exemplq, teriamosAnt(A,B) = [2, 3, 2, 2]

Vale notar que a antifairese entre duas grandezas ndo desada uma delas separada-
mente. Ela nos fornece apenas uma comparacao entre essaszgia Para efeito de visua-
lizacdo, observe a Figura 4.1 onde as grandezas descritasentplq séo os lado# e B do
retangulo.

Note que a grandeZ& mede as grandez&s, R;, B e A. Diz-se ainda queR; é amaior
medida comumas grandeza& e B.

Ro

Ry

A
Figura 4.1: Antifairese do ExemploAnt(A,B) = [2, 3, 2, 2]

Exercicio 1 Dizer que a grandeZ& mede a grandezé consiste em encontrar o numerdal
gueX = n x Ry. No Exempla, encontre os nimerase mtais queA=nx R3eB=mx Ra.
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4.3 Antifairese no Geogebra

Para encontrarmos a antifairese entre duas grandezasyarente segmentos), usare-
mos o software Geogebra.

Na Figura 4.2, os numeros 1, 2 e 3 indicam 0s passos pararefiesiama subtracdo entre
as grandezah e B.

Argeva  Editar  Exibir  Opgfes Ferramentas Janela  Ajueda

k"

o

: O] %]

c’} _‘.

Poligono
Selecione o5 véices formando um ciclo

.
i Poligono

¥4 Enfrada: | |" 1] |u l”l:.omenc'-:l ﬂ
Figura 4.2: Software Geogebra: 3 passos para a uma subtracéo

O programa ird perguntar quantos lados tém o poligono nequiase deseja tracar. O gé-
nero 4, que é o que desejamos, vem pré-selecionado de mobtastaeconfirmar selecionando
“OK” (Figura 4.3).

A Figura 4.4 Mostra o resultado dessa operacao e 0s nimemilieam os pontos para a

" Pontos
|4 v =]

OK .y  Cancelar |

Figura 4.3: Caixa de texto para escolher o género do poligamndar.
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continuacao do processo. Apds algumas iteragdes, cheyjé-egesultado ilustrado na Figura

Jecuo Ediar Edblr Gpghes Fertamentss Jansla Aluda

1

%

A8

) entrasa | =l =fcomanse. =]

Figura 4.4: Primeiros passos da Antifairese eAtesB no software Geogebra

4.5, onde esta assinalada a grandeza que é a maior medidan@sguandezas A e B. Quando
€ possivel encontrar tal grandeza, dizemosAja® sdocomensuraveis

b ot Eabi_Opiies Foramenias s Nide

DR EEERE RN D e 4

Maior medida comum entre A e B

0 e | |

Figura 4.5: Resultado final da Antifairese entre os segnseéxéB. Ant(A,B) =2, 1, 1, 1, 2]

Exercicio 2 Encontre a antifairese entre dois segmentos dados usaadogebra.
Exercicio 3 Construa no Geogebra dois segmemt@B tais queAnt(A,B) = [1, 1, 4].
Exercicio 4 A Figura 4.6 mostra as respostas de dois alunos ao ExeBicio
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I) Pode-se dizer qua=C eB = D? Justifique?

i) SejaP a maior medida comum ent#&& e B e Q a maior medida comum ent@ e D.
Encontreny, np, n3, ngtaisqueA=n; xP,B=np xP,C=nz3xQeD =ny x Q.

iii) Calculen; —n3z e np — ng obtidos na resposta do item ii.

iv) Que relacao existe entre os retangulos da figura? Justifiga resposta.

CAmuho Editar Exblr Opges Fermamentas Janala Ajugs

pDEEEEERNEEE 3

ANKC D)

ant A B

2 Entrada | il ;“a =||comando..  w]

Figura 4.6:Ant(A,B) e Ant(C,D)
Exercicio 5 SejaAnt(A,B) = [ng, ny, n3, ---nj]. Determine as seguintes antifaireses:
i) Ant(A+B,B)
i) Ant(A+ng x B,B)
i) Ant(A—B,B)

iv) Ant(A—n; x B,B)

Exercicio 8 Considere conhecida a antifairese entre duas grandez®: Ant(P,Q) =
[n1, Ny, ---, ni]. Desejamos encontrar a antifairese entre duas outrasapasfde B, de mesma
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natureza das grandezBse Q. Em determinado passo do processo, encontra-se grandezas,
Rj_1 = P eRj = Q. Se os primeiros nimeros da antifairese eAtgeB sdomy, mp, ---, mj,

qual sera a antifairese completa entve B? O que aconteceria se no lugarRe, =P e

Rj = Qtivéssemos apenas que o retangulo de I&jos e R; semelhante ao retangulo de lados
PeQ?

Exercicio 7 Na Figura 4.7, considere conhecidast(BC,BA) e Ant(FH,FG). Sabendo que
CEFGé um quadrado, determirent(BE, BC) nos seguintes casos:

A D H

Figura 4.7:Ant(BC,BA) = [ng, ny, ---, njj e Ant(FH,FG) = [mg, ---, mj]

i) FG<FH

iy FG>FH

4.4 Antifaireses infinitas

A antifairese entre duas grandezas nos fornece uma mameg@angpara-las de modo tao
preciso quanto tenhamos necessidade. Desse modo se deséanecer uma comparacao
entre as grandez#se B podemos escolher o grau de precisao interrompendo a eegdaapos
alguns passos do processo.

Interromper a descricdo da comparagao consiste em nédo camapgrandez&; ., com a
grandeza;.
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Usaremos a seguinte notacao para uma antifairese intedamptre as grandezase B:
Ant(A7 B) - [n07 n17 Ty ni7 Ant(Ri-‘rl, Rl)]
deixando indicado que se pode refinar a comparacao&etiebastando, para isso, acrescentar
os numeros dant(R, R 1).

Diremos que duas grandezas tém antifaineBeita se o processo de subracao mutua puder
ser continuado indefinidamente.

Se duas grandezas apresentam uma antifairese infinitayromnfiescrito acima, néo sera
possivel encontrar a maior grandeza que mede ambas as zaaramsideradas. Diremos,
entdo, que as grandezas s@mmensuraveis

De modo geral, decidir se a antifairese entre duas gradeaas&o infinita se mostra bas-
tante dificil, pois, em principio, nada garante que a praxteracdo do processo nao fornecera
uma grandez®; ;1 que é capaz de med® finalizando o processo de antifairese.

Tomemos, no entanto o caso particular em que exi®emR;, 1 na antifairese entre as
grandezad\ e B, tais queAnt(A,B) = Ant(R;,R+1). Se as grandezas consideradas forem seg-
mentos de reta, vimos que isso acontece quando o retanglada®A e B é semelhante ao
retangulo de ladoR; e R+ 1. Nesse caso, teremos giet(A, B) é infinita, pois

Ant(A,B) = [no, Ny, -+, ni, Ant(R;, Rit1)] = [No, Ny, -+, ni, Ant(A, B)]
Ant(A7B): [n07 Ny, ---, Ny, Ng, N1, ---, Nj, Ng, No, N1, ---, N, ]

De fato, esse mesmo conceito pode ser extendido para ummgsouco mais geral, onde

Ant(Ri+p,Ri+p+1) = Ant(R,Ri;1), ondeR;, R4, Ri+p: Ri+pt+1 sdo grandezas que aparecem
na antifairese entre duas grandeaasB.

Ant(A,B) = [no, Ny, ---, ni, Ant(R,Ri11)]

Ant(Ri7Ri+l) — [m17 rn27 T mpa Ant(Ri—i-p),RHerl)] - [mla m27 Ty mp7 Ant(Ri7Ri+l>]

Ant(A7B>:[n07 nl7 T ni7 m17 Ty mpa ml7 Ty mpa ]

4.5 O Retangulo Aureo

Um retangulo é ditdAureq quando ao removermos dele um quadrado de lado igual ao
menor dos lados, o retangulo restante é semelhante aouktamginal (Figura 4.8).
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Figura 4.8: Retangulo aureABFE é um quadrado ABCD~ DEFC

Mas o procedimento de remover um quadrado do retangulogroafdescrito na definicdo
do retangulo aureo é exatamente o primeiro passo da apgdaéntre as grandezas que sdo 0s
lados do retangulo. Desse modo temos:

Ant(AD, AB) = [1, Ant(DC, DE)]

e, pela definicdo de retangulo aureo, o retangulo de la8asAD é semelhante ao retangulo
de ladoDC e DE, portantoAnt(AB,AD) = Ant(DC, DE) e Ant(AD, AB) = [1, Ant(AB,AD)] =
[1, ]_’ ]_, ]

Conclui-se, portanto, que os lados do retangulo aureo samiensuraveis entre si.

4.6 Diagonal e lado de um quadrado

A Figura 4.9 mostrant(D, L), ondeD e L s&o, respectivamente a diagonal e o lado de um
guadrado.

Vamos mostrar que o retangulo ressaltado na Figura 4.9 disame ao retangulo todo.
Para que isso seja verdade, precisamos garantibgque e 2. — D sejam também o lado e a
diagonal, respectivamente, de um quadrado.

De fato, na Figura 4.10, os triangula®B e GEB sao retangulos isésceles e congruentes,
de modo queGE = L. Alem disso, os triangulo&FD e AFE séao retangulos, isdsceles e
congruentes, de onde tiramos qBE = D — L. A hipotenusa do triangulFE é também a
diagonal do quadradAFHE de ladoD — L e sua diagonal medeE = GE—-FG=L— (D —
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Figura 4.9: Antifairese entre a diagonal e o lado de um quiadra
C

’ D-L

D-L
A
Figura 4.10: Quadrados de ladog D — L e suas respectivas diagonBi€ 2. — D

L) = 2L — D. Portanto s e L séo diagonal e lado de um quadrado, entie-® e D — L

também séo.
Desse modo, a partir dBxercicio 7, concluimos queéAnt(D,L) = [1, Ant(L,D —L)] =
[1, 2, 2, 2, ---] que € uma antifairese infinita e, portarioe L s&o incomensuraveis entre si.
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4.7 Atribuindo NUmeros as Grandezas

A Antifairese nos fornece uma maneira comparar quaisques dgrandezas de mesma na-
tureza. No entanto, até agora, nenhum namero € atribuidaadayas.

Atribuir um nimero a uma grande2aconsiste, em uUltima analise, em escolher uma gran-
dezaU, do mesmo tipo dé, como unidade e fazer a comparacéo eAteJ. A grandeza)
sera atribuido o nimero 1 e o numero atribuido a grandeesa anedidade A, tomando como
unidaddJ. ObviamenteA tera medidas diferentes se unidades diferentes foremhédasl

Como vimos anteriormenté&) medeA se existir um nimera tal queA=nx U. Nesse
caso, dizemos qu& meden unidades ént(A,U) = [n].

Note, no entanto, que ndo existe uma unidade que seja capaedietodas as grandezas
de um tipo, pois, por exemplo, nenhuma unidade seria capazede& uma grandeza menor
que ela. Até o momento, ao denofamt(A, B), era possivel tomah como a maior das duas
grandezas e iniciar o processo de subtracao faza&rdB e encontrando quantas ve&eesabia
emA. Podemos generalizar esse processo para 0 caso ddégueior qued, o que consistiria
em iniciar a descricdo da comparacédo dizendoRBjuéo cabe end\, 0 que pode ser denotado
porAnt(A,B) = [0, Ant(B,A)].

Para que possamos atribuir um nimero as grandezas menei@sjdade, precisamos ne-
cessariamente estender o conceito de nimero, pois nenhmeraino sentido compreendido
até aqui, pode expressar uma grandeza menor que a unidade.

Inicialmente, vamos considerar uma grandézauma unidad¥ tal queU = n x A. Nesse
caso, temos quant(A,U) = [0, Ant(U,A)] = [0,n]. Na descri¢do em linguagem corrente, seria
natural dizer qué\ € a n-ésima parte de¢, ou aindaA = =X U e, portanto, o numero atribuido

. 1 . ) ~ .
aAseraa fragac-ﬁ. Como a medida dA é resultado de sua comparagédo com a unidhde
usaremos a seguinte identificacao:

1

1
Ant[A,U] = [0,Ant(U,A)] = 0+ —0+- =2

Ant(U,A)
Essa identificagdo nos permite, uma vez conhecida a aesié@ntre duas grandezas, ex-

pressar a medida de uma considerando a outra como a unigaempla SejamA e B duas

grandezas de mesma natureza taisAjoigA, B) = [1,2,2]. Se desejamos medktomandoB
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como unidade, basta escrever:

1 7
_|_ —
2
De modo geral, sAnt(A,B) = [no, n1, Ny, ---, nj], a medida d&\, tomandoB como uni-

dade sera um numero na fornga ondep e q # 0 sdo numeros, no sentido que haviamos
proposto inicialmente, de modo que:

p 1
=~ =np+
q o

1
1
N2+ 1

Lt
N

Ny +

Vale ressaltar que essa representacéo € Unica, desde gidecemos que as “sobrdg’se-
jam cada vez menores. Obviamente, se compararmos asrasgéfig, ---, njje[ng, ---, Nj—
1,1] elas serdo iguais, mas desse modo, teridRos= R, que ndo € desejado no processo
das subtracbes. Podemos eliminar essa ambiguidade desdeemypre tenhamag # 1 e
n, >0, Vi >0.

4.8 Antifaireses interrompidas e Aproximacoes

Como vimos anteriormente, podemos interromper uma am#aifornecendo uma compa-
racdo menos detalhada entre duas grandezagpréximacaoc de indicej + 1 (denotada por
Cj+1) da medida dé\, tomando como unidadg, serd o nimero correspondente a antifairese

Ant(A, B) interrompida no indicg. SeAnt(A,B) = [no, n1, Ny, ---, Nj] temos:
C1 = [No], C2 = [No, N1|, -+, Cj41 = [No, Ny, -+, Nj]
Cadacj;1 pode ser escrito na forntg 1 = % onde
j+1

o =1, pr =g ji+1=Njr1 X Pj+ Pj— . .
P P1 o Pj+1 j+1 X Pj + Pj 1, V=12 i
Q=0 m=1 Qj+1 = Nj+1 X Qj +0j-1

Note quecy ndo € uma aproximagao da medidaddassim com@yg e gp hdo sdo numerador
e denominador dessa aproximacdo. Eles foram introduzigesas para facilitar a maneira
de escrever as formulas ¢, 1 e qj.1. Essas férmulas podem ser facilmente demonstradas
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usando o principio da inducéo finita, desde que facamos a&ss@c de que as antifaireses
possam conter numeros fracionarios, 0 que nao nos € irdateswo momento.

Para determinar as aproximagdes da medida de uma grafidiemaando como unidade a
grandeza, tal queAnt(A,B) = [no, Ny, ---, Ni], vamos usar um programa de planilhas eletr6-

nicas.

Os programas de planilhas eletrénicas tém a vantagem dahaatibem com formulas de
recorréncia, como as descritas ppja; e dj+1. Na Tabela 4.8, descrevemos o preenchimento
dessas formulas pam, g1, p2 € g2, bem comoc;. Para encontrar os valores seguintes de
p, basta copiar célul&4 e colar nas célula€5 até C(i+3) da colunaC. Analogamente para
encontrar os valores dig copiamos a célul®4 e colamos nas céluld35 até D(i+3) e, por
fim, para obtermos as expansdes decimaisjde= % basta copiar a célulg3 e colar nas
célulase4 atéE(i+3). Exercicio @ Num programa de planilhas eletrbnicas com as formulas

A |B |C D E
1§ |[n|pj dj+1 Cj+1=1g
2 -1 - 1 0 -
3 0 |ny | =B3 1 =C3/D3
4 1 ny | =B4*C3+C2 | =B4*D3+D2
5 2 No
6 3 n3
7 4 Ny
+3 |1 | M | pis1 Qi+1 Cit1

Tabela 4.1: Célculo dg.1 em um programa de planilha eletrénica.

configuradas conforme a Tabela 4.8, preencha a cdlunam os numeros dént(A B) =
[5,2,3,1,2,3,4,5,6,1,2].

i) Determine a medida d&, tomandoB como unidade (A medida d&serd o nimero que
aparece na céelulal3).

ii) Selecione a colun& e formate suas células corhldimero com 2 casas decimais. Quan-
tas aproximagoOes séo diferentes da medidae

iii) Utilize o recursoAumentar numero de casas decimaido programa, de modo que todas
as aproximag0des sejam diferentes da medid& @@uantas casas decimais foi necessario?

iv) Se vocé precisasse usar a medidadem forma de fracao, para algum calculo que néo
premitisse erro maior que 01, qual o menor denominador que vocé poderia usar?
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v) Na célulaF3 escreva a seguinte formulae$13-E3 Copie a célula e cole esta formula
na colundF, deF4 atéF13 e formate as células dessa coluna como niimero (com 10 casas
decimais). Interprete essa férmula e os resultados dekszaco

Exercicio 10 Sejai—g a medida d&\, tomandoB como unidade. Determingnt(A, B). Exer-
cicio 11 Justifique a afirmacado: “Se a medidaAleéomando como unidad® € um ndmero
da formaE, ondep e q sdo numeros inteiros @+ 0, entdcAnt(A,B) é finita”. A afirmacéo
continuaria verdadeira ee g pudessem ser fracionarios?

Nesse ponto, deve estar claro quedsi(A, B) € infinita, entdo nenhum nimero da forma
E, ondep e g sdo numeros inteirosg+# 0, pode representar a medidaAldomandaB como
unidade. Para contemplar as medidas de segmentos incadnaisicom a unidade escolhida,

devemos, entdo, estender mais uma vez o conceito de namero.

SejaA uma grandeza incomensuravel com a unidade, que represeotaa partir de agora
por 1, tal queAnt(A, 1) = [ng, ng, Ny, ---]. Sejam, aind&;, 1 as aproximacdes de ordejm- 1
obtidas a partir das antifaireses interrompidaggnDiremos que a medida deeé um nimero
C, se|c—cj41| for cada vez mais préximo de 0, conforme aumentamos o valpr de

De fato, essa ultima definicdo de nimero engloba todas asgdefsnanteriores, sendo que
no caso de = c1, esse numero seiateiro. No caso de = ¢ 1, 0 numero serdacional
(ou fracionario). Por ultimo, se # cj;1, Vj, esse nimero sef@acional. Os nimeros, em
gualquer dos casos descritos, que expressam a medida deamdaza sao ditagais. Exer-
cicio 12 Como vimos anteriorment&nt(D,1) =[1, 2, 2, 2, ---], ondeD é a diagonal de um
quadrado cujo lado é a unidade de medida.

i) Use um programa de planilhas eletrénicas para encoatyzartir deAnt(D, 1), as vinte
primeiras aproximacoes para a mediddxde

i) Na planilha preenchida conforme a Tabela 4.8, preenclkélaa F3 com a formula
=ABS(E4-E3) Copie essa célula e cole na colurale F4 até F19. Interprete essa
férmula e os resultados dessa coluna.

iii) Formate as células das colungse F como nimero com 2 casas decimais e usando a
ferramenta do programa varie a quantidade de casas decithgise significa aumentar
ou diminuir o numero de casas decimais dessa coluna?

Exercicio 13Considere uma retaonde estdo marcados dois ponds U. Argumente sobre
as seguintes afirmacgoes:
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i) Dado um pontoA € r comA # U e A # O sempre é possivel encontrar a medida do
segmentdA, tomanddJ como unidade.

i) Dada uma medida existem exatamente dois pontdsA’ € r tais que as medidas dos
segmento©A e OA, tomanddJ como unidade, sdo iguaisa

iii) Dado um pontoA, P € r. Se a medida d©A, tomandoU como unidade, ndo € um
namero racional, entdo existe enf&re P um pontoQ tal que a medida do segmer®®),
tomanddJ como unidade, é racional.
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5 Consideracoes Finais

Entendemos que, embora sejam abundantes os artigos guersenras vantagens de se
utilizar a Historia da Matematica no ensino, ha ainda catéreia no que diz respeito a me-
todologia dessa utilizagdo. Sendo assim, nossa proposédibae em diversos artigos que,
embora ndo tratassem diretamente de metodologia did&@ezéam recomendagdes que con-
sideramos relevantes para uma proposta didatica consualzgta do conhecimento histoérico e
técnico esperados na formacao do aluno.

Buscamos portanto suplantar a fase em que nos perguntandesesaos ou ndo ensinar
utilizando como recurso didatico a historia da matematicaseconcentramos em desenvolver
uma atividade que pudesse ser inserida em diversos cositkxi@nsino. Por esse motivo, ndo
sugerimos um publico especifico como alvo da atividade. fPardes facilmete argumentar, por
exemplo, em favor da sua utilizacdo em cursos de formacamfiespores, pois € esperado que
a diversidade de abordagens de um assunto tdo importantenuto do ensino basico seja
benéfico para professores em formacdo. Do mesmo modo, palegadr que essa atividade
seja aplicada no ensino médio visando tornar o conceito deraireal mais natural para os
alunos.

Naturalmente a atividade ndo se trata de um roteiro com tjam@e sucesso na aquisi¢ao
da noc&o de namero real. Muito menos deve-se encarar a faapdatica como uma lista de
exercicios. Esperamos que, com base nos modelos de exemrigpostos o professor faga suas
adaptacdes direcionando a atividade para seu publico elweodio a tirar maior proveito para
seus propositos.

Uma preocupacao secundaria, mas ndo menos importantenfeggio da proposta dida-
tica foi a possibilidade de que essa atividade servisse d@se para pesquisas em ensino de
matematica.

Ressaltamos que a andlise da producao dos alunos, comaiargoo Cury et al. (2008)
e Mandarino et al. (2008), em uma atividade baseada na pgeogoe aqui fazemos pode ser
bastante esclarecedora no que diz respeito a concepcaaragmteal trazida pelos alunos
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e contribuindo para o avanco da pesquisa sobre a propriagrab modelo defendido por
(PALIS, 2008).

Os primeiros modelos de exercicios onde os alunos sdo @unsda manipular a ferra-
menta introduzida, pode gerar situacdes adidaticas gsanes que podem suportar uma enge-
nharia didatica. De fato, um exémplo candnico de Brusseandenharia didatica € descrito
por Artigue (2000), onde se deseja introduzir o conceitoldearo racional a partir do conceito
de comensurabilidade comparando-se pilhas de papel. itaoress que haveria ganho em uma
atividade semelhante onde a manipulacao fosse feita a garioftware de geometria dina-
mica comparando-se segmentos ao inves de pilhas de pap#&rme sugerido na atividade
que propusemos.

Por fim, a introducé&o dos recursos computacionais na atigidédrem caminho para in-
vestigacdes acerca das restricdes inerentes aos sofuwgizeslos. Tais investigacdes tém se
mostrado frutiferas nas tentativas de se compreender,0nd® softwares como como recurso
didatico, mas as concep¢des dos alunos sobre o conceito fedgmpor Giraldo (2004) no caso
da derivada.

Portanto, acreditamos que nossa proposta didatica, fuenttada na historia da matema-
tica, possa interagir com diversas areas de estudo da éaduealp ensino da matematica con-
tribuindo para o fortalecimento de ambas as areas de pasquis
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