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Resumo

MANIPULAGAO DE PROVAS SEMANTICAS E SINTATICAS EM CALCULO

DIFERENCIAL E SEUS POTENCIAIS CONFLITOS

Diego de Souza Nicodemos

Dezembro/2010
Orientador: Victor Augusto Giraldo
Co-orientador: Carlos Eduardo Mathias Motta
O foco central desta dissertagdo estd em identificar o uso de provas(demonstragdes)
sintdticas e semaénticas, e eventuais fatores de conflitos causados por cada tipo de

prova(demonstragdo), bem como a frequéncia desses conflitos.

Palavras-chaves: Prova Sintdtica - Prova Semaéntica - Imagem de Conceito - Definigdo

de Conceito.
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Abstract

SEMANTICS AND SYNTACTICS PROOFS MANIPULATIONS IN

DIFFERENTIAL CALCULUS AND IT'S POWERFUL CONFLICTS

Diego de Souza Nicodemos

Dezembro/2010

Advisor: Victor Augusto Giraldo
Co-Advisor: Carlos Eduardo Mathias Motta

The focal point of this work is to recognize the use of semantic and syntactic proofs,
and occasional conflict factors caused by each type of proof, as well as these conflict’s

incidence.

Key-words: Syntatic Proof; Semantic Proof; Concept Image; Concept Definition.

X



Sumario

Dedicatoéria
Agradecimentos

1 Introducao

2 Referencial Tedrico

3 Questoes de Pesquisa
4 Metodologia

5 Analise de Dados Empiricos
5.1 Questdo 1 . . . . . . . e e
5.2 Questdo 2 . . . .
53 Questdo 3 . . . ..

54 Questdo 4 . . . . .. e e
6 Conclusao
Referencial Bibliografico

7 Apéndice

iv

17

33

40

40

47

57

73

83

87

90



7.1 Questdo 5

7.2 Questdo 6

xi



Capitulo 1

Introducao

O interesse nesta pesquisa surgiu a partir de concepgdes pessoais de que para verdadei-
ramente aprender e fazer matematica é fundamental termos uma ampla compreensao de
seus conceitos. Ndo acreditamos ser possivel a existéncia de um aprendizado pautado

em reprodugdes vazias de algoritmos e teoremas, sem atribuir significado a eles.

Acreditamos que compreender os conceitos matemadticos tem maior valor do que
saber apenas realizar calculos. Sem diuvida o campo das idéias é mais sutil e mais
complexo do que a apropriagdo da manipulagdo de simbolos e férmulas. Cremos que,

na matemadtica, a dedugdo é mais relevante do que o processo.

Este trabalho consiste em analisar respostas dadas as questdes de cdlculo diferencial
e integral na prova de selegdo para o Mestrado de Ensino de Matemdtica na Universidade
Federal do Rio de Janeiro (2006, 2007, 2008 e 2009). Essas respostas serdo discutidas
a partir do referencial teérico que aborda a produgdo de demonstragdes sintdticas e

semanticas de Weber e Alcock (2004).

A produgdo de uma demonstracdo sintdtica reflete a tendéncia em manipular fre-
quentemente simbolos, enquanto que a produgao semantica predomina-se por uma ma-

nipulacdo de sentidos e conceitos. Um tipo de produgdo ndo é mais nem menos formal



ou correta que a outra, ter ou ndo ter rigor ndo estd, necessariamente, relacionado a um
ou a outro tipo de produgdo. Quando tratamos da produgdo de demonstragdes sintdticas
ou semanticas o processo usado para obté-la ou o resultado é o mais importante. Desta
forma é de se esperar que o resultado final, em ambas as escolhas, seja minimamente
formalizado. Ressaltamos que este é um estudo inicial, que sugere algumas questdes de
pesquisa. Acreditamos que para entender melhor estas questdes, poderd ser realizado,

no futuro, um estudo mais aprofundado, envolvendo entrevistas.

Definigoes, propriedades e teoremas devem ser bem explorados e discutidos, tanto
sintdtica quanto semanticamente. Analisaremos o produto final do pensar matematico
de individuos de variadas formacgdes: bacharéis em matematica, licenciados em ma-
tematica e até possivelmente engenheiros. Por ter sido invidvel estabelecer qualquer
contato com os candidatos, nenhuma entrevista foi realizada. Consideraremos apenas
suas respostas, porém cada desenvolvimento serd exaustivamente analisado e revisto, e
por se tratar de uma selecdo ao Mestrado em Ensino de Matemadtica, para a Universi-
dade Federal do Rio de Janeiro, podemos esperar que os candidatos tenham respondido
as questdes utilizando todos os seus recursos, o que torna suas respostam minimante

fiéis a seus conhecimentos e crengas.

Utilizaremos, nesta pesquisa, a teoria de imagem de conceito e definicdo de conceito
de Tall e Vinner (1981). Investigaremos se uma imagem de conceito consistente conduz
de maneira natural a definigdo de conceito, assim como se uma definigdo de conceito

bem compreendida nos leva a promover uma boa e satisfatéria imagem de conceito.

Na matemadtica, os exemplos sempre foram poderosas armas didaticas, promovendo
um melhor entendimento de teoremas e definigdes, muitas vezes obscuras e sem sen-
tido para os estudantes. Enquanto professores propomos, na maior parte das vezes,
os exemplos mais convencionais, conhecidos como “exemplos estereGtipos”. E dificil

nos depararmos com exemplos menos padronizados: fungdes continuas costumam ser



representadas em intervalos da reta, sequiéncias convergentes costumam ser mondtonas,
fungles integraveis costumam ser continuas. Enfim, nossos exemplos tendem a ser os
mais simples possiveis, sempre pensamos nas situagées mais faceis para discutir novos
ou antigos conceitos. Isto gera uma banalizagdo dos objetos matemadaticos causando
sérios entraves na compreensdo plena do conceito discutido, tornando-se muitas vezes,
um fator de conflito entre a imagem de conceito adquirida e a definigdo de conceito

formal.

Giraldo discute o conceito de derivada de uma funcgao real, em um ambiente compu-
tacional, com um grupo de alunos - iniciantes em cdlculo diferencial e integral. Durante
uma das etapas de sua pesquisa, introduz a definicdo formal de derivada utilizando

epsilons e deltas, ressaltando o seguinte:

Né&o se espera dos alunos a compreensdo do enunciado formal da definigéo,
no sentido da formacao de uma imagem de conceito ampla a ponto de operar
simbdlica e logicamente com ela nos primeiros cursos de calculo, supde-se que
a abordagem formal seja apenas sugerida, para ser coberta em detalhes nos

futuros cursos de andlise (2004, p.100).

Seu trabalho sugere que, com o tempo, os graduandos se apropriem de conceitos
melhor estruturados, estabelecendo imagens de conceito naturalmente mais pluralizadas

com os diversos conteiidos da matematica.

Giraldo (2004) verifica que os conflitos teérico-computacionais motivam a compre-

ensdo mais profunda da teoria trabalhada.

Aqui, nesta pesquisa, nossa expectativa é que surjam conflitos entre imagem de
conceito e definicdo de conceito. Esperamos que seja possivel detectar que as respos-
tas dadas as questdes levantadas sdo evidéncias contundentes de que é necessdrio nos

preocuparmos com o entendimento pleno dos conceitos matematicos.

Acreditamos que vdrios fatores de conflitos sdo causados por inconsistentes ima-



gens de conceitos, tanto num ambiente de produgdo sintdtica, quanto no de producgao
semantica. Pretendemos verificar se o procedimento sintdtico produz, com maior freqiién-
cia, fatores de conflitos (se comparado ao procedimento semantico). Identificaremos
cada tipo de argumento, tragcando paralelos entre esses dois tipos de producgbes de
demonstracdes. Isto nos possibilitard levantar aspectos positivos e negativos que ora

viabilizam, ora atrapalham o processo de ensino-aprendizagem.

Discutiremos diversas produgdes que certamente trardo a tona a necessidade e a
importancia em se repensar o ensino da matemadtica, tornando-o mais comprometido
com sua natureza investigativa e 16gica que tanto o caracteriza. Esperamos desta forma,
discutindo a variedade das produgdes matemaéticas, contribuir chamando a atengdo para
o fato de que diferentes tipos de produgao podem, se bem conduzidas, alcangarem éxito

efetivamente.



Capitulo 2

Referencial Teodrico

Neste capitulo, discutiremos a linha tedrica que permeard toda a pesquisa. Ao longo do
trabalho, investigaremos respostas dadas as questdes de cdlculo diferencial, examinare-

mos como se ddo as definigdes e como as provas (demonstragdes) se desenvolvem.

Sobre conceitos e defini¢bes, Pais afirma que:

Uma definicdo matemdtica é como uma expressdo linguistica formal, que re-
sume por meio de palavras e expressdes as caracteristicas essenciais de deter-
minado conceito. Entretanto, essas caracteristicas essenciais devem expressar,
de forma objetiva, a totalidade da ideia representada, e ndo deixar dividas em
relagdo a nogdes correlatas. Em outros termos, o sentido de uma definicdo se
traduz como o registro de uma ideia cujo significado encontra-se estabilizado

no contexto do saber cientifico (2006, p.120).

E claro que uma definicdo matemadtica pode variar, dependendo da visdo que se tem
sobre a propria matemdtica. Frequentemente iniciamos uma teoria axiomatizando certo
conceito e demonstrando outros a partir das definigées admitidas. Porém, muitas vezes,
também é possivel axiomatizar objetos, antes demonstrados, e demonstrar aqueles antes
tomados como axiomas, isto é, podemos deslocar os objetos matemaéaticos a fim de tornar

a teoria mais adequada as nossas crengas ou tornd-la mais didatica.



Ainda sobre as definigbes matemadticas, Tall e Vinner (1981) asseguram que a de-
finicdo de conceito é a forma verbal utilizada pelo individuo para especificar um con-
ceito. A definicdo de conceito formal é aquela aceita pela comunidade matemadtica atual,
aquela descrita nos livros, enquanto que a definigdo de conceito pessoal é aquela que o

estudante carrega consigo, podendo variar de tempos em tempos.
Segundo Tall e Vinner (1981), existem dois tipos de definigdes:

e Definicoes Formais: aquelas oriundas dos livros de matemdtica e consideradas

como premissas para a discussao ou introdugdo dos conceitos

e Definigdes Pessoars: aquelas oriundas da compreensdao que temos sobre os con-

ceitos

O saber encontrado nos livros é, segundo Pais (2006), descontextualizado, desperso-
nalizado, mais associado a um contexto cientifico e cultural. Saber matematico assim
refere-se a uma ciéncia que tem sua concepgdo estruturada num contexto préprio, en-
guanto o conhecimento que se adquire a partir de certo conceito diz respeito a um
contexto mais individual e subjetivo, revelando algum aspecto com o qual o sujeito tem

uma experiéncia direta e pessoal. Logo, tem um cardter mais experimental.

Sem duvida cada definicdo de conceito formal se reflete em nés de maneira dis-
tinta, peculiar, e todas as nossas experiéncias colaboram para formar a definicdo que
temos sobre determinado conceito (definicdo de conceito pessoal), desenvolvendo-se até

estruturar o que Tall e Vinner (1981) chamam de imagem de conceito.

A imagem de conceito descreve toda a estrutura cognitiva que é associada ao conceito
e que inclui todos os quadros mentais, as propriedades e os processos associados. Tais
estruturas podem conter imagens de representacdes visuais, impressdes e experiéncias.
Esta imagem é construida com o passar dos anos e se modela quando entra em contato

com novos estimulos. A partir dai, o individuo atribui um nome ou um simbolo a este



conceito adquirido.

7

Ratificamos que a imagem de conceito é responsdvel pelas idéias, representagdes
e figuras mentais que decorrem dos conceitos. Além disso, os atributos relativos aos
conceitos sdo continuamente incluidos, excluidos e modificados, isto é, a imagem de

conceito muda de acordo com as experiéncias e com os estimulos que o individuo sofre.

Ressaltamos que toda imagem de conceito é construida com o auxilio de antigas
experiéncias, isto é, a imagem de conceito nunca estd conectada simplesmente a um
unico conceito, se faz necessdrio uma teia de conceitos que sdo inerentes ao novo objeto

de estudo.

De acordo com Tall e Vinner (1981), a imagem de conceito nem sempre é consis-
tente com si mesma, isto é, pedagos da imagem de conceito podem, ndo raramente, se

contradizer, se atritar, causando o que chamam de fator de conflito potencial.

A imagem de conceito de um individuo pode estar globalmente incoerente, isto é,
pode ter aspectos que divergem da definigdo de conceito formal. Esta diferenca entre

imagem de conceito e definicdo de conceito pode gerar conflitos cognitivos.

E relevante observar que a imagem de conceito pode incluir uma definicio de con-
ceito, ou seja, parte de sua imagem de conceito pode ser composta pela definicdo de
conceito pessoal, e esta definicdo de conceito pessoal pode até ndo estar compativel com
a definicdo de conceito formal. Observe que o individuo pode até ndo ter nenhuma

definicdo de conceito.

Segundo Giraldo,



[ ]...uma defini¢do de conceito consistente com a defini¢do formal, uma ima-
gem de conceito rica e uma imagem de conceito consistente sdo fendmenos
mutuamente independentes. Assim sendo, esta teoria sugere que a abordagem
pedagdgica para um conceito matematico deve objetivar ndo somente a com-
preensdo da definicdo formal, mas também o enriquecimento das imagens de

conceito desenvolvidas pelos estudantes (2004, p.10).

Entendemos a luz destas ideias, que a imagem de conceito inconsistente ou des-
contextualizada com a definicdo de conceito formal pode atrapalhar no processo de

ensino-aprendizagem.

Tall e Vinner (1981) afirmam ainda que apesar de muitos alunos terem sérias dificul-
dades em manipular, por exemplo, as defini¢des de limite e de continuidade, possuem
alguma imagem de conceito associada. Quando esta imagem de conceito ndo estd bem

fundamentada, fatores de conflitos podem ocorrer entre defini¢cdes e imagens de conceito.

Acreditamos que esses conflitos podem contribuir para o enriquecimento e amadure-
cimento matemadtico do individuo. A comparacao entre o certo e o errado, entre aquilo
que é aceito pela comunidade cientifica e aquilo que é repudiado por ela, é valiosa es-
tratégia de ensino e aprendizagem, devendo ser explorada e discutida. Entendemos que
evitar tais conflitos é uma maneira cdmoda e linearizada (sequencial) de prover o en-
sino da matemdtica. Podemos formular uma distingdo entre os conceitos matematicos:
conceito formal versus conceito intuitivo. Discutiremos, mais a frente, sobre esta dis-
tingdo entre conceito formal e conceito intuitivo, abordando as produgdes sintaticas e

semanticas de provas em matemaética.

Usamos, enquanto professores, muitos conceitos sem antes defini-los formalmente.
Em um segundo momento, temos a preocupagao e a necessidade de formaliza-los. Por
exemplo: o conceito de continuidade é discutido no ensino médio sempre através da
ideia de que fungdes continuas sdo aquelas cujos gréficos ndo tém saltos ou buracos.

Posteriormente, se faz necessdrio a construgdo formal do conceito de continuidade, até



mesmo para que este conceito possa ser estendido e estudado em outras classes de

conjuntos, ndo ficando restrito aos intervalos.

Neste interim, entre apropriagdo informal e apropriagdo formal do conceito, potenci-
ais fatores de conflitos costumam ser observados. Entretanto, estes conflitos nos alertam
para a necessidade que existe em formaliza-los. Acreditamos que esta é uma das maiores

vantagens que hd em se formalizar um conceito matemaético.

Tall e Vinner (1981) descrevem que a imagem de conceito evocada é a porgdo da
imagem de conceito que é ativada em um determinado momento, devido a necessidade

de dar significado ou sentido a algum objeto ou conceito requerido.

Percebemos a existéncia de fatores de conflito quando partes conflitantes da imagem
de conceito sdo simultaneamente evocadas. A seguir, listaremos alguns pontos destaca-

dos por Tall e Vinner (1981) como sérios candidatos a fatores de conflitos potenciais:
— Confiitos entre partes da imagem de conceito.
— Conflitos entre partes da definicdo de conceito.

— Conflitos entre parte da 1magem de conceito e parte da definigdo de conceito
formal. De acordo com Tall e Vinner (1981) este é o conflito mais preocupante e

aquele que deve ser conduzido com maior cutdado.

Assim como no trabalho de Tall e Vinner (1981), destacaremos e discutiremos os
fatores de conflito relativos as imagens de conceito incoerentes e inconsistentes relati-

vamente as definicdes de conceito pessoal e formal.

Segundo Pais,

7

Demonstrar um teorema é estabelecer uma seqiiéncia de raciocinios légicos,
em que cada afirmagdo fundamenta-se em conclusdes anteriores, resultando na

comprovagio de sua validade (2006, p.144).
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De acordo com Nasser e Tinoco (2001), a prova ou demonstragdo matemadtica tem

duas fungdes: validar um resultado e explicd-lo (elucida-lo).

Nasser e Tinoco (2001) citam De Villiers (1991, p.261) a respeito do papel das provas:

Em vez de enfatizar na prova apenas seu papel de verificagdo, a fungdo mais
fundamental da prova como meio de explicacdo deve ser explorada, a fim de

apresentar a prova como uma atividade significativa para os alunos (2001, p.3).

Segundo Nasser e Tinoco (2001), varios autores véem nas provas outros papéis além
da capacidade de validar e explicar determinado resultado. Bell (1976) enfatiza que
a prova tem a funcdo de sistematizar, isto é, preparar para o dominio do processo

dedutivo, e também tem a funcdo de descoberta (a descoberta de novos resultados) e

comunicagdo (a transmissdo do conhecimento matemadtico).

A seguir, damos a definicdo de prova formal segundo Nasser e Tinoco:

No ponto de vista dos matematicos da academia, a prova é um desenvolvimento
formal, que parte dos pressupostos (hipéteses) e, através do encadeamento do
raciocinio e de resultados ja conhecidos ou de teoremas, chega ao resultado que
se quer mostrar que é verdadeiro (tese). Esse tipo de prova é conhecido como
prova formal. O que se observa atualmente, é que grande parte dos alunos nao
dominam esse tipo de prova, nem quando chegam a universidade, nem quando
se formam, e nem mesmo depois de alguns anos de exercicio do magistério.

(2001, p.4)

Sem duvida no campo da matematica, a prova formal é a iinica modalidade existente
de argumentacdo, no campo da aprendizagem de matemadtica, existem outras formas de
argumentacgdo validas, isto é, que contribuem para o desenvolvimento cognitivo. Hanna
(1990) e Balacheff (1988) defendem, segundo Nasser e Tinoco (2001), a prova ingénua,
que é uma argumentacdo aceitdvel, podendo ter varios niveis de rigor, a variar com a

idade e o ano de escolaridade do aluno que a produz.
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Além dessas modalidades de argumentagdo (formais e ingénuas), mencionaremos
outros quatro tipos de modalidades de argumentagdo que foram formuladas segundo

Rezende e Nasser (1994).

Justificativa Pragmdtica: quando o aluno atesta a veracidade de uma afirmativa

com base em apenas alguns casos particulares.

e Recorréncia a uma Autoridade: quando o aluno afirma que o resultado é ver-

dadeiro porque o professor falou, ou porque estd no livro texto.

e Fzemplo Crucial: quando o aluno desenvolve através de um exemplo o raciocinio

que poderia ter sido feito no caso geral.

e Justificativa Grdfica: quando o aluno mostra numa figura porque o resultado é

verdadeiro.

As demonstragbes matemadticas também foram alvo de investigacdo de Webber e
Alcock (2004). Sugerem que um resultado matemadtico pode ser produzido sintatica ou

semanticamente.

Segundo Webber e Alcock (2004), a produgdo sintdtica ocorre quando um individuo
obtém deducgdes através da manipulacdo de férmulas, de simbolos, manipulando de-
finicbes e propriedades associadas ao conceito, enquanto que a produgdo semaéantica
ocorre quando o individuo usa a percepgdo do significado de determinado conceito

matemaético. !

A matemadtica de nivel superior necessita de uma complexa interagdo entre rigor e in-
tuicdo. Neste nivel, os conceitos matemadticos diferem daqueles encontrados ou desenvol-
vidos no ensino basico por conterem ou por serem determinados de uma forma precisa,

através de definigOes ndo ambiguas, geralmente carregadas por uma ardua notagao.

1Weber e Alcock (2004) chamam estas percepgdes de significados de instancias.
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Segundo Tall (1989), aplicar o argumento formal aos conceitos da matemdtica su-
perior requer o uso de boas definigdes somadas a procedimentos. No nivel superior é
exigido certo rigor, porém constata-se que em grande parte das vezes é preciso, além
do rigor, da intuicdo e da ndo representacdo formal destes conceitos para que possamos

pensar neles efetivamente.

Weber e Alcock (2004) citam William Thurston 2, ao dizerem que nio hd como
descomplicar o estudo da matemadtica apenas estudando defini¢des e provas rigorosas, a

construcdo de modelos mentais é util.

De acordo com Weber e Alcock (2004), a produgédo de provas sintdticas e semdnticas
requer dos individuos a apropriacao de diferentes entendimentos qualitativos acerca dos
conceitos, ou do desenvolvimento destes conceitos durante as suas provas. A habilidade
e o conhecimento requeridos para a produgdo de provas sintdticas sobre determinado

conceito aparentam ser relativamente modestas, se comparadas as produgdes semanticas.

Nas produgdes sintdticas, o individuo provador necessita ser hadbil para recitar a
definigdo, recorrer e lembrar importantes fatos e teoremas correspondentes ao conceito.
Se for capaz de decifrar inferéncias sobre a definicdo dos conceitos e fatos associados
a ele, possui o que Webber e Alcock (2004) chamam de conhecimento sintdtico ou

entendimento formal sobre tal conceito.

Weber e Alcock (2004) asseguram que a produgdo de provas sintdticas é, em algu-
mas circunstancias, muito valiosa, porém constatam que este caminho, o da producgao
de provas sintdticas tem sérias limitagdes. Seus trabalhos revelam que o ntimero de
demonstracoes de propriedades que decorrem deste tipo de produgdo tende a ser relati-
vamente limitado, e que muitas vezes logo apds a produgdo de certas provas sintaticas,

o individuo provador ndo se convence que, de fato, demonstrou algo.

Nas produgdes semanticas é necessdrio que o individuo provador tenha um conhe-

2Ganhador da Medalha Fields, em 1982.
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cimento consideravelmente mais amplo, mais complexo sobre os conceitos abordados.
E necessario ser hbil para intuir relevantes propriedades concernentes aos objetos ma-
tematicos. Sua percepcao deve ser tal que lhe conduza a construcdo correta das de-
monstragdes. Suas instancias devem refletir exatamente todos os objetos e conceitos
discutidos, ndo podendo associar conceitos que tem propriedades que sdo inconsistentes

ou incompativeis com a teoria formal.

Aqueles individuos que possuem estas habilidades e conhecimentos citados acima,
possuem um conhecimento semantico ou um efetivo entendimento intuitivo relativo ao

conceito considerado.

Sem didvida, em ambos os estilos de respostas (sintdtica e seméantica), o individuo

deve ser capaz de descrever precisa e corretamente os objetos e os conceitos apresentados.

Em seus trabalhos, Weber e Alcock (2004) acreditam que os individuos que reali-
zam produgdes semanticas aparentam estar mais confortdveis com suas compreensdes
relativas ao conceito, se comparados com os que realizam produgdes sintdticas. Obser-
vam que os individuos que produzem provas semanticas véem diferengas entre como é
a definicdo, de fato, e como eles a entendem, enquanto que aqueles que produzem pro-
vas sintdticas as consideram como uma tnica coisa, afirmam que em grande parte das

4

vezes a estratégia utilizada por aqueles que realizam produgdes sintdticas é “ comegar

a escrever a definicdo e ver o que acontece”.

Todos esses indicios nos fazem suspeitar que ndo hd ganhos em realizar uma produgao
sintdtica, entretanto podemos destacar alguns aspectos que contrariam essas expectati-
vas: as produgdes sintaticas servem para construir resultados contra-intuitivos, ajudam
a construir uma intuigdo sobre determinado conceito, sistematizam o estudo da teoria
matemadtica e podem verificar se uma nova definigdo captura a esséncia intuitiva de um

conceito matematico.
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Observamos baseado em Webber e Alcock (2004), que possuir habilidade ou in-

clinagdo para realizar apenas provas sintdticas tém dois obstdculos significantes:

1) causa limitagGes quando se faz necessdrio provar outras propriedades oriundas

deste conceito;

2) nem sempre convencem quem estd realizando a prova de que os argumentos utili-

zados foram suficientes para garantir a veracidade do resultado em questao.

Em matemadtica uma distingdo é comumente tracada entre provas que convencem e
provas que explicam (e.g, Davis and Hersh, 1981; Hanna, 1990; Weber, 2002a). Uma
prova que convence é um argumento que verifica a veracidade matematica de algo, elas
sdo altamente formais. Uma prova que explica é um argumento que explica, geralmente

em um nivel intuitivo, mostra porque certo resultado é valido.

Sem duvida a prova sintatica pode vir a convencer quem a escreveu, embora possam
surgir duvidas ao passo que se aprofundem as questdes sobre determinado assunto.
Ja a produgdo semantica exige um envolvimento muito maior do individuo através de
suas convicgles e compreensdes sobre o assunto tratado, sendo que sua experiéncia e o
esclarecimento que possui influenciardo decisivamente no resultado final de seu trabalho.
Durante a produgdo seméantica sua imagem de conceito age intensamente no processo
de producdo. Isto nos acena para a importéncia em refletirmos previamente sobre a

matemadtica e seus conceitos, entendendo-a e ndao a decorando.

Entendemos que os individuos que realizam produgdes sintdticas tém um compor-
tamento passivo durante a elaboracdo do resultado, pois apenas operam simbolos e
definicGes ndo exibindo suas interpretagles para cada resultado utilizado, e os que re-
alizam produgdes semanticas tém um comportamento ativo diante do trabalho a ser

realizado, pois seu conhecimento contribui decisivamente para o sucesso da tarefa. Sem
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duvida cabe mencionar que ambos os tipos de produgdes podem ser satisfatorias, pre-

cisas e formais.

Parece-nos oportuno relacionar os conceitos de imagem e defini¢dao de conceito com

os tipos de produgdes sintaticas e semanticas.

A produgdo de provas sintadticas é baseada na definigdo de conceito, enquanto que a

produgdo de provas semanticas também usa aspectos da imagem de conceito.

Segundo Webber e Alcock (2004), Vinner (1991) afirma que,

A producdo de provas sintdticas é puramente uma dedugdo formal, ja a
produgado de provas semanticas envolve deducdes baseadas em um pensamento

intuitivo (2004, p.232), tradugio nossa.

Sob o ponto de vista de Weber e Alcock (2004), podemos afirmar que a pesquisa

sobre imagem de conceito de Tall e Vinner (1981) mostrou as seguintes coisas:

1) Os estudantes possuem imagens de conceitos matemdticos que sdo geralmente

inconsistentes com a defini¢do formal;

2) Considerando uma exata definigdo de conceito e uma inexata imagem de conceito
como algo reincidente, possiveis entraves no processo de aquisigdo do raciocinio

formal ira se verificar;

3) Em cursos de matemadtica avangada, como os de andlise real, frequentemente os
alunos produzem argumentos intuitivos baseados em suas imagens de conceito, e

estes ndo constituem provas matemadticas aceitas no meio académico.

Vale ressaltar que para Vinner (1991), a produgdo sintdtica de provas requer apenas

a apropriagdo de uma boa definigdo de conceito, enquanto que a produgdo semaéntica
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requer, além de boas defini¢des, considerdveis e consistentes imagens de conceitos asso-

ciadas.

Os trabalhos de Weber e Alcock (2004) diferem dos artigos anteriores produzidos
por Tall e Vinner (1981), pois ndo focam nos argumentos invalidos dos estudantes, nem
em expor um descompasso entre a definicdo de conceito formal e imagens de conceitos
do aluno. Em vez disso, seus estudos ilustram a forma como o trabalho semantico, uti-
lizando exemplificagdes extraidas da imagem de um conceito, pode guiar a manipulagdo
da definicdo de um conceito, introduzindo propriedades tteis - podendo ser este um

fator significativo para a nossa capacidade de produzir provas corretas.

De acordo com Weber e Alcock (2004), aquele que produz sintaticamente uma prova
compreende o que fazer, enquanto que aquele que produz semanticamente uma prova

entende o que fazer e porque fazer.

Neste trabalho, estaremos mais interessados nos processos que compdem cada res-
posta, cada prova, se os candidatos optaram por um caminho mais simbélico, descre-
vendo os conceitos, ou se optaram por caminhos mais interpretativos, dando significados
a eles. A énfase desta pesquisa estard no desenvolvimento de cada resposta, de cada

prova apresentada pelos candidatos.



Capitulo 3

Questoes de Pesquisa

Neste capitulo discutiremos as questdes que foram selecionadas para compor esta pes-
quisa. Justificaremos porque dentre seis questdes inicialmente pensadas para fazer parte
do trabalho, apenas quatro questdes foram, de fato, consideradas. Apresentaremos
solucdes a todas as quatro questdes de pesquisa, sendo que estas solugbes sdo, segundo

o nosso ponto de vista, bem pensadas e refletidas sintdtica ou semanticamente.

A ideia inicial para esta dissertacdo era a de investigar a importancia dada as
hipéteses em alguns teoremas centrais do curso de andlise real. Creio que é relevante
ao ensino da matemadtica buscar entender como alunos e professores olham para esta
questdo, pois, enquanto aluno e professor, sempre procurei dar significado e valor a estas

questdes.

Dai surgiu a ideia de analisar as provas de selecdo ao mestrado de ensino de ma-

temaética, curso oferecido pela UFRJ desde 2006.

A Universidade Federal do Rio de Janeiro oferece, anualmente, o curso de mestrado
em ensino de matemadtica, programa aprovado pela Capes em 2005 com a primeira
turma em margo de 2006. O processo seletivo realizado nesta instituigdo consta de trés

fases: um exame de proficiéncia em lingua estrangeira (inglés ou francés), um exame

17
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especifico de matematica e uma entrevista.

Na segunda etapa, em que é realizado o exame especifico de matemadtica, os candi-
datos devem demonstrar, por meio de exame escrito, aptiddao em contetidos de calculo
diferencial e integral e geometria analitica, em nivel de graduagdo. Sé sdo considerados
aptos a terceira e tltima etapa do processo seletivo os candidatos que obtiverem nota

maior ou igual a seis neste exame especifico. *

No processo seletivo de 2006, ano da criagao deste mestrado, 55 individuos fizeram o
exame especifico de matemadtica. No ano seguinte, em 2007, registramos 86 candidatos.
Constatamos neste periodo que a instituicdo ofereceu dez vagas para o programa de
mestrado. Este reduzido nimero de vagas comparado a quantidade de candidatos ins-
critos no processo de selecdo evidencia o grau de dificuldade de ingresso neste programa

de mestrado.

Para nés, esta elevada relagdo candidato-vaga é fundamental para a qualidade de
nossa pesquisa, pois um acirrado processo seletivo obriga os candidatos a estarem bem
preparados, procurando utilizar, em cada resposta, todos os seus recursos e conheci-

mentos matematicos.

Paralelamente a isso, entrei em contato com o artigo de Webber e Alcock (2004),
onde discutiam a produgdo de dois tipos de provas: a semantica e a sintdtica. Neste
referido trabalho, Webber e Alcock (2004) defendiam que a produgédo semantica, baseada
no entendimento pleno de determinado conceito, comparado ao modelo sintatico de
argumentagdo, era capaz de conduzir o provador a resultados muito mais expressivos.
Além disso, garantem que a produgdo semaéantica tem a capacidade de gerar menos

conflitos imagem e definicdo de conceito.

A partir dai, analisando as provas de selegdo e tendo contato com este novo referencial

'Todas as provas deste exame de selecio podem ser obtidas através do site
http://www.pg.im.ufrj.br/pemat /mestrado.htm
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tedrico, pensamos qudo interessante seria observar como se desenvolviam as respostas
dos candidatos durante estas provas de selegdo, especificamente, se suas respostas se
comportavam sintdtica ou semanticamente e, de uma forma ou de outra, se conduziam

ou ndo a conflitos com mais ou menos frequéncia.

A ideia central desta pesquisa é a de detectar se saber determinado conceito é garan-
tia de conhecer, ter entendimento sobre ele. Ilustramos esta ideia da seguinte maneira:
sem duvida muitos candidatos j& estudaram o conceito de derivada, mas serd que o

entendem, de fato?

Pensando assim, dentre as vinte questdes consideradas nos anos de 2006 e 2007,
procuramos trabalhar com questdes que propunham que os candidatos refletissem sobre
conceitos centrais do curso de cdlculo diferencial. Além de refletirem sobre tais conceitos,
precisdvamos que escrevessem sobre eles. Desta forma, descartamos todas as questdes

cuja proposta era apenas a de realizar cdlculos e contas.

Ratificamos que as questOes que nos interessavam eram aquelas em que se fazia
necessdrio entender o objeto matematico, refletir minimamente sobre eles de maneira
a ndo possuir apenas um conhecimento prévio, superficial e limitado destes conceitos.
Escolhemos questoes cujas respostas possibilitem a articulagdo entre argumentacgdes

sintaticas e semanticas.

Inicialmente, procuramos questdes nos processos seletivos de 2006, 2007, 2008 e
2009. Chegamos a selecionar seis questoes: duas questdes de 2006, duas questdes de
2007, uma de 2008 e uma de 2009. Decidimos descartar as duas ultimas questdes, de
2008 e 2009, pois estas questoes tratavam de conceitos jd abordados nas questdes dos
anos anteriores e também porque as respostas obtidas foram baseadas estritamente em
célculos, contas, destoando do foco deste trabalho. Acreditamos que os resultados ob-
tidos, nestas duas questoes descartadas, poderiam ser aproveitados, porém entendemos

que a discussdo central desta pesquisa repousa na comparagao entre os estilos de argu-
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mentagdao. Ambas as questdes desconsideradas acompanhadas de todas as respostas e

das andlises encontram-se disponiveis para consulta no apéndice desta dissertagao.

A tabela a seguir indica como indexamos as questOes de pesquisa com suas respec-

tivas questdes numeradas originalmente.

Questdao 1 Questdo 2 de 2006
Questdo 2 Questdo 10 de 2006
Questdo 3 Questdo 8 de 2007
Questao 4 Questao 10 de 2007

Tabela 3.1: Como as questdes foram indezradas

A seguir, apresentaremos as questdes escolhidas para fazer parte da pesquisa. Res-
saltamos que todas essas questdoes podem ser encontradas para consulta através do site

http://www.pg.im.ufrj.br/pemat /alvo.htmprograma



21

Esta primeira questdo trata da importancia do conceito de limite, onde se faz ne-

cessario uma reflexdo acerca dos conceitos manipulados.

« QUESTAO 1

Considere a dizima periédica: &« = 0,9 = 0,999....

Determine quais das afirmativas abaixo é a correta. Justifique rigorosamente a sua

resposta.

(@) x>1(Mb)a=1(c)a<l

Nesta segunda questdo, o conceito de derivada serd explorado, assim como a sua
interpretacdo geométrica.

e QUESTAO 2

Enuncie a definicdo de derivada de uma fungdo f : R — R e explique seu significado

geometricamente.

Procuraremos estabelecer, nesta terceira questdo, como o conceito de limite de

sequéncias e de convergéncia de sequéncias sao descritos e relacionados.

e« QUESTAO 3

A definigdo formal de sequéncia convergente é enunciada da seguinte forma:

Seja (xn)neny uma sequéncia de niimeros reais e seja a € R.
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Diz-se que x,, convege para a se: V € >0, 3ng € N tal que [x,, — a| < e, Vn > n,.
a) Enuncie a definigdo de sequéncia limitada.

b) Mostre, de acordo com a definicdo formal, que toda sequéncia convergente é

limitada.

c) E verdade que toda sequéncia limitada é convergente ? Justifique.

Abordaremos nas trés questdes anteriores os conceitos de limites, de derivada, de
sequéncias limitadas e convergentes. Na tltima questdo, trataremos do conceito de
fungdes continuas. Acreditamos que estes conceitos sdo fundamentais dentro da ma-
tematica, sendo fundamental uma reflexdo cuidadosa acerca do significado de cada um

deles.

« QUESTAO 4

O Teorema do Valor Intermedidrio tem o seguinte enunciado:
Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua com f(a) < f(b) e seja yo €lf(a), f(b)[.
Entdo 3 xq € ]a, b[ tal que f(xy) = yo.

a) Explique porque a hipétese de continuidade é indispensével para que este teorema

seja vdlido.

b) Podemos afirmar, nas condigbes do Teorema, que X, é tnico?Justifique sua res-

posta.

A partir de agora, discutiremos algumas solugdes as questdes de pesquisa. E 6bvio
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que estas respostas ndo sdo tunicas, servindo-nos, entre outras coisas, de parametros

para as andlises que serdo realizadas a partir das respostas dos candidatos.

« SOLUCAO - QUESTAO 1

Seja o« = 0,999...

Podemos escrever « = 0,94+ 0,09+ 0,009 + ... = 9 + 9 + 9 +
- ’ ’ 710 ' 100 ' 1000 '

) 9 9 9 , o .
— a sequéncia { —, —, ——, ... ¢ € uma progressdo geométrica.
10" 100" 1000

9

0
1
Com efeito: 13 = 280 — — — ¢, onde q ¢ a razdo da P.G.

Desejamos calcular a soma infinita de uma P.G. J& sabemos que a soma dos n

primeiros termos de uma P.G. pode ser obtida fazendo

a:-(q"~1)

S, =
qg—1

(+)

Queremos calcular S, logo devemos tomar n — +oco em (*).

1
Como -1 < g = 10 <1, g™ — 0 quando n — +o0, portanto:

9 9 9

NaP.G.{ —, —, — .
10’ 100’ 1000

}, teremos a seguinte soma infinita:

9/10  9/10

_ — =1.
1—1/10 9/10

S+oo
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Isto significa que «, que é uma série, vale exatamente 1.

Destacamos que esta questdo traz, implicitamente, varias sutilezas. O tratamento
da dizima 0,999..., se comparado ao de 0,333... é muito mais delicado. Sem duvida,
a diferenga entre as fragGes geratrizes dessas duas dizimas pode ser fator decisivo no

entendimento ou ndo deste conceito.

0,333... = 3 = ; enquanto que 0,999... = § = 1.

Efetuar a simples divisdo em %, ja acarreta em 0,333... = £ = %, enquanto que é

impossivel obter 0,999... a partir de 1.

Sem duvida, esta situagdo acena para o poder que os exemplos tém, elucidando
potenciais fatores de conflitos. Acreditamos que grande parte dos equivocos causados
no entendimento sobre o valor de 0,999... se deve a falta de exemplos palpaveis. O valor
de 0,999... repousa no entendimento de convergéncia de séries, que por sua vez requer
o conhecimento do conceito de limite, enquanto que no caso de % uma simples divisdo

ja é uma arma didatica altamente eficaz.

O conceito de limite foi exaustivamente discutido por intimeros eminentes ma-
temdticos dos séculos XVII e XVIII (transigdo do cdlculo diferencial e integral para
a andlise real (ver tese de doutorado de Rezende (2003)), e apesar de se tratar de um
conceito complexo e delicado, atualmente é abordado indiretamente ja no ensino fun-

damental, quando se estuda as dizimas peridédicas.

Muitos colégios, no sétimo ou oitavo ano de ensino fundamental, introduzem esta

questdo . Discutem-na resolvendo-a da seguinte maneira:

o = 0,999...
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Equivale a

x=0,94 0,09+ 0,009 + ... ()

Multiplicando a equagdo () por 10:

10- @ =9,999...

Subtraindo a segunda equagdo da primeira, tem-se:

Portanto, ox = 1.

Acreditamos que, conceitualmente, ndo hd ganho algum em apresentar apenas esta
manipulagdo algébrica, ja que ndo hd qualquer discussdo sobre o conceito de séries ou
mesmo de limite de sequéncias. Além disso, realizar tais cdlculos, desvinculados de suas

justificativas, pode trazer problemas como o apresentado a seguir:
Questdo: Calcular o valordex=1+2+4+8+ 16+ ...

Suposta solugdo:

x=14+2+4+8+ ... (*x)

Multiplicando a equacgdo (**) por %

1
§+1+2+4...

Subtraindo a primeira equagdo da segunda:
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N | X
N |-

Concluimos que:

Observe que, aqui, utilizamos rigorosamente a mesma técnica realizada para o cédlculo
de 0,999.... E claro que, no segundo problema, a segiiéncia é divergente, o que invi-
abiliza utilizar as propriedades operatérias de limites. Entdo, para nos apropriarmos
desta criagdo diddtica, largamente difundida em nossos cursos bdasicos, seria conveniente
introduzirmos alguns critérios de convergéncia para seqiiéncias de nuimeros reais, se ndo

quisermos gerar contradigoes.

Durante a solugdo desta questdo, percebemos qudo importante é manipular as operagdes
de limites, porém esta habilidade desprovida do conhecimento do conceito de con-

vergéncia se torna algo intutil.

Ressaltamos que, nesta questdo, o candidato deverd justificar sua opgao através de
argumentos logicamente aceitdveis. Prevemos que muitos candidatos concluirdo, através
de cdlculos corretos, que 0,9+ 0,09+ 0,009 + ... = 1, respondendo entretanto, que pelo

fato de o convergir para 1, « deve ser menor que 1.

Em seus trabalhos, Tall e Vinner (1981), alertaram para potenciais fatores de confli-
tos entre a resposta estruturada nas definigdes e nos conceitos e aquela assimilada pelos

alunos.

Esperamos que esta questdo evidencie que as provas matemadticas, as demonstragoes,
nem sempre tém o poder de convencer o individuo provador, fato sugerido por Weber
e Alcock (2004), que creditam ao estilo sintdtico esta impoténcia, defendendo que s6 o

entendimento semantico tem a capacidade de viabilizar e convencer-nos, efetivamente,
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daquilo que foi proposto.
e« SOLUCAO - QUESTAO 2

Seja f : R — R. A derivada de f no ponto x4 € R, representada por f'(xg), é dada

pelo seguinte limite, se ele existir:

f'(x0) = lim —f(x) _ f(XO).
X—Xg X — XO

f h) —f
Isto equivale a escrever que f'(xq) = }11111}) (%o + })L (Xo)_
—

Geometricamente, isto pode ser entendido da seguinte maneira:

Tomando secantes ao grdfico de f passando pelos pontos (xq,f(xo)) € (x,f(x)), e
fazendo x convergir a xq, estas secantes tendem a “convergir”’para a reta tangente
ao grdfico de f neste ponto (xq,f(xo)), ou seja, os coeficientes angulares destas secantes
convergem para o coeficiente angular da reta tangente ao gréfico da funcdo no ponto

considerado.

Esta ideia nos sugere que, a derivada de f em X, fornece a inclinagdo da reta tangente
ao grafico de f neste ponto, ou seja, a derivada f'(xg), fornece o coeficiente angular da

reta tangente ao grafico de f no ponto (xg, f(xo)).

Algumas particularidades podem ser observadas nesta questdo:

1) Até entdo, ndo sabiamos definir, formalmente, o conceito de reta tangente ao

grafico de uma fungao;

2) N&o definimos convergéncia de retas. Dai, afirmar que as retas secantes convergem

para a reta tangente se torna bastante impreciso.
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Antes do primeiro curso de cdlculo, generalizamos a ideia de reta tangente a circun-
feréncia para reta tangente a uma curva qualquer. Desta maneira, até entdo, uma reta

é tangente a uma curva quando ambas se intersectam em exatamente um tnico ponto.

Ao sermos confrontados com os grédficos de fungdes seno ou cosseno, por exemplo,

detectamos os conflitos causados pela antiga ideia de reta tangente.

A partir do conceito de derivada, temos a possibilidade de reeditar a definigdo dada
para retas tangentes. Um reta é considerada tangente ao grdfico de uma fungdo num
ponto (xg, f(xo)) quando esta reta passa pelo ponto (xq, f(xq)) €, além disso, seu coefi-

ciente angular é dado por f'(x).

Destacamos que o conceito de derivada “independe”da ideia de reta tangente, porém

a definicdo de reta tangente requer a nogdo de derivada.

Outro fator destacado por nés é a nogdo de convergéncia de retas, frequentemente

. . f(lx)—f
usada para exclarecer o significado de lim (X)—(XO)
X—rXo X —Xp

z

Entendemos que o rigor matemdtico é caracteristico desta ciéncia, porém deve-
mos perceber quantos conceitos intuitivos sdo usados sem pré-defini¢des, tornando-se

didaticos e aceitos até mesmo no meio académico.

e« SOLUCAO - QUESTAO 3

a) Uma sequéncia {x,, } de nimeros reais diz-se limitada quando for limitada superior
e inferiormente, ou seja, quando existem a e b niimeros reais tais que |x,.| C [a, b] para

todo n € N.
b) Queremos demonstrar que se {x,} converge, entdo {x,,} € limitada.

Com efeito: x, — ¢, daf a partir de um certo indice ny € N todos os termos de {x,.}

distardo de ¢ menos que €, onde € > 0 é um numero pré-fixado. Entdo, os termos da
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sequéncia que distam de ¢ menos que € ja sdo limitados pelo intervalo (¢ — €,¢c + €).
Precisamos controlar os termos de {x.} que tém indices menores ou iguais a ngy, mas
estes termos formam um conjunto finito e todo conjunto finito é limitado. Portanto,

todos os termos de {x,,} sdo limitados, e isto conclui a prova.

c) E falso, pois uma sequéncia pode ser limitada e oscilar. Intimeras sequéncias
tem este comportamento, isto é, sdo limitadas, porém oscilam. A sequéncia mais “fa-

mosa” com estas caracteristicas é a sequéncia x,, = (—1)™, n € N.

Na letra c, desta questdo, prevemos muitas respostas idénticas utilizando o contra-
exemplo que fornecemos, ja que em todos os livros de cédlculo, tomados como referéncia

para esta prova de selecdo 2, apresentam este exemplo.

Ja nas duas primeiras questdes, esperamos encontrar respostas mais diversificadas,
isto porque nestes itens os candidatos devem fornecer uma definicdo e uma demons-
tragdo, ideias abordadas de maneiras distintas nos livros tomados como referéncias para
0 processo seletivo do mestrado em ensino de matemaéatica na Universidade Federal do

Rio de Janeiro.

No item a, é pedido que os candidatos definam o conceito de sequéncias limita-
das, porém antes deste item, no enunciado da questdo, é dada a definicdo formal de
sequéncias convergentes. Isto sinaliza para o modelo de resposta que a banca espera

encontrar: respostas mais formais e menos intuitivas.

J4 no enunciado do item b, ao solicitar que a resposta deve ser a partir da defini¢dao
formal de convergéncia de sequéncias, a banca explicita o tipo de produgdo que espera

encontrar: a sintatica.

Baseado neste tipo de enunciado, nossa expectativa para as andlises das questdes é

2Referéncias: Courant, R. Calculo Diferencial e Integral, vol. 1. Rio de Janeiro: Editora Globo, 1955.
Rocha, A. Bianchini, W. Aprendendo Célculo com Maple. Rio de Janeiro: LTC, 2002.
Stewart, J. Calculo, vol. 1, 4a edigdo, Sdo Paulo: Pioneira Thomson Learning, 2003.
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gue encontremos muitas respostas sintdticas e poucas semanticas, porém acreditamos

que as produgdes semanticas terdo mais éxito, se comparadas as produgdes sintdticas.

Esta perspectiva em relagdo ao tipo de resposta a ser encontrada e a qualidade dessas
produgdes fizeram com que apostdssemos nesta questdo. Acreditamos que os candidatos
que se pautarem unicamente nas definicdes formais para responderem, principalmente
o segundo item desta questdo, encontrardo bastante dificuldade em completarem suas
respostas, enquanto que os candidatos que se apoiarem nas imagens de conceito de

sequéncias limitadas e convergentes apresentardo respostas mais licidas e coerentes.

« SOLUCAO PARA A QUESTAO 4

a) Seja f uma funcéo satisfazendo as hipéteses do teorema do valor intermedidrio, exceto

pelo fato de f ser continua.

Neste caso, como estamos tratando de uma fungdo definida em um intervalo, para

todo x € [a, b] deve existir um y € R tal que f(x) =y.

Exibiremos um exemplo de funcdo, definida em um intervalo fechado, satisfazendo

todas as hipéteses do teorema do valor intermedidrio, exceto a hipétese da continuidade.
, 0<x<«1

f:[0,2] — R definida por f(x) = ¢ 2, x =1

3, 1<x<2

Note que esta fungdo é descontinua no ponto x = 1, satisfazendo 1 = f(0) < 2 <

f((2) = 3. Ora, é facil percebermos que nio exite x € [a, b] tal que f(x) =

N =

Isto é o suficiente para responder a questéo.

b) B facil exibirmos um contra-exemplo que refuta a unicidade do teorema do valor
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intermedidario.

Seja f : [0,2] — R definida por f(x) = 1, 1<x<2

Verifica-se que 0 = f(0) < 1 < f(3) = 2, além disso todos os valores de x € [1,2] sdo

tais que f(x) = 1. Dai, temos que X, ndo é tinico.

A definicdo de continuidade é um dos conceitos matemadticos que causa muitas con-
trovérsias. Prevemos que vdrios candidatos irdo escrever que se uma fungdo ndo estd
definida em um ponto, entdo ela é descontinua neste ponto, como por exemplo é o
caso da fungdo f(x) = % O gréfico desta funcdo é composto por duas porcdes que nao
se conectam, e em x = 0 f ndo estd definida, logo ndo podemos afirmar que f possui

descontinuidade em x = 0.

A partir desta observagao, certamente encontraremos varias respostas apoiadas neste
tipo de descontinuidade que é apenas visual e ndo estabelecida pela definicdo formal
de descontinuidade. Esperamos, explorar principalmente este conflito, que é comum e

freqiiente em provas de cdlculo.
Observagoes Finais

De um modo geral, entendemos que é necessdrio, para a realizacdo da primeira
questdo, dominio sobre a manipulagdo simbédlica do conceito de limite. Além disso, os
candidatos deverdo ter refletido a respeito deste conceito, pois a resposta final depende
do entendimento que eles possuem acerca do conceito de limite. Acreditamos que, neste

caso, possuir conhecimento seméntico ajudard bastante na conclusdo da resposta.

Na segunda questdo, esperamos encontrar respostas sintdticas e semanticas, ora

na apresentagdo formal do conceito de derivada, ora na descrigio da interpretagdo



32

geométrica de tal conceito. Acreditamos que a resposta ideal, para esta questdo, seja

aquela apoiada na visdo plena sobre o significado da derivada de uma funcgdo.

Ja nas questoes trés e quatro, desejamos confrontar o conhecimento das definigdes
com as respectivas imagens de conceito (com o entendimento adquirido a partir das
definicGes ou o que ficou delas). Na terceira questdo, acreditamos, assim como Weber
e Alcock (2004), que respostas baseadas apenas em aspectos sintdticos tendem a ndo
atingir o individuo provador, ndo estabelecendo entendimento suficiente para que efe-
tivamente provem aspectos oriundos dessas definicbes. Na quarta questdo, esperamos
verificar a importédncia do conhecimento sintdtico para a construgdo de contra-exemplos,

mesmo sendo pavimentados em aspectos seméanticos.



Capitulo 4

Metodologia

A exploracdo do material e o tratamento dos resultados foram realizados em seis eta-
pas: escolha das questdes; escolha das respostas; determinagdo e enquadramento das
categorias de respostas; selecdo das respostas que representaram cada categoria; andlise

das categorias e, finalmente, leitura das andlises das categorias de resposta.

Discutiremos, a seguir, cada uma dessas etapas.

e ETAPA 1 - ESCOLHA DAS QUESTOES

O exame especifico de selecdo ao mestrado de ensino de matemadatica é uma etapa
eliminatoria e classificatéria, sendo composta por dez questdes de cdlculo diferencial e

integral e geometria analitica, a nivel de curso de graduagdo em matematica.

Procuraremos identificar os tipos de produgdes utilizadas por cada candidato. Por
esta razdo optamos pelas questdes cujas respostas necessitavam de algum conhecimento
tedrico ao invés daquelas onde os calculos tornaram-se inevitaveis, ou seja, as questdes

de pesquisa foram escolhidas projetando-se os tipos de respostas que poderiamos encon-

33
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trar, privilegiamos aquelas cujas respostas nao dependiam apenas de contas e de calculos
sem reflexdes ou justificativas, demos preferéncia as questdes onde os candidatos neces-
sitaram argumentar, pois desta forma temos espago para detectar solugdes sintdticas
e semanticas e, consequentemente, conflitos ali instaurados. Buscamos questdes que
possibilitem a articulagdo da argumentagdo sintdtica e seméantica, ponto central deste

trabalho.

Utilizamos este critério, pois entendemos que esta seria uma maneira de ndo direcio-
nar a pesquisa para um ou outro tipo de produgao, pois se optdssemos por questdes mais
procedimentais, certamente nossas andlises ficariam limitadas as produgdes sintdticas.
Acreditamos que optar por questdes com este perfil nos dard subsidios para encontrar
respostas justificadas tanto através de contas quanto através de reflexdes, possibilitando-
nos averiguar a incidéncia de fatores de conflitos relacionados a ambos os tipos de

produgdes.

Pesquisamos questdes nos exames de selecdo de 2006, 2007, 2008 e 2009. Seleciona-
mos quatro questdes. Tendo em vista que nossa intencdo é a de trabalhar qualitativa-
mente, julgamos que este reduzido numero de questdes se adequard convenientemente

a proposta de trabalho.

e ETAPA 2 - ESCOLHA DAS RESPOSTAS

As questOes escolhidas, na etapa 1, nos deram margem a varios tipos de respostas.
Tinhamos respostas em branco, respostas baseadas em contas ou justificadas por auto-
reflexbes, respostas mesclando contas e propriedades pertinentes aos conceitos, enfim,

uma ampla gama de solugdes.

Decidimos optar por aquelas justificadas de maneira minimamente coerentes, es-
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tando ou ndo corretas. Note que o objetivo central deste trabalho ndo é o de detectar
respostas certas ou respostas erradas, buscamos avaliar a maneira como elas foram pro-
duzidas e, a partir dai, se ha fatores de conflitos. Acreditamos que a busca por estes
fatores deve ser conduzida de maneira natural, sem a obrigatoriedade de apontar, em

todas as respostas, evidéncias de potenciais conflitos.

Desconsideramos, qualitativamente, respostas incompletas ou em branco, pois o ob-
jetivo também é avaliar de que maneira cada candidato iniciou seus argumentos e até
aonde foi capaz de chegar, e para nds, respostas completas nos dariam indicios mais

contundentes sobre como cada candidato entende os conceitos propostos.

e ETAPA 3 - DETERMINACAO E ENQUADRAMENTO DAS CATE-
GORIAS DE RESPOSTAS

Dois motivos levaram-nos a adotar categorias de respostas neste trabalho: um de

natureza quantitativa e outro de natureza qualitativa.

O primeiro motivo, de natureza quantitativa, se deve ao elevado nimero de respostas

a serem analisadas, o que inviabilizaria o desenvolvimento desta pesquisa.

O segundo motivo, de natureza quantitativa, se deve a paridade entre intimeras
respostas, isto é, durante a busca pelas respostas a serem consideradas, percebemos que

existia um elevado numero de respostas contendo argumentos semelhantes.

As respostas dadas por candidatos distintos a uma mesma questao, e que apresentam
evocadas as mesmas definicdes, teoremas, propriedades ou cdlculos, serdo classificadas,
por nds, como respostas pertencentes a uma mesma categoria. Ressaltamos que cada
grupo de respostas que compde uma categoria utiliza-se dos mesmos resultados, pro-

pondo resolvé-los através de uma mesma estratégia, ndo havendo relevantes resultados
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nem além, nem aquém do que for descrito aqui nesta pesquisa.

Portanto, ao adotarmos categorias de respostas, estaremos considerando uma tnica
resposta que é a representante da “classe de equivaléncia”daquela categoria. Desta
forma, esperamos que as categorias de respostas sirvam para descrever, com precisdo,
todas aquelas solugdes que tém desenvolvimento légico e argumentos tedricos em co-

mum.

Vale destacar que cada categoria de resposta apresentada nesta pesquisa corresponde
a uma unica resposta dada na integra por um dos candidatos. Ndo acrescentamos nada
e também ndo omitimos nenhum detalhe de sua solugdo. Inclusive os erros de gramatica

foram preservados.

Acreditamos que categorizar as respostas, tende a tornar a pesquisa mais agraddvel e
menos repetitiva, pois sintetizard intimeras respostas similares em apenas uma, tornando
o trabalho mais dindmico, oferecendo a possibilidade de compararmos, com precisio,

quantos candidatos adotaram cada padrdo de resposta apresentado.

A seguir, apresentamos uma tabela que resume como categorizamos cada uma das

quatro questdes da pesquisa.

Tabela 4.1: Categorizacdo das Questoes de Pesquisa

Questdo 1 Questdo 2 Questdo 3 Questdo 4
Numero de Categorias 6 6 7 4

e ETAPA 4 - SELECAO DAS RESPOSTAS QUE REPRESENTARAM
CADA CATEGORIA

Ja tendo decidido adotar padrdes de resposta na tentativa de dinamizar a pesquisa

e tornd-la mais palpdvel, precisdvamos estabelecer um critério para reconhecer quais



37

respostas tomar de modo a representar cada classe de respostas semelhantes (ou simi-

lares).

Ratificamos que o critério adotado foi aquele descrito na etapa trés: optamos por res-
postas escritas de modo coerente, estando ou nao corretas, isto é, selecionamos aquelas
em que o desenvolvimento estivesse integralmente descrito, de preferéncia apresentando
conclusdes corretas ou ndo. H& respostas descritas basicamente por cdlculos, respostas

descritas pela interpretagdo do conceito e as que mesclavam cdlculos e conceitos.

e ETAPA 5 - ANALISE DAS CATEGORIAS DE RESPOSTAS

Apés transcrever as solugdes que representam cada categoria de resposta, iniciaremos
uma andlise pontual de cada categoria apresentada. Esta andlise utilizara os referenciais
tedricos discutidos no capitulo dois. A priori, o objetivo desta andlise é apenas verificar,
de acordo com os referenciais tedricos, como os candidatos descrevem suas respostas,

quais os tipos de produgdo adotam e se ha conflitos revelados a partir dessas respostas.

Pelo fato de ndo entrarmos diretamente em contato com cada candidato, tudo que
afirmarmos nesta pesquisa serd baseado em suposicdes e em indicios deixados em cada

padrdo de resposta.

Destacamos que de acordo com Cury:

Na andlise das respostas dos alunos, o importante ndo é o acerto ou erro em
si - que sdo pontuados em uma prova de avaliagdo de aprendizagem -, mas
as formas de se apropriar de um determinado conhecimento, que emergem na

produgéo escrita e que podem evidenciar dificuldades de aprendizagem (2007,

p.63).
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ETAPA 6 - LEITURA DAS ANALISES DAS CATEGORIAS DE RES-
POSTA

Esta etapa foi pensada com o fim de conectar cada categoria de resposta, apontando
globalmente os equivocos mais agudos, aqueles mais freqiientes e os tipos de produgdes

mais utilizadas, dinamizando as evidéncias deixadas pelas respostas das categorias.

Esta etapa pode ser vista como sendo uma andlise de contetido. A andlise de
conteldo é largamente discutida no ensino de matemadtica. Cury (2007) traz intimeras
referéncias as andlises de respostas dadas por alunos. Segundo Cury (2007), Navarro e
Diaz (1994) consideram que a andlise de contetido feita sobre um texto tem a “missdo
de estabelecer conexdes existentes entre o nivel sintdtico - em sentido lato - deste texto

e suas referéncias semanticas e pragmaticas” (p.180).

Cury, afirma ainda que:

® Na andlise das respostas dos alunos, ao considerar apenas a classificagio e a
contagem do nimero de respostas de cada tipo, a investigagdo fica muito pobre,
néo trazendo beneficios a alunos e professores. No entanto, ao procurar enten-
der as formas como o aluno produziu a resposta, certa ou errada, o trabalho

pode contribuir para a construgio de novos patamares de conhecimento (2007,
p.63).

Este trabalho se desenvolverd a partir das questdes apresentadas e discutidas no
capitulo anterior, e a partir das categorias de respostas apresentadas no capitulo se-
guinte, procuraremos identificar o uso das producgdes de provas sintdticas e semanticas,

e se estas respostas apresentam dificuldades ou fatores de conflitos.

Sem duvida este trabalho tem suas limitagdes, j4 que ndo foi possivel identificar

os porqués do uso de um ou de outro tipo de produgdo. Por outro lado, acreditamos
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que as respostas analisadas seguramente nos conduzem as convicgdes sobre o pensar
minimamente formalizado dos candidatos ao mestrado de ensino de matemaética, que é

composto em sua grande maioria de professores.



Capitulo 5

Analise de Dados Empiricos

5.1 Questao 1

Considere a dizima periédica: o = 0,9 = 0,999.... Determine quais das afirmativas

abaixo é a correta. Justifique rigorosamente a sua resposta.

(@) x>1(b)a=1(c)a<l
Categoria 1

Quando analisamos o nimero de casas decimais de « aumentando infinitamente obser-

vamos que cada vez mais « se aproxima de 1, porém nao chega a 1.
Analise da Categoria 1

Sua resposta parece-nos baseada na compreensdo que tem acerca do conceito de limite,

sendo classificada por nés como resposta produzida semanticamente.

Note que ndo foi capaz de intuir conceitos relevantes para a conclusdo correta de sua

40
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resposta. Este equivoco, o de acreditar que o limite é algo inatingivel, é freqiiente aos

alunos de primeiro ano de graduagao.

Outro fator que julgamos relevante observar é a falta de rigor em seus argumentos.
Néao podemos afirmar que hd conflitos gerados por este tipo de resposta, pois aparente-

mente ndo houve assimilagdo de conceito algum.

Categoria 2

0,9=0,9+0,09+ 0,009 + ...

~ 9 9 9
0,0=—+-—+

10 100 1000+...

A série acima é uma série geométrica de razdo % Toda série de razdo menor que 1

converge.

Pela soma da P.G. infinita, temos:

9 - 1
0 =T ondeal—loeq—10
9 9
Logo, Seo = —25+ =2 =1
T 10 10

Analise da Categoria 2

Suas dedugdes foram obtidas a partir da manipulac¢do de férmulas, sendo, portanto

classificadas como resposta produzida sintaticamente.

Durante quase toda a prova, apresenta-nos argumentos claros e precisos, cometendo
apenas um equivoco ao afirmar que toda série, geométrica, de razdao menor que 1 con-
verge. Sabemos que isto, sé é valido quando a série geométrica tem razdo entre -1 e
1, um contra-exemplo trivial para a afirmagdo feita pelo candidato é dado pela série
+00

Z(—l)“, cuja razdo q = —1 < 1.

n=1
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Acreditamos que este equivoco tenha ocorrido muito mais pela falta de rigor na

confeccdo de sua resposta do que efetivamente pelo fato de ndo conhecer esta hipétese.

A conclusdo que obtém se da exclusivamente através de suas contas, em momento

algum apropria-se da compreensdo que tem sobre o limite de sequiéncias.

Note que, em sua prova, seus cdlculos parecem ser suficientes para convencé-lo da
resposta final. De acordo com Weber e Alcock (2004) este individuo possui um enten-

dimento formal sobre o conceito de séries geométricas.
Categoria 3

«=0,9=0,999...
10- « =9,999...
10- o« — oc = 9,999... — 0, 999...

9
9- =9 —=>a=—-=1
9
Analise da Categoria 3
Sua resposta é exclusivamente sintdtica, despreocupada em justificar os argumentos

utilizados, limita-se a manipular simbolos.

As operagdes efetuadas no desenvolvimento da questdao sdo propriedades béasicas de
limites de seqiiéncias. Vale observar que, atualmente, este modelo de resposta ja é

discutido no ensino fundamental .

Observamos que o candidato se satisfaz com sua resposta, aceitando, sem a necessi-

dade de fornecer justificativa a seus argumentos, que o valor de «, de fato, é igual a 1,

YWer capitulo III
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e isto é percebido em todas as respostas que compdem esta categoria. Weber e Alcock
(2004), asseguram que, em geral, hd um desconforto, um ndo convencimento de que a

prova foi concluida, quando o tipo de produgao é o sintatico.
Categoria 4

Seja o« =0,999...
Entdo: 10 - o =9,999...

10 &« — oc = 9,999... — 0, 999...

Existe implicito aqui a idéia de limite. E como se « tivesse um 9 a mais: o “altimo”,
pois ao multiplicar « por 10 “perdemos”uma casa decimal. Mas, no infinito, o valor

deste “dltimo”nove (0,000...9) é desprezivel, ou seja vale zero.
Analise da Categoria 4

Este candidato se apropriou dos dois tipos de produgdo para confeccionar sua res-
posta: inicialmente, manipulando contas, foi sintatico, porém, ao interpretar as contas

realizadas, termina-a de maneira semantica.

Apesar dos dois estilos de respostas fornecidas convergirem para a mesma conclusao,
ndo detectamos coeréncia na explicagdo fornecida em suas contas, ou seja, conduz os
cdlculos de maneira correta (assim como na categoria trés nio justifica nenhuma das

propriedades de limites utilizadas), encerrando sua resposta com um erro conceitual.

De acordo com Weber e Alcock (2004), a produgdo de provas sintdticas muitas vezes

levam os individuos provadores a se questionarem a respeito da legitimidade deste tipo
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de producdo, e isto se reflete aqui, nesta categoria, pois o candidato exibe uma resposta
extremamente sintatica, suficientemente correta, porém sente a necessidade em explicar

que, de fato, o resultado encontrado estd correto.

Categoria 5

« =1 ja que a fragdo geratriz de « é % sendo o numerador o periodo da dizima e o

denominador formado por tantos nimeros 9 quantos algarismos tiver o periodo.

Analise da Categoria 5

Utiliza um procedimento decorado, sem usar instancias, sendo considerada como um
tipica resposta produzida sintaticamente. Estamos diante de certa concepgao particular
do que é o saber matemadtico, onde a infalibilidade do algoritmo parece ser mais relevante

do que o préprio conceito.

Os algoritmos sdo importantes intrumentos que nos ajudam a resolver varios pro-
blemas. Entretanto, para o ensino da matemadtica, seria oportuno se justificdssemos a
sua funcionalidade, a sua legitimidade. Devemos destacar que o candidato reproduziu

algo em que acredita e que é reforcado pelos livros diddticos no ensino bdsico.

Categoria 6

x = 0,999...

9 9 9
a=—+_—+

— 1 1 1
5700 T 1000 T =9 (6 T w6 T wom )

« é nove vezes a soma da PG infinita de primeiro termo igual a % e razdo igual a
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Logo Lo L L . % 1 10 1
8107100 1000 " T1-%Z 10 9 9
1
>ax=9-—=1
9

Mas, devemos observar que quando calculamos a soma da PG infinita, na verdade o
que estamos observando é o limite da soma. Logo, quando encontramos o« = 1, o que

temos é que « tende a 1. Por isso, o < 1.

Analise da Categoria 6

Mais uma vez temos um tipo de resposta que privilegia tanto a producao sintdtica
quanto a produgdo semantica. Novamente a produgdo sintdtica precede a produgdo

semantica, acenando para a inseguranca que a producao sintdtica traz ao candidato.

Este padrdo de resposta sugere que o candidato detém boa prdtica em conduzir
simbolos e manipular contas, embora nao enfatize que a série por ter razao % é conver-
gente. Suas contas ndo foram suficientes para assegurd-lo do valor de «, apresentou-nos
uma porgao de sua imagem de conceito contrdria as contas exibidas, sinalizando um
potencial fator de conflito. Segundo Tall e Vinner (1981), a imagem de conceito bem

estruturada, rica e consistente conduz de modo natural ao conceito formal.

Sem duvida, nesta categoria, podemos perceber que o poder da representagao numérica
(que sugere que o < 1) é tdo forte que parece sobrepujar a argumentagdo formal
sintdtica, mesmo sendo esta impecdvel. A ndo compatibilidade entre seus argumen-

tos nos da indicios de que ndo entendeu o conceito de convegéncia de séries e de limites.
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Tabela 5.1: Levantamento do niumero de Respostas que Compdbem cada Categoria

Questado 1

Categoria 1 5
Categoria 2 32
Categoria 3 5
Categoria 4 1
Categoria 5 7
Categoria 6 2
Categoria 7 -
Em Branco
Incompletas 1

Total 55

Leitura das Analises das Categorias

Pudemos perceber que apenas a categoria 1 ndo realiza qualquer tipo de argumento
sintdtico em sua resposta. De fato, esta questdo tem um apelo muito mais sintatico do

que semantico quanto a produgdo de resposta.

Nas categorias 1, b e 6 as solugOes apresentadas foram insatisfatérias e consideradas

erradas pela banca.

Apenas na categoria 1 houve tentativa de produzir resposta exclusivamente semantica,
porém as instdncias percebidas nesta resposta ndo foram suficientes para concluir que
o« = 1. Além da incapacidade de concluir corretamente a resposta, esta solugdo foi

demasiadamente informal.

Nas categorias 2 e 3 as produgdes foram inteiramente sintdticas, em ambas as catego-
rias as solugbes omitem a hipétese que garante a convergéncia da série 0,999..., que é o
fato desta ter razdo entre -1 e 1. Enquanto na categoria 2 o candidato procura desenvol-
ver precisamente seus calculos, na categoria 3 o candidato expde contas de uma maneira

imprudente, podendo chegar a qualquer resposta. Ressaltamos que nestas categorias os
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candidatos parecem acreditar nas contas que realizaram.

Na categoria 4, os candidatos iniciaram a resposta sintaticamente, realizando proce-
dimento parecido com os realizados na categoria 3, porém nesta categoria os candidatos
procuram justificar que seus calculos estdo, efetivamente, corretos. Portanto, temos um
estilo de producio mesclada: sintdtica e semanticamente. E interessante observarmos
que em ambos os tipos de produgdes seus argumentos foram imprecisos, ndo apresen-
tando conflitos, mas nos dando indicios de que a assimilagdo do conceito ndo estd bem

estruturada.

Segundo Rezende e Nasser (1994) a resposta dada na categoria 5 é baseada na
recorréncia a uma autoridade, em que o individuo apenas repete uma propriedade pré-
estabelecida em um livro ou difundida por um professor. Este tipo de produgdo é uma
mera repeticdo de uma caracteristica das dizimas periédicas simples. N&o entende-
mos que haja apropriagdo alguma de saber ou mesmo de conhecimento neste estilo de

resposta.

Finalmente, na categoria 6, detectamos um fator de conflito causado pela incompa-
tibilidade entre a resposta sintdtica e a resposta semantica. De fato, Webber e Alcock
(2004), previram que os individuos que realizam produgdes sintdticas freqiientemente
ndo se convencem da suficiéncia de seus cdlculos enquanto respostas, passando a re-
correr a figuras mentais, procurando evocar porgdes de suas imagens de conceito para

ratificarem seus argumentos.

5.2 Questao 2

Enuncie a definicdo de derivada de uma fungdo f: R — R e explique seu significado

geometricamente.
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Categoria 1

f(x +h) —f(x)

A derivada de uma fungdo f: R — R é }llln%
4>

G@O’H\L%fo gas e ,

Geometricamente ela indica o coeficiente angular da reta tangente.

Analise da Categoria 1

A definicdo dada inicialmente sugere-nos que conhece o conceito de derivada. Sin-
taticamente produz uma resposta simples e correta, porém incompleta, pois ndo trata
o conceito de derivada localmente, o que é uma caracteristica central deste conceito.
Esta despreocupagdo também pode ser percebida em seu grédfico, ao ndo destacar onde
a derivada estd sendo discutida. Fornece-nos o grafico de f e sua visdo geométrica para
a definicdo de conceito de derivada, sendo este o momento semantico de sua resposta.
Vale ressaltar que ndo associa a definigdo dada com o desenho descrito, ndo deixa claro

a relagdo entre o limite definido e seu grafico.
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Categoria 2

Se uma funcdo f : R — R é continua e diferencidvel num ponto xq, possui uma

derivada f'(xq).

Geometricamente falando, a derivada é a tangente a fungdo f no ponto x,.

Analise da Categoria 2

Procura recitar a definigdo do conceito de derivada sendo redundante ao afirmar que
se f é diferencidvel num ponto xg, possui f'(xy). Conclui sua breve resposta de modo
impreciso, garantindo que a derivada é a tangente a fungdo no ponto x,. Seu discurso,
a priori, parece-nos semantico, pois tenta fornecer caracteristicas de fungdes derivaveis,
exibindo uma definigdo pessoal deste conceito, além da interpretagdo geométrica de
derivada. Apesar deste aparente tipo de producdao de resposta, é possivel olhd-la de
outra maneira: como uma resposta produzida sintaticamente. Isto se deve pois procura
recitar a definigdo e lembrar importantes fatos pertinentes ao conceito de derivada, o

que para Weber e Alcock (2004) é determinante do tipo de produgdo sintatica.

Destacamos pontos positivos em sua resposta: identifica a natureza local que é
inerente ao conceito de derivada e descreve, mesmo que de modo impreciso, que a

derivada é o coeficiente angular da reta tangente.

Acreditamos que hd potenciais fatores de conflitos em seus argumentos: escreve que
se f é diferencidvel num ponto xq, possui f'(x,), este discurso parece lhe ser algo natural,
apenas mais uma hipdétese necessdria para que seja possivel descrever o conceito de
derivada, além disso, parece convencer-se que a notagédo f’ define o conceito de derivada.
Estes conflitos sinalizados, nos levam a supor que seu conhecimento estd mais voltado
para a questao procedimental, tendo em vista que a questdo conceitual parece-nos estar

bastante confusa.
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Categoria 3

Derivada de uma fungdo f: R —- R f'(x) =m(x) = Alimof(x + AAXi —f(x)
xX—

Quando calculamos a primeira derivada de uma funcdo, e fazemos o teste da derivada
primeira, podemos encontrar os pontos criticos dessa funcdo, os mdximos e minimos

relativos, sem precisar, antes construir o grafico.

Quando calculamos a segunda derivada de uma funcgdo, e fazemos o teste da derivada

segunda, podemos encontrar os pontos de inflexdo e concavidades.

Apébs todos esses processos utilizamos os resultados obtidos para a construgdo do

grafico da funcao.

Dai seu significado, geometricamente, é facilitar a construgdo de grédficos e conhecer

elementos deste grafico, e a derivada é tangente a funcao.

Analise da Categoria 3

4

Novamente um candidato define a derivada desconsiderando a “vocagao”local deste
conceito. Esta defini¢do, produzida sintaticamente, limita-se a descrever simbolicamente

o conceito de derivada.

Em um segundo momento, descreve os passos para a construgdo de grédficos a partir
do conceito de derivada (testes da derivada primeira e derivada segunda). Acredita
que a aplicabilidade do conceito de derivada equivale a uma interpretagao geométrica,
equivoco cometido por varios estudantes nas diversas dreas da matemaética que confun-
dem o algoritmo de esbogo do gréfico de uma fungdo com sua interpretagdo geométrica.
Note que neste momento, seus argumentos sdo pessoais, é o que compreende, 0 que

entende por interpretagdo geométrica, sendo esta a parte semantica de sua produgao.
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Finaliza afirmando que a derivada é tangente a funcdo. Isto reflete o descuido ou
talvez o desconhecimento para com o conceito de derivada que é um nimero real e ndo

uma reta.

Exibe deficiéncias tanto relacionadas a definicdo de conceito, desconsiderando o as-
pecto local, fundamental para a compreensdo do conceito, quanto na imagem de conceito
descrevendo fatores que ndo refletem a natureza geométrica da derivada, mas sim uma de
suas vdrias aplicagdes, além de descrever, de modo relapso, a tdo esperada interpretagdo

geométrica para a derivada.

Este candidato ndo demonstrou apropriagdo da imagem de conceito, apenas deu-nos

provas de que sabe um pouco sobre a definicdo de derivada, e onde usa-la.

Categoria 4

Seja f uma fungdo continua em um intervalo I = [a, b] a fungdo derivada de f, escrita
f(x + Ax) — f(x)

como f' é lim para todo x € L.

Ax—0 Ax

Fazendo o ponto P deslizar sobre a curva f(x) até chegar ao ponto Q: Ax vai diminuir,
consequentemente Ay também o que fard a reta s tender para a reta t. Assim, a derivada

é o limite das secantes a uma curva, ou seja, a tangente.



52

Ay f(xg) —f(xq)
tgf=—=—=——=--
9 Ax Xo — X1

Calculando o limite desse quociente, temos:

f —f f Ax) —f
lim (x2) (x1) _ tg0 ~ Lm (x1 + Ax) (Xl).
Xo—X1 X2 — X‘l Ax—0 AX

Analise da Categoria 4

Este candidato realiza os dois tipos de produgles: sintdtica e semdantica. Define
a derivada para todos os pontos do intervalo descrito, ndo explicita o ponto onde a
derivada ird ser considerada, além disso escreve que a definicdo é valida para todo
ponto de I, onde I é um intervalo fechado, o que inviabiliza o uso da definicdo nos

pontos a e b, fornecidos por ele. Aqui repousa sua produgao sintdtica.

Em seguida, exibe um grafico, onde procura mostrar de maneira detalhada sua visao
do conceito de derivada. Note que ndo indexa Ax, mas define-o em termos de x; e de Xx,.
Explica a relagdao que sua defini¢dao, descrita inicialmente, tem com o gréfico tragado.
Semanticamente, concluiu que “a derivada é o limite das secantes a uma curva, ou seja,
a tangente”. Apesar de desconsiderar na definigdo o ponto onde ird definir a derivada,
graficamente tentou explicitar esta questdo, demonstrando razodvel compreensdo do

conceito de derivada.

Encaminha sua resposta a partir de uma boa imagem de conceito e de uma imprecisa
definicdo de conceito, conectando satisfatoriamente ambos os momentos (seméantico e

sintdtico).

A
Nas ultimas linhas de sua resposta, comete um pequeno erro ao definir tgo = -}

Ax
) . fxo) — f(x )
e, em seguida, chama a mesma tgob de lim M Note que ao escrever isto,
X2—X1 X9 — X1

desconsidera o conceito de limite. Pensamos que este é um erro devido muito mais a

falta de atengdo do que propriamente a um equivoco conceitual.
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Categoria 5

f:R—-R
F(x) = lim f(x +h) —f(x)
h—0

O significado geométrico da derivada de uma funcao é o coeficiente da reta tangente

num determinado ponto da fungdo.

e LSS Sl d0c

Analise da Categoria 5

Este candidato se apropriou da produgdo sintdtica e da produgdo seméntica em sua
resposta, porém foi impreciso ao definir o conceito de derivada, omitindo que este deve

ser entendido localmente. Lembra da questdo local quando parte para o significado
f(x +h) —f(x)
h

geométrico, porém ai mostra-se despreocupado em relacionar a razao

com o fato da derivada fornecer o coeficiente angular da reta tangente.

Esta resposta nos sugere conhecer a definicio de derivada e o produto final de
sua interpretagdo geométrica, no entanto ndo nos acena possuir efetivo entendimento

semantico.
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Categoria 6

Derivada de uma fungdo f: R — R é uma funcio f’ cuja sentenga é obtida calculando

o lim f(x +h) —f(x)
h—0 h

da fungdo f num ponto X, qualquer de seu dominio.

. Esta fungdo assim obtida permite calcular a variagdo instantadnea

Geometricamente, calcular a derivada de uma fungdo f num ponto x, de seu dominio

é determinar o coeficiente angular da reta tangente neste ponto considerado.

Analise da Categoria 6

Percebemos que o candidato parece conhecer o conceito de derivada, referindo-se a
ela como uma fungdo dada por um limite, calculada a partir de um ponto inicial. Note
que apo6s defini-la, refere-se a ela sempre tomando como referencial o ponto x,. Este

argumento é tipico de uma produgdo sintdtica.

J4 na questdo da interpretacdo geométrica, repete o classico discurso que descreve
a derivada de uma fungdo num ponto xq como o coeficiente angular da reta tangente a

funcdo neste ponto xq. Esta é a contribuicdo seméntica que da a sua resposta.

Apesar de identificarmos os dois tipos de produgdo nesta resposta, o sintdtico e o
semantico, acreditamos que sua produgao é predominantemente sintdtica, pois manipula

palavras como se fossem simbolos.
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Nao percebemos conflitos instaurados entre sua resposta, sua definigdo de conceito

e sua imagem de conceito, embora produzidas de maneiras ébvias, estdo todas corretas.

Tabela 5.2: Levantamento do numero de Respostas que Compdbem cada Categoria

Questdo 2

Categoria 1 5
Categoria 2 2
Categoria 3 1
Categoria 4 14
Categoria 5 22
Categoria 6 2
Categoria 7 -
Em Branco 2
Incompletas 7

Total 55

Leitura das Analises das Categorias

Mencionaremos, inicialmente, que praticamente todas as categorias de resposta des-
consideraram, em suas defini¢des, que o conceito de derivada de funcdo real deve ser
tratado localmente. O cardter local da derivada é o que impulsiona sua interpretagdo
geométrica, e esta interpretacdo da sentido concreto a este conceito. As categorias 1, 3
e 4 definiram corretamente a derivada de uma funcgdo real, mas mostraram-se despreo-

cupadas em destacar que a derivada é definida ponto a ponto.

A resposta da categoria 2 cita que a derivada deve ser pensada localmente, porém
produz uma solugdo integralmente equivocada, pondo hipéteses que ndo condizem com

este conceito como o fato da fungdo ser continua e diferencidvel no ponto considerado.

Ja a resposta da categoria 6 foi a tnica que remete, corretamente, a definicdo de

derivada a questdo local, ratificando que o cardter local da derivada pode servir no



56

calculo de variagdes instantaneas.

Enquanto ao significado geométrico, destacamos que apenas a categoria 4 parece ter
efetivo entendimento intuitivo relativo ao conceito de derivada, pois retoma a questao
local esquecida em sua definigdo e demonstra satisfatério conhecimento do conceito de

derivada, discorrendo, precisamente, sobre a definicdo deste conceito.

As categorias 2, 5 e 6 apresentaram um discurso pronto para o significado geométrico
da derivada. A solugdo da categoria 2 se deteve a enunciar, de modo impreciso, que
a derivada é tangente a funcdo no ponto, ndo exibindo qualquer representagdo grafica.
As categorias 5 e 6 exibem grédficos mas estes se mostram descontextualizados com suas
definigées. Notamos que a resposta da categoria 6 para o significado geométrico da
derivada fica aquém daquilo que esperdvamos, uma vez que esta foi a dnica categoria
que enunciou precisamente a definicdo deste conceito. Acreditamos que este vdo entre

definicdo de conceito e imagem de conceito encobre potenciais fatores de conflitos.

A resposta dada pela categoria 3 ao significado geométrico da derivada, sinaliza para
uma completa desconexdo entre o conceito de derivada e seu significado geométrico. Nao
prevemos fatores de conflito a partir da imagem e da definigdo de conceito, pois, apesar
de ver a aplicagdo da derivada como seu sentido geométrico, ndo comete equivocos.
Pensando de maneira andloga, muitos alunos véem, por exemplo, a integral como sendo
a drea abaixo da curva considerada. Isto reflete a falta de preocupagdo em compreender

a diferenca entre o objeto matemaético aplicado e seu sentido geométrico.

Sobre a categoria 1, nossa andlise constata que foi impreciso na construgdo do sig-
nificado geométrico para a derivada, descrevendo um grafico descontextualizado com a
definicdo fornecida. Mais uma vez ndo se importa com a questdo local deste conceito.
Estes aspectos nos sinalizam para uma possivel falta de solidez tanto na defini¢do de
conceito formal, quanto na representacdo geométrica dada - aspecto ligado a imagem

de conceito, pois ndo hd reflexdo alguma a partir do grafico e muito menos a partir da
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definicdo exibida.

Enfatizamos que o conceito de derivada, fundamental em praticamente todos os
cursos da graduagdao em matemadtica e dreas afins, é tratado de modo impreciso e, em
geral, sem real significado geométrico. Fatores de conflitos foram observados apenas
na categoria 2, acreditamos que isto se deve pois grande parte das resposta se detive-
ram a argumentos ensaiados, procurando recitar defini¢es e propriedades relativas ao
conceito de derivada. Pensamos que esta falta de hdbito em investigar uma definigdo
ou propriedade colabora para o aparecimento de fatores de conflitos principalmente em
questdes mais elaboradas, em que somos obrigados a desenvolver nossa argumentagdo a

partir de definigbes, propriedades e teoremas.

5.3 Questao 3

A definigdo formal de sequéncia convergente é enunciada da seguinte forma:

Seja (xn)neny uma sequéncia de niimeros reais e seja a € R.

Diz-se que x,, convege para a se: V € >0, 3 ng € N tal que [x,, — a| <€, Vn > n,.
a) Enuncie a definigdo de sequéncia limitada.

b) Mostre, de acordo com a definigdo formal, que toda sequéncia convergente é

limitada.

c) E verdade que toda sequéncia limitada é convergente ? Justifique.
Categoria 1

a) Seja a € R, uma sequéncia x,, serd limitada se lim x,, = a, ou seja, Ve > 0 dny €
n—oo

N tal que |[x, —a] <€, Vn > n,.
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b) Seja xn = {x1,X2,X3, ..., Xn—1,Xn). Como x, é convergente para a, entdo existe

Ve >0 dng € N tal que [x, —al <€, Vn>n,.

Sendo assim, lim x, = a. Suponha, por absurdo, lim x, = b, sendo b > a.
n—oo n—oo

Ve >0 dny € N tal que [x, — bl <€, Vn=n,.
(impossivel) — pois b > a.
c) Néo.

—1 ; para n par
Contra-exemplo: x, =

1 ; para n impar

Analise da Categoria 1

Letra a

Sua resposta, produzida sintaticamente, baseia-se na utilizagdo da defini¢do através
de simbolos, ndo recorre a qualquer representagao intuitiva. Apresenta-nos a definigao
de convergéncia de seqiiéncia como sendo a definicdo de seqiiéncia limitada. Pensamos
que este equivoco pode ser devido a proximidade entre a nomenclatura que damos a

estes dois conceitos: seqiiéncias limitadas e limite de seqiiéncias.

Detectamos, a partir da confusdo feita na descricdo da definigdo de sequéncias li-
mitadas, um fator de conflito entre as definicbes de conceitos de seqiiéncia limitada e

seqiiéncia convergente.
Letra b

Seus argumentos sdo produzidos sintaticamente, pois manipula simbolos, notagdes e
definigOes. Apresenta um erro ao descrever a definicdo de seqiiéncia convergente: “entao

existe Ve > 0...”
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Acreditamos que esta deficiéncia provavelmente se deve por nao ter refletido a res-
peito desta definicdo. Em seguida, muitos argumentos incoerentes sdo admitidos. Ao
tentar fazer uma prova por absurdo, chega a um resultado desconectado do proposto
pela questdo, que era concluir que as seqiiéncias deveriam ser limitadas. Na letra a, for-
nece a definigdo de seqiiéncia convergente como sendo a definigdo de sequéncia limitada,
este erro é decisivo para o resultado no item b. A hipdétese dada é a de seqiiéncias con-
vergentes e sua tese é de que estas devem ser limitadas, porém sua hipétese se confronta

com sua tese, sugerindo-nos que nao soube o que era para ser demonstrado.

Esta confusdo entre a defini¢do de seqiiéncias limitadas e sequiéncias convergentes nos
leva a suspeitar que hé ai um fator de conflito potencial, gerando falta de compreensao

no objeto proposto.
Letra c
Limitou-se a exibir, como contra-exemplo, a seqiiéncia x, = (—1)™.

Weber e Alcock (2004), afirmam que a produgdo de provas sintdticas tem grande
valor ja& que contribuem para a criagcdo de contra-exemplos. Se nos basearmos estrita-
mente na definicdo de conceito e nas propriedades que a cercam esta tarefa torna-se

bem menos ardua.

Categoria 2

a) Seja (Xxn)nen Uma sequéncia de nimeros reais em R.
Diz-se que (x,,) é limitada se: M € R, tal que Vn [x.| < M.

b) Consideremos uma sequéncia convergente, isto €, Ve > 0 dny € N tal que

xn —al<e Yn>=ng
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Tomemos agora M = max{|x;/|, Xz, ..., [xn,|,la —1|,la+ 1]} implica que Vn € N

Ixn| < M.

c) Ndo é verdade. Ex.: (x,), onde x,, = (—1)™ é limitada, pois |xn|] <2 VneNe
é divergente pois possui duas subsequéncias que convergem para lugares diferentes que

80 (Xn)n par € (Xn)p impar-

Analise da Categoria 2

Letra a

Apresenta uma definigdo formal e exclusivamente simbdlica, sendo por isso produzida

sintaticamente. Ndo intui nada relativo a definicdo de sequéncias limitadas.
Letra b

Sua resposta é tipicamente oriunda de uma produgdo semadntica, pois parte da de-
finicdo de sequiéncias convergentes, dd significado geométrico a esta definicdo e em se-

guida conclui a prova.

Durante a definigao de seqiiéncias convergentes, omite o valor para o qual a seqiiéncia
converge (ntimero real a), ndo explica que tomou € igual a 1, porém procede de maneira
correta ao definir o conceito de convergéncia. Estes dois detalhes, omitidos na definigdo,
sdo esclarecidos em seu desenho. Um detalhe que nos chama atengdo é o fato de tomar
a seqiiéncia x,, oscilante (veja a ordem entre os termos das posigdes 1, 2 e 3). Interpreta
a convergéncia de x,, de modo bem coerente com a definicdo exibida, o que lhe deu

subsidios para concluir correta e sintaticamente, a demonstragao.
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Esta resposta sugere-nos que o candidato se apropriou satisfatoriamente das de-
finicBes de sequéncia limitada e de sequiéncia convergente, sabendo relacioné-las. Res-

posta sem fatores de conflito.
Letra c

Além de fornecer a seqiiéncia x,, = (—1)™ como contra-exemplo, fornece uma ex-
plicagdo para o fato desta sequiéncia ndo satisfazer a propriedade descrita no enunciado
da questao. Explica que apesar de x,, ser limitada por 2, ela possui duas subseqiiéncias

que convergem para valores distintos, logo diverge.

Este tipo de produgdo revela-nos a preocupagao em atender precisamente a questao,
isto é, diz que a afirmacdo feita é falsa e da argumentos que a refutam. Tipica produgao

semantica.
Categoria 3

a) Uma sequéncia (Xxn)nen diz-se limitada se for limitada inferiormente e superior-
mente; para isso seja a =infx,, e b =supx,,; tomando k =méx{a, b} entdo |[x,| < k.

b) Seja (Xn)nen Uma sequéncia tal que lim x, = a.

n—+oo

Pela definicdo: Ve > 0 dng € N tal que |[x, — al] < €, VYn > ng, o que significa que

Xn € (a—€,a+ €) quando n > ng.
Seja o conjunto S = {x1, X2, X3, ., Xng» Xng+1, -, @ — €, A + €.
Seja a =minS e b =maxS.
Temos que a < x,, < b. Logo é limitada.

c) Falso. A sequéncia (2,0,2,0,2,0,...) é limitada pelo intervalo [0, 2], no entanto

possui 2 subsequéncias constantes convergindo para valores distintos. Logo a sequéncia
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(2,0,2,0,2,...) diverge.

Analise da Categoria 3

Letra a

Sua resposta, a priori, reflete a preocupagdo em explicar o conceito de seqiiéncias
limitadas. Neste momento, seu argumento é relativo a produgdes seméanticas, em se-
guida procura formalizar tal conceito de um modo rigoroso, momento sintdtico de seu
desenvolvimento. Este estilo de resposta nos sinaliza que houve a tentativa em estabe-
lecer uma conexdo entre o que entende a respeito do conceito de sequéncias limitadas e
o modo como o formaliza. Garante a existéncia do sup e do inf de x,,, sem a garantia
que Xx,, seja efetivamente limitada. S6 podemos garantir que uma sequéncia tenha sup
e inf se esta sequéncia for limitada e isto nos acena para a presenca de conflitos em sua

resposta.
Letra b

Sua resposta reproduz apenas aspectos sintaticos. Nao revela nada sobre a imagem

de conceito acerca de sequéncias limitadas e convergentes.

Parte de uma definicdo precisa e formal de sequéncias convergentes toma um con-
junto S formado por todos os termos de x,, além de a — € e a + €, e conclui que x,
possuird um limitante inferior e um limitante superior, chegando a defini¢do fornecida
no item a, para seqiiéncias limitadas. Comete um equivoco de notacdo ao escrever que

limx, = a = minS.

Segundo a teoria proposta por Weber e Alcock (2004), este candidato se apropriou

do conhecimento formal de sequéncias limitadas, ndo apresentando fatores de conflito.
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Letra c

Este candidato exibiu o mesmo padrdo de resposta dada na categoria dois: exibe
um contra-exemplo e, em seguida, explica porque a seqiiéncia apesar de limitada é

divergente.
Categoria 4
a) Uma sequéncia (X, )nen de nimeros reais é uma sequéncia limitada, se existirem

aeb,comoacRebeR, tal que (x,) €]la, bl.

b) Pela definigdo de sequéncia convergente, temos que Ve > 0,3n, € N tal que

Ixn —al < €,Vn = n,.
De |x, — a| < €, temos que: —€ < x,, —a < €.
Assim, a—e<x, < e+ a= (x,) €Ela—¢€,a+ €l.
Logo, (x..) é convergente e limitada.
c) Ndo. O teorema garante que toda sequéncia monétona limitada é convergente.

Pelo item anterior, fazendo a volta da demonstracdo chegaremos a conclusdo do

teorema.

Analise da Categoria 4

Letra a

Este candidato nos fornece uma resposta simples, objetiva e sintdtica. Limitou seus

argumentos a definigdo formal do conceito de seqiiéncias limitadas.
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Letra b

Apresenta-nos um padrao de resposta estritamente sintdtico, escreve a definigao for-
mal de sequéncias convergentes, manipulando-a simbolicamente, além de se apropriar de
algumas propriedades de médulo. Conclui a prova sem fornecer qualquer interpretagdo
para a definicdo de seqiiéncia convergente ou para as propriedades (aritméticas) ali

descritas.

Sua prova contém um erro conceitual, provavelmente fruto da desconexdo entre
definigdo e compreensao do conceito de convergéncia: desconsidera que pode haver uma
quantidade finita de termos fora do intervalo (a — €, a + €), e que estes termos devem

ser controlados, para que, de fato, a sequiéncia seja limitada.

Acreditamos que o candidato ndo teve a intengdo de abordar o problema sintatica-
mente, e sim procurou usar a simbologia (por exemplo), e isto refletiu em uma produgio

sintdtica equivocada.
Letra c

Sua resposta assegura que a afirmagdo é falsa, porém ndo exibe nenhum contra-
exemplo. Sua resposta é baseada em afirmagdes: recita o teorema que caracteriza as
sequéncias convergentes e conclui escrevendo que “Pelo item anterior, fazendo a volta
da demonstragdo chegaremos a conclusdo do teorema”. Hstas duas afirmagdes isoladas
ndo justificam porque a questdo é falsa, mostram no maximo que sabe um importante
resultado a respeito de sequéncias convergentes. Sua resposta é sintdtica, pois ndo

apresenta nenhuma “instancia”, recorre apenas a propriedades relativas ao conceito de

seqiiéncias.

Categoria 5

a) Seja (Xn)neny uma sequéncia de ntimeros reais. Dizemos que x,, € uma sequéncia
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limitada se existir K > 0 tal que Vn € N tem-se [x,| < K.
b) Seja (xn)nen Uma sequéncia que converge para a € R.
Assim, tome € = K, Ing € N tal que |x, —al] < e.

Existe uma quantidade finita de elementos da sequéncia que se encontram fora do

intervalo (a —€,a + €).
Seja Xy, = max{X1, Xa, ..., Xny} € Xi,, = Min{xy, X, ..., Xn,}. Seja K = xy,, — Xk,
a—e<xp<a+e=K
c) Ndo. Contra-exemplo:
Xn=(—1)"=—-1,1—1,1,...
Observe que x,, é uma sequéncia limitada pois 3K > 0 tal que |x,| < K, mas diverge.

O fato de uma sequéncia ser limitada ndo garante que a mesma convirja. Sequéncias

n+1)m N .
como Yy, = sen% sdo exemplos de sequéncias limitadas que divergem.

Analise da Categoria 5

Letra a

Resposta correta, simples e sintdtica. Reprodugdo precisa daquela encontrada nos

livros.
Letra b

Sua resposta possui producdo sintdtica, pois define a convergéncia da sequéncia
Xxn. Possul também produgdo semantica, pois interpreta esta definigdo afirmando que

a convergéncia garante uma quantidade finita de termos da seqiiéncia fora do raio de
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convergéncia.
De um modo geral sua resposta ndo nos acena para fatores de conflito.
Letra c

Sua resposta exibe o contra-exemplo cldssico de uma seqiiéncia limitada que diverge:
xn = (—1)™. Recita a defini¢do de seqiiéncia limitada, dizendo que x,, se enquadra nesta
definicdo. Fato: ndo explicita um valor concreto para K (aqui K é um nimero real que

limita sua seqiiéncia).

Néao explica porque esta sequéncia diverge. Parece-nos que, para ele, isto é algo

trivial.

en+1)m

Finalmente, escreve que todas as sequiéncias do tipo y, = senT sdo limita-
das e divergentes. Esta é apenas uma sequéncia, e, além disso, esta seqiiéncia, calculada
em cada ponto, é exatamente a mesma sequiéncia descrita como contra-exemplo. Isto
nos sugere um conflito, pois parece desconhecer que a nova sequiéncia é apenas uma € a
mesma daquela descrita inicialmente. Sua resposta se manteve integralmente sintatica,
ndo explicando nada através de sua compreensdo relativa aos conceitos de seqiiéncias

limitados e convergentes.
Categoria 6

a) Seja (Xn)nen Uma sequéncia de nimeros reais.
A sequéncia {x;, Xo, X3, ..., X}, kK € N é limitada se existe N € N tal que k < N.

b) Definicdo formal: (x)nen sequéncia de nimeros reais e a € R: x,, converge para

a se Ve > 0,3ng € N tal que |x,, — al < €, Vn > ny.

Logo —e<xp—a<e=a—e<xp<a+e Vn=ny.
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Entdo podemos afirmar que a + € limita toda a sequéncia, ou melhor: a + € é a

menor cota superior da sequéncia.

Pela definicdo de sequéncia limitada com a afirmacdo acima, toda sequéncia conver-

gente é limitada.
c) A reciproca da afirmagdo: “Toda sequéncia convergente é limitada”ndo é valida.
Para isto, basta tomarmos uma sequéncia limitada onde |x,, — a| > €, Ve > 0.
Exemplo: Tomemos a sequéncia de ntumeros reais: (1,10,102,103, ...,101%)
Esta sequéncia é limitada, mas ao tomarmos € > 0, por exemplo, € = 10 ndo existe
nenhum n > ny € N tal que |x,, — 10'%| < €. Logo a sequéncia ndo é convergente.

Analise da Categoria 6

Letra a

Baseada numa justificativa sintatica, sua resposta nos revela um equivoco: concebeu
que sequéncia limitada é um conjunto finito de ntimeros reais, ou seja, seqiiéncia limitada
€ 0 mesmo que seqiéncia cujos indices sdo limitados e, portanto é um conjunto com
finitos termos. Sua resposta sugere que ndo compreendeu o conceito de seqiiéncias

limitadas.
Letra b

Apesar de ter respondido o item a de modo equivocado, consegue, agora, desenvolver

argumentos consistentes de forma sintatica e seméantica.

Inicialmente descreve a defini¢do de sequéncias convergentes, em seguida inicia uma
objetiva manipulagdo desta definicdo de modo simbdlico, chegando a descrever que todos

os termos cujos indices sdo maiores ou iguais a ng pertencem ao intervalo a — €, a + €,
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conclui sua resposta dando significado a este conceito.

Seu argumento seguinte (“Entdo podemos afirmar ... é a menor cota superior da
seqiiéncia” ), fornece-nos uma breve declaragdo de seu entendimento sobre a definigdo

de seqiiéncia convergente (contribuigdo semdntica de sua resposta).

Outra vez, os possiveis finitos termos que se encontram fora do raio de convergéncia

foram desprezados, reside ai um equivoco de sua resposta.

Finalmente, encerra a demonstragdo afirmando que “Pela definigdo de seqiiéncia li-
mitada com a afirmagdo acima, toda seqiiéncia convergente é limitada”. Esta afirmagdo
se conflita com a resposta fornecida no item a, pois descreveu de maneira totalmente di-
ferente o conceito de sequéncias limitadas. Ora, é de se esperar que conclua algo préximo
a definicdo firmada anteriormente, porém conclui a prova admitindo que sequéncias con-
vergentes devem ter cotas que as limite. Neste momento, nos acena para um potencial
fator de conflito, proveniente da diferenga entre a definigdo de seqiiéncias limitadas dada

no item a e o conceito trabalhado, no item b, para sequéncias limitadas.
Letra c

Responde corretamente a questdo proposta, porém seus argumentos mostram-se

integralmente equivocados.

Comete erro conceitual afirmando que a seqiiéncia (1,10,102,10%,...,101%, ..) é li-

mitada.

Sem duvida o critério que usou para garantir que sua seqiiéncia é limitada estd de
acordo com a definicdo estabelecida no item a. Para este candidato, seqiiéncias sao
limitadas quando seus indices sdo limitados, e como a seqiiéncia acima termina na 101

posigdo, ela é limitada.

Produz sintaticamente sua resposta, porém suas defini¢cbes se mostram imprecisas.
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Tudo isto nos sugere que ha latentes fatores de conflitos, causados, provavelmente, por

equivocadas definigbes de conceito.

Categoria 7

c) A afirmagdo € falsa, ou seja, um sequéncia pode ser limitada mas ndo ser con-
vergente. Exemplo: x, = (—1)". E uma sequéncia limitada em [—1, 1], no entanto, é

divergente.

a) Uma sequéncia é limitada quando for limitada superiormente e inferiormente por

algum nimero. lim f(x,) = a.
Xn—XQ

b) Ve > 0,3n, € N tal que [x, —a|] <€, Vn >n,.

Analise da Categoria 7

Letra a
Iniciou sua resposta pelo item c, o item a foi o segundo item a ser respondido.

Apresenta-nos uma resposta produzida semanticamente e, em seguida, representa
simbolicamente esta resposta. Fornece-nos uma explicagdo para o conceito de sequiéncias
limitadas e mostra-nos que se preocupa com a compreensdo do conceito matematico,

mas nio o formaliza.

Cremos que na tentativa de formalizar minimamente seus argumentos, exibe a
notacdo de seqiiéncia convergente. Parece-nos provavel que haja conflito entre a imagem

de conceito e a definigdo de conceito de sequéncia limitada.
Letra b

Limitou-se a descrever a definigdo de sequiéncia convergente.
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Letra c

Limita-se a fornecer o contra-exemplo x, = (—1)™, escrevendo que esta seqiiéncia é
limitada pelo intervalo [—1, 1], porém n&o explica porque ela é divergente. Sua resposta
¢ produzida de maneira sintatica, usa um contra-exemplo tipico, e mostra que ele estd

de acordo com a definicdo de seqiiéncias convergentes.

Tabela 5.3: Levantamento do numero de Respostas que Compdbem cada Categoria

Questdo 3a Questdo 3b Questao 3c

Categoria 1 11 1 46

Categoria 2 0 7 0

Categoria 3 6 5 15

Categoria 4 8 24 1

Categoria 5 29

Categoria 6 1 1

Categoria 7 1 4

Em Branco 13 31 17

Incompletas 15 10 6
Total 86 86 86

Leitura das Analises das Categorias

Resumindo, podemos assegurar que o conceito de sequéncia limitada apresentou ele-
vado indice de erro, sendo duas vezes confundido com o conceito de limite de seqiiéncia.

Acreditdvamos que este item apresentaria uma freqiiéncia menor de erros.

A letra b era considerada por nés como um item bastante delicado e projetdvamos
gue poucos candidatos teriam éxito, pois se trata de um problema que requeria razodvel
conhecimento simbdlico ou certa interpretacdo do conceito de convergéncia. Apenas
trés categorias foram integralmente mal sucedidas, as demais conseguiram desenvolver

a ideia central da demonstracao.
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O item c apresentou duas categorias cujas respostas estavam equivocadas, trés cate-
gorias apresentaram contra-exemplo correto sem justificativa e apenas duas categorias

exibiram contra-exemplo correto acompanhado de justificativa.

A resposta da categoria 1 misturou o conceito de sequiéncia limitada com o con-
ceito de limite de sequéncia. Este equivoco é carregado para a letra b quando tenta
demonstrar o problema proposto levando em consideragdo que sua tese é mostrar que

P

T}1_r>r;o xn = a. H interessante observar que a definicio dada para seqiiéncias limitadas
ndo baseia sua resposta na letra c - veja que o exemplo que fornece ndo se enquadra
em sua definigdo de sequéncias limitadas. Certamente a porgdo evocada da imagem de
conceito relativa as seqiiéncias limitadas conflita-se com a defini¢do de conceito pessoal.

Ressaltamos que, de acordo com Tall e Vinner (1981), este € o tipo de conflito mais

preocupante, tendo que ser conduzido com o mdaximo de cuidado.

z

Acreditamos que é imprescindivel destacar que seqiiéncias limitadas e limite de
seqiiéncias sdo conceitos distintos, cabendo a nés professores, enfatizar que a notagdo
lim x, = a indica que a seqiiéncia x,, converge a a e nao que a seqiiéncia é limitada
n—oo

por a.

Ja a resposta da categoria 2 apresentou-se muito bem estruturada. Utilizou o proce-
dimento sintdtico no item a e o semantico nos itens b e c. Destacamos que, no segundo
item, o limite da sequéncia considerada engloba os termos desta seqiiéncia que estdo
fora do raio de convergéncia, coisa freqientemente deixada de lado nas demonstragdes,

explicando de maneira satisfatéria as contas realizadas a partir do desenho apresentado.

Ressaltamos que apenas nas categorias 2 e 3 as respostas dadas ao item c sdo bem
explicadas, trazendo propriedades oriundas da defini¢cdo do conceito de sequiéncias con-

vergentes e mostrando que seus contra-exemplos, de fato, respondem o problema.

A resposta a letra a da categoria 3 é a unica que procura formalizar o conceito de
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sequéncia limitada a partir de uma produgdo semantica, descrevendo precisamente a
definicdo pedida. A resposta deste item pela categoria 7 inicia-se de forma andloga a
categoria 3, porém falha ao confundir, assim como a resposta dada pela categoria 1, o

conceito de seqiiéncia limitada com o de segiiéncia convergente.

As categorias 2, 4 e 5 fornecem para a letra a respostas similares: definem de maneira
correta o conceito de seqiiéncia limitada, recorrendo diretamente a defini¢do de conceito
formal. A resposta a esse item dada pela categoria 6 nos chamou a atengdo, pois descreve
gue seqiiéncias limitadas sdo aquelas com finitos termos. Apesar deste equivoco concei-
tual, manipula satisfatoriamente a definicdo do conceito de convergéncia de sequiéncias.
Ainda relativo a categoria 6, apresenta um exemplo de sequéncia finita como sendo
seqiiéncia limitada. Erra o conceito mais primitivo relativo a esta questdo que é o de

sequéncia.

As categorias 3, 4 e 5 tém solugbes similares para o item b. Ha uma pequena diferenca
entre essas respostas que se deve principalmente ao modo como cada solugdo interpreta
ou desenvolve a desigualdade |x,, — a| < €. Observe que as categorias 3 e 5 se atém ao
fato de que existem termos fora do intervalo (a — €, a + €), coisa omitida pela resposta

da categoria 4.

A categoria 6 consegue, apesar do equivoco cometido na letra a, desenvolver uma
resposta satisfatéria (dentro daquilo que haviamos previsto), para a letra b. Veja que
procura dar sentido ao fato da seqiiéncia ser convergente, concluido que ela possui

limitante inferior superior.
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5.4 Questao 4

O Teorema do Valor Intermediério tem o seguinte enunciado:
Seja f: [a,b] — R uma fungdo continua com f(a) < f(b) e seja yo €]f(a), f(b)[.
Entédo d xq € ]a, b[ tal que f(xq) = Yo.

a) Explique porque a hipétese de continuidade é indispensdvel para que este teorema

seja vdlido.

b) Podemos afirmar, nas condigdes do Teorema, que xq é inico?Justifique sua resposta.

Categoria 1

a) Para que haja continuidade num ponto X, temos que:

1) f(xo) exista

2) lim f(x) exista

X—Xo
3) lim f(x) = f(xo)
X—Xo
Se considerarmos uma fungdo descontinua, a fungdo pode ndo estar definida em xq

e assim , ndo poderiamos afirmar que f(x¢) = Y.

b) Nao se pode afirmar que %, é Uinico. Considerando, por exemplo, uma f com o
) )
aspecto a seguir, ela satisfaz as condigGes do teorema, mas encontramos valores de yq

que sdo imagens de valores distintos de x.
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V

Analise da Categoria 1

Letra a

Procura fornecer a definigdo formal do conceito de continuidade em um ponto, sendo
hdbil para enunciar corretamente esta definicdo. Podemos classificar que, neste mo-

mento, sua resposta é uma legitima produgdo sintdtica.

A seguir, argumenta que considerando uma funcdo descontinua em X, esta poderia
ndo estar definida neste ponto, e isto garantiria a indispensabilidade da hipétese de con-
tinuidade, j& que poderia existir um valor para y que se corresponderia exclusivamente

a este xg.

Explorando a compreensdo da definicdo de continuidade, nos fornece argumentos

para garantir que procura reproduzir semanticamente sua conclusao.

Sua resposta, nos sugere que conhece bem a definigdo de continuidade, e sua imagem
de conceito evocada parece estar de acordo com a definicdo que escolheu para o objeto

matemdtico estudado.
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Letra b

Neste momento de sua resposta, nenhuma definicdo, nem manipulagdo simbdlica
sdo evocadas. Sua resposta repousa inteiramente no gréafico fornecido, se apropria do
teorema e desta representagdo visual para consolidar corretamente seus argumentos.

Esta é uma producdo seméantica, ndo apresentando fatores de conflito.

Categoria 2

a) Se f ndo fosse continua poderia haver “saltos”no grafico de f, onde yo, néo seria

correspondido para algum X, que fosse ponto de descontinuidade de f.

Figura 5.1: relativa a questdo 10a de 2007 do candidato 058.

b) f é injetiva, portanto ndo pode haver x; e x, tais que f(x;) =yo e f(Xxo) = Yo
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Analise da Categoria 2

Letra a

Sua resposta foi produzida utilizando argumentos vindos do entendimento que detém
sobre o conceito de continuidade. Nao recita defini¢bes, nem exibe propriedades pré-
estabelecidas, ainda exibe uma situagdo grafica que pode té-lo auxiliado durante a
producgdo de sua resposta. Enfatizamos que apesar de sua resposta ser fundamentada
de maneira correta, nao fica claro que f(xq) # yo. Podemos classificar este tipo de prova
como sendo de cardter semantico, esta resposta justifica corretamente a necessidade da

funcdo ser continua, parecendo-nos livre de conflitos.
Letra b

Sua resposta é breve e equivocada, sendo fundamentada na afirmacgdo de que f deve
ser injetiva, hipétese inicialmente admitida pelo préprio candidato. Esta afirmacdo er-
rada pode ter sido influenciada pelo grafico que construiu no item (a) (descreve a fungdo
f como sendo estritamente crescente e por hipdtese continua, logo deve ter imaginado

que f, necessariamente, deveria ser injetora).

Esta resposta parece se enquadrar em um tipo de produgao semaéntica, pois de al-
guma forma interpretando o teorema e, provavelmente, pensando graficamente, qualifica

a fungdo f como injetora.

Este fator de conflito explicito, pode ter sido causado pelo grafico pensado no item
anterior. Segundo Tall e Vinner (1981), quando a imagem de conceito ndo estd bem fun-
damentada, bem conectada com as diversas representagoes e significados possiveis para
um determinado conceito, podem ocorrem varios conflitos entre definicao de conceito e
imagem de conceito, conflitos estes que, segundo estes autores, devem ser trabalhados

para que ndo confundam nem atrapalhem no processo de aprendizagem.
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Categoria 3

a) Considere duas fungbes F(x) e g(x), ambas com o dominio no intervalo [a, b], de

modo que F(x) seja continua em [a, b] e g(x) seja descontinua em [a,b]. Considere o

esbogo do grafico de F(x) e g(x) abaixo:
: S s 3 : 5 kelal
,» D— J 5
i ) .'l F/"’
=7 'ﬂr;':n*.r — -
(. oy
']
| i ¥ - JI s — ' —
x a ;.-f b

No primeiro caso, dado qualquer y, €]F(a), F(b)[ é possivel encontrar x, € [a, b] de
F(xo) # Yo.

modo que F(xq) = yg. No segundo caso, Fy, €]F(a), F(b)[ que Vxq € [a, b]

Por isso, torna-se indispensdvel a hipétese de continuidade para que este teorema

seja vdlido.
b) Ndo podemos afirmar se xq € tinico.

Por exemplo, considere F: [a, b] — R dada pelo gréfico a seguir.

Seja a’ € [a,b] e b’ € [a,b]. E possivel encontrar y, €]F(a’), F(b')[ onde F(a’) €
X0, X1, X2 € [a,b]

IF(a), F(b)[ e F(b’) €]F(a), F(b)[ de modo que dado y, €]F(a), F(b)[
de modo que F(xq) = yo, F(x1) = yo e F(x2) = yo. Logo, ndo podemos afirmar nas

condigbes do teorema que X, é tnico.
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Figura 5.2: relativa a questdo 10b de 2007 do candidato 095.

Analise da Categoria 3

Letra a

Seus argumentos comportam-se de maneira semantica, intui o significado do teorema
do valor intermedidrio, apresenta-nos duas situagdes graficas, que se confrontam, uma

explicitando o teorema com a hipétese de continuidade e outra sem esta hipdtese.

A seguir, se apropria de uma considerdvel habilidade sintdtica, explicando a indis-
pensabilidade da continuidade da funcdo no teorema, respaldando-se nos dois gréficos

fornecidos.

Conecta de maneira satisfatdria a definigdo de conceito com a sua imagem de con-
ceito, chamando nossa atencdo para o fato de que inicia sua resposta com figuras, com
representacdes graficas para, a partir dai, basear seus argumentos de um modo mais

rigoroso. Note que, para nds, esta resposta estd dentro dos padrdes estabelecidos no
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capitulo 3, sendo, por isso, considerada como resposta satisfatoria.
Letra b

Inicia a questdo através de um grdfico em que a sua fungdo se comporta de modo
ndo monétono. Vale destacar que este candidato havia exibido dois graficos no item
(a) desta questdo, em que ambas as fungdes eram injetivas, e agora produz outro tipo
de fungdo. Esta porcdo de sua imagem de conceito se mostra, por estas duas situagdes,
pluralizada. Houve, devido a esta representagdao geométrica, uma produgao semantica

em sua questao.

Logo a seguir, justifica rigorosamente que o ponto Xy ndo é, necessariamente, tinico.
Preocupa-se em utilizar, neste momento, a notacdo matemadtica, argumentando detalha-
damente que, de acordo com seu gréfico, podem existir varios outros pontos do dominio
que possuem a mesma imagem. Tamanho cuidado em se justificar usando simbolos
através de uma linguagem matemadtica, revelam que houve, também, produgdo sintdtica,

sendo coerente em ambas as produgdes.

Categoria 4

a) Porque caso a fungdo fosse descontinua poderfamos tomar um x, €]a, b[ tal que

f(xo) ¢1f(a), f(b)L:

Observe que tomamos uma fungdo descontinua a situagdo do gréfico ao lado poderia

acontecer. Assim a hipétese da f ser continua é indispensdvel.

b) Né&o, visto que em um intervalo temos infinitos pontos e nas condicdes do teorema
para todos os pontos pertencentes ao intervalo no dominio existird uma imagem no

intervalo ]f(a), f(b)[ conforme o teorema.
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Figura 5.3: Relativa a questdao 10a de 2007 do candidato 23

Analise da Categoria 4

Letra a

Inicia sua resposta de um modo formal, utilizando simbolos, procura transcrever o

que foi perguntado, ndo esclarecendo nada, apenas reproduz o enunciado da questao.

Em seguida, exibe um gréafico que ndo satisfaz as hipéteses do teorema, pois f(xo)
ndo estd entre (f(a), f(b)). Entendemos que a imagem de conceito que estruturou para
esta situagdo ndo é suficiente para estabelecer argumentos precisos e capazes de funda-
mentar sua resposta, isto é, a deficiéncia demonstrada no momento que visa representar
graficamente o problema colabora para concluir fatos incompativeis com a necessidade

da hipétese de continuidade.

Letra b

Garante algo que é inerente a todas as fungdes continuas definidas em intervalos
da reta. Sua resposta ndo manipula simbolos, nem utiliza defini¢des, estd apoiada no
entendimento que tem sobre o teorema do valor intermedidrio, sendo uma produgdo

semantica.
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Por se tratar de uma justificativa sem coeréncia e sem considerar conceitos relativos

ao teorema do valor intermedidrio, ndo temos meios de identificar fatores de conflitos.

Tabela 5.4: Levantamento do numero de Respostas que Compdoem cada Categoria

Questdo 4a Questdo 4b

Categoria 1 6 8
Categoria 2 6 3
Categoria 3 18 20
Categoria 4 10 13
Categoria 5 - -
Categoria 6 - -
Categoria 7 - -
Em Branco 14 20
Incompletas 32 22

Total 86 86

Leitura das Analises das Categorias

Destacamos que a categoria 3 chamou nossa atencdo para o fato de desenvolver sua

resposta a partir de dois gréficos, fazendo, a priori, um caminho geométrico-grafico, para,

a partir dai, formalizar a solugdo garantindo a necessidade da hipdtese de continuidade.

A categoria 4 tem uma caracteristica peculiar: o grafico descrito é de uma fungao

cuja descontinuidade é removivel, enquanto que nas demais categorias, onde houve

representacgdo grdfica, as descontinuidades citadas sdo de salto. Apesar de seu grafico ser

distinto dos demais apresentados, seus argumentos divergiram da proposta da questao,

fato justificado pela posi¢do do ponto (xg, f(xq)).

Relativamente ao primeiro item desta questdo detectamos a presenca de conflitos

nas categorias 1 - em que a solugdo apresenta argumento incompativel com o problema

proposto - e na categoria 4 - onde sua interpretagdo grdfica ndo condiz com as hipéteses

do problema..
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Referente ao segundo item, onde a unicidade é questionada, todas as respostas dadas
apelaram para a produgdo semantica. As categorias 2 e 4 mostraram-se equivocadas
argumentando caracteristicas que ndo sdo necessariamente compativeis com funcgdes

continuas.

A resposta da segunda categoria garante que a funcdo deve ser injetora e isto é um
conflito - provavelmente causado por porgdes distintas e ndo conectadas de sua imagem
de conceito. Note que seu grafico ndo representa uma fungdo injetora em toda parte.

Sem duvida isto estabelece que ha conflitos ai instaurados.

A categoria quatro apresenta argumentos que ndo sdo suficientes para garantir a
unicidade no teorema do valor intermedidrio. Ressaltamos que na letra a ja havia

fornecido um gréfico também incoerente com a situagdo descrita pelo teorema.

As categorias 1 e 3 fornecem graficos similares porém justificativas com graus de
formalidade distintos. A categoria 1 faz uso de uma linguagem mais verbal, enquanto
que a categoria 3 apds apresentar o grafico dd uma extensa justificativa simbdlica para

a questao.



Capitulo 6

Conclusao

Destacamos que relativamente a questdao 1 apenas a resposta da primeira categoria foi
integralmente semantica. J& as respostas das categorias 2 e 3 foram apenas sintéticas,
sendo que tivemos ao todo trinta e sete respostas compondo estas duas categorias (2 e

3), enquanto somente cinco respostas optaram pela produgio semantica (categoria 1).

Ainda sobre a questdo 1, destacamos que a categoria 6 apresenta resposta produzida
tanto sintatica quanto semanticamente. Somente duas respostas se enquadraram nesta
categoria. De um modo geral, isto acena para o fato que poucos candidatos ndo se
convenceram de suas respostas quando a produgdo se fez de maneira sintdtica. O 1dnico
vestigio de conflito que detectamos foi na resposta da categoria 6, o que evidencia
que esta resposta teve macigo desenvolvimento sintdtico e que estas respostas foram

satisfatérias, convencendo a maioria dos participantes que optaram por este caminho.

Quanto a segunda questdo, detectamos que, com excecdo da segunda categoria,
todas conseguiram desenvolver a definicdo do conceito de derivada de uma fungao real
de varidvel real, no entanto trés categorias (1, 3 e 4) desprezaram o ponto onde a
derivada estava sendo definida. Estas trés categorias correspondem a aproximadamente

44% das respostas consideradas, e isto indica que quase metade das respostas ndo deram
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importancia a este detalhe conceitual que é uma das caracteristicas predominantes deste

conceito.

Com respeito ao significado geométrico da derivada, perguntado ainda na segunda
questdo, das categorias que ilustraram graficamente suas respostas (categorias 1, 4, 5
e 6), apenas as respostas da categoria 4 conectaram a definicdo dada com a situagio

descrita graficamente.

Esta questdo apresenta indicios de fatores de conflitos apenas nas respostas da cate-
goria 2. Ratificamos a nossa crenca no fato de que esta reduzida quantidade de fatores
de conflitos se deve ao tipo de resposta encontrado na maioria das categorias: respostas

classicas, encontradas na maior parte dos livros didaticos de matematica.

Na terceira questdo tivemos aproximadamente 26% de respostas erradas no item
a, onde era solicitada a definicdo de sequiéncias limitadas. Entendemos que este é um
ntumero elevado, pois este é um conceito bdsico. Detectamos poucos fatores de conflitos,
apenas nas categorias 1, 6 e 7, provenientes de inconsistentes defini¢Ges de sequiéncias

limitadas.

Verificamos que dentre as sete categorias presentes nesta terceira questdo, trés delas
utilizaram argumentos seméanticos para resolver o item b, porém estas trés categorias
totalizam apenas onze respostas. Fica evidente que neste item, as respostas foram
predominantemente sintdticas (trinta e quatro ao todo). Estes dados estdo de acordo
com o que projetamos inicialmente: quantidade de respostas mais sintdticas e menos

semanticas.

A quarta questdo foi marcada por ter sido justificada integralmente através de
produgdes semanticas, apresentando fatores de conflitos nas categorias 1 e 4 (item a), e
nas categorias 2 e 4 (item b). Destacamos o elevado ntimero de respostas incompletas

(ver tabela 1.3).
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Propusemos verificar se o procedimento sintdtico produz com maior frequéncia fato-
res de conflitos se comparado ao procedimento semantico. Os resultados mostrados no
corpo da pesquisa nos dao indicios para afirmarmos que ambas as produgdes apresen-
taram dificuldades, sendo que as respostas produzidas semanticamente ficaram aquém
das nossas expectativas, uma vez que esperdvamos encontrar, além de uma quantidade
muito maior deste tipo de resposta, maior qualidade principalmente quanto a forma-

lizacdo delas comparativamente as produgdes sintdticas.

Destacamos que ambas as produgdes, sintdticas e semanticas, obtiveram éxito. Sem
duvida, as produgdes sintdticas foram mais frequentes que as produgdes seménticas.
Cremos que por se tratar de respostas dadas em um processo seletivo ao mestrado, em
que muitas vezes apenas a formalizagdo rigorosa das respostas é entendida como solugao
correta os candidatos se sentiram mais confiantes manipulando definigdes e propriedades
do que desenvolvendo suas respostas a partir das instancias que tém sobre determinado

conceito.

Enfatizamos a necessidade de possuirmos definicbes de conceito consistentes e té-
las compativeis com a definigdo de conceito formal. Ressaltamos que Giraldo (2004)
também previu em seus trabalhos que uma definigdo de conceito formal, uma definigdo
de conceito pessoal e uma imagem de conceito, quando bem estruturadas, sdo fenémenos

independentes e isto fica explicito na presente pesquisa.

E sabido o quanto nés professores influenciamos nossos alunos e, portanto, temos o
dever de colaborarmos ativamente na construcdo de seus conceitos matemdticos. Penso
que um bom caminho para isto é trabalhar os conceitos de forma sintdtica (mostrando-
lhes a importancia de definigGes e provas) e de forma semdantica (revelando-lhes a beleza
e significado da Matemadtica, do pensar Matemadtico). N&o hd forma predominante.
Ambas sdo importantes e fundamentais, mas é essencial que se tenha a concepgdo de

gue apenas manipular simbolos, sem refletir no que representam, nao é fazer Matematica



e muito menos entendé-la.
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Capitulo 7

Apendice

A seguir exibiremos as duas questoes que foram descartadas do corpo de pesquisa, mas
que foram inicialmente consideradas. Enfatizamos que estas questdes fizeram parte das
provas de admissdo ao mestrado de ensino de matemdtica (2008 e 2009), curso oferecido

pela Universidade Federal do Rio de Janeiro.

Lembramos que estas duas questdes foram desconsideradas desta pesquisa, pois a
incidéncia de respostas repetidas e baseadas exclusivamente em calculos e contas nao

nos deu margem a realizar conexdo entre os estilos sintdticos e semanticos de respostas.

7.1 Questao 5

Considere a sequéncia de ntumeros reais definida recursivamente da seguinte forma:

(1]_:2

anr = 2(a® +1) Vn>1
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a) Mostre que (a,) é estritamente crescente. Sugestdo: use indugéo.
b)Considere o seguinte argumento para determinar o limite de (a,):

Temos que x = lima,,; = lima,,. Entdo, podemos tomar x = lima,,; = lima,,.

Logo:

1 . 1 ..
Qi1 = 5((1112 +1)=lima,,; = 5((11111 an)?+1) =

1o 2 _ _ _
x—2(x +1)=x*—2x+1=0=x=1

Logo, lima,, = 1.
Este argumento estd correto? Justifique sua resposta.

c) E verdade que lim a,, = 1? Justifique sua resposta.

Categoria 1

a =2
a) Seja (@ )nen, onde
1 2
Ant1 = 5((an) +1),vn > 1.
Mostraremos, por indugdo, que a, é mondtona crescente, isto é, a; < a; < az <
< an<ap 1<pni1 <.. VYneN.

. ) 1 1 1 5
Sejan = 1. Assim: a, = E(a% +1) = 5(22 +1) = 5(5) =5 > 9

(Hipdtese de indugdo). Seja n = k. Suponhamos que até o indice k, a, é estrita-

. 1
mente crescente, ou seja, a; < dp < ... < Ax_1 < Qg = E(ai +1).

Mostremos para k + 1.
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Dessa forma:

1 2 1 2 2 2 2
v < Agop < ax < Qg = E(ak—l +1) < 5(% +1l)=a, ;+1<ai+1=a; ;<

ai = /ai ; <+/ai = ax1 < ax.
Portanto, a, é estritamente crescente, Yn € N.

b) Sim. Partindo da hipétese de que lim a,, = X, entdo por defini¢do, lima,; = x,

pois Ve > 0,3dng, tal que n > ng = x,, € (x —€,x + €),Vn > n,.

e a partir da férmula de recurssividade de a, e aplicando o operador limite, que

apresenta propriedades como limcf(x) = c¢- limf(x), limk=k, ke R, limf(x)" =

xX—a XxX—a X—a X—a

(limf(x))™, neN.
X—a
Tem-se:
. . 1 2 1 . 2 .
liman; = 11m(§aTL +1)=x= Ehm az +1lim1
1. 1,
x=5(hman) +1:>x=§x +1

x2—2x+1=0=x=1.

Supondo a existéncia do limite, foi possivel, através da definigcdo do limite de uma

sequéncia e das propriedades de limites, “determinar”o candidato a limite.

c) Apesar dos cédlculos anteriores levarem a lim a,, = 1, segue a monotonicidade da

sequéncia que a,, diverge, pois a, — 0o, quando n — oo (a, é estritamente crescente).

a, so6 teria limite se fosse, por hipétese, limitada também.
Categoria 2

a) a; =2
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1 1 5
a=a1=-(a?4+1) n=1,daiay=-(2241) ==
2 2 2
1 1.5 1 25 1 29 29
= == 1) n=2dalaz==((=)2+1)=(=41)==.2 ==
Gs =21 = (a3 +1) n=2daias=(CP+1=(F+1 =3 T =3
Temos que mostrar que:
5 29 1
2<-<—<..<dan,onde an_111 = =((an_1)?+1)
2 8 2
5 29 1 9
2<§<§<...<an_1<an= an:E((an_l) +1)

1
An_241 < 5((an—2)2 +1)

1
An_1 < 5((an_2)2—|—1). Como a; < a; < as, temos que ap_; < a, < an41. De fato,
pois
1 2 1 2 1 2
“(lan2)?+1) < -((lan1)?+1) < z(af +1)
2 2 2
a2 ,+1<(an1)?+1l<a?+1,daia? ,<a® ;<a?2=a, 3<dap1<a,

Logo a,, é estritamente crescente.

b) Nio.

1
Uny1 = 5( 2+1),vn>1

. .1 )
x =liman,; = 111115(&121 + 1), dai

. 1.
x=lima, ;= Ellm(an +1)

1
x =liman; = =(lima? +1im1)

\]
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1 1
x = lim an 44 zilimafl—kgliml

1, 1 xX*+1
X=X+ _-=X=
2 2

=2x=x2+1=x2—2x+1=0

Néao, o fato de afirmar que lim a,,,; = lim a,, estd errado.

c) Né&o, pois a,, é o enésimo termo de uma sequéncia crescente, onde n > 1, logo
lim a,, diverge.

Categoria 3

a) Paran=1—-a; =2
1 o
Paran=k = ax = §(ak_1 +1)
Paran=k+1— ax,; = Ani1 > Qn
b) Errado. Ao “aplicar”o limite dos dois lados da igualdade foi feito:
. . ]- 2 — 1 . 2
lima,,; =lim E(a“ +1) erro 5((11m an)®+1)
¢)lima, =1 + FALSO
az ;1

+_
2 2

1
lima, = lim 5((131,1 +1) =lim

Como a fungdo é ESTRITAMENTE CRESCENTE, temos que —>—" sempre cres-

cente e como lima; =2 lima, ndo pode ser 1.

Categoria 4

01:2

(a2 +1)Vn>1

N =

An41 =



95

a) Em branco.

b) Estd correto o argumento, como a sequéncia é convergente os lima,, e lima,;
. . 1
sdo iguais e por isso podem ser chamados de x. Na passagem a,,; = §(a$‘ +1) =
liman,,; = 5((11m a?) + 1) os trechos omitidos referem-se as propriedades de limite o

5 por ser constante foi colocado para fora, lim(a? + 1) =lima? +1lim1 = (lima,)?+1

e a outra parte trata-se de uma substituicdo do valor x pelos limites de a,, € a, ;.

c) Sim, é verdade. A sequéncia é convergente e converge para 1, pois a sequéncia

converge para o valor do lim a,,.

Categoria 5

a2 +1
2

a) Dada a sequéncia a; =2 e an41 = ,Vn > 1, temos;

a?+1

) 5
Paran=1,a, = , OU seja, Ay = 7 Temos a; > a;.

H: Consideremos que paran =k € N,k > 1.

Ay > Ax—1

(a)?+1

Tomemos n =k + 1, entdo ax4; = 5

b) Ndo. Como a, é estritamente crescente com a,, > 1, temos que a, é divergente.

c) ndo. Como a,, > 1, para todo n natural, temos que limite de a,, quando n tende

o infinito é lim a,, = +oo.
n—,oo

Categoria 6
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a1:2

(a2 +1)Vn>1

N =

Ant1 =

1) a =2

G (@) =4+ =2 s ay>a
27 gt 9 D) 2 -

2) Sejak > 1.
Suponhamos que ay,; > ag.

1 1
Ent&o, 5((12k +1) > E(ai_l +1)

al +1 >»ai,1+—1

2 2

Logo,

Como Vk, ax > 0, entdo ax > ax_;

Por 1), 2) e o Principio da Indugdo, temos que (a,,) € estritamente crescente.

b) N&o. O argumento estd incorreto porque ele supds que o limite da subsequéncia
an .1 € igual o limite da sequéncia a,,, e isso sé ocorrera se a sequéncia (a,,) for conver-

gente, e isso ndo podemos afirmar pois ndo temos dados suficientes.

c) Ndo. Como a,, ¢ estritamente crescente e a, > 2,Vn > 1, pois o primeiro termo
da sequéncia vale 2 e (a,) é estritamente crescente, entdo o limite de a, é maior que

2. Logo, 1 ndo pode ser o limite de a,

Categoria 7

a)a; =2
1 1 5
n=1->a==-(a24+1)==(22+1)== 2,5
ap 2mf%) g +1) 5 :
n—2ﬁa-—%@+ﬂ—l 29 _ 2 3,6
- 8T T2 4 8 ’



b) ndo. ndo podemos substituir (lim a,,) como se fosse um nimero

é limitada logo é divergente

lim a,, 1 =
n—oo

c) ndo

lim a,,; = lim a,
n—oo n—oo

n n—00 2 2

2 1
lim a,,; = lim <& + —) =
—00

lim a,4; = +oo divergente mondtona crescente \
n—oo

a.) a =2
5
n=1-—a,=—
2
29 )
n=2 — dz = ) ok! é crescente

Supor a,, é crescente.

1
Verificar an,; = E(afL +1) Vyn>1

Como a,; é uma sequéncia ndo limitada, crescente e divergente

lim a,,; = o0 = a, é estritamente crescente
n—oo
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Analise do Item a da Questao 5
Analise da Categoria 1

Este candidato demonstra ser um bom manipulador de simbolos, de contas, porém
.. . 1 . .
comete um erro decisivo: considera que ay = E(ai +1). Este equivoco leva-o a concluir

que ayx_; < ayx, o que havia sido admitido como hipétese de indugao.

J& no fim de suas contas, escreve que ai ; < a? = /a2 | < /a2 = ax_; < ax.

Outro erro, pois se ax_; =1 e ax = —2, entdo seu argumento é falso.
Sua resposta pode ser vista como uma tentativa de producgdo sintatica.
Analise da Categoria 2

Apresenta muitas contas e poucas ideias, cometendo alguns erros. Assim como no
padréo anterior desconsidera o fato de que x* < y? implica em x < y apenas quando x

e Yy sdo nuimeros positivos.

Além disso, a estratégia escolhida para tentar resolver o problema conduz a uma
propriedade jd garantida pela hipdtese de indugdo, isto é, sua hipdtese é a de que
an_1 < an < any1 €, apds alguns calculos, conclui que a,, 5 < a,_1 < a,. O erro nesta
estratégia se da porque parte das desigualdades %(ai_l +1) < %(a?1 + 1) e as simplifica,
enquanto deveria ter partido de a,_; < a,, manipulando operacbes até chegar nas

desigualdades %(afl_l +1) < %(af1 + 1), que é o mesmo que a, < Qp1.
Sua resposta é mais uma tentativa de produgdo sintdtica mal sucedida.
Analise da Categoria 3
Sua resposta estd incompleta, verifica apenas que a; = 2.

Analise da Categoria 4
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Sua resposta estd em branco.
Analise da Categoria 5
Verifica apenas que, de fato, a; < as,.
Analise da Categoria 6

Manipula corretamente as contas durante a prova por indugdo, lembra de enfatizar
que pelo fato de ay > 0, Vk, entdo a2 > a? , implica em ayx > ayx_;, procede de maneira

sintatica.

Outro candidato a cometer o mesmo tipo de erro: ao invés de provar que se ax >

ax_1, entdo ayx,; > ay, prova exatamente o contrdrio.
Analise da Categoria 7
Limita-se a verificar que a; < a, < az, ndo exibe outros argumentos.
Analise do Item b da Questao 5
Analise da Categoria 1

Exibe razodvel conhecimento acerca das propriedades operatérias de limites. Inter-
preta, a partir da definigdo formal de sequéncias convergentes, que se lim a,, = x, entdo

lima,,; =x.

No fim de sua resposta, comenta que todas as contas feitas e justificadas, sé foram
possiveis de serem realizadas porque partimos da hipdétese de que existe o limite da
sequéncia a,, enfatiza que tal valor ndo é o limite da sequéncia a,,, mas sim o candidato

a limite.

Percebemos, ao argumentar baseado na definicdo e nas propriedades de limite, um

tipo de produgdo sintdtica. Quando se preocupou em exclarecer que tais argumen-
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tos s6 valem garantida a convergéncia da sequéncia, detectamos um tipo de produgao

semantica.

Analise da Categoria 2

Garante que lima,,; = lima, é falso, porém ndo justifica este argumento. Nao
podemos concluir se jd sabe que a, diverge e, por este motivo, é falso escrever que
lima,, ; =lima,, ou entdo se, de fato, ndo compreende o conceito de sequéncias con-
vergentes. Podemos garantir que sua resposta foi bastante superficial e sem justificativa

alguma, sendo uma mera reprodugao do que foi enunciado.

A resposta dada, por este candidato, ndo torna possivel qualificd-la quanto a nenhum

tipo de produgdo, nem sintatica, nem semantica.

Analise da Categoria 3

Este candidato parece-nos desconhecer uma das propriedades mais elementares sobre

limites: limc-a, =c-lima,.

Parece-nos nem suspeitar que a questdo propde que se justifique porque estas contas

podem ou ndo serem realizadas.

Analise da Categoria 4

Em sua resposta, garante, sem quaisquer justificativas, que a sequéncia a,, é conver-
gente. Vale ressaltar que, até este momento, s6 nos foi pedido que provassemos que a,

é estritamente crescente, e isto ndo basta para concluirmos que a, converge.

Além de supor erradamente a convergéncia de a,,, afirma, sem maiores detalhes, que
“como a sequéncia é convergente os lim a,, e lim a,,; sdo iguais e podem ser chamados

”

de x”.

Apesar de toda esta despreocupacdo em ndo justificar aspectos importantes sobre a
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sequéncia a,,, descreve que todas as contas, chamadas por ele de “trechos omitidos” referencem-

se a propriedades de limites.
Analise da Categoria 5

Sua resposta foi produzida semanticamente a partir de caracteristicas da sequéncia

a, e de algum entendimento que acredita deter sobre sequéncias.

Embora correta, encontra-se baseada em argumentos inconsistentes. Garante que
a, por ser estritamente crescente e maior que 1 deve ser convergente. Vejamos um
) 1 N .
simples contra-exemplo: tome x,, = 3 — —. Esta sequéncia é estritamente crescente, e

n

verifica-se facilmente que é limitada, por exemplo por 3, logo deve convergir.

Seus argumentos, sugere-nos que hd, possivelmente, um potencial fator de conflito
(concebe que toda sequéncia crescente diverge). A porcdo da imagem de conceito evo-
cada para justificar sua resposta encontra-se em conflito com o teorema (toda sequéncia

monodtona limita é convergente) que caracteriza sequéncias convergentes.
Analise da Categoria 6

Este candidato descreve, com precisdo, que as operagdes feitas pelo enunciado s6
sdo possiveis de serem realizadas quando a sequéncia a,, for convergente. Acreditamos
que sua resposta esteja respaldada em aspectos muito mais semanticos que sintaticos,
pois necessita recorrer a sua compreensdo sobre o conceito de sequéncias (definigdes e

propriedades).

Termina sua resposta de maneira equivocada, afirmando que ndo ha dados suficientes
para determinar se a sequéncia é ou ndo convergente. Note que, neste momento, jd é sa-
bido que a,, é mondtona, faltando detectar se a,, é ou ndo limitada para estabelecermos

ou ndo a sua convergéncia.

Em seu discurso ndo destaca que a convergéncia depende do fato de a, ser ou
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ndo limitada. Isto ndo é o suficiente para garantirmos que desconhece o teorema que
caracteriza as sequéncias convergentes, mas jd acena para um possivel descuido durante

a produgdo de sua resposta.

Analise da Categoria 7

Este candidato responde corretamente a questdo, porem exibe um argumento fun-

damental sem justificd-lo: afirma que a, é divergente.

Apesar desta falta de rigor em ndo demonstrar porque a, diverge, cita que a
sequéncia a, ndo é limitada e por isto diverge. Note que basea seus argumentos no
conhecimento que tem sobre o conceito de sequéncias, ndo descreve definigdes, nao

manipula simbolos, realiza uma produgdo semantica.

Supomos que, talvez, ndo ter justificado porque a,, é ilimitada, deve-se ao fato de
ndo ter recursos sintaticos para realizar tal tarefa, tendo em vista que esta subquestao

requer considerdvel talento sintdtico para poder ser efetuada.

Analise do Item c da Questao 5

Analise da Categoria 1

Observando o item anterior, e agora este item, percebemos que 14 naquele mo-
mento, j& sabia que todas as contas sé seriam possiveis se garantissimos a, limitada.
Agora, neste momento, escreve, em sua ultima linha, que a, s6 teria limite se fosse,
por hipétese, limitada também. Note que durante esta resposta, ndo confronta o fato
de a; = 2 e a,, ser estritamente crescente para refutar que a,, diverge. Parece-nos que

escreve o que acha que a banca queria ler.

Sua resposta exibe argumentos idependentes de definicbes e de quaisquer mani-

pulagdes algébricas, sendo um tipo de produgdo semantica.
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Analise da Categoria 2

Sua resposta é coerente, apela para a légica de termos a; = 2 e a, estritamente

crescente, e conclui que a,, deve divergir. Sua resposta usa argumentos semanticos.

Confrontando sua respostas em b e em ¢, suspeitamos que garante lim a,, ;; # lim a,,,

pois ja teria concluido que a,, é divergente.
Analise da Categoria 3

Sua resposta, produzida semanticamente, estd justificada corretamente, porém de
uma maneira bastante confusa. Basicamente, apoia-se no fato de a; = 2 e de a,, ser

estritamente crescente.
Analise da Categoria 4

Afirma que a, de fato é convergente e converge para 1. Esta resposta pode ser
reflexo de ndo ter realizado conta alguma no item a, onde se propde provar, a partir
do fato de a; = 2, que a sequéncia a, é estritamente convergente. Como parece nem
ter refletido sobre o item a, ndo podemos dizer que hd um fator de conflito entre sua
imagem de conceito e a definigdo de conceito de sequéncias convergentes. Podemos
afirmar que sua resposta estd errada, e sua justificativa é totalmente inconsistente, pois
escreve que “A sequéncia converge e converge para 1, pois a sequéncia converge para o

valor do lim a,,”.
Analise da Categoria 5

Este candidato fornece os mesmos argumentos dados como resposta ao item b. Sua
resposta possui contra-exemplo (veja a andlise do item b padrdo 05), e basea-se em
aspectos nada genéricos. E uma produgdo semantica, pois escreve algo proveniente de

sua compreensao sobre sequéncias convergentes.
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Analise da Categoria 6

Sua resposta obedece os argumentos légicos presentes, justifica que a,, diverge, pois
a, é estritamente crescente, com a; = 2. E uma produgdo semantica, pois parte da

interpretacdo que deu aos dados da questdo.
Analise da Categoria 7

Sua resposta estd correta, porém origina-se de argumentos inconsistentes. Descreve,
inicialmente, que a,, é divergente mondtona crescente. Logo apds esta afirmagdo, comega
a reescrever o item a e termina afirmando que a,,; é uma sequéncia ndo limitada,
crescente e divergente. Note que nado exibe quaisquer argumentos que possam garantir

que a, é limitada.
Termina escrevendo que a,, ,; diverge e isto implica em a,, ser estritamente crescente.

Vale ressaltar que este candidato ja havia, no item b, garantido que a,, era ilimitada,

mesmo sem exibir qualquer justificativa para isso.

Iremos considerar que esta é mais uma resposta produzida semanticamente, pelo

fato de procurar manipular as qualidades que a,, possui e que também ndo possui.

7.2 Questao 6

a) Enuncie a definigdo de convergéncia de sequéncias de niimeros reais e interprete

esta definigdo geometricamente.
b) Considere (x,)nen Uma sequéncia de niimeros reais.

Suponha que exista um xq € R com a seguinte propriedade: V € > 0 existem infinitos

indices n tais que |x,, — x¢| < €. Podemos afirmar que xy é o limite de (x,,)?
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Categoria 1

a) Uma sequéncia de ntimeros reais converge quando Ve > 0, 35 > 0, tal que Jx, €
X, [xn —%ol < 8 = [f(xn) — f(x0)| < €. (para x,, € X).

b) Sim, pois

Ve >0, [xn — %ol < €

Xg— € < Xp <X+ €

Por exemplo: n =0 e n =5 entdo:

Xg— € < Xp <Xyt € Xg— € <X < Xpg+ €

€>0 Ixs —Xo| < €

Independente do valor do indice, X, serd o valor do limite.
Categoria 2

a) Se uma sequéncia de nimeros reais é limitada, entdo ela converge.

Figura 7.1: Figura apresentada pelo padrdo 2

b) Em branco.
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Categoria 3

a) Seja x,, uma sequéncia de ntimeros reais com n € N.

xn é dita convergente quando lim x, = a, sendo a o ponto de acumulagdo.
n—-+o0o

Figura 7.2: Figura relativa ao padrdo 3
b) Falso.

Xqg =1

=>x4—x3<0,1—-1—(-1)<0,1 -2<0,1 FALSO.

X3:—1

Categoria 4

a) Dizemos que (x,) converge para L se, dado € > 0,Vx,, > %o [xn —L| < €

Geometricamente, isso significa que quanto maior for n, mais préximo de L estara

Xn:

Categoria 5
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a) Uma sequéncia (x,)nen é uma sequéncia de nimeros reais convergente se para n

tendendo ao +oo temos os elementos desta sequéncia tendendo a um valor fixo.

b) Sim, pois pela definigdo de seq. temos que neste caso nosso valor de tendéncia € x,

onde para infinitos elementos da seq. com indice n temos uma diferenga bem préxima

de zero do valor xg.

Logolim x,, = xg
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Categoria 6

a) Seja (an)neny uma sequéncia. Dizemos que (a,)nen converge a um valor k € R,

se Ve >0,dng € N, tal que n > ny = |a, — kl< e & lima, =k.

Isso significa, na reta, que qualquer raio € > 0 que eu tome, haverd um indice ny € N,

a partir do qual os valores de a, ficam a uma distdncia de k, cada vez menor que €.

——.____'.--—-ﬁ.]&,‘_; i |
: I

e /. i
a e ; . .
4 4y 6\.5 Qq,,--. 0@45'“4—5‘;&“ Qtw‘f—ﬁl——%

b) Sim. Basta aplicar a prépria definicdo de limite de uma sequéncia. Quando,
Ve > 0, existem infinitos indices n, onde |x,, — xq| < €, significa dizer que a partir de
um dado indice, todos os outros infinitos indices fazem com que x,, se aproxime de X,

por uma disténcia menor que o € > 0 dado.

Categoria 7

a) Seja x,, um sequéncia convergente, isto é lim = a.
n—+oo

Entdo Ve >0, ng,neN;n>ng = |x, —al<e

b) Ndo podemos afirmar que lim = x, pois para que isso aconteca é necessdrio que
n—+o0o

infinitos termos de x,, estejam no intervalo (xo — €,%o + €) e apenas uma quantidade

finita de termos esteja “fora”desse intervalo, isto, existam finitos indices n tais que

Ixn — Xo| > €, 0 que nio foi abordado no enunciado.

Exemplo: x,, =senx. Seja xo =0
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Ve > 0, existem inifnitos indices n tais que |x,| < €, mas também existem infinitos

indices n tais que [x,| > €.

Categoria 8

a) Seja xx = (x1,Xg, -+ ,Xn) N € N uma sequéncia de niimeros reais. Diremos que

X} converge para X quando Ve > 0, dng € N tal que n > ng = [x,, — xo| < €.

b) Sim, xo é um ponto de acumulagdo, pois existem infinitos termos da sequéncia x,,
perto dele. Como [x, — Xo| < € temos que x,, também é um ponto de aderéncia. Logo

a sequéncia x,, converge para Xg.
Analise do Item a da Questao 6
Analise da Categoria 1

Tentou desenvolver sintaticamente a definicdo de convergéncia, porém errou mistu-
rando os conceitos de convergéncia de sequéncia com o de fungdes continuas. Errando
a definicdo e ndo fornecendo a interpretacdo geométrica para sequéncias convergentes,
este candidato nos sugere que ndo se apropriou plenamente de tal conceito. Parece-nos

que descreveu ou esteve muito mais préximo de descrever o critério sequencial para
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fungdes continuas. Ao omitir qualquer representacdo geométrica para o conceito em

questdo, nos acena para uma possivel deficiéncia relativa ao conceito de convergéncia.
Analise da Categoria 2

Este candidato garante um resultado falso: toda sequéncia limitada é convergente.
Isto reflete que desconhece alguns exemplos triviais de sequéncias limitadas que diver-
gem (1). Além dessa afirmagdo equivocada, é possivel crer, de acordo com o seu gréfico,
que possui certo conhecimento, ainda que intuitivo, do conceito avaliado (convergéncia
de sequéncias). Descreve que uma sequéncia, sendo limitada, deve oscilar sempre “em
torno”de um valor pré-fixado. A imagem de conceito apresentada sugere um fator de
conflito entre a definicdo de sequéncia limitada e a de sequéncia monétona. Note que
seus argumentos foram muito mais semanticos do que sintdticos, isto porque foram

baseados na compreensdo que tem sobre o conceito de convergéncia.
Analise da Categoria 3

Antes de analisarmos este padrdo, é oportuno destacar o seguinte: escrever que
Xn — a é 0 mesmo que escrever que lim X, = a, ou seja, nenhum conhecimento
n—+oo

prévio sobre convergéncia foi revelado, apenas a apropriagdo de uma outra notagdo

para descrever o mesmo conceito.

Sobre a resposta dada por este candidato, sintaticamente afirma que convergir é o
mesmo que nEIEoo Xn = a, e isto ndo afere nenhum conceito novo, como acabamos de
citar, apenas é uma nova nomenclatura para a mesma definicdo de conceito. Em sua
resposta, ainda destaca o fato de que o nimero a deve ser ponto de acumulagdo, o
que contraria, por exemplo, a familia de sequéncias constantes, que convergem para o
préprio valor a e atingem este valor. N&do expde qualquer imagem de conceito sobre

convergéncia, consequentemente ndo apresenta nenhuma interpretacdo geométrica para

convergéncia de sequéncia.

Ver discussdo da Questio 02 item c
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Analise da Categoria 4

Procurou dar uma resposta sintdtica baseada na definicdo estenografada de con-
vergéncia e, em seguida, dar uma resposta baseada no entendimento que tem sobre o

conceito em discussdo.

Na primeira parte de sua resposta, ndo descreve com exatidao o conceito de sequéncia
convergente, apresenta um padrdo de resposta incoerente e sem muito sentido 1égico,
escreve que X, deve ser maior que Xq, contudo nado especifica o que é Xy, se perde
bastante neste momento em sua resposta. Em um segundo momento pensdvamos que
o candidato nos revelaria algum conhecimento pessoal acerca do conceito, isto é, sua
visdo semantica sobre a convergéncia. Frustradamente, repete um discursso ensaiado

que se resume a leitura da notagdo lim x, = a.
n—-+oo

Analise da Categoria 5

Mais um candidato que se limita a descrever, com suas palavras, o significado da
expressao nEIEoo Xn = a. Nao considero esta descricdo dada como uma resposta satis-
fatdria para a definicdo de sequéncia convergente. Ja na parte final de sua resposta,
seus desenhos revelam-nos algum entendimento pessoal que possui sobre o conceito de
convergéncia: no primeiro, descreve uma sequéncia ndo monétona e convergente, o que
nos leva a suspeitar que entende que convergéncia ndo estd relacionada a monotonici-
dade e sim a nogdo de proximidade; no segundo, descreve uma sequéncia estritamente
crescente que converge por ser limitada. Sua imagem acerca do conceito de convergéncia
se mostrou pluralizada e com bons exemplos, mesmo apresentando uma definigdo pouco

esclarecedora e timida. Este candidato forneceu os dois tipos de produgao de respostas:

o sintatico e o semantico.

Analise da Categoria 6

Este candidato atingiu plenamente o que foi proposto por este item: ora descreveu
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precisamente o conceito de sequéncia convergente (produgdo sintdtica), ora forneceu
convincentes argumentos a respeito da interpretacdo geométrica de sequéncia conver-
gente (produgdo seméintica). Além de apresentar boas justificativas para o conceito
de convergéncia, ainda ilustrou com um diddtico desenho o conceito em questdo. Boa
definicdo de conceito pessoal e boa imagem de conceito, ambas coerentes e bem conec-

tadas.

Analise da Categoria 7 Limitou-se a fornecer a definigdo de sequéncia convergente.

Preciso, simples e correto. E um exemplo de resposta produzida sintaticamente.
Analise da Categoria 8

Outro candidato que se limitou a dar a resposta correta de modo exclusivamente
sintdtico. Podemos destacar que a notagdo usada para representar a sequéncia xy estd

bastante inadequada.
Analise do Item b da Questao 6
Analise da Categoria 1

Em seu item a, este candidato garantiu que a definicdo de convergéncia deveria ser
associada ao conceito de fungdo. J4 neste novo item, em momento algum ele langa mao
de sua equivocada definicdo de convergéncia dada inicialmente. Procurou manipular a
desigualdade modular [x,, — xq| < €, revelando uma resposta absolutamente sintdtica,
sem recorrer em nenhum momento a um possivel entendimento que possa ter (ou co-
nhecer) a respeito de sequéncias convergentes. Acena para um total desconhecimento

do conceito de convergéncia.
Analise da Categoria 2

Resposta em branco.
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Analise da Categoria 3

Sua resposta revela uma étima resposta sintdtica, mesmo estando mal justificada.
Seu contra-exemplo garante que a sequéncia x,, = (—1)™" satisfaz o enunciado da questao,
porém diverge. Ilustra o intervalo (a — €, a + €), mas ndo menciona que o nimero a é
candidato ao limite da sequéncia x,,. Em um segundo momento, escreve que [x,, — Xo| <
0, e ndo especifica, outra vez o que é x,. Apesar desta falta de rigor, sua resposta
mostra que, considerando xy = —1, os termos de indices pares ndo convergem para Xo,
mesmo tendo inifinitos termos de x,, no intervalo (xq — €, % + €). Vale lembrar que este
candidato, no item a, se limitou a escrever com outra notagdo o conceito de sequéncia

convergente. (produgdo sintdtica - boa pra dar contra-exemplos).
Analise da Categoria 4
Resposta em branco.
Analise da Categoria 5

Sua resposta a, nos levou a suspeitar que possuia uma razoavel imagem de conceito
relativa a convergéncia, contudo, agora neste item, sua resposta reproduziu+ com outras
palavras o que foi enunciado e afirmar, erradamente, que a questao estd correta. Nenhum
tipo de produgdo pode ser creditada por este candidato neste item, pois se limitou a

escrever com palavras que lim x,, = Xg.
n—-+oo

Analise da Categoria 6

Este candidato forneceu a melhor resposta a dentre todos os candidatos analisados.
Esperdvamos que sua resposta b estivesse pautada em bons exemplos e em algumas
justificativas plausiveis de acordo com o nivel de sua resposta anterior. Nao foi capaz de
prover um contra-exemplo a questdo, errou ndo conseguiu enxergar as possiveis variagoes

que esta definicdo traz. Sua resposta tem o cardter seméntico, pois fala com propriedade
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a respeito do enunciado descrito, garante que a partir de um certo momento, todos
os outros termos se aproximam de Xg. Suas respostam sinalizam para uma excelente
definicdo de conceito e para uma definiciente imagem de conceito, tendo em vista que

ndo considerou analisar as sequéncias mondtonas em seu argumento.

Anaélise da Categoria 7 Otima resposta produzida semanticamente, seu contra-

exemplo é claro e sua justificativa é bem precisa.
Analise da Categoria 8

O caréter de sua resposta é predominantemente semantico, afirma propriedades sobre
ponto de acumulagéo, e sobre ponto de aderéncia (este dltimo erradamente). Justifica-
se de uma maneira ilégica e incoerente, afirmando algo que nao é possivel garantir a

partir dos dados fornecidos.



