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RESUMO

Esta pesquisa tem por objetivo principal descrever como o conceito nimero real é
apresentado nos livros didaticos brasileiros. A escolha do conceito de nimero real como foco
deste trabalho deve-se a importancia do conjunto dos numeros reais como alicerce da
matematica superior e a grande gama de dificuldades de alunos e professores apontadas na
literatura. Nosso trabalho estd fundamentado na Teoria de Registros de Representacdo
Semidtica de Duval (2003) e na Teoria Antropoldgica do Didatico de Chevallard (1999). Os
procedimentos metodolégicos estdo centrados em quatro temas de analise: definicGes,
representacOes, tarefas e abordagem histérica. De forma geral, nossa analise sugere que a
abordagem dos livros didaticos privilegia: definicGes baseadas na representacdo decimal;
tarefas envolvendo procedimentos como classificacdo como racional e irracional e
determinacdo de fracBes geratrizes; registros de representacdo simbdlico-algébricos; notas
historicas enfocando nomes e datas. Entretanto, tais atividades séo tratadas de forma mecénica
e com pouco ou nenhum aprofundamento conceitual.

Palavras-chave: Numero irracional, numero real, livro didatico, representacdo

semidtica, teoria antropologica do didético.



ABSTRACT

The aim of this research is to describe how the concept of real number is presented in
the middle and high school Brazilian books. The importance of real numbers as a basis for
undergraduate mathematics, as well as a great number of difficulties experienced both by
students and teachers, pointed out by the literature, have motivated this work. Duval’s theory
of the registers of semiotic representation (2003) and Chevallard’s anthropological theory of
the didactic (1999) were used as the theoretical basis for this research. The methodological
procedures are concentrated in four topics: definitions, representations, tasks, and use of
historical references. In general, our analysis shows that Brazilian text-books privilege:
definitions based on decimal representations; tasks involving procedures like classifying a
number as rational or irrational, and the determination of generator fractions for decimal
writings; symbolic-algebraic representations; and historical references reduced to names and
dates. Moreover, these activities are mechanically treated by the authors with little, or without
any, deep conceptualization of the concept of real number.

Key-words: irrational numbers, real numbers, semiotic representations, anthropological

theory of didactic.
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CAPITULO 1: PROBLEMATICA DO ENSINO DE NUMEROS REAIS DA
EDUCACAO BASICA A SUPERIOR

J& no inicio da escolarizagdo, no ensino de matematica elementar, os alunos
desenvolvem ideias fundamentais em relagdo ao conceito de nimero contando ou ordenando
elementos. A necessidade de criacdo de numeros veio com a necessidade de contar. Para
Russel (p.60, 1966) “numero é a classe de todas as classes equivalentes a uma dada classe.”
Uma crianga definitivamente ndo entenderia essa defini¢cdo, porém seria capaz de identificar
uma propriedade comum aos trés conjuntos abaixo e identifica-la como o nimero “dois”, que
é o resultado do processo de contagem de cada conjunto, desconsiderando a natureza dos

elementos e a ordem segundo a qual estéo organizados.

{0, (a}}

Figura 1.1: o nimero 2.

J& no 6° ano de escolaridade os alunos revisitardo os nimeros, agora inseridos em um
contexto mais formal: como elementos do conjunto dos nimeros naturais. Este novo contexto
inclui a formalizacdo de propriedades importantes: o conjunto dos nimeros naturais possui um
menor elemento, todo nimero natural possui um Gnico sucessor, a soma de dois naturais é um
namero natural, o produto de dois nUmeros naturais € um nimero natural, etc. A natureza dos
elementos do conjunto dos nimeros naturais e as propriedades citadas garantem o processo de
contagem infinita através da funcdo sucessor e estabelece uma estrutura algébrica bem
definida.

No conjunto dos nimeros naturais sabemos que as operacdes de adigdo e multiplicagcdo
estdo bem definidas, porém ndo € sempre que a diferencga entre dois naturais resultard em outro
natural. Essa limitacdo, para o ensino, justifica a necessidade de criar outro conjunto de
nameros, o dos inteiros, que contenha 0s naturais, que seja consistente com suas propriedades,
operac0es, estrutura e que seja tal que a diferenca esteja bem definida. De forma anéaloga, no
caso dos inteiros, o fato da operagédo de divisdo ndo ser fechada, justifica, para o ensino, a
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necessidade de criar outro conjunto de numeros, o dos racionais. Do ponto de vista
matematico, este processo de expansdo de sistemas numéricos é por esséncia abstrato. Do
ponto de vista do ensino, por outro lado, envolve desconstrucdo e reconstrucdo de saberes.
Como David e Moreira (p. 49, 2007) apontam, 0 processo de expansdo numeérica proporciona
“um processo de acomodagdo do ‘novo’ conhecimento e desconstrucdo de um estagio
diferenciado de compreensédo do conhecimento antigo”.

Ao final das etapas de expansdo — natural = inteiro = racional — espera-se que 0s
alunos tenham a ideia de nimero racional como representante de uma razdo entre medidas
inteiras. Assim, a no¢do de nimero transita entre diferentes ideias: da ideia de contar a ideia de
medir; das nocdes intuitivas de contagem, comparacao e medi¢do a nogdo formal de estrutura
algébrica. Para todas essas etapas sdo exigidas do aprendiz muitas reelaboracfes de esquemas
cognitivos (DAMM, 2002).

Porém, uma questdo fundamental é a seguinte: Dadas duas magnitudes (de mesma
espécie) quaisquer, € possivel encontrar um unidade comum em relacdo a qual as medidas de
ambas sejam inteiras? Em outras palavras: E possivel representar a comparacgdo entre duas
magnitudes quaisquer como uma razao entre nimeros inteiros? A histéria nos mostra que esta
foi uma questdo central no desenvolvimento da matemética na Grécia antiga (EVES, 2004).
De fato, a constatacdo de que o lado e a diagonal do quadrado fornecem um contra-exemplo
para a questdo, levou ao conceito de magnitudes incomensuraveis e a reformulacdo por
Eudoxo da definicdo de proporcéo dos pitagéricos — 0 que por, sua vez constituiu-se em um
novo paradigma para 0 pensamento matematico grego. Do ponto de vista da matematica
moderna, esta questdo esta na génese do conceito de nimero real.

Até este momento, para 0 ensino, as limitacbes que motivavam a expansdo de cada
conjunto nimero estavam relacionadas ao ndo fechamento das operacdes — isto €, eram de
natureza puramente algébrica. Agora, na passagem para 0S nUmeros reais, temos a
impossibilidade de representar certas medidas como razdo de inteiros. Seria natural, nessa
etapa, pensar em uma expansdo numérica que criasse um novo conjunto contendo os racionais,
que fosse consistente com sua estrutura e que pudesse representar todas as medidas de
grandezas. Do ponto de vista matematico, esta ndo € uma passagem de natureza algébrica,

como as anteriores e sim aritmética. Sabemos que o “novo” conjunto que satisfaz tais
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condigdes € o conjunto dos nimeros reais e que sua construcdo ndo € uma tarefa tdo simples.
Entdo, o que € o objeto matematico nimero real? Sua introducdo, na educagdo basica, pode
proporcionar obstaculos diferentes daqueles associados com 0s conjuntos Nnumericos
anteriores? Entretanto, em muitos casos as abordagens no ensino basico parecem ndo
considerar as implicagfes cognitivas das extensdes de cada conjunto numérico, especialmente
quando sdo introduzidos os numeros reais a partir dos racionais. Ser& que € razoavel esperar
que os alunos no ensino formem uma imagem adequada do conjunto dos nimeros reais, suas
propriedades e seus significados, sem que sejam discutidos criticamente 0s niveis de
conhecimento em torno dos irracionais?

Por outro lado, nos cursos universitarios de matematica, em particular nos cursos de
licenciatura, a abordagem das disciplinas iniciais de célculo parece ser baseada na suposicéo

de que os alunos dominam certas questdes, tais como:

e A estrutura algébrica dos reais (como o fato das operacdes estarem bem definidas).
e A estrutura topoldgica dos reais (como a propriedade de completude da reta).

e A ideia intuitiva de limite de fungdes.

Esta postura tem paralelo com a adotada na educacgdo basica, uma vez que muitos fatos
sdo assumidos sem nenhum questionamento, como se sua veracidade fosse dbvia para 0s
alunos. Mais adiante, nos cursos de Analise, um namero real é em geral conceituado de varias

formas:

e Um elemento do Unico corpo ordenado completo.

e Um corte de Dedekind, isto é um par (A, B) de subconjuntos ndo-vazios e
complementares de Q tais que A ndo possui maximo, todo elemento de A é cota
inferior de A, e todo elemento de B é cota superior de A.

e Uma classe de equivaléncia de sequéncias de Cauchy de nimeros racionais, segundo a
seguinte relacdo: duas sequéncias sdo equivalentes se e somente se a diferenga entre

elas converge para zero.
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Embora as trés construcdes acima sejam diferentes, estas geram estruturas mutuamente
isomorfas, 0 que esgota a questdo do ponto de visto matematico. No entanto, a diferenca das
construcdes tem implicagbes cognitivas na maneira como o0s estudantes conceituam nimeros
reais. Estas construcdes equivalentes também resolvem todas as questfes acerca da estrutura

dos niimeros reais, como: O que é um irracional? O que é operar dois irracionais? O simbolo

7% representa um nimero real? Este n(imero & irracional? E o nimero 42 —+/5 +32+/5 é

irracional? Que conjunto é “maior’: racionais ou irracionais? Entre dois reais sempre existe
um racional? E um irracional? E possivel definir a nogdo de sucessor em R? H& uma
correspondéncia entre a reta e R? Além disso, o conhecimento destas questdes do ponto de
vista puramente formal é suficiente para equipar o futuro professor para o ensino de nimeros
irracionais?

A discussdo acima sugere que ha grandes saltos no ensino de nimeros reais, tanto na
passagem do ensino médio para 0 ensino superior quanto na passagem das disciplinas iniciais
para as avancgadas nos cursos de graduagdo. Em particular, estes saltos podem acarretar em
deficiéncias na preparacdo do professor para o ensino de numeros reais — 0 que pode acarretar
em ciclo vicioso.

Além das questBes levantadas anteriormente, encontramos constatacfes que destacam
dificuldades de alunos, professores e futuros professores sobre 0s conceitos de nimero real,
tanto em pesquisas nacionais (e.g. SOARES, FERREIRA e MOREIRA, 1999; PENTEADO,
2004; DIAS, 2002), quanto internacionais (e.g. SIROTIC e ZAZKIS 2004, ZAZKIS e
SIROTIC 2007; BERGE 2004, 2006a, 2006b, 2008a, 2008b; BERGE e SESSA, 2003;
FISCHBEIN, JEHIAN e COHEN, 1995). Algumas dessas pesquisas sugerem que as
dificuldades podem influenciar a aprendizagem de conceitos mais avancgados. Essas
dificuldades envolvem classificacdo errbnea de numeros em racional ou irracional,
desconhecimento de propriedades como densidade e completude dos reais e néo
enumerabilidade dos irracionais. Algumas concepcGes sdo apontadas nesse sentido:
classificacdo de que numero irracional é aquele que possui representacdo ilimitada, mesmo
sendo uma representacdo decimal periddica; concepcdo de que duas grandezas sdo sempre
comensuraveis; representacdo de = como sendo 3,1416; classificagdo de 3,1416 como sendo

irracional; a definicdo de nimeros irracionais como sendo somente aqueles com representacdo
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como raizes; nogdo de existéncia de sucessor para nimeros reais; no¢do de que um ndmero
irracional é ndo exato ou ndo é inteiro; classificacdo redundante de que namero irracional
como aquele que ndo é racional e por sua vez de nimero real como aquele que é racional ou
irracional; dentre outras.

Com base na problematica descrita acima e nos resultados de pesquisa, buscamos criar
uma metodologia de analise de livros didaticos para que possamos responder as seguintes
perguntas iniciais:

e Como o conceito numero irracional / real é organizado nos Livros Didaticos da
Educacdo Baésica, no Brasil? Que registros de representacdo sao empregados?
e Como essa organizacdo se propde a promover a aquisicdo do conhecimento numero

irracional / real?
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CAPITULO 2: REVISAO BIBLIOGRAFICA

No que diz respeito ao estudo dos numeros irracional / real, veremos na revisdo de
literatura a constatacdo de que muitos alunos chegam ao final do curso fundamental e médio
com conhecimento insuficiente, o que sugere que é dado um tratamento inadequado para 0s

niimeros e operagdes entre eles. E demasiada a limitacdo ao apresentar, na educacio basica,

apenas o célculo com radicais como exemplo de operagdo e /2, V3 e 7 como unicos
exemplos de irracionais. Acreditamos que esse fato aconte¢a devido a ma formacdo em nivel
superior dos futuros professores e a maneira pela qual tais conceitos sdo apresentados nos
livros didaticos. Ou seja, os futuros professores ministrardo em sala de aula aquilo que
encontram nos livros didaticos, pois o que é tratado nos cursos de licenciatura é de certa forma
distante e desconectado das problematicas que envolvem o ensino desses conceitos na
Educagio Basica. E certo que uma apresentacio formal da construcdo dos nimeros reais em
nivel da Educacdo Bésica ndo é conveniente, entretanto é pertinente que o professor saiba do
desenvolvimento historico desse conteudo e suas implicagdes, por exemplo, no estudo do
calculo infinitesimal.

Pesquisas brasileiras (e.g. SOARES, FERREIRA e MOREIRA 1999; PENTEADO
2004; DIAS 2002) e internacionais (e.g. SIROTIC e ZAZKIS 2004, ZAZKIS e SIROTIC
2007; BERGE 2004, 2006a, 2006b, 2008a, 2008b; BERGE e SESSA 2003; FISCHBEIN,
JEHIAN e COHEN 1995) apontam dificuldades por parte dos alunos e professores a respeito
dos nameros irracionais e essas certamente podem, por exemplo, acarretar em obstaculos de
aprendizagem na educacdo bésica e também na educacdo superior, no que toca o estudo de
limite e continuidade de funcGes reais.

De forma geral, essas pesquisas destacam dificuldades de alunos e futuros professores
em torno do conceito de numero irracional-nimero real nos seguintes aspectos: definig&o,
representacdo, propriedade de densidade do conjunto dos nimeros racionais e do conjunto dos
nameros irracionais no conjunto dos nimeros reais, cardinalidade, necessidade de criacdo dos

irracionais e completude do conjunto dos nimeros reais.
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2.1 Dificuldades em torno da definicdo e representacdo de namero

irracional

Em relagdo a professores da educacdo bésica, o trabalho realizado por PENTEADO
(2004), baseado em uma pesquisa diagnostica, que investiga a concepcdo dos professores em
relacdo a densidade dos nimeros reais, destaca que alguns sujeitos associam irracionalidade de
um ndmero com a infinitude de sua representacdo, relacionando a representacdo decimal
infinita, ou o sinal de reticéncia com namero irracional, isto é, o fato de um ndmero ter
reticéncia para simbolizar infinitas casas decimais ja o caracteriza como irracional mesmo que
nada seja analisado sobre a possibilidade de haver um periodo o que o caracterizaria como
numero racional. Estabelece também que os padrdes para os irracionais sejam principalmente
aqueles associados as raizes quadradas e a a0 nUmero r .

O trabalho de SIROTIC e ZAZKIS (2004), que foi baseado em uma pesquisa
diagndstica com 46 professores secundarios de matematica, tem por objetivo investigar como
as diferentes representacfes influenciam as respostas dos participantes no que diz respeito a
irracionalidade, destaca que mais de 40% dos participantes ndo reconhecem a representacdo
decimal infinita e ndo periodica como uma representacdo de um numero irracional. Além
disso, mais de 30% dos participantes ou ndo reconhecem que um ndmero representado por
uma fracéo de inteiros é racional ou reconhecem com justificativas incorretas. Nesse sentido, é
sinalizado que ha duas fontes interligadas de conflitos responsaveis pelas crencas erradas:
aplicagdo de defini¢do incorreta ou incompleta (“Se hd um padré&o, entdo o nimero é racional.
Portanto 0,12122122212 ... é racional”) e ndo entendimento da relagdo entre fracOes e
decimais e suas representacfes (“0,012222 ... ndo é racional. Eu ndo posso pensar em
qualquer divisédo de dois numeros que obtenha esse decimal’). Assim, os autores afirmam que
um possivel obstaculo para o entendimento dos estudantes é a equivaléncia das duas
definicbes de nimeros irracionais dada na matematica escolar (nimero irracional possui uma

representacdo decimal infinita e ndo periddica / namero irracional ndo possui uma

representacéo % , ém quea,b sdo inteiros com b= 0). Também é destacado pelas autoras

que os participantes tém preferéncia pelos decimais em relagdo a representacdo de fragcdo. No
caso de uso de novas tecnologias é apresentada pelos participantes uma tendéncia em confiar



22

na representacdo que a calculadora oferece sobre uma diviséo de inteiros e, desconsiderando a
representacdo simbolica da divisdo. Esta concepcdo implica na classificagdo de 3 como

irracional, com base na visualizagcdo na calculadora o seguinte numeral 0,6385542 (onde nao
se identifica nenhum periodo) apos a divisdo de 53 por 83. Fica caracterizado assim que a
limitacdo da calculadora pode ser gerador de conflitos, ao exibir um ndmero reduzido de
digitos no seu visor. Também é destacada pelas autoras 0 mesmo resultado encontrado em
PENTEADO (2004) no que diz respeito a confusdo entre irracionalidade e representacdo
decimal infinita, independente da estrutura desta representacdo (periddica ou ndo periédica) .
Esta confusdo sugere ainda possiveis interpretacdes pessoais a respeito do termo padrdo, como
por exemplo, o nimero 0,1234... é considerado racional pois apresenta um padrdo. A pesquisa
de PENTEADO (2004) destaca que professores tém dificuldade em entender que
representacfes como 1,333; 1,3330 e 1,332999... representam 0 mesmo nimero. A pesquisa
de ZAZKIS e SIROTIC (2007), realizada com 62 estudantes e 29 futuros professores e que
desejava apresentar as inconsisténcias entre as diferentes dimensbes — formal, algoritmica e
intuitiva - do conhecimento dos professores e dos futuros professores secundarios de
matematica sobre numeros irracionais, indica que 0s participantes possuem grande
dependéncia em relacdo a representacdo decimal ao efetuar adi¢do e multiplicagdo de numeros
decimais com infinitas casas decimais da mesma forma com que se € definida para nameros
decimais com finitas casas decimais, isto é, operam a soma (0,111... + 0,222...) como se fosse
0,111 + 0,222. Além disso, foi constatado que 20% dos participantes demonstraram conhecer

apenas 0s nimeros irracionais “genéricos”: V2, 7 ou raizes quadradas em geral.

Em relacdo a alunos do ensino médio (ou equivalente), o trabalho de FISCHBEIN,
JEHIAN e COHEN (1995), realizado na Franca trata de investigar a interacdo entre as
concepcdes dos alunos sobre os nimeros reais e a aprendizagem de anélise, constatou que a
concepcao de que um namero irracional € um namero que ndo é inteiro ou que é negativo, que
namero irracional € um nimero que ndo é exato e que namero racional e 0 nimero que possui
representacdo decimal independente da forma. Alémdisso, foi constatado que 0s sujeitos
associam niimeros que possuem representacdo decimal a nimeros racionais, esses possuem a

concepcao de que numero irracional é aquele que possui uma representacao ilimitada, mesmo
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sendo uma representacdo decimal periddica resultado encontrado também em (PENTEADO
(2004), SIROTIC e ZAZKIS (2004) e SOARES, FERREIRA e MOREIRA (1999)). A
pesquisa diagnostica com 84 alunos dos cursos de Matematica da UFMG e da UFSC de
SOARES, FERREIRA e MOREIRA (1999) a respeito da imagem de conceito dos sujeitos em

relacdo ao conjunto dos ndmeros irracionais destaca que menos de 25% dos entrevistados

2
entendem que V2 representa um ndmero e que o significado da incomensurabilidade de
dois segmentos, o0 sentido e a necessidade dos irracionais passam ao largo de quase todas as

respostas.

2.2 Dificuldades em torno da propriedade de densidade

Em relacdo a professores do ensino médio (ou equivalente) o trabalho de DIAS (2002),
que foi baseado em uma pesquisa diagndstica com a hipdtese de que as concepgdes dos
professores do ensino fundamental e médio seriam as mesmas apresentadas por estudantes, do
mesmo segmento de ensino, a respeito da imagem de conceito e definicdo de conceito
relacionados as propriedades da reta real e, particularmente, a nocdo de densidade, aponta que
0S sujeitos possuem: imagem de conceito quase que discreto para 0s reais por meio de
consideracdes subjacentes a inexisténcia ou a finitude de nimeros, entre dois reais distintos;
auséncia de definicdo de conceito relacionado com o nome densidade; manifestacdo da
definicdo de conceito a respeito de densidade pela existéncia da bijecéo entre o conjunto dos
reais e a reta e a ndo distingdo entre densidade e continuidade. A pesquisa de ZAZKIS e
SIROTIC (2007) aponta que é possivel que os participantes interpretem mal algumas questdes
a respeito dos irracionais, pois ignoram o significado matematico das palavras “sempre” e

“qualquer”. Isso se verifica em alguns argumentos dos particulares ao responderem alguns

itens como: “E sempre verdadeiro que entre dois irracionais ha um racional. Seja V2 =1,414

e \/§=1, 732 existe entre eles 1,6:%, isto é, pode ser escrita na forma % onde n=0.

Portanto, esta afirmacao é verdadeira”. Essa a¢do pode determinar um obstaculo extra em
ralacéo a propriedade de densidade.
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Em relacdo a alunos, o trabalho de SOARES, FERREIRA e MOREIRA (1999) destaca

que cerca de 58% dos entrevistados ndo afirmaram que existem infinitos racionais e infinitos
S 2 3 i A 2 3
irracionais entre ge " e apenas 25% conseguiram exibir trés irracionais entre ge "

enquanto 44% exibiram 3 racionais.

2.3 Dificuldades em torno da propriedade de cardinalidade.

Em relacdo a professores, a pesquisa de ZAZKIS e SIROTIC (2007) aponta que embora
22 dos 46 participantes tenham identificado corretamente o conjunto de niumeros irracionais
como mais “rico” que os racionais, apenas 3 destes apresentaram argumentos que se referem a
cardinalidade dos conjuntos. Algumas respostas em relacdo a “riqueza” de conjuntos infinitos
expdem equivocos associados a intuicdes, tais como: a parte € menor do que a totalidade,
infinito adicionado a infinito é duas vezes tdo grande quanto o infinito original; a
probabilidade de obter um racional no intervalo [0,1] é quase zero, pois 0 conjunto dos
racionais é finito; e a crenca de que para cada nimero racional existe um irracional e esses
nameros sao dispostos em uma ordem que pode ser associada a ideia consecutiva de nimeros
em um conjunto discreto (o consecutivo de um racional é um irracional, o consecutivo de um
irracional é um racional). Além da intuicdo, outros fatores sdo geradores de equivocos, como
considerar a palavra contavel como algo finito, implicando a conclusdo de que conjunto dos
racionais é finito. O desconhecimento de outros irracionais como r e a influéncia da
propriedade de densidade dos racionais por alguns participantes implica a crenca de que o

conjunto dos nimeros racionais € mais “rico” que os irracionais no intervalo [0,1].

2.4 Dificuldades em torno da propriedade de completute

No trabalho de BERGE (2008b) realizado com 232 estudantes de uma universidade de
Buenos Aires trata de uma investigacdo a respeito da ma compreensao e ma interpretacdo dos
estudantes em relacdo a completude do conjunto dos numeros reais ao longo do curso
universitario, sobre o que o0s alunos pensam a respeito do conjunto dos nimeros reais, quais as
representacdes desse conjunto que os alunos possuem e quando 0s alunos superam a ideia

inicial de continuidade ao longo do curso universitario. Uma das questfes utilizada na
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pesquisa era: O que significa para vocé “R é um conjunto completo”? A autora constatou que
cerca de 63% dos alunos parecem ter uma ideia intuitiva do que é ser completo, mas esta ideia
ndo é suficiente para ser utilizada em questdes que envolve a completude do conjunto dos
nameros reais. Ainda assim, uma grande parte dos alunos recorda a nocao de reta, mas nao
necessariamente para melhor ajuda-los a conceituar a no¢do de completude. Um dos
participantes da uma definicdo operacional. “R é completo, o que significa que ndo tem saltos,
nem lacunas. Ela tem a propriedade do supremo, e é continuo”. Algumas respostas estdo mais
perto de serem operacionais, descrevendo R tal como um conjunto de cortes, no sentido de
Dedekind, sem “saltos” nem *“lacunas”. Outras respostas referem-se a reta real como
justificativa formal. De modo geral, as respostas dos alunos evocam o sentido cotidiano da
palavra completo. Isto sugere imagens fracas de definicdes matematicas.

Em FISCHBEIN, JEHIAN e COHEN (1995), alguns sujeitos indicam que o modelo
geométrico de reta real possui as mesmas propriedades que o modelo de “reta” racional, isto €,
0s irracionais ndo acrescentam nenhuma propriedade ao modelo de reta racional. Algo
parecido é verificado por DIAS (2002), quando alguns professores indicam ter conhecimento
vago dos irracionais, proporcionado por uma generalizacdo abusiva dos racionais para os reais
que constitui uma imagem de conceito de “reta racional”. Ainda em Dias é manifestado por
parte de alguns professores a existéncia de uma “sucessdo de decimais”, e até de irracionais e a
existéncia de um nimero maximo como atributo do conjunto dos nimeros reais, isto é, em
conjuntos formados sé por numeros racionais ndo existe um nimero maximo. Outros dois
trabalhos de BERGE (2006a, 2006b) tratam do conceito nimero real. O primeiro, direcionado
a estudantes e professores da Universidade de Buenos Aires, tinha como objetivo analisar as
oportunidades que os alunos de licenciatura em Matematica e 0s professores de Matematica
tém de enfrentar as situagdes que envolvem a completude dos ndmeros reais nos primeiros
anos de formagdo universitaria. A autora conclui que nas tarefas dos cursos iniciais na
universidade, em geral, a completude do conjunto dos nimeros reais aparece implicitamente
em teoremas e critérios de convergéncia de sequéncias, fazendo com que os alunos nao
problematizem a respeito dessa propriedade. A completude de R, inicialmente, é atribuida a
existéncia do supremo, que é utilizado para definir melhor alguns subconjuntos e definir certos

numeros, tendo exclusivamente carater de ferramenta. Indica também que a maioria dos cursos



26

de Caélculo de Uma Variavel é baseada em um sistema numérico que satisfaz implicitamente
tudo o que se ¢ e que o conceito de completude é um dado adquirido em determinados niveis
de ensino. Para a autora, para compreender as razdes que incorporam propriedade da
completude do conjunto de nimeros reais € necessario “sentir” uma espécie de necessidade de
provar as propriedades que foram previamente tomadas ou entendidas intuitivamente. A autora
considera que a propriedade de completude tem um papel fundamental na compreensdo do
conceito de limite, logo que sua existéncia seja problematizada. Em relacdoa questdo de uma
sequéncia real nio-decrescente e limitada superiormente ter um limite, BERGE (2008b) indica
que alguns estudantes ndo pdem em questdo a existéncia do limite: eles explicam o que € uma
sequéncia real, o que é ser ndo-decrescente e o que é ser limitada superiormente; entdo
conclui-se que ndo tem outra possibilidade para sequéncia se ndo convergir para o limite, ndo
se menciona o axioma da completividade para o conjunto dos nimeros reais, para garantir que
ndo existe “saltos” ou “buracos” na reta real. Mais da metade das respostas utilizaram grafico
para auxiliar na argumentacdo. Outros estudantes argumentam utilizando contextos extra-
matematicos: a maioria deles corresponde a situaces que caracterizam um processo finito e
discreto, como se a sequéncia fosse finita no sentido de que ser limitada significasse ter fim.
Assim limite seria 0 valor maximo alcancado por esse conjunto finito. Outros justificam a

existéncia do limite dizendo que existe um teorema que afirma a existéncia do supremo.
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CAPITULO 3: FUNDAMENTAGCAO TEORICA

Apresentaremos neste capitulo as teorias que fundamentam a analise das questdes de
pesquisa de nossa investigacdo: Teoria dos registros de representacdo semiotica e Teoria
antropoldgica do didatico (daqui em diante TAD). A teoria dos registros de representacdo
semiltica é uma teoria de natureza cognitiva, proposta pelo filosofo e psicdlogo Raymond
Duval. Sua teoria sugere que uma andlise do conhecimento matematico € uma analise do
sistema de producdo das representacdes semioticas referente a esse conhecimento. Isto é, a
forma de se pensar e visualizar em matematica estdo intimamente ligados a forma de utilizar
representacfes semioticas e é através destas que se faz toda comunicagdo em matematica. Para
Duval, a analise do conhecimento cognitivo e as dificuldades encontradas na aprendizagem
confrontam-se com trés fendmenos interligados: existéncia de diferentes registros de
representacdo semiética, diferenciacdo do objeto representado de seus registros de
representacdo semidtica e a coordenacdo entre os diferentes registros de representacao
semidtica. Nesse sentido, toda variedade de representacdo, tratamentos e conversdes devem
figurar na abordagem pedagdgica de um dado conceito.

A TAD é uma teoria criada por Chevallard nos finais dos anos 1970, que em sua
esséncia permite estudar as atividades matematicas na forma como elas acontecem dentro de
um contexto social, nas instituicdes escolares e de forma ndo isolada dos individuos.

Assim, este capitulo tera como principio esclarecer o que é um registro de representacao
semiotica, quais sdo os tipos de registros, o que é um tratamento, 0 que € uma conversao, quais
sdo as relacbes necessarias (coordenacdes) entre esses componentes para que haja aquisi¢ao do
conhecimento e definir a nocdo de praxeologia para identificar posteriormente qual
praxeologia estd associada as atividades que envolvem numeros irracionais nos livros

didaticos.

3.1 Teoria de Registros de Representacdo Semidtica de Duval

“As representacGes semidticas sao producgdes constituidas pelo emprego de
signos pertencentes a um sistema de representacdo, 0s quais tém suas
dificuldades proprias de significado e de funcionamento”. (Duval, apud
DAMM, p. 143, 2002)
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Duval (2003) entende que ndo devemos nos restringir a matematica e a sua histéria para
compreender as dificuldades dos alunos e a natureza dessas dificuldades, mas € necessaria
também uma abordagem cognitiva. Essa abordagem procura descrever o funcionamento
cognitivo que possibilite a um aluno compreender, efetuar e controlar a diversidade dos
processos matematicos que lhe sdo propostos. Duas questdes preliminares sao postas por
Duval (p.12, 2003) para analisar as condigdes e os problemas da aprendizagem em
Matematica:

1) Quais sistemas cognitivos sdo necessarios mobilizar para aceder aos objetos
matematicos e para efetuar as maltiplas transformacdes que constituem os tratamentos
matematicos?

2) Esses sistemas sdo o0s unicos a serem mobilizados por qualquer processo de
conhecimento em outros dominios cientificos e praticos, ou, ao contrario, trata-se de
sistemas especificos, cujo desenvolvimento e cuja aquisi¢do sdo proprios da atividade

matematica?

Para entendermos o sentido dessas questfes devemos entender primeiramente o que
caracteriza a atividade matematica do ponto de vista cognitivo. Para Duval (2003), a diferenca
entre a atividade cognitiva requerida pela Matematica e aquela requerida em outros dominios
do conhecimento ndo deve ser procurada unicamente nos conceitos, mas também nas
seguintes caracteristicas: a importancia primordial das representacfes semidticas e a grande
variedade de representagdes semioticas utilizadas em Matematica.

O sistema de representacdo semiotica desenvolve papel primordial, pois € ele que pode

determinar a possibilidade de tratamento matematico. Por exemplo, o desenvolvimento do
. « . N ~ 1 3
calculo da expressdo 0,5 + 1,5 pode ser totalmente diferente ao dado a expressao E+§, e essa

diferenca é sem divida determinada pelo tipo de representacdo que cada uma das expressdes
apresenta. Além disso, ha o fato de que os objetos matematicos ndo sdo diretamente
perceptiveis ou observaveis com a ajuda de instrumentos. No caso particular dos nimeros o

acesso esta intimamente ligado ao sistema de representacdo que se propde a designa-los.
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Dependendo da necessidade, as duas expressdes acima poderiam ter uma interpretagéo
geométrica ou ainda poderiam estar sendo citadas em linguagem natural. Esse fato se da pela
grande variedade de representacGes semioticas utilizada em matemética. Essa variedade de
representacdes proporciona mudangas entre elas e essas mudangas poderdo ser ou ndo mais
econdmicas. Como por exemplo, consideremos o problema de determinar o denominador de

uma das fragdes na expressdo a seguir:

+
20 4

A solugdo descrita na forma decimal 0,35 = 0,25 + 0,10 é muito mais econbmica, e

r_tt
?

passando o decimal 0,10 para forma fracionaria 0 temos trivialmente o denominador

desejado.
Para designar os diferentes tipos de representacdo semidtica, Duval (2003) fala de

registro de representacédo, que para ele se clasificam em quatro tipos muito diferentes.

Representacdo Discursiva Representacdo N&o Discursiva
Registros Lingua natural Figuras geométricas planas ou
Multifuncionais Associacdes verbais em perspectivas (configuragdes
Os tratamentos (conceituais). em dimensao 0, 1, 2 ou 3).
ndo sao Formas de raciocinar: Apreenséo operatoria e ndo
algoritmizaveis. argumentacio a partir de somente perceptiva; construgao
observacées, de crencas...; com Instrumentos.

deducdo valida a partir de
definicdo ou de teoremas.

Registros Sistemas de escritas Gréficos cartesianos
Monofuncionais numéricas (binaria, decimal, Mudancas de sistemas de
Os tratamentos fracionéria ...); algébricas; coordenadas;
sdo simbolicas (linguas formais). interpolaco, extrapolacao.
principalmente Célculo
algoritmos.

Tabela 3.1: Classificacdo dos registros mobilizaveis no funcionamento matematico

Entdo, entendendo a importancia das representagdes no tratamento e aceitando que na

atividade matematica podemos ter uma variedade de representacdes, é que Duval (2003, p. 14)
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afirma: a originalidade da atividade matematica esta na mobilizacdo simultdnea de ao menos
dois registros de representacdo ao mesmo tempo, ou na possibilidade de trocar a todo o
momento de registro de representacdo. Nesse sentido, para compreender algo em matematica
é necessario existir a possibilidade de passar de um registro ao outro, isto é, a compreensdo em
matematica supde a coordenacdo de ao menos dois registros de representacdes semioticas.
Uma possivel maneira dessa coordenacdo de registros de representacdo se d& é nos
tratamentos e nas conversoes.

Os tratamentos sdo transformacgdes de representacGes dentro de um mesmo registro
(DUVAL, p.16, 2003). Por exemplo, efetuar um calculo no mesmo sistema de representacao.

As conversdes sdo transformacOes de representacOes que consistem em mudar de
registro conservando os mesmos objetos adotados (DUVAL,p.16, 2003). Por exemplo, passar
de uma escrita algébrica de uma equacdo a sua representacdo grafica. Do ponto de vista
matematico a conversdo intervém principalmente para escolher o registro no qual o0s
tratamentos a serem efetuados sdo mais econdmicos, mais potentes ou para obter um segundo
registro que serve de suporte ou de guia aos tratamentos que se efetuam em outro registro. Do
ponto de vista cognitivo é a atividade de conversdo que conduz aos mecanismos subjacentes a
compreensdo. Importante destacar que realizar uma conversdao ndo é necessariamente realizar
uma codificagdo, isto €, ndo é simplesmente uma traducdo preestabelecida entre nomes e
figuras.

Em um processo de conversdo existem varias variaveis cognitivas, especificas do
funcionamento de cada registro, que determinam as unidades de significado pertinentes a
serem consideradas em cada um dos registros. Séo elas:

e VariagOes de congruéncia e ndo-congruéncia: quando o registro de entrada transparece
no registro de saida diz-se que ha congruéncia, caso contrario tem-se uma ndo
congruéncia.

e Heterogeneidade dos dois sentidos de conversdo: nem sempre a conversao da mesma
forma se efetua quando se invertem os registros de partida e de chegada, isto &, saber

converter em um sentido ndo implica saber converter no sentido contrario.
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Para compreensdo de um conceito os fendmenos de ndo-congruéncia ocupam lugar de
destaque, uma vez que os alunos podem ndo reconhecer o0 mesmo objeto através de duas
representacfes diferentes (entrada e saida). Esses fatores de ndo-congruéncia mudam
conforme os tipos de registro entre os quais a conversdo é efetuada. Nesse sentido, a
compreensdo em Matematica implica a capacidade de mudar de registro, porque ndo se deve
jamais confundir um objeto e sua representagéo.

No exposto, podemos destacar alguns elementos que caracterizam a atividade

matematica do ponto de vista cognitivo:

Importancia primordial das representacfes semioticas;

Grande variedade de representacdes semidticas utilizadas em matematica;

Diferenciacdo entre 0 objeto representado e seus registros de representacdo semiotica;

Coordenacdo entre diferentes registros de representacdo semidtica.

E com base nessas caracteristicas que Duval (2003) enuncia a hipotese fundamental de
compreensdo em matematica: A compreensao (integral) de um contetdo conceitual repousa
sobre a coordenacdo de ao menos dois registros de representacdo e esta coordenagéo

manifesta-se pela rapidez e espontaneidade da atividade cognitiva de conversao.

Tal hipOtese € representada pelo esquema:

(Conceito, ohjeio cognitivo representado)

//7’7 ‘C F\.

T

e ™~ -
- S
- + Rep csentagio de

= resentacao

Represer_mngan de um ouire registro
um regisire A
3
1 2

Tratamenio sohre Tratamenio sohre

Figura 3.1: Hipdtese para aprendizagem dada por Duval
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As flechas 1 e 2 correspondem as transformagdes internas a um registro de
representacédo, as 3 e 4 correspondem as transformacdes externas, ou seja, as conversoes por
mudancas de registro. A flecha C corresponde a que Duval chama de compreensdo integrativa
de uma representacdo que supde uma coordenacdo de registros. As flechas pontilhadas
correspondem & distingdo entre representante e representado.

Neste trabalho, procuraremos observar se os livros didaticos favorecem a coordenagdo
de registros de representagdo para 0s conceitos, analisando as atividades de tratamento e de

conversdo. Mais especificamente, buscaremos:

e Compreender se os livros didaticos proporcionam uma variedade de registros
destinados ao conceito de nimero irracional. Isto porque, € preciso de, a0 menos, dois
registros de representacdo diferentes para ndo confundir um objeto com sua
representagéo.

e Compreender se as tarefas propostas promovem a articulagdo entre os registros. Isto
porque, é essa articulacdo que constitui uma condi¢do de acesso a compreensao em
matematica, e ndo o inverso, ou seja, 0 “enclausuramento” em cada registro.

e Identificar cuidadosamente aquilo que é evidenciado (ressaltado) no tratamento em um
registro e aquilo que é evidenciado em uma conversao. Isto porque, do ponto de vista
pedagogico, tais transformacBes podem estar sendo utilizadas para objetivos
especificos, diferentes dos dados por Duval quando se trata de aprendizagem.

3.2 Teoria antropologica do didatico de Chevallard

De acordo com Chevallard (1999), toda atividade humana pode ser descrita a partir de
um modelo chamado praxeologia ou organizagdo praxeoldgica. Para o autor, uma praxeologia
é uma organizacdo da atividade humana em tarefas, técnicas, tecnologias e teorias. Para
Chevallard, uma tarefa (T) é tudo aquilo que é pedido para uma pessoa fazer/executar. Toda
tarefa faz parte de uma rede de tarefas designada tipo de tarefa, por sua vez todo tipo de tarefa
faz parte de uma rede chamada género de tarefas. Uma técnica (t) € uma maneira de fazer uma

tarefa. Tecnologia (8) é todo discurso racional que justifica e esclarece uma técnica. Teoria
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(®) é todo discurso que justifica a tecnologia. As tarefas e técnicas formam o bloco saber-fazer
e as tecnologias e teorias formam o bloco do discurso fundamentado.

Uma tarefa requer um objetivo preciso a ser alcangado, por exemplo, “lavar o carro”,
“arrumar a casa”, “enviar um e-mail”, “organizar uma reunido de chefes de estado”, “resolver
um problema de matematica”. O que caracteriza uma tarefa € um verbo (lavar, arrumar,
enviar, organizar, resolver), porém somente a palavra lavar (um verbo) ndo caracteriza uma
tarefa.

Para responder/executar toda e qualquer tarefa com éxito tem que se dispor de uma
técnica que permita realizar a tarefa de uma forma relativamente sistematica e segura. Por
exemplo, para resolver a equacéo do segundo grau x> —2 =0, que é uma tarefa particular do

tipo de exercicio/tarefa “resolver uma equacdo do segundo grau ax* +bx+c =0+, uma técnica

conhecida nas escolas necessita dos seguintes passos:
() Determinar os coeficientes a, b e c;
(1) Determinar o valor numérico de Delta: A;
111y Determinar o valor numérico da formula de Bhaskara.

)
a=1, a é o coeficiente do termo x*; b=0, b é o coeficiente do termo x e ¢ é o termo
independente (c = -2). Determinar esses coeficientes requer habilidades especificas e é natural
pensar que com a mudanca da natureza desses coeficientes essas habilidades requeridas

também mudam. Isto é, determinar o coeficiente de x* no termo 2x? requer habilidade diferente

. . . x?
da requerida para determinar o coeficiente do termo - o

(1) (1)
=—biJK
2 2a
A=b?-4
ac =_0i\/§

A=0%-4.1.(-2)

A=8
X =42
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Claro que esta ndo é a Unica maneira/técnica de se resolver a equacdo do segundo grau
em questdo, também poderia ser utilizada a seguinte técnica, que consta de trés pasos:

Q) Fatoracéo (diferenca de quadrados);

(1) Propriedade operacional dos nimeros reais: m-n=0< m=00oun=0;

(1) Resolver equacgéo do primeiro grau (I11).

(1 (1) (1)
x?-2=0
(x+ﬁ)-(x—ﬁ)=0 X++2=00ux-+2=0 x=—/20ux=12

Para que ambas as técnicas apresentadas sejam utilizadas/aplicadas de maneira
compreensiva e justificada deve-se supor a existéncia de discurso interpretativo e justificativo
da técnica no seu campo de validez. No caso das técnicas aplicadas para resolver a equacdo do
segundo grau dada anteriormente podemos ter para o primeiro conjunto de técnicas a férmula
de Bhaskara como o discurso justificativo da técnica, que Chevallard chama de tecnologia, e
que permite a execugdo das técnicas. Por sua vez, uma tecnologia também requer um discurso
interpretativo e justificativo no seu campo de validez e € esse discurso que Chevallard chama
de teoria, que na resolugéo da equacdo do segundo grau dada pode ser entendida como toda
teoria envolvendo equacdes algebricas.

Nesse contexto ndo se espera que a atividade matematica se cumpra sem se entender o
que se esta fazendo, ou seja, ndo pode existir tarefa e técnica sem que exista uma tecnologia e
teoria associadas, e vice-versa.

Assim, buscaremos observar a organizagdo matematica que se constitui em torno das
nogdes de tarefas, técnicas, tecnologias e teorias envolvendo o conceito niamero irracional /
real encontradas nos livros didaticos, a fim de modelar as praticas matematicas existentes e
determinar se € estabelecido uma organizacdo praxeoldgica completa [T/1/6/@®] ou parcial
[T/z] que é o saber-fazer (praxe) e [6/@] tecnoldgico - tedrico (logos). Essa acdo esta pautada

nos seguintes postulados:
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e Toda pratica institucionalizada pode ser analisada, de diferentes pontos de vista e de
diferentes maneiras, em um sistema de tarefas relativamente bem delineadas;

¢O cumprimento de toda tarefa decorre, do ponto de vista da institucdo, do
desenvolvimento de uma técnica bem sistematizada, compreendida, justificada e segura;
e A existéncia de um discurso descritivo e justificativo das tarefas e técnicas, isto €, a
existéncia de uma tecnologia.

e A existéncia de um discurso descritivo e justificativo das tecnologias, isto é, a

existéncia de uma teoria.
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CAPITULO 4: METODOLOGIA

4.1 Questdes de pesquisa

Foram levantadas, anteriormente, algumas questdes de pesquisa. Nossas questdes gerais

de pesquisa séo as seguintes:

e Como o0 conceito namero irracional / real é organizado nos Livros Didaticos da
Educacdo Bésica, no Brasil? Que registros de representacdo sdo empregados? E estes
como sao empregados?

e Como essa organizagdo se propde a promover a aquisicdo do conhecimento numero

irracional?

De forma mais especifica, considerando os referenciais tedricos de Duval e de

Chevallard, nosso objetivos sdo:

e Compreender se os livros didaticos proporcionam a utilizacdo de uma variedade de
registros destinados ao conceito namero irracional / real.

e Identificar e analisar os tipos de tarefas propostas pelos livros didaticos em relacdo ao
conceito de namero irracional / real.

e Compreender se as tarefas propostas promovem a articulagéo entre os registros.

Para isso, investigaremos na direcdo de quatro temas de andlise:

e Tema 1: Tipos de defini¢do utilizadas
e Tema 2: Tipos de representacdo utilizadas
e Tema 3: Tipos de tarefa (no sentido de Chevalard) propostas
e Tema 4: Tipos de abordagem histdrica utilizadas
A escolha desses temas deu-se apds a revisao bibliografica e analise preliminar feita com
dois Livros didaticos. Na revisdo bibliografica ficou claro que muitos alunos, futuros
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professores e professores em exercicio apresentaram dificuldades em definir niimero irracional
e/ou definir nimero real; representar nimero irracional em diferentes registros, fazer possiveis
conversfes entre eles; apontar conceitos histéricos relevantes a necessidade de se definir o
conceito de namero real. Assim, na proxima secdo discutiremos quais as questdes que cada

tema de estudo se propde enfocar.

4.1.1 TEMA 1: Que tipo de defini¢des séo propostas nos Livros didaticos para introduzir
0 conceito numero irracional / real?

No ensino de matematica, constantemente nos deparamos com perguntas do tipo: O que
é um conjunto? O que é uma funcdo? O que é uma matriz? O que é uma sequéncia? O que é
um numero irracional? O que é uma derivada? O que é um quadrado? Essas perguntas
pertencem a uma classe de perguntas: O que é “tal objeto matematico”? Respondé-las muitas
das vezes ndo é uma questdo facil. Porém, respondé-las ndo garante a habilidade para se
ensinar tais conceitos.

Por exemplo, para a pergunta: O que é um quadrado? Podemos obter muitas respostas:

e E um poligono regular de quatro lados.

e E um quadrilatero equiangulo e equilatero.

e E um retangulo que possui os lados congruentes.

e E um losango que possui 0s angulos congruentes.

e E um quadrilatero que possui duas diagonais congruentes, perpendiculares e

interceptando-se nos seus respectivos pontos médios.

As respostas acima sdo entendidas como definicdes do objeto matemético em questéo,
no sentido de que “é uma expressdo linguistica formal, que expressa por meio de palavras
propriedades que sdo compartilhadas que pertencem a classe definida”. Numa perspectiva do
saber dos conteudos e estritamente formal, todas essas defini¢cfes de objeto quadrado s&o
aceitaveis, pois sdo equivalentes. O objeto matematico quadrado é perfeitamente caracterizado

por qualquer uma dessas defini¢Oes e tudo que se pode afirmar matematicamente sobre esse
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objeto poderéd ser deduzido através dessas defini¢es. Assim, do ponto vista estritamente
formal, pode-se dizer que um objeto matematico pode ser caracterizado pela sua definic&o.

Entretanto, cada definicdo dada acima enfatiza alguns aspectos e omitem outros a
respeito do objeto quadrado. Para a definicdo “é um reténgulo que possui os lados
congruentes” da-se énfase ao fato que todo quadrado é retangulo e que possui 0s quatro lados
com a mesma medida, porém nada se estabelece diretamente sobre suas diagonais, por
exemplo. J& na definicdo “é um quadrilatero que possui duas diagonais congruentes,
perpendiculares e interceptando-se nos seus respectivos pontos médios” da-se énfase a
quantidade de lados desse poligono, a congruéncia de suas diagonais, a maneira como elas se
interceptam e onde elas se interceptam, porém nada se estabelece diretamente sobre seus
angulos. Interessante que tanto uma definicdo como outra se utiliza de termos anteriores. Para
a primeira definicdo langa-se mao dos termos: retdngulo e congruéncia. Enquanto na segunda
sdo utilizados os termos diagonais, perpendiculares, interceptar e quadrilatero. Um fato
importante que se da& entre equivaléncias de definicdes € a ordem que se apresentam as
propriedades relacionadas aos objetos matematicos. Se admitirmos a definicdo: um quadrado é
um reténgulo que possui os lados congruentes, com raciocinio légico dedutivo podemos
provar que todos os quadrados possuem a seguinte propriedade: possuir duas diagonais
congruentes, perpendiculares e interceptando-se nos seus respectivos pontos medios. Por outro
lado, se admitirmos a definicdo: um quadrado é um quadrilatero que possui duas diagonais
congruentes, perpendiculares e interceptando-se nos seus respectivos pontos medios,
podemos provar que todos os quadrados possuem a seguinte propriedade: todo quadrado é
retangulo e possui os lados congruentes.

Assim a escolha de uma definicdo para um objeto matematico desempenha um papel
primordial no processo de aprendizagem. Tratando-se da aprendizagem de um determinado
contetdo, o objeto matematico é muito mais amplo do que a sua defini¢cdo, ndo é uma acao
localizada como a expressdo ou um registro linglistico, € necessario recorrer a outros
conceitos e teorias que podem revelar novos saberes que o0 aluno deve aprender que a
definicdo ndo é capaz de expressar, isto é, conceituar exige muito mais do que definir apenas.

Nossa pesquisa analisa livros didaticos, assim, observaremos como sdo propostos nos

livros didaticos a aprendizagem do conceito numero irracional e suas conexfes com as
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definicbes, termos anteriores utilizados nas definigcdes, propriedades e raciocinio légico
dedutivo. Para isso, concordamos com Giraldo (p. 73, 2004), que afirma ser importante
analisar a relagdo entre os dois contextos pedagdgico e tedrico-formal pelo menos em dois
aspectos: ““0s mecanismos por meio dos quais as praticas pedagdgicas em educacdo
matematica influenciam o desenvolvimento formal das teorias; e as formas como as teorias

formais inserem-se no ensino e aprendizagem da matematica.”

4.1.2 TEMA 2: Quais séo as representacfes utilizadas nos Livros didaticos no ensino de

NUmeros Reais?

Duval (2003) afirma que ndo ha conhecimento sem representacdo. Entdo pensando no
ensino, em como se d& a aquisicdo do conhecimento e na organizacdo de situacbes de
aprendizagem podemos pensar nas seguintes questfes: Que tipo de representacdo é essencial
para a compreensdo do objeto nimero irracional / real? Como estas representacdes se
organizam e se relacionam nos Livros didaticos?

A aprendizagem em matematica ndo pode se resumir na aquisi¢do de conceitos da forma
tradicional — no sentido de “passar” conhecimento da instituicdo detentora do saber (a
academia, os Livros didaticos, o professor, o material didatico) para instituicdo recebedora do
saber (o aprendiz, a sociedade). Compreender matematica no sentido de Duval requer formas
especificas de trabalhar cognitivamente os saberes em comparagdo com outras areas do
conhecimento, isto €, em matematica a aprendizagem passa pelo crivo da representacdo. Em
matematica para a aquisicdo do conhecimento é preciso recorrer a no¢do de representacao,
distinguir pelo menos dois tipos de representacdo, distinguir o objeto matematico da sua
representacéo, fazer tratamentos em diferentes registros de representacao e fazer as conversoes
entre as representacfes da maneira mais natural possivel.

A luz da teoria de Duval, a resposta para primeira questdo acima pode ser esbogada: ndo
h& representacdo essencial que privilegie a aquisicdo do conhecimento, uma vez que é
necessario a coordenacdo de ao menos dois registros de representacdo para a compreensao

(integral) de um contetdo, porém sem o uso de representacfes € impossivel a construcéo do
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conhecimento. O essencial ndo é o tipo de representagdo e sim a forma como essas
representag0es estdo sendo utilizadas e se essas favorecem a coordenagdo entre
representagdes.

Se 0 essencial ndo é o tipo de representacdo parece paradoxal tomar o titulo acima para
esse tema de analise, porém trataremos de observar se tais tipos de representacdo sdo
candidatas a proporcionarem realmente ao sujeito coordenacdo de VAarios registros de
representacdo do objeto numero irracional / real. Para isso buscaremos identificar como os
registros sdo utilizados nos Livros didaticos e se tais representacdes promovem as seguintes
atividades cognitivas: a formacao de uma representacdo identificavel do objeto, o tratamento
e a conversao.

Ou seja, tentaremos de responder se as representacdes apresentadas nos Livros didaticos

e como sao apresentadas promovem producgdo do conhecimento no sentido de Duval.

4.1.3 TEMA 3: Quais sdo as tarefas que sdo propostas nos Livros didaticos no ensino de

ndmero irracional / real?

Para Duval (2003) é essencial a coordenacdo de ao menos dois registros de
representacédo e esta coordenacdo manifestando-se pela rapidez e espontaneidade da atividade
cognitiva de conversdo. Assim, uma importande aliada a compreensdo (integral) do
conhecimento é a implantacdo de uma variedade (na sua forma de representacdo) de tarefas, e
mais do que isso, a forma pela qual sdo exploradas essas representacdes e se € valorizado a
possibilidade de coordenacdo. De acordo com Chevallard (1999) toda atividade humana pode
ser descrita a partir de um modelo chamado organizacdo praxeoldgica e que a aquisi¢do do
conhecimento esta condicionada a vivéncia de uma paraxiologia completa. Assim, é essencial
que as tarefas propostas nos livros didaticos valorizem ndo somente técnicas de solu¢do, mas
algum discurso racional que justifique e que esclareca tais técnicas, e que tal discurso racional
esteja fundamentado em um discurso teorico, possibilitando assim a construgdo de uma

ornazigdo praxiologica completa.
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Admitindo que as tarefas desempenham um papel importante na aquisicdo de um
conteddo conceitual, a analise das tarefas propostas pelos livros didaticos assume um papel
fundamental no estudo das préaticas humanas que influénciam no processo de aprendizagem da
matematica, pois essas tarefas além de promoverem a interagdo e colaboracdo entre alunos e
professores podem determinar parte da organizagdo praxioldgica a respeito do conteido em
questdo. Posterior a analise da organizacdo praxioldgica promovida pelos tipos de tarefas
propostas pelos livros didaticos, se pode determinar qual delas tem possivel poténcial de
influenciar na aprendizagem da matematica, além de estabelecer padrdes e préticas de ensino.

Tratando dos padrdes e das praticas, 0s tipos de tarefas de determinada praxiologia
podem condicionar a forma pela qual os alunos e/ou professores entendem a tarefa e até
mesmo como entendem o conceito, como devem processar as informacOes a respeito do
conceito e as relagcfes mentais que o “constroem”, influenciando e estruturando a capacidade
de raciocinio e na aprendizagem da matematica. Assim, os tipos de tarefas que valoriza
procedimentos e padrdes previamente memorizados podem reduzir a capacidade de
pensamento do aprendiz uma vez que 0s argumentos que jutificam os procedimentos ndo sao
valorizados e/ou evidenciados. Ja os tipos de tarefas baseadas numa valorizacdo da construcéo
do conceito, da exploracdo de multiplas representagdes, de explicacdo de raciocinio aos alunos
e na exploragdo de praxiologias completas conduzem um raciocinar mais produtivos
promovendo melhor o dominio dos conceitos.

Nesse sentido, a analise de terafes proposta nesse trabalho enuncia cada género de
tarefa utilizado; lista as possiveis variagdes desse género de tarefa; descreve os tipos de
técnicas utilizadas, ou seja, identifica o bloco saber-fazer utilizado; descreve as tecnologias e
teorias utilizadas no género de tarefa analisada, ou seja, identifica o bloco tecnoldgico-tedrico
utilizado; discuti a organizagédo praxeologica desenvolvida em cada género de tarefa; descreve
0s tipos de registros utilizados nas tarefas e descreve como se relacionam os registros
identificados em cada género de tarefa, isto é, descreve os tipos de tratamentos e conversdes,

caso existam.
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4.1.4 TEMA 4: Como a Historia da Matematica é utilizada nos Livros didaticos no

ensino de NUmero irracional / real?

Cada vez mais é defendido o uso de histéria da matematica no ensino da matematica. Na
verdade, muitas acoes do governo federal tém defendido o uso do mesmo na educagdo bésica
como é o caso dos Parametros Curriculares Nacionais — (BRASIL, 2001)

As avaliagGes de Livros Didaticos pelo Ministério de Educagdo — MEC por meio do
Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD, dentro do item Aspectos Metodoldgicos e do
subitem Contextualizacdo, no ponto 4.3 sugerem que 0s conhecimentos matematicos sejam
contextualizados significadamente, dentre outras formas, através da historia da matematica. E
verdade que a histéria da matematica pode contextualizar o saber internamente e externamente
a matematica, mostrando que seus conceitos sdo frutos da época historica, dentro de um
contexto socio-cultural.

O fato de haver um critério dentro do PNLD a ser cumprido pelos autores, para que suas
obras sejam aprovadas é definitivamente um grande incentivo para que o uso de histéria da
matematica apareca nos Livros didaticos. Os Pardmetros Curriculares Nacionais — PCN

indicam que:
“A Historia da Matematica pode oferecer uma importante contribuicdo ao
processo de ensino e aprendizagem dessa &rea de conhecimento. Ao revelar a
Matematica como uma criagdo humana, ao mostrar necessidades e
preocupacgdes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, ao
estabelecer comparagdes entre 0s conceitos e processos matematicos do
passado e do presente, o professor cria condi¢cbes para que os alunos

desenvolvam atitudes e valores mais favoraveis diante desse conhecimento”
(BRASIL, 2001, p.42)

Porém tal recomendacdo ndo explicita claramente o que se pretende dizer a palavra
“significadamente”, isto €, como exatamente o0s conceitos historicos devem ser explorados.
Nossa preocupacao € no sentido de que a historia da matematica ndo seja utilizada como mera
exibicdo de fatos, datas e acontecimentos.

Nesse sentido, utilizar historia da matematica como abordagem de ensino proporciona
ao professor um olhar mais critico sobre 0os conhecimentos possibilitando ao aluno uma viséo

de que a Matematica é uma disciplina em plena construgdo, fruto muitas das vezes das
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necessidades humanas e de como seu desenvolvimento ndo se da de forma linear, mas sim
influenciada por fatores sociais, culturais, econdmicos, politicos, filoséficos, cientificos. A
prépria historia dos conhecimentos pode sugerir caminhos de abordagem deles, bem como 0s
objetivos a alcangar, ndo se reduzindo a abordagens inocentes que valorizam fatos, datas,
nomes a serem memorizados.

Nosso trabalho ndo terd o objetivo de avaliar os Livros uma vez que nos olharemos
somente livros ja aprovados pelo MEC, entdo nosso objetivo é investigar e registrar de que
forma o uso de histéria da matematica aparece nos Livros didaticos. Para isso, criamos
categorias especificas de avaliacdo influenciadas pela analise preliminar e por Ozamiz e Pérez
(1993) quando afirma que a histéria da Matematica, como recurso didatico, visa atin

seguintes objetivos:

e Mostrar que o processo do descobrimento matematico é algo vivo e em
desenvolvimento;

« Aceitar o significado dos objetos matematicos em seu triplo significado: institucional,
pessoal e temporal,

o Estabelecer distingOes entre uma prova, uma argumentacdo e uma demonstracdo dos
conceitos matematicos, bem como saber dosa-las de maneira equilibrada no curriculo

escolar.

Sendo assim, queremos responder se a abordagem histdrica nos livros didaticos possui
tais caracteristicas: de Informacao Geral, de Informacdo Adicional ou Estratégia Didatica.

4.2 Os livros selecionados

Os livros selecionados por esta pesquisa foram aprovados pelo ministério da educacéo,
no ambito dos programas PNLD — Programa Nacional do Livro Didatico (BRASIL, 2007a) e
PNLEM - Programa Nacional do livro Didatico para o Ensino Médio (BRASIL, 2007b). Em
2008 foi produzida pela quarta vez a edi¢do do Guia de Livros Didaticos de Matematica, do 6°
ao 9° ano de escolaridade (anos anteriores: 1999, 2002 e 2005). Nesse guia, é oferecida uma
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lista de livros avaliados por educadores que estdo envolvidos com o ensino de 6° ao 9° ano.
Esses livros podem ser escolhidos pelos professores, adquiridos pelo Ministério da Educacdo e
enviados a todas as escolas de ensino publico do pais que oferecem os anos finais do Ensino
Fundamental. Nesta quarta edicdo foram avaliadas 28 cole¢Oes, cada cole¢do contendo quatro
livros, onde 16 cole¢des foram aprovadas. Sao elas:

FO1- Aplicando a Matematica — Autores: Alexandre Luis Trovon de Carvalho,

Lourisnei Fortes Reis

e F02- Tudo é Matematica — Autor: Dante, L. Editora: Atica.

e FO03- Matematica — Autores: Souza, M. e Spinelli, W. Editora: Atica.

e F04- Matemética na Vida e na Escola — Autores: Rego, A., Rubinstein, C., Marques,
E., Borges, E. e Portela, G. Editora: Editora do Brasil.

e FO05- Novo Praticando Matematica — Autores: Andrini, A. e Zampirolo, M. Editora:
Editora do Basil.

e F06- Matemética em Movimento — Autor: Longen, A. Editora: Editora do Brasil.

e FO07- Mateméatica Hoje é Feita Assim — Autor: Bigode, A. Editora: FTD.

e FO08- Fazendo a Diferenca — Matematica — Autores: Azenha, R., Bonjorno, J. e
Olivares, A. Editora: FTD.

e F09- Projeto Arariba — Matematica — Autores: Editora Moderna, Editora: Moderna.

e F10- Ideias & Relagdes — Autores: Siedel, C., Peracchi, E. e Estephan, V. Editora:
Positivo.

e F11- Matematica paratodos — Autores: Imenes, L. e Lellis, M. Editora: Scipione.

e F12- Matematica na Medida Certa — Autores: Jakubovic, J., Lellis, M. e Centurion,
M. Editora: Scipione.

e F13- Construindo Consciéncias — Matematica — Autores: Soares, E. e Ribeiro, J.
Editora: Scipione.

e F14- Matemética e Realidade — Autores: Machado, A. lezzi, G. e Dolce, O. Editora:

Saraiva.
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e F15- Para Saber Matematica — Autores: Poli, E., Vieira, F., Sosso, J. e Cavalcante, L.
Editora: saraiva.
e F16- Matematica — ldeias e Desafios — Autores: Mori, I. e Onaga, D. Editora:

Saraiva.

Desses dezesseis livros analisamos nove livros, uma vez que 0 acesso a todos nao foi
possivel. Em 2007 foi produzida pela primeira vez a edi¢do do Guia de Livros Didaticos de
Matematica para o Ensino Médio. Da mesma forma que o guia para o Ensino Fundamental o
guia do Ensino Médio oferece uma lista de livros avaliados por educadores que estdo
envolvidos com o Ensino Médio onde esses livros serdo escolhidos pelos professores,
adquiridos pelo Ministério da Educacdo e enviados a todas as escolas de ensino publico do
pais que oferecem os trés anos finais da Educacdo Baésica. Neste guia foram avaliadas 28
colecdes sendo 8 colegOes aprovadas. Séo elas:

M17- Matematica ensino médio — Autores: Smole, K., Kiykawa, R. e Diniz, M.

Editora: Saraiva.

e M18- Matematica aula por aula — Autores: Filho, B. e Silva, C. Editora: FTD.

e M19- Matematica completa — Autores: Bonjorno, J., Giovanni, J. e Junior, J. Editora:
FTD

e M20- Matematica e suas tecnologias — Autores: Rubio, A. e Freitas, L. Editora:
IBEP.

e M21- Matematica no ensino médio — Autor: Goulart, M. Editora: Scipione.

e M22- Matematica — Autor: Dante, L. Editora: Atica.

e M23- Matematica — Autores: Yossef, A., Soares E. e Fernandez, V. Editora: scipione.

e M24- Matemética — Autor: Paiva, M. Editora: Moderna.

Desses oito livros analisamos cinco livros, uma vez que o0 acesso a todos os livros nao

foi possivel.
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4.2.1 PNLD e PNLEM

O governo brasileiro executa trés programas voltados ao livro didatico: o Programa
Nacional do Livro Didatico (PNLD) iniciado em 1929, o Programa Nacional do Livro
Didatico para o Ensino Médio (PNLEM) iniciado em 2004 e o Programa Nacional do Livro
Didatico para a Alfabetizacdo de Jovens e Adultos (PNLA). Todos o0s programas sdo mantidos
pelo Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacdo (FNDE) e tem por objetivo prover de
forma gratuita livros didaticos para os alunos de todas as séries da educacdo basica da rede
publica e para os matriculados em classes do programa Brasil Alfabetizado.

Entre 1994 e 2005, o PNLD adquiriu, para utilizagdo nos anos letivos de 1995 a 2006,
1,077 bilhdo de unidades de livros, distribuidos para uma média anual de 30,8 milhdes de
alunos matriculados em cerca de 163,7 mil escolas.

Em 2007, o PNLD comprou 110,2 milhGes de livros para serem utilizados no ano letivo
de 2008. Essa aquisicdo custou R$ 559,7 milhdes. Foram adquiridos livros de todas as
disciplinas para 13,4 milhdes de alunos de 5% a 82 série do ensino fundamental (ou 6° ao 9° ano,
para as redes que ja haviam adotado este nivel de ensino em 9 anos) e para todos os alunos da

12 série, além de reposigdo para estudantes de 22 a 42 série.

4.3 Procedimentos metodologicos para a andlise de livros didaticos

Os procedimentos metodoldgicos desta pesquisa podem ser divididos em trés etapas:
e FEtapa 1: Anélise preliminar de uma amostra de Livros didaticos selecionados.
o Etapa 2: Elaboracgéo das matrizes de analise, com base na analise preliminar.
e FEtapa 3: Anélise de quatorze Livros didaticos aprovados pelo PNLD - 2007 e PNEM -
2008.

A Analise preliminar foi feita com os livros (FO5) Andrini e Vasconcellos (2002) e
(M23) Paiva (2004), selecionados aleatoriamente em cada grupo (PNLD e PMLEM,
respectivamente). Esta andlise teve como objetivo inicial a coleta de dados e ndo foi feita

nenhuma consideracdo com base nos pressupostos tedricos. Entretanto, nos proporcionou
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levantar algumas constatacdes, destacar concepcgdes e compreender algumas condicOes de
pesquisa, com o intuito de planejar o estudo principal (Etapa 3). Os dados obtidos nessa
analise foram tabulados na matriz preliminar (Tabela 4.2). Esses dados iniciais ajudaram na
elaboragdo das matrizes de pesquisa destinadas a cada tema de andlise citado anteriormente:
tipos de definicdo, tipos de representacdo, tipos de tarefas, tipos de abordagem historica. A

analise de todos os livros selecionados ocorrera segundo apresentado nas proximas segoes.

4.3.1 Anédlise preliminar e Matriz preliminar

A Anadlise preliminar dos Livros FO5 (PNLD) e M23 (PNLEM) foi feita em relacdo ao
conceito namero irracional / real. A colecdo FO5 é composta por quatro volumes enquanto a
colecdo M23 é composta por trés volumes. Nossa analise ndo ocorreu em todos os volumes de
cada colecdo, nos focamos o estudo em capitulos destinados ao conceito namero irracional /
real. Assim, para a cole¢do F05, analisamos o livro destinado ao 8° ano de escolaridade (antiga
72 série do ensino fundamental). Tal livro é composto de 11 unidades e nosso estudo ficou
centrado nos capitulos 5, 6 e 7 da unidade I. Para a colecdo M23, analisamos o livro da 12 série
do ensino médio, tal livro é composto por 14 capitulos e nosso estudo ficou centrado nas
partes 12 e 13 do capitulo 1. A seguir, apresentamos a matriz de andlise preliminar e a

explicagéo das siglas empregadas.

Andlise preliminar de dois Livros Didaticos

Quantificando

Grupo | N°do ER|EP | EC| EX|PR PG D |AH |R
Livro

F 05 4 18 |14 |9 8 15 | 7% 2 |2 75

IM 23 2 6 8 15 |11 |9 | 4% 2 |0 88

Média aritmética | 3 12 (11 |12 |95 |12 |55% |2 |1 81,5

Tabela 4.1: Matriz preliminar
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Exercicios Resolvidos (ER)

Entendemos como exercicio resolvido qualquer exemplo adotado pelo autor, qualquer
exercicio utilizado pelo autor com objetivo de explicar conceitos ou de apresentar métodos de
solugéo de problemas.

EXERCICIO RESOLVIDO

RS Considerar o segmento AB de comprimento 1, em L I
uma unidade u. Descrever um processo para obter o A 1 B
ponto E da semi-reta AB, tal que o comprimento do
segmento AE seja /2 na unidade u.

Resolugdo

D c
Seja um quadrado em que um dos lados € o segmen-
to AB. A medida d da diagonal do quadrado € dada o
por: g
F=1V+VP=2d=J2
A, 1 B

Figura 4.1: llustracdo de exercicio resolvido. (PAIVA, p.18, 2004)

Entdo, os nimeros 4 e 2 da coluna de ER exprimem que cada livro analisado apresentou

4 e 2 exercicios resolvidos respectivamente.

Exercicios Propostos (EP)

Entendemos como exercicio proposto qualquer tarefa utilizada pelo autor com objetivo
de fixar novos conceitos, tais tarefas estdo dispostas no decorrer no capitulo. Entdo, os
nameros 18 e 6 da coluna de EP exprimem que cada livro analisado apresentou 18 e 6

exercicios propostos respectivamente.

Exercicios Complementares (EC)

Entendemos como exercicio complementar qualquer tarefa utilizada pelo autor com
objetivo de revisitar o conceito de namero irracional / real, tais tarefas estdo dispostas no final

do capitulo.
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o Sejam os nimercs:

a) Quais sao inteiros? 9, l—i—q—, - W)U
10 W E 9 — % i * b) Quais sao racionais? 9, —-2# 12&_(‘.‘ -
. ©) Quais sdo irracionais? o, 1 + v3, V&
180 e V80 + d) Que nome pode ser dado a todos eles?

4 5 . Nameros reais

Figura 4.2: llustracdo de exercicio complementar. (ANDRINI e VASCONCELLOS, p. 28, 2002)

Entdo, os nimeros 14 e 8 da coluna EC exprimem que cada livro analisado apresentou

14 e 8 exercicios complementares respectivamente.

Exemplos (EX)

Nessa variavel observaremos todos os nameros que estdo sendo apresentados como

exemplos de irracionais ou reais.

V2 é um numero irracional.

Os matematicos mostraram também que existem infinitos nimeros irracionais.
Por exemplo, as raizes quadradas dos nimeros primos:
V3, V5, V11, V13 ... sdo nimeros irracionais, bem como seus opostos —v3, —V5, —V11, =V13...

Figura 4.3: llustracéo de exemplo. (ANDRINI e VASCONCELLOS, p.21, 2002)

Nesta ilustracdo, temos 9 exemplos de nimeros irracionais.
Entdo, os nimeros 9 e 15 da coluna EX exprimem que cada livro analisado apresentou 9

e 15 exemplos respectivamente.

Propriedades (PR)

Entendemos por propriedade qualquer afirmacéo que derive logicamente da definicdo de

namero irracional ou real e de outras verdades previamente estabelecidas.
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PrOPHedAdes:. i oo italivuins: 5o aig atin i s S e SR S R AN
P.1 Se o nimero Q/Z , com n € IN* e g € IN, nfo ¢ inteiro, entdo esse niimero € irracional.
Exemplos
a) S Q’ d) ne Q’, pois 1 = 1 é inteiro.
b) §5 € e) 38 &, pois 8 = 2 & inteiro.
c) Y3 eq

Figura 4.4: llustracéo de propriedade. (PAIVA, p.18, 2004)

Entdo, os nimeros 8 e 11 da coluna PR exprimem que cada livro analisado apresentou 8

e 11 propriedades respectivamente.

Paginas analisadas em relagéo ao total de paginas do LD (PG)

Escolhemos fazer nossa analise apenas no capitulo destinado aos nimeros irracionais de
cada colecdo escolhida. Assim faremos o levantamento proporcional utilizado pelos autores
para o tema nimeros irracionais- reais.

Entdo, 0s nameros 7% e 4% da coluna PG exprimem que cada livro analisado
apresentou 7% e 4% de péginas destinadas aos conceitos de nimero irracional e de nimero

real respectivamente.

Definicdes (D)

E qualquer definicdo de nimero irracional ou definicdo de nimero real ou qualquer

mengao que caracterize os irracionais ou reais.

Vimos que todos os nimeros naturais e todos os nimeros inteiros sao numeros racionais.
Juntando os niimeros racionais e 0s nUmeros irracionais num Unico conjunto, obtemos o con-
junto dos numeros reais, que é denotado por [R.

Figura 4.5: llustracéo de definicdes. (ANDRINI e VASCONCELLOQOS, p.25, 2002)
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Entdo, os nimeros 2 e 2 da coluna D exprimem que os respectivos livros apresentaram 2

definigdes, para numero irracional e para nimero real.

Abordagem Histdrica (AH)

E qualquer mencéo a historia da matematica.

0s matematicos gregos antigos acreditavam
que todos os problemas podiam ser resolvidos
pelos nimeros inteiros e ndmeros racionais.

No entanto, por volta de 400 a.C., resolvendo
problemas geométricos, eles descobriram nime-
ros que ndo eram inteiros e também nao podiam
ser escritos na forma de razdo entre numeros in-
teiros. Isso 0s abalou muito — que tipo de nimero
seriam aqueles?

Acredita-se que a descoberta desses nimeros,
que eles chamaram de “inexprimiveis”, e que hoje
chamamos de numeros irracionais, tenha sido
mantida em segredo durante certo tempo.

Figura 4.6: llustracdo de abordagem histérica. (ANDRINI e VASCONCELLOS, p.21, 2002)

Entdo, os nimeros 2 e 0 da coluna AH exprimem que cada livro analisado apresentou 2 e

0 abordagens histdricas respectivamente.

Representacodes (R)

Admitiremos aqui qualquer registro figural, simbolico numérico, simbolico algebrico e

na lingua natural relacionados a nimero irracional / real.

Registro figural ‘ Registra Simbdlico Registro na Lingua Natural
Toda raiz n-ézima de
Algébrico nibmern natural & um
naiural ou irracional.
7
1u
Tu N . Ui mikmaro irracional
By 107+, 1077 4 pods ser escrito seguindo
502123133213330.., a 10" +ay 107 +a 107+ + as regras e convengias
) do Sisiema decimal de
@_y 10
™ Mumaragdo

Figura 4.7: llustracéo de representacdes.
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Entdo, os nameros 75 e 88 da coluna R exprimem que cada livro analisado apresentou
75 e 88 representacfes dos nimeros irracionais ou reais respectivamente. Para o registro na
lingua natural adotamos a seguinte estratégia: computaremos nesta variavel qualquer discurso
na lingua corrente que queira caracterizar ou mesmo citar uma propriedade dos irracional /
real. Importante destacar que uma mesma representacdo aparecendo varias vezes serd
computada uma unica vez e VArias representacfes de um mesmo registro sdo todas

computadas distintamentes.

4.3.2 Matriz preliminar tipos de tarefas

Esta matriz tem por objetivo categorizar as tarefas que sdo propostas nos Livros
didaticos no ensino de nimero irracional / real e serd composta por qualquer tipo de tarefa:
exercicios resolvidos, exercicios propostos, exercicios complementares, testes. Na se¢do 5.2.4
estaremos explicando como funcionara a analise de cada tipo de tarefa. A seguir, apresentamos
a matriz de tipos de tarefas, a explicagdo das siglas empregadas assim como acontecera o

procedimento de analise de cada tarefa.

Identificagdo do Livro Tee | Tee | Tov T, T, Tear | Tes T, T,
Grupo N°
F 05 11 2 0 0 5 14 1 3 0
M 23 1 1 2 1 3 0 0 2 7
Média aritmética 6 15 1 0,5 4 7 0,5 25 3,5

Tabele 4.2: Matriz preliminar tipos de tarefas
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Tarefas que envolvem classificar utilizando a relagdo de pertinéncia (T._)

@ Construa a tabela no caderno e assinale a que conjuntos pertencem cada um dos nimeros:

10 |-8|-2 |- |o |Va|V7|m|17e
4.1 2 | ARl
Naturais % e
Inteiros
// X XXX
Racionais XIXT XXX
XXX XXX X
Irracionais o XX

= Que nome pode ser dado a todos eles? Nimeros reais.

Figura 4.8: llustracio de T... (ANDRINI e VASCONCELLOS, p.26, 2002)

Como o titulo sugere, estaremos enquadrando nessa se¢do qualquer tarefa que proponha
a classificagdo de um numero qualquer em natural, inteiro, racional, irracional ou real,
utilizando a relagdo de pertinéncia, estabelecida entre o elemento dado (o numero) e o
conjunto dado. A questdo 43, utilizada aqui como exemplo desse tipo de tarefa, espera, por
exemplo, que o aprendiz identifigue que o nimero 10 pertence ao conjunto dos nimeros

naturais, inteiros e racionais simultaneamente e ndo pertence ao conjunto dos ndmeros

irracionais. Entdo, os numeros 11 e 1 da coluna T._ exprimem que cada livro analisado

apresentou 11 e 1 tarefas respectivamente que envolvem classificar utilizando pertinéncia, isto
é, se 0 nimero a é um elemeneto do conjunto A entdo ele pertence a esse conjunto, caso

contrario é dito que ndo pertence.

Tarefas que envolvem classificar entre Racional ou Irracional (T, )

@ Identifique como nimero racional ou co=
ntmero irracional:

a) 4,25 racional f) 0,0061 racional
b) V81 racional g) —V18 irracional
) V50 irracional h) 48 799 racional
d) =76 racional i) 7,7 T7NTAA.. in
e)1T aciorl i) \8,434343 - raciona

Figura 4.9: llustraciio de T, . (ANDRINI e VASCONCELLOS, p.22, 2002)
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Como o titulo sugere, estaremos enquadrando nessa se¢do qualquer tarefa que proponha
a classificagdo de um nimero qualquer em racional ou irracional. A questdo 36, utilizada aqui
como exemplo dessa tarefa, espera, por exemplo, que o aprendiz identifique o nimero 4,25

como numero racional. Entdo, os nimeros 2 e 1 da coluna T.. exprimem que cada livro

analisado apresentou 2 e 1 tarefas que envolvem classificar entre racional e irracional,

respectivamente.

Tarefas que envolvem classificar entre Verdadeiro ou Falso (T, )

49 Classifique cada uma das afirmagoes como verdadeira ou falsa.
I. Todo mimero racional é real.
II. Todo nimero irracional € real.
III. Existe nimero real que nado € racional.
I'V. Existe nimero real que ndo € irracional.
V. Existe nimero que €, a0 mesmo tempo, racional e irracional.
VI. Existe niimero real que ndo é racional nem irracional.

Figura 4.10: Ilustragdo de T, . (PAIVA, p.25, 2004)

Como o titulo sugere, estaremos enquadrando nessa se¢do qualquer tarefa que proponha
a classificacdo de uma sentengca matematica envolvendo conjunto numerico em verdadeira ou
falsa. A questdo 49, utilizada aqui como exemplo desse tipo de tarefa, espera que o aprendiz

identifique, por exemplo, que a sentenca “Todo numero racional é real” é verdadeira. Entdo,

0s nimeros 0 e 2 da coluna T, exprimem que cada livro analisado apresentou O e 2 tarefas

que envolvem classificar em verdadeiro ou falso, respectivamente.

Tarefas que envolvem encontrar fracéo geratriz de nameros racionais (T;)

20 Transforme em fragfo irredutivel os niimeros racionais:

a) 25 €) 3.4555... (Para obter a geratriz dessa dizima, faga g = 3,4555...;
b) 3,81 a seguir, multiplique por 10 ¢ por 100 ambos 0s membros dessa
c) 0,03 igualdade; finalmente, efetue 100g — 10g.)

d) 4,222... (dizima periddica)
Figura 4.11: llustragdo de T . (PAIVA, p.20, 2004)
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Como o titulo sugere, estaremos enquadrando nessa se¢do qualquer tarefa que proponha
a transformacdo de um racional na sua forma decimal em forma de fracdo. A questdo 20,

utilizada aqui como exemplo desse tipo de tarefa, espera, por exemplo, que o aprendiz

. A .5 x .
transforme, por exemplo, o numero 2,5 na fragéo irredutivel rh Entdo, os numeros 0 e 1 da

coluna T, exprimem que cada livro analisado apresentou O e 1 tarefas que envolvem

encontrar fracdo geratriz, respectivamente.
Tarefas que envolvem obter nimero irracional entre dois numeros dados (T )

48 Obtenha dois niimeros irracionais da forma #/a, com n € IN* e a € N, que estejam compreendidos
entre 5 e 6.

Figura 4.12: Ilustragdo de T . (PAIVA, p.25, 2004)

Como o titulo sugere, estaremos enquadrando nessa se¢do qualquer tarefa que proponha
obter namero irracional entre dois nimeros reais dados. A questdo 48, utilizada aqui como
exemplo desse tipo de tarefa, espera, por exemplo, que o aprendiz obtenha dois nimeros
irracionais entre os reais 5 e 6. Ent&o, 0s numeros 5 e 3 da coluna T. exprimem que cada
livro analisado apresentou 5 e 3 tarefas que envolvem obter nimero irracional entre dois

outros nimeros, respectivamente.

Tarefas que envolvem calcular utilizando aproximagao (T.,, )
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@ Os nameros seguintes sao valores aproxi-
mados de V20 .

4 4,4 4,48 4,472

a) Calcule o quadrado de cada um desses ni-
meros, indicando se é maior ou menor do

que V20. Menor; menor; maior; menor.

b) Qual desses nimeros é a melhor aproxima-
cdo de V20 ? 4,472

Figura 4.13: llustracio de T, . (ANDRINI e VASCONCELLOS, p.22, 2002)

Como o titulo sugere, estaremos enquadrando nessa se¢do qualquer tarefa que proponha
calcular o valor aproximado de um nuemro irracional ou efetuar calculos com valores
aproximados de nimeros irracionais. A questdo 32, utilizada aqui como exemplo desse tipo de

tarefa, espera, por exemplo, que o aprendiz responda que a melhor apriximagdo do nimero
irracional /20 entre as opcOes dadas é o numero 4,472. Entdo, os nimeros 14 e 0 da coluna
Tea €xprimem que cada livro analisado apresentou 14 e O tarefas que envolvem calcular

utilizando aproximagéo, respectivamente.

Tarefas que envolvem escrever “sequéncia” de irracionais (T )

@ Escreva os cinco termos seguintes da =
gliéncia:
\ﬁ, Vri, \@, \ﬁl, @, \[E, ... V7, V8B, ¥9, V10, V11

Quais deles sdo irracionais?
V2, V3, V5, V6, V7, V8, V10, ¥11

Figura 4.14: llustragio de T . (ANDRINI e VASCONCELLOS, p.22, 2002)

Como o titulo sugere, estaremos enquadrando nessa se¢do qualquer tarefa que proponha
escrever “sequéncias” de nameros irracionais ou obter a ordem entre nimeros irracionais

dados ou entre nimeros reais dados. A questdo 35, utilizada aqui como exemplo desse tipo de

tarefa, espera, por exemplo, que o aprendiz obtenha a seguinte “sequéncia” V1,472,434,
V5, /6, V7, /8 ,4/9, 110, 11 . Entdo, os niimeros 1 e 0 da coluna T, exprimem que cada
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livro analisado apresentou 1 e O tarefas que envolvem escrever sequéncia de irracionais,

respectivamente.

Tarefas que envolvem representar nimeros na reta real (T)

@ Na figura abaixo, as letras representam nidmeros:

E

2

6

R

Complete os quadros, no caderno, indicando a letra que melhor representa cada ndimero.

%,

%,

E5%

3,666...

10

20

™

-8

B35
2

—4,3

30
5

D G

H

F

B

C

A

E

Figura 4.15: llustragio de T, . (ANDRINI e VASCONCELLOS, p.48, 2002)

Como o titulo sugere, estaremos enquadrando nessa se¢do qualquer tarefa que proponha

estabelecer uma correspondéncia entre pontos da reta real e 0s nimeros reais e vice versa. A

questdo 48, utilizada aqui como exemplo desse tipo de tarefa, espera, por exemplo, que o

aprendiz identifique que o ponto A na reta real representa o nimero real -4,3. Entdo, 0s

nuameros 3 e 2 da coluna T, exprimem que cada livro analisado apresentou 3 e 2 tarefas que

envolvem representar nameros na reta real, respectivamente.

Tarefas que envolvem intervalos numéricos (T, )

51 Considere os infinitos intervalos:

m:mm&:h

2

. };A_g: {0,

a) Determine A, U A, U A, U A,
b) Determine A, N A, N A; N A,

¢) Pode-se estender a defini¢io de intersecc@o de conjuntos para um nimero infinito de conjuntos, da

ANANAN..=[x|xEAexEAexEAe. )

seguinte maneira:

A = [O, L]; oy niENE
n

Determine a intersec¢do de todos os intervalos do tipo [0, iJ, com n € IN*,
n

Figura 4.16: llustracdo de T, . (PAIVA, p.25, 2004)



58

Como o titulo sugere, estaremos enquadrando nessa secdo qualquer tarefa que envolva
operacdo com intervalo numérico ou representacdo de intervalo numérico na reta real e vice

versa. A questdo 51, utilizada aqui como exemplo desse tipo de tarefa, espera, por exemplo,

que o aprendiz determine que ALUA,UAUA =A, =[0,ﬂ. Entdo, os numeros 0 e 7 da

coluna T, exprimem que cada livro analisado apresentou 0 e 7 tarefas que envolvem

intervalos numeéricos, respectivamente.

4.3.3 Matriz tipos de definigdes

Esta matriz sera composta por qualquer tipo de exemplo, propriedade e definicdo que
envolve os conceitos nimeros irracionais e numeros reais. A escolha de computar definicdes,
exemplos e propriedades em uma mesma matriz, deu-se porque a analise preliminar revelou
que os exemplos desempenham duas funges: justificacdo de propriedades e exemplificagéo
de definicbes. Embora nenhum exemplo seja suficiente para justificar propriedade e muito
menos exibir todo o conteddo de um conceito, é assim que alguns exemplos tém sido
empregados nos livros analisados preliminarmente. Entdo, esta matriz nos motiva fazer a

analise das definicdes e propriedade interligadas aos exemplos.

Identificacéo do Livro
Grupo N° Erp E, E, TD DFlI P PJ
F 05 0 8 1 D,/D. D, 8 0
M 23 0 2 16 D,/ D, D, 11 | 0
Média 0 5 8,5 9,5 0

Tabela 4.3: Matriz tipo de definigcéo
Exemplos:

o E_,: Exemplos que problematizam a necessidade de uma nova defini¢éo
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Para esta varidvel ndo detectamos nenhum dado na analise preliminar dos livros

escolhidos.

e E_: Exemplos das defini¢oes

7. NUmeros reais

Vimos gue todos os nimeros naturais e todos 0s ndmeros inteiros sao numeros racionais.

Juntando os nimeros racionais e os numeros irracionais num unico conjunto, obtemos o con-
junto dos nimeros reais, que é denotado por R.

e2

*-1698 Excluindo o zero

e Quando queremos excluir o zero de
8 ] um conjunto numeérico, usamos um aste-

e Sao exemplos de risco:
nameros reais. N* é o conjunto dos niimeros naturais

*047 sem o zero: (1,2,3,4,5,6, ...}

s —3,5555 . R* é o conjunto dos ndmeros reais sem
’ o zero, e assim por diante.

s V17

0

Figura 4.17: llustracdo de E . (ANDRINI e VASCONCELLOS, p. 25, 2002)

Entdo, os nimeros 8 e 2 da coluna E, exprimem que cada livro analisado apresentou 8

e 2 exemplos para defini¢Oes, respectivamente.

e E_:Exemplos de propriedades.

P.1 Se o nimero %a , comn € IN* e a € IN, ndo € inteiro, entao esse nimero & irracional.

Exemplos

a) J2 EQ d) 11 & @, pois /1 = 1 é inteiro.
b) 55 € Q e) §/§ & Q’, pois 3/8 = 2 éinteiro.
c) 3 eQ

Figura 4.18: llustracdo de E . (PAIVA, p.18, 2004)

Entdo, os nimeros 1 e 16 da coluna E, exprimem que cada livro analisado apresentou 1

e 16 exemplos para propriedades, respectivamente.
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Tipos de defini¢do (TD):
e D, : Numero irracional € um nimero que n&o é racional.

£ isso: v2 ndo & um nimero racional — nao pode ser escrito na forma de fracao.
Mo século Il a.C. um grande matematico chamado Euclides mostrou isso.

V2 & um numero irracional.

Os matematicos mostraram também que existemn infinitos nimeros irracionais.
Par exemplo, as ralzes quadradas dos nimeros primos:
V3,5, ¥ 11, ¥13 . s30 nlimeros irracionais, bem como seus opostos —v3, —v5, =11, =v13..

Figura 4.19: llustracdo de D, . (ANDRINI e VASCONCELLOS, p. 21, 2002)

e D;: Dentre os numeros representados na forma decimal, nimero irracional € um
namero que possui infinitas casas decimais e ndo periodicas.

NUmeros irracionais

Dentre os niimeros representados na forma decimal existem as dizimas nio-periddicas, que
sdo numeros com infinitas casas decimais e nao-periddicos. Esses nimeros sdo chamados de
irracionais, e o conjunto formado por eles ¢ indicado por Q’, isto é:

Q" = {x | x é dizima ndo-periédica}

Figura 4.20: llustragdo de Dy . (PAIVA, p.17, 2004)

e D : Numero real € um nimero que € irracional ou racional.

7. NUmeros reais

Vimos gue todos os nimeros naturais e todos 0s numeros inteiros sao nUmeros racionais.

Juntando os nimeros racionais e 0s numeros irracionais num unico conjunto, obtemos o con-
junto dos nimeros reais, que é denotado por IR.

Figura 4.21: llustracdo de D . (ANDRINI e VASCONCELLOS, p. 25, 2002)

Momento em que a definicdo aparece no LD (DFI).

e D_:éo fimdo processo.
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Entenderemos que uma definicéo é o fim do processo se for criada alguma problematica
nos Livros didaticos para que haja necessidade da constru¢do dos nimeros irracionais ou reais,
ou seja, a defini¢do sera o fechamento de metodologia aplicada ao conceito namero real.

e D,:eoinicio de processo.

Entendemos que um a definigc&o é o inicio do processo se 0s conceitos nimero irracional

e/ou numero real forem desenvolvidos a partir de suas respectivas definicdes.

Propriedades
¢ P: Quantidade de propriedades apresentadas.

e PJ: Quantidade de propriedades justificadas.

4.2.4 Matriz tipos de representacao

Esta matriz tem por objetivo categorizar os tipos de representacdo propostas nos Livros
didaticos no ensino de namero irracional / real e serd composta por qualquer representacao

relacionada com nimero irracional / real de qualquer natureza.

Identificacdo do Livro Bloco Representacéo
Grupo No RF RSN RSA RLN
F 05 2 33 1 9
M 23 13 30 21 24

Tabela 4.4: Matriz tipos de representacdo

As siglas possuem a seguintes denominagdes:
o RF: Registro figural;
¢ RSN: Registro Simbolico Numérico;

¢ RSA: Registro Simbolico Algébrico;
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e RLN: Registro na lingua natural.

4.3.5 Matriz tipos de abordagem histérica

Esta matriz tem por objetivo categorizar os tipos de abordagem histérica propostas nos
Livros didaticos no ensino de nimero irracional / real e sera composta por qualquer mencéo a
historia da matematica.

Identificacdo do Abordagem Historica
Livro
Grupo N° TAH
F 05 AHD1/ AHD1
M 23 0

Tabela 4.5: Matriz tipos abordagem historica

TAH: Tipo de abordagem Historica

AHD: Abordagem historica deslocada da teoria e que serve apenas como informacéo
adicional, dando énfase a datas e nomes.

e AHDI1: Abordagem no decorrer do texto;

e AHD2: Abordagem no fim do texto como anexo ou apéndice.

O simbolo AHD1 / AHD1 dado na matriz acima significa que o livro analisado continha
dois textos relacionados a historia da matematica e ambos estdo relacionados a informac6es

adicionais dispostos no decorrer do texto.



63

AHC: Abordagem complementar a teoria ou que problematiza e enriquece a introducéo
do conceito.

e AHC1: Abordagem no decorrer do texto;

e AHC2: Abordagem no fim do texto como anexo ou apéndice.



CAPITULO 5: ANALISE E INTERPRETACAO DOS DADOS.

5.1 Analise e algumas reflexdes

5.1.1 Matriz tipos de defini¢des

Essa matriz € composta pelas seguintes variaveis de anélise:

e ER: Exercicios resolvidos;

e Epp: Exemplos que problematizam uma definicéo;
e Ep: Exemplos de definicéo;

e Ep: Exemplos de propriedades;

e TD: Tipo de definicéo;

e P: Propriedades;

e PJ: Propriedades justificadas.

Identifica¢do do livro EXEMPLOS - DEFINICOES — PROPRIEDADES

GRUPO N° ER Erp Eo Ep D P PJ
F 2 15 0 7 7 Dg/D¢ 2 0

F 3 0 0 3 15 Da/Dc 0 0

F 5 4 0 8 1 Da/Dc 8 0

F 7 9 1 1 31 Da/Dc 12 0

F 9 3 4 5 3 Dg/Dc 1 0

F 10 0 0 5 0 Da/Dc 0 0

F 11 1 3 0 0 Da/Dc 3 0

F 14 0 1 3 13 Da/Dc 11 0

F 16 5 1 13 3 Dg/Dc 1 0

M 17 12 1 3 13 Dg/Dc 0 0

M 18 7 1 13 0 Dg/D¢ 0 0

M 19 2 3 12 Dg/Dc 2 0

M 22 10 0 3 11 Dg/Dc 3 0

M 24 2 0 2 16 Dg/Dc 11 0
MEDIA 4,9 1 4,9 8,9 39 0
MEDIAF. 4,1 1,1 5 8,1 4,2 0
MEDIA M. 6,4 0,8 4,8 10,4 3,2 0

Tabela 5.1: Matriz tipo de defini¢Oes apresentados
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Essa matriz é composta por exemplos, definicdes e propriedades encontradas nos 14
livros analisados. Foi observado que cinco livros do ensino fundamental e todos os livros
observados do ensino médio analisados utilizaram exercicios resolvidos como estratégia de
ensino. De modo geral, os exemplos apresentados de ndmeros irracionais sdo usados
principalmente para ilustrar definicbes e propriedades. Isto é, depois de enunciada uma
definicdo ou uma propriedade, sdo apresentados alguns exemplos que as verificam. Dos
quatorze livros analisados, nove se utilizaram de exemplos de nUmeros que ndo sdo racionais
para introduzir o conceito de numero irracional, ilustrando a existéncia de outro tipo de
namero que ndo seja racional. Desses nove livros, dois apresentaram J2 como primeiro
exemplo de numero n&o racional, trés utilizaram numeros com representacdo decimal infinita e
ndo periddica e trés utilizaram a medida da diagonal do quadrado com lado medindo uma
unidade. Apesar de algumas cole¢fes introduzirem os contetidos por meio de um exemplo
contextualizado, nenhuma delas utiliza esse exemplo como situagdo problema para que o
aluno resolva inicialmente e construa por si mesmo seu conhecimento a respeito do contetdo.
Verificou-se também os casos de exemplos mais comuns de nimero irracional apresentados
nos livros didaticos: +/2, </3 e x.

As definigdes apresentadas para 0s numeros irracionais foram: “irracional é o numero

que ndo pode ser escrito em forma de fragdo” (D,) e “dentre os nimeros representados na
forma decimal existem as dizimas ndo-periddicas, chamados de irracionais” ( D). Sendo que
cinco livros adotam a definicdo D,, oito a definicdo Dge um unico livro, que ndo havendo

apresentado qualquer definicdo de numero irracional, utilizou apenas problemas para
introduzir o conceito. Todos os livros observados definiram namero real da seguinte forma:
“qualquer nimero racional ou irracional € um ndmero real” (D, ). E importante destacar que
tanto D, como D, pressupdem a existéncia de outro tipo de nimero que n&o seja racional e a
possibilidade de decidir se estes nUmeros podem ou ndo ser escritos em forma de fracdo de
inteiros. Assim, as defini¢Oes sdo logicamente recursivas e, do ponto de vista matematico, ndo

podem nem mesmo ser consideradas definicbes. Além disso, a definicdo D, se baseia na

suposicdo de que todo nimero real admite representacdo decimal, o que é uma propriedade
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consideravelmente ndo trivial, cuja verificagdo depende da familiaridade com alguma nogéo
de convergéncia. Outro problema é a falta de caracterizacdo em relacdo a natureza do
numerador e do denominador de fragdes, 0 que pode acarretar em uma confusdo do conceito
de fragdo com o conceito mais geral de razdo (que ndo corresponde necessariamente a
nameros racionais). Além disso, sabemos que 0s nimeros complexos ndo reais, ndo podem ser
escritos em forma de fracdo de inteiros, mas nem por isso sdo classificados como irracionais.
As propriedades destacadas encontradas nos Livros didaticos envolvem
fundamentalmente as operacGes (fechamento e relagbes de operagdes entre racionais e
irracionais) e a localizagdo de pontos na reta. Destaca-se a utilizagdo de exemplos para ilustrar
as propriedades. Como nenhuma propriedade é demonstrada formalmente, isto pode levar os
aprendizes a desenvolver a falsa imagem de que uma propriedade pode ser verificada através
de exemplos. A propriedade de completude apareceu nos livros analizados na forma de bijecao
entre 0 conjunto dos nimeros reais e 0s pontos de uma reta, dez livos analizados apresentaram
a seguinte afirmacdo: para cada numero real, h& um ponto correspondente na reta; e nove
livros apresentaram a afitrmacdo: para cada nimero real, ha um ponto correspondente na reta.

A propriede densidade dos reais foi observada em apenas dois livros didaticos analisados.

5.1.2 Matriz tipo de representagdes

Essa matriz € composta pelas seguintes variaveis de analise:

e RF: Registro figural,

e RSN: Registro simbolico numérico;

e C. A: Combinacédo (operacao) dos registros simbdlicos numéricos anteriores;
e RSA: Registro simbolico algébrico;

e RLN: Registro em lingua natural.



67

Identificacdo do livro Representacoes
RSN
GRUPO N° | RF | DECIMAL FRACIONARIO | RAIZES | C.A. | RSA | RLN
F 2 |3 22 4 6 0 8 4
F 3 |3 25 12 3 0 7 2
F 5 |1 27 3 12 0 7 10
F 7 |7 16 14 6 13 16 14
F 9 | 3 30 3 2 1 2 3
F 10 | O 0 0 0 0 0
F 11 | 5 20 10 1 0 8
F 14 | 3 65 22 2 2 20 13
F 16 | 5 64 8 5 1 14 3
M 17 | 3 59 19 17 3 4 2
M 18 | 2 12 1 3 7 7 2
M 19 | 2 7 0 3 0 8 4
M 22 | 12 35 1 2 0 32 5
M 24 | 22 38 0 13 4 28 13
MEDIA 51 30 6,9 54 22 | 115 | 57
MEDIAF. 3,3 29,9 8,4 4,1 19 | 91 6,
MEDIA M. 8,2 30,2 4,2 7,6 28 | 158 | 52

Tabela 5.2: Matriz tipo de representacdes apresentadas

Os Livros didaticos analisados apresentaram registros figurais, simbdlico-numéricos,
simbdlico-algébricos e de linguagem natural, privilegiando o registro numérico. Os livros do
ensino fundamental e do ensino médio utilizaram os registros figurais na forma de diagonal do
quadrado, circunferéncia para determinacdo da raz&o entre comprimento e diametro, diagrama
de Venn e representacdo de intervalos numéricos na reta. Estas duas Ultimas formas
apresentam-se em sua maioria no ensino médio para estabelecer uma representatividade para a
inclusdo dos conjuntos numéricos e para dar a ideia geométrica de intervalos. Em relacdo ao
registro simbdlico numérico, destaca-se tanto para o ensino fundamental e quanto para o
medio o uso em sua maioria da forma decimal. Na comparagdo ensino fundamental com
ensino médio percebe-se que no ensino fundamental privilegia-se a forma fracionaria mais do
que o médio e no médio privilegia-se mais as raizes do que o fundamental. Talvez isso ocorra
pelo fato das operacBes entre raizes serem definidas no final do ensino fundamental e as
fracGes serem estudas desde inicio do ensino fundamental. Para o registro simbolico algébrico
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foi destacado seu uso com mais frequéncia no ensino medio. Este fato pode indicar uma

matematica mais algébrica, mais simbdlica sendo ensinada nesse nivel.

5.1.3 Matriz tipo de abordagem historica

Essa matriz é composta pelas seguintes variaveis de analise:

e TAH: Tipo de abordagem historica;
e AHD: Abordagem deslocada da teoria e que serve apenas como informacdo adicional,
dando énfase a datas e nomes;
0 AHD1: Abordagem no decorrer do texto;
o AHD2: Abordagem no fim do texto como anexo ou apéndice;
e AHC: Abordagem complementar a teoria ou que problematiza e enriquece a introducao
do conceito;
0 AHC1: Abordagem no decorrer do texto.

Identificacdo do livro |  Abordagem Historica
GRUPO N° TAH
F 2 AHD1
F 3 AHD2/AHD1/AHD?2
F 5 AHD1/AHD1
F 7 AHD1/AHD1
F 9 0
F 10 0
F 11 AHD1/AHD?2
F 14 AHD?2
F 16 AHC1/AHD1/AHD?2
M 17 AHD1
M 18 0
M 19 0
M 22 0
M 24 0

Tabela 5.3: Tipo de abordagem apresentados



69

Podemos constatar que seis dos livros analisados ndo continham abordagem histérica e
oito continham, sendo todas relacionadas a informagdes adicionais dispostas no decorrer ou
fim do texto. Estes textos enfocam a descoberta de numeros ndo racionais pelos gregos,
citagdo do comprimento da circunferéncia na Biblia, escola pitagérica, incomensurabilidade,

criacdo dos Reais e utilizacdo de valores aproximados de = por algumas civilizacoes.

5.1.4 Matriz tipo de tarefas

Identificacgdo do livro TIPO DE TAREFAS

GRUPO N° Tcg; Tee Tev Te Te TeaL Tes Tr T, Total

F 2 2 3 1 0 2 8 0 1 1 18

F 3 1 4 1 2 1 6 1 1 0 17

F 5 11 2 0 0 5 14 1 3 0 36

F 7 0 0 0 0 1 3 0 3 0 7

F 9 2 1 0 1 1 8 1 3 0 17

F 10 0 3 0 0 3 2 0 1 0 9

F 11 6 0 1 2 0 0 0 0 4 13

F 14 2 3 3 2 1 7 8 3 0 29

F 16 3 2 0 0 0 12 1 3 0 21

M 17 0 1 1 2 3 3 1 3 11 25

M 18 2 0 2 0 0 0 0 0 2 6

M 19 0 1 2 0 0 0 0 0 2 5

M 22 0 1 4 1 0 0 1 1 9 17

M 24 1 1 2 1 3 0 0 2 7 17
MEDIA 21 16 1,2 0,8 14 4,5 1 1,7 2,6 16,9
MEDIA F. 3 2 07 | 08 16 | 67 1,3 2 0,6 | 18,6

MEDIA M. 0,6/ 0,8 2,2 0,8 1,2 0,6 0,4 1,2 6,2 14

Tabela 5.4: Tipo de tarefas apresentados

Essa matriz é composta pelas seguintes variaveis de anélise:

e Tc:: Tarefas que envolvem classificar utilizando a relagéo de pertinéncia;
e Tcc: Tarefas que envolvem classificar entre Racional ou Irracional,
e Tcy: Tarefas que envolvem classificar entre Verdadeiro ou Falso;

e Tg: Tarefas que envolvem encontrar fracdo geratriz de nimeros racionais;




70

e Tg: Tarefas que envolvem obter nimero irracional entre dois nimeros dados;
e TcaL: Tarefas que envolvem calcular utilizando aproximagéo;

e Tgs: Tarefas que envolvem escrever “sequéncia” de irracionais;

e Tg: Tarefas que envolvem representar nimeros na reta real;

e T;: Tarefas que envolvem Intervalos numéricos.

Nesta secdo, dar-se-& a andlise das tarefas comuns aos livros observados. Tais tarefas

estdo representadas pelo seguinte conjunto de tarefas { T, Teo, Toy s Ty Ty Tears Tess Tro

T, }. E importante destacar que cada tarefa aqui resolvida encontra-se proposta em algum dos

livros analisados e todas as técnicas utilizadas foram extraidas dos livros analisados. Durante a

analise de cada tarefa realizaremos a seguinte sequéncia de etapas:

e FEtapa 1: Enunciar o género de tarefa;

e FEtapa 2: Listar as possiveis variacdes desse género de tarefa encontradas nos livros
analisados;

e Etapa 3: Resolver cada variagdo de tarefa, utilizando técnicas expostas nos livros
analisados, assim descreveremos os tipos de técnicas utilizadas;

e FEtapa 4: Descrever as tecnologias e teorias utilizadas no género de tarefa analisada, ou
seja, identificar o bloco tecnoldgico-tedrico utilizado;

e FEtapa 5: Discutir a organizagao praxeologica desenvolvida em cada género de tarefa;

e FEtapa 6: Descrever os tipos de registros utilizados nas tarefas dos livros analisados:

e Etapa 7: Descrever como se relacionam os registros identificados em cada género de

tarefa, isto é, descrever os tipos de tratamentos e conversdes, caso existam.

Lembremos que, segundo Chevallard, uma Tarefa (T) é tudo aquilo que é pedido para
uma pessoa fazer. Toda tarefa faz parte de uma rede de tarefas designada tipo de tarefas, por
sua vez todo tipo de tarefa faz parte de uma rede chamada género de tarefa. Uma técnica (t) é
uma maneira de fazer uma tarefa, é o saber fazer. Tecnologia (0) é todo discurso racional que

justifica e esclarece uma técnica. Teoria (®) € todo discurso que justifica a tecnologia.
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Tarefa T.. : Tarefas que envolvem classificar entre Racional ou Irracional

Etapa 1: Essa tarefa faz parte do seguinte género de tarefa: dado um namero real a, ele €
racional ou irracional?
Etapas 2 e 3: Esse género de tarefa foi formado pelas seguintes variagdes de te

encontradas nos livros analisados:
(t1): -76 é racional ou irracional?

(t1): E racional, pois pode ser escrito em forma de fragdo de inteiros.

(t2): E racional, pois possui representacio decimal finita.
1, . .
(t2): 3 é racional ou irracional?

(t1): E racional, pois esta escrito em forma de fracdo de inteiros.

(t2): E racional, pois possui representagdo decimal infinita ou periddica.
(t3): 4,25 € racional ou irracional?
(1): E racional, pois pode ser escrito em forma de fragdo de inteiros. Assim como
todo decimal exato.
(t2): E racional, pois possui representacio decimal finita.
(t4): 8,434343... é racional ou irracional?
(1): E racional, pois pode ser escrito em forma de fragdo de inteiros. Assim como

toda dizima periodica.

(t2): E racional, pois possui representacdo decimal infinita periddica.
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(ts): v/81 é racional ou irracional?

(t1): J81= \/9_2: 9. E racional, pois a raiz quadrada de nimero natural quadrado

perfeito € um niimero inteiro que por sua vez é racional de acordo com o exposto em (t;).

(ts): 3/8 é racional ou irracional?

(t1): 3/8=3/2° =2. E racional, pois a raiz cubica de nimero inteiro que é cubo

perfeito € um niimero inteiro que por sua vez é racional de acordo com o exposto em (t;).

(t): /3 é racional ou irracional?

(t1): E irracional, pois a raiz quadrada de nimero natural que nio é quadrado
perfeito € um ndmero irracional.

(t2): E irracional, pois a raiz quadrada de nimero primo é um ndmero irracional.

(t3): E irracional, pois possui representacdo decimal infinita e ndo periodica.

(t4): E irracional, pois ndo pode ser escrito em forma de fragdo de inteiros.

(ts): E irracional, pois J3é exemplo genérico de namero irracional.

(ts): 3/5 é racional ou irracional?

(t1): E irracional, pois a raiz ctbica de nimero inteiro que ndo é cubo perfeito é um
namero irracional.
(t2): E irracional, pois ndo pode ser escrito em forma de fragdo de inteiros.

(t3): E irracional, pois possui representacdo decimal infinita e ndo periodica.

(to): ~ é racional ou irracional?
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(t1): E irracional, pois 7 é exemplo genérico de nimero irracional.

(t2): E irracional, pois possui representacdo decimal infinita e ndo periodica.
(tw): 5++/3 6 racional ou irracional?

(t1): E irracional, pois a adi¢do/subtracio de um nimero racional com um niimero

irracional resulta em um ndmero irracional.
(t1): 23/5 & racional ou irracional?

(t1): E irracional, pois a multiplicagdo de um namero racional com um nimero

irracional resulta em um namero irracional.

(t12): 23/8 ¢ racional ou irracional?
(t1): E racional, pois a multiplicagdo de um namero racional com um niimero

racional resulta em um ndmero racional.

2, . .
(t13): — €é racional ou irracional?

V3

(t1): E irracional, pois a divisio de um nimero racional por um nimero irracional

resulta em um ndimero irracional.

(t14): 4/1,44 é racional ou irracional?

144 144 12 19

: E racional, pois+/1,44 = |— =——=""=1
(t) P 100 100 10
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(t15): 4/5,2 é racional ou irracional?

(t1): Irracional, pois w/5,2:1/%:%:—“1530e a divisdo de um ndmero

irracional por um nimero racional resulta em um nimero irracional.

Etapa 4: Bloco tecnoldgico-tedrico [6/0] encontrado nesse género de tarefa:

[6/@];: Utilizacdo das definicbes de nimero irracional (Da, Dg ) e da definicdo de

namero racional;
[6/G].: Utilizacdo de propriedades relacionadas ao fechamento de algumas operagoes:
A soma de dois nimeros racionais quaisquer € um nimero racional.

A diferenca de dois nimeros racionais quaisquer € um niimero racional.

O produto de dois nimeros racionais quaisquer € um namero racional.

A w npoe

O quociente de dois racionais quaisquer, sendo o divisor diferente de zero, € um

racional.

5. A soma de um namero racional com um numero irracional é um ndmero
irracional.

6. A diferenca de um ndmero racional com um numero irracional € um nimero
irracional.

7. O produto de um namero racional com um ndmero irracional € um ndmero
irracional.

8. O quociente de um namero racional, ndo nulo, com um ndmero irracional é um

ndmero irracional.

[6/G]s: Utilizacdo de propriedades relacionadas a radiciacao:
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1. A a, com asendo nimero primo € um nimero irracional.
2. A Ja, com a sendo niimero ndo quadrado perfeito € um namero irracional.

3. Se Q/E, com neN e aeN, ndo é inteiro, entdo essa raiz é um nldmero

irracional.
4. n5=%, para n numero par, a ndmero racional ndo negativo e b nimero

racional positivo. Para n nimero impar, a namero racional qualquer e b nimero

racional diferente de zero.
[6/@]4: Utilizagdo de propriedades relacionadas a inclusdo de conjuntos numericos:

1. Todo nlmero natural é inteiro.

2. Todo numero inteiro é racional.
[6/@]s: Utilizagdo de propriedades relacionadas a representagdo do nimero.

1. Todo numero decimal exato pode ser escrito em forma de fracdo de nimeros
inteiros.
2. Toda dizima periddica pode ser escrita em forma de fracdo de nimeros inteiros.

3. Toda fragdo de inteiros possui representacdo decimal finita ou infinita periddica.
[6/®]6: Prova por absurdo.

Etapa 5: O género de tarefa relacionado a classificar em racional ou irracional,
apresentou um bloco saber-fazer [T/t] vasto, baseado em técnicas tanto conceituais quanto
operacionais. O bloco tecnoldgico-tedrico [0/@] também se apresentou vasto, porém nenhuma
das propriedades utilizadas como teoria para solugéo dos problemas ndo foram provadas nos
livros analisados. Entdo, podemos concluir que a praxeologia relacionada ao respectivo género

de tarefa é incompleta, valorizando técnicas relacionadas ao saber fazer.
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Etapa 6: Os enunciados e técnicas relacionados ao género de tarefa analisado apresentam
em sua totalidade registro de representacdo simbdlico numeérico na forma de nimero decimal,

namero fracionario, raizes, irracionais genéricos e a combinagdo desses.

Etapa 7: As tarefas ti4 e tis foram resolvidas utilizando conversdo do registro numérico
decimal para o registro numérico fracionario e a manipulagdo de alguns tratamentos na
realizacdo de algumas operacdes. O restante das tarefas (t1, t2, t3, ... , t12, tiz) pode ser
resolvido apenas observando o tipo de representacdo utilizada para 0s nimeros a serem
classificados. Essa caracteristica vai em dire¢do contraria ao que Duval afirma: o conceito ndo

pode ser confundido com sua representacéo.

Tarefa T._: Tarefas que envolvem classificar utilizando a relagéo de pertinéncia

Etapa 1: Essa tarefa faz parte do seguinte género de tarefa: Classifique se ae A ou se

a¢ A, ondeaéumnimeroreale Ae{N, Z, Q, (R\Q), R}.

Etapas 2 e 3: Esse género de tarefas utiliza-se das mesmas técnicas que foram utilizadas
no género de tarefa anterior. As técnicas que se acrescentam estdo relacionadas a teoria de

conjuntos, em especial, a relagdo de pertinéncia que se da entre elemento e conjunto.

Etapa 4: Bloco tecnoldgico-tedrico [6/0] encontrado nesse género de tarefa:

Esse género de tarefas utiliza-se das mesmas teorias que foram utilizadas no género de
tarefa anterior. O que se acrescenta esta relacionado a teoria de conjuntos, em especial, a
relacdo de pertinéncia que se da entre elemento e conjunto. Isto ¢, como Nc Zc< Qc R,
entdo um ndmero que pertence aos naturais pertencera também aos inteiros, racionais e 0s
reais. Também sdo utilizadas as relagBes entre 0s conjuntos racionais e irracionais:

QulI=R eQnNnI=9.
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Etapa 5: O género de tarefa relacionado a relagdo de pertinéncia apresentou um bloco
saber-fazer [T/t] vasto, baseado em técnicas tanto conceituais quanto operacionais. O bloco
tecnoldgico-tedrico [0/@] também se apresentou vasto, porém nenhuma das propriedades
utilizadas como teoria para solugédo dos problemas foi provada nos livros analisados, com
exce¢do das inclusbes Nc Z, Qc R e R\Qc R. A justificativa apresentada pelos livros
para primeira inclusdo da-se pela forma como os inteiros sdo gerados: acrescenta-se nimeros

negativos aos numeros naturais, esses numeros negativos sdo entendidos como numero
opostos aos numeros naturais. A segunda incluséo é justificada usando a fracdo de inteiros —,

em que n pertence ao conjunto dos numeros inteiros. A terceira inclusdo é justificada pela
forma ciclica pela qual os irracionais e o0s reais sao definidos. Entdo, podemos concluir que a

praxeologia relacionada ao respectivo género de tarefa é completa.

Etapa 6: Os enunciados relacionados ao género de tarefa analisado apresentam em sua
totalidade o registro de representacdo simbdlico numérico na forma de numero decimal,

namero fracionario, raizes, irracionais genéricos e a combinacao desses.

Etapa 7: As tarefas ti4 e tis foram resolvidas utilizando conversdo do registro numérico
decimal para o registro numérico fracionario e a manipulagdo de alguns tratamentos na
realizacdo de algumas operacdes. O restante das tarefas (t1, t2, t3, ... , t12, tiz) pode ser
resolvido apenas observando o tipo de representacdo utilizada para 0s ndmeros a serem
classificados. Essa caracteristica vai em dire¢do contraria ao que Duval afirma: o conceito nao

pode ser confundido com sua representacao.

Tarefa T : Tarefas que envolvem encontrar fragéo geratriz de nUmeros racionais
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Etapa 1: Essa tarefa faz parte do seguinte género: considerando a,a,a,...a,bb,..b, uma

n

dizima periodica, em que a € a parte inteira, aa,...a, representa a parte ndo periodica e

bb,...b, a parte periddica, encontre sua fragéo geratriz.

Etapas 2 e 3: Esse género de tarefa foi formado pelas seguintes variagdes de tarefas (t)
encontradas nos livros analisados:
(t1): Encontre a fracdo geratriz do namero 0,777... .

Assim, temos

(t1): Dado x = 0,777..., temos

x=0,777... ()
10x=7,777...  (I1): (1)x10
Ix =7 (mn: an-m
! . 1
x=§ (V) (III)x[gj

(t2): Encontre a fracdo geratriz do namero 2,555... .

(t1): Dado x = 2,555..., temos

x=2555.. (I
10x = 25555...  (11): (I)x10

9x =23 (mn: (n-m
x=§ (V) (III)x[Ej
9 .
(t2): Dado x = 2,555... =2 + 0,555...., temos X = 2+g:%+g:§.

(t3): Encontre a fracdo geratriz do namero 0,35111... .
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(t1): Dado x =0,35111..., temos

x=0,35111... (I
1000x =351,1111...  (11): (I)x1000

100x =35,111... (rn: (1yx100
900x =316 O HRUEUD)
316 . 1
x_% (V): (IV)x[gooj

(t4): Encontre a fracdo geratriz do namero 2,7333...

(t1): Dado x = 2,7333..., temos

X =2,7333... Q)
100x = 273,333... (m: (1yx1o0
10x = 27,333... (rn: (ryx1o
90x = 246 (2R UD)
246 . 1
X—W (V): (IV)X[%j

(t2): Dado x = 2,7333... = 2,7 + 0,0333... , temos
3 _ 246

3 21,3 243 3

X=271+—=—+—= +—= .
90 10 90 90 90 90

Etapa 4: Bloco tecnoldgico-tedrico [6/0] encontrado nesse género de tarefa:

[6/@];: Utilizagdo do método que multiplica por poténcias de 10.
1. Toda dizima periddica € uma série infinita.

2. Série infinita € um limite de uma sequéncia.

+00
3. Se ZXn € uma série convergente e k € uma constante real, entdo a série

n=1

i(k -X,) é convergente e seu limite é dado por i(k %)=k (%,).

n=1 n=1 n=1
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-+00 +00 +0
4. Se ZXn e Z y, S80 séries convergentes, entdo a série Z(xn +Y, ) é convergente

n=1 n=1 n=1

e seu limite é dado por +ZOO:(Xn + yn):ioxn + +Zm‘,yn
n=1 n=1

n=1

Etapa 5: O tipo de tarefa relacionado a obter a fragdo geratriz de uma dizima periddica
apresentou um bloco saber-fazer [T/t] composto por dois métodos basicos: multiplicar por
poténcias de 10 e soma dos termos de uma progressdo geométrica. O bloco tecnoldgico-
tedrico [6/@] é composto por conceitos relacionado a séries: definicdo de série, convergéncia
de série e propriedades de séries convergentes. Entdo, podemos concluir que a praxeologia
relacionada a respectiva tarefa € incompleta, valorizando técnicas relacionadas ao saber fazer.

Uma vez que os conceitos relacionados a séries ndo fazem parte da educacao bésica.

Etapa 6: Os enunciados relacionados ao género de tarefa analisado apresentam em sua
totalidade registro de representacdo simbdlico numérico na forma de nimero decimal infinito
e periddico. Nas técnicas utilizadas os registros utilizados sdo os da forma de decimal exato e

fracionario.

Etapa 7: Nas técnicas analisadas ao género de tarefa referido observamos alguns
tratamentos em solugdo de equacOes e nas operacGes entre nimeros. Houve conversdo do
registro numérico decimal para o numérico fracionario. Nesse género de tarefa destaca-se o
fenbmeno de ndo congruéncia (entrada: registro numérico decimal e saida: registro numerico

fracionério).
Tarefa T.: Tarefas que envolvem encontrar um numero real entre outros dois niUmeros
reais.

Etapa 1: Essa tarefa faz parte do seguinte género de tarefa: encontre um nimero real a

entre os dois nimeros reais b e c.
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Etapas 2 e 3: Esse género de tarefa foi formado pelas seguintes variagdes de tarefas (t)
encontradas nos livros analisados:

. : 2 3
(t1): obter um niimero racional entre 3 e 1

(t1): Utilizar média aritmética.

g 3 8+9 17
3 4_ 12 _12_ 1
2 2 2 24

a=

(t2): Escrever fragOes equivalentes que tenham o mesmo denominador.

2 8 16 3 9 18 8 9
Como—=—=—¢e— , temos que encontra um niimero a tal que —<a<—.

3 12 24 4 12 24’ 12 12

17
Por exemplo —.
24

(t3): Passar as fragOes para representacdo decimal.

Como§:0,666...e%:0,75, temos que encontra um ndmero a tal que

0,666...<a <0,75. Por exemplo, 0,708333....

(t2): obter um nimero racional entre 7 e Ji7.

(t1): Utilizar a representagdo decimal dos niameros dados.
Como 7z = 3,14159265..... e 417 = 4,12310562... , entdo desejamos o nimero racional a

que satisfagdo r<a< V17, isto &, 3,14159265.....< a < 4,12310562... . Assim, podemos gerar

um numero racional a desejado manipulando a parte decimal dos irracionais dados. Por
exemplo, a = 3,24159265.

22 23
(t3): obter um nimero irracional entre 3 e 3
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22 23 22
(t1): Desejamos o numero irracional a que satisfacéo ?< a< 3 Como — e

23 . . . . (22Y 23\’ 484

3 sd80 numeros positivos maiores que 1, entdo: 5 <a‘ < 5 . Logo, T< a’ <
5—;9. Assim podemos atribuir a a> uma fracdo de inteiro conveniente que esteja entre 484 e
29 . Por exemplo, a* 249 . Logo, 484< 495 < 529 entdo ﬁ< 55 < @ Extraindo a

9 9 9 9 9
2

raiz de todos os membros dessa desigualdade, temos: 1/— < 1/5 9. 22 Js5.
23

3 Assim, /55 ¢ o irracional desejado.

(t2): Utilizar a representagdo decimal dos niameros dados.
i . o e . 22 23 22
Desejamos o numero irracional a que satisfacdo ?< a< 3 Sabemos que — =

7,333.... e ? = 7,666... , entdo podemos gerar um numero irracional a desejado manipulando

a parte decimal dos racionais dados. Por exemplo, a = 7,412345... ou até mesmo o \J55=
7,41619848... da solucéo anterior .

(ts): obter um namero irracional entre 7 e J17

(t1): Utilizar a representagdo decimal dos niameros dados.

Como 7z = 3,14159265..... e /17 = 4,12310562... , entdo desejamos o nimero irracional

a que satisfacdo 7< a < \/ﬁ, isto é, 3,14159265.....< a < 4,12310562... . Assim, podemos
gerar um numero irracional a desejado manipulando a parte decimal dos irracionais dados. Por
exemplo, a = 3,24159265... .

Etapa 4: Bloco tecnoldgico-tedrico [6/0] encontrado nesse género de tarefa:
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[6/@];: Utilizagdo da propriedade de densidade dos reais (média aritmética).
[6/G].: Utilizacdo de fracOes equivalentes.

[6/®]s: Utilizacdo da propriedade de que toda fracdo de inteiros possui uma

representacdo decimal.

[6/@]4: Utilizagdo da propriedade/definicdo de que todo namero irracional possui

infinitas casa decimais e nao periddicas.

[6/@]s: Utilizagdo da propriedade de que dados a, b nUmeros reais positivos. Se a < b

entdo \/5<\/B.

Etapa 5: O género de tarefa relacionado a encontrar um numero entre dois reais,
apresentou no bloco saber-fazer [T/t] técnicas operacionais. O bloco tecnoldgico-teodrico
[6/®] apresentou propriedades utilizadas que ndo foram provadas nos livros analisados. Por
exemplo, a propriedade de densidade dos reais. Entdo, podemos concluir que a praxeologia
relacionada ao respectivo género de tarefa é incompleta, valorizando técnicas relacionadas ao

saber fazer.

Etapa 6: Os enunciados e técnicas relacionados ao género de tarefa analisado apresentam
em sua totalidade registro de representagdo simbolico numérico na forma de numero

fracionario, raizes, irracionais genéricos e a combinacao desses.

Etapa 7: Nas técnicas analisadas ao género de tarefa referido observamos alguns
tratamentos na busca fragdes equivalentes e nas operacOes entre fragdes. Houve conversédo do

registro numérico fracionario para o numérico decimal. Nesse género de tarefa destaca-se o
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fendmeno de ndo congruéncia (entrada: registro numérico fracionario e saida: registro

numérico decimal).

Tarefa T, : Tarefas que envolvem calcular utilizando aproximagdes.

Etapa 1: Essa tarefa faz parte do seguinte género de tarefa: calcule o valor aproximado

do ndmero irracional a.

Etapas 2 e 3: Esse género de tarefa foi formado pelas seguintes variacdes de tarefas (t)

encontradas nos livros analisados:

(t1) Determine o valor aproximado de V2.

(t1): Desejamos encontrar uma aproximacdo para a raiz quadrada de 2. Isto é,
estamos a procura de um namero racional que elevado ao quadrado resulte no valor mais
proximo de 2, que depende diretamente do nimero de casas decimais desejadas para a
aproximacdo. A figura abaixo mostra a sequéncia das aproximacoes por falta (1; 1,4; 1,41;
1,414, 1,4142; ....) e a sequéncia das aproximagdes por excesso (2; 1,5; 1,42; 1,415; 1,4143;..)

do nimero V2 .

o C.D

— (- (2f =4 n .
— = N ) -196 (157 =225 14m——————a15
— ey (1417 =1,9881 (1427 = 2.0164 L4
—CD N (1 414) - 1999396 (1415F - 2,002225 LA R

— D N (14142) = 1,99996164 (14143Y = 2,00024448 1’414ZT1’4143

2
(t2) Determine o valor aproximado de = .

(t1): Sendo 7 = 3,14159265..., temos a seguinte sequencia de suas aproximacdes (3;

3,1; 3,14; 3,142; 3,1416; 3,14159; ... ). Observemos que a aproximagdo de = com uma casa
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decimal € 3,1 e com duas casas decimais 3,14, foram ambas obtidas fazendo o truncamento na
respectiva casa decimal desejada uma vez que a proxima casa décimas é ocupada por um
ndmero menor que 5, caso contrario devemos fazer um acréscimo de uma unidade na
aproximacdo. Esse exercicio requer uma dificuldade a mais em relacdo ao exercicio anterior,

vejamos a aproximacao de 7 com trés casas decimais.
(t3) calcule o valor aproximado da soma 8++/2 , com duas casas decimais:

(t1): 8+/2 = 8 + 1,41 = 9,41 este resultado é a aproximacéo por falta. 8++/2 =

8+1,42 = 9,42 este resultado € a aproximagdo por excesso.

(t4): calcule o valor aproximado da soma = ++/2, com duas casas decimais:

(t1): 7++/2 = 3,14+1,41 = 4,55 este resultado é a aproximacao por falta. =+ V2 =

3,14+1,42 = 4,56 este resultado é a aproximagao por excesso.
(ts): calcule o valor aproximado do produto 3z, com duas casas decimais:

(t1): 37 = 3.3,14 = 9,42,

: : 10 .
(ts): calcule o valor aproximado do quociente g , com duas casas decimais:

V10 _ 316 _
(m): =5~

= — = 158
2

(t7): calcule o valor aproximado do comprimento de circunferéncia utilizando = = 3,14.

(tr1): Seja o comprimento da circunferéncia de raio r dado por C =2z r, temos
C=2-(314)-3=1884.
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Etapa 4: Bloco tecnoldgico-tedrico [6/0] encontrado nesse género de tarefa:

[6/@];: Utilizacdo definicdo da operacdo de radiciagdo no conjunto dos numero

racionais.

[6/@].: Utilizacdo da propriedade de que todo numero irracional possui aproximagao por

falta e por excesso.

[6/@]s: Utilizacdo de operag¢bes no conjunto dos nimeros racionais.

[6/@]4: Utilizagdo do conceito de valor numérico.

Etapa 5: O tipo de tarefa relacionado & aproximacdo de numero real apresentou um
bloco saber-fazer [T/t] composto basicamente da definicdo de radiciacdo e a utilizacdo de
substituicdo de varidveis. O bloco tecnoldgico-tedrico [6/@] € composto por conceitos
relacionados com a definicdo de opera¢bes no conjunto dos numeros racionais. Entdo,
podemos concluir que a praxeologia relacionada a respectiva tarefa é completa, uma vez que

0s conceitos relacionados a operagGes nos racionais estdo bem definidas.

Etapa 6: Os enunciados e as técnicas relacionados ao género de tarefa analisado
apresentam em sua totalidade registro de representacdo simbolico numérico na forma de
raizes, numeros irracionais genéricos e composicdo entes esses. Também foi utilizado o

registro algébrico na composicdo de formulas (C = 2xr) e expressdes algébricas.

Etapa 7: Nas técnicas analisadas ao género de tarefa referido observamos alguns
tratamentos no célculo do valor numérico de férmulas e expressdes algébricas e nas operagdes
entre nimeros racionais. Houve conversao do registro numérico decimal infinito para registro
numérico decimal finito. Nesse género de tarefa destaca-se o fen6meno de congruéncia

(entrada: registro numérico decimal exato e saida: registro numeérico decimal exato).
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Tarefa T : Tarefas que envolvem representar numeros na reta real.

Etapa 1: Essa tarefa faz parte do seguinte género de tarefa: dado um namero real a,
represente-o na reta real.

Etapas 2 e 3: Esse género de tarefa foi formado pelas seguintes variacdes de tarefas (t)
encontradas nos livros analisados:

(t1): Represente na reta real o nUmero 5?

(t1): Escolher um ponto na reta como origem, esse ponto é o zero (0) da reta. Marcar
outro ponto sobre a reta, chamado de (1). Normalmente pontos a direita de zero representam
ndmeros positivos e 0s pontos a esquerda representam numeros negativos. O segmento de
extremidade 0 e 1 mede uma unidade. Para marcarmos 0 nimero inteiro positivo cinco,

construimos cinco unidades a direita de zero com auxilio do compasso.

0 1 ' ' ' 5
Esté técnica se aplica a qualquer nimero inteiro.
Para marcar o inteiro negativo cinco basta tomar o segmento de extremidades O e 5 e
com auxilio do compasso marcarmos 0 ponto que representa 0 -5 a esquerda do zero. Esta

técnica se aplica a qualquer nimero real negativo.
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{
by
-5

Ln i —

.
a

Ou procedemos como descrito em (t;) da direita para esquerda.

Assim, com estas técnicas pode-se marcar na reta real qualquer nimero inteiro.

. 10
(t2): Represente na reta real o nimero 7?

(t1): O nimero 7:17 esta entre 1 e 2. Dividindo em sete partes iguais 0 segmento

de extremidades 1 e 2 e tomemos as trés primeiras partes para determinar o ponto que

. 10
representa o numero —-.

-1 =

=N
L
[N ]

—
TERS &
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Esta tecnica se aplica a qualquer fracdo de nameros inteiros, cujo denominador é
diferente de zero. Lembramos que para se obter fracOes negativas deve-se aplicar a ideia

descrita em (t) para valores negativos.

(t3): Represente na reta real o nimero 1,3?

(t1): Utilizando a representacdo fracionaria: O namero 1,3 :%:1% estad entre 1 e

2. Dividindo em dez partes iguais 0 segmento de extremidades 1 e 2 e tomemos as trés

primeiras partes para determinar o ponto que representa o numero 1,3.

13
—‘—‘—.—.—+—.—.—.—.—.—.—‘—
0 1 2
=
10

Esta técnica se aplica a qualquer nimero cuja representacao € decimal exata.

(t4): Represente na reta real o nimero -1,3?

(t1): Utilizando a representacdo fracionaria: O niumero —1,3:—%:—1% esta

entre -1 e -2. Dividindo em dez partes iguais 0 segmento de extremidades -1 e -2 e tomemos as
trés primeiras partes(da direita para esquerda) para determinar o ponto que representa o

ndmero -1,3.
-13
2
- -1 0
12
10

Esta técnica se aplica a qualquer nimero cuja representacdo € decimal exata.

(t2): Seguir as técnicas sugeridas para construcao de -5 em (ty).

(ts): Represente na reta real o nimero 1,333... ?
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- « C . 1 .
(t1): Utilizando a representacdo fracionaria: O namero 1,333.... = 15 esta entre 1 e

2. Dividindo em trés partes iguais 0 segmento de extremidades 1 e 2 e tomemos a primeira

parte para determinar o ponto que representa o nimero 1,333... .

1,333
- 3 ) *> »
0 1 1 2
1=
3

Esta técnica se aplica a qualquer nimero cuja representacdo € decimal infinita e

periddica.

(ts): Represente na reta real o nimero 3,54345793... .

(t1): Utilizando aproximac&o e a representacao fracionaria: O namero 3,54345793...
possui a seguinte aproximagdo com duas casas decimais 3,54. O numero

3,54:ﬁ:3£:3£ esta entre 3 e 4. Dividindo em cinquenta partes iguais 0 segmento

100 100 50
de extremidades 3 e 4 e tomemos as vinte e sete primeiras partes para determinar o ponto que

representa o0 nimero 3,54, que aproximadamente representa 3,5434793... .

3,54
i
1
3£7
50

Esta técnica se aplica a qualquer numero cuja representacdo é decimal infinita e ndo

]
Ey

periddica.

(t7): Represente na reta real o nimero NO¥

(t1): utilizando teorema de Pitagoras: Construir sobre a reta um quadrado ABCD

cujo o lado tenha medida do segmento de reta de extremidades O e 1. Com auxilio do

compasso marque a abertura AC na reta real obtendo o ponto correspondente a V2.



91

y
|

A B b
0 1 ﬁ

Esta tecnica se aplica, de forma analoga, a qualquer nimero cuja representacdo é da

forma +/n, onde n é natural maior que 1, tomando triangulo retangulo de catetos medindo

AJn=1 el.

D £ _
N
Jr N
Y 1
|
A [«|B L |
“ n—1
Exemplo:
V3
D C _
N
N
j 1
|
A DER
0 2 e

Esse processo é recorrente, pra determinar o ponto que representa o nimero +/3 foi
necessério conhecer segmentos com medida 1=+/1 e /2. Assim, com essa técnica, para

determinar o ponto que representa 0 nimero Jn é necessario conhecer segmentos medindo

1=+1, V2, 43,.., n-1.
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(ts): Represente na reta real o nimero 1 + /2 ?

(t1): Composicdo de segmentos (Adicao).

D C
Ay
Y
!
i
A B
0 1 ﬁ

n L 1+ 42
¥z

Esta técnica se aplica a qualquer nimero da forma a + b, onde a e b sdo contrutiveis com
régua e compasso ou que ja tenhamos 0s segmentos que representem a e b respectivamente.

Observa-se que esta técnica exige que o compasso promova o transporte de segmentos.
(ts): Represente na reta real o nimero 2 - /2 ?

(t1): Composicéo de segmentos (Diferenca).
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i) C
A
N
Y
|
A Bl
0 1 ﬁ
0 242 ! 2
W2

Esta técnica se aplica a qualquer namero da forma a - b, onde a e b sdo contrutiveis com
régua e compasso ou que ja tenhamos 0s segmentos que representem a e b espectivamente.

Observa-se que esta técnica exige que 0 compasso promova o transporte de segmentos.

(t10): Represente na reta real o namero 3427

(t1): Composicéo de segmentos (Adicdo - Multiplicacdo).

s C
A
S
b
|
" B W 3?’5
i 1 J2 !

G N

Esta técnica se aplica a qualquer niamero da forma ab, onde a € um racional e b é real
qualquer construtivel com régua e compasso ou que ja se conhega 0 segmento de reta cuja
medida o represente. Observa-se que esta técnica exige que 0 compasso promova o transporte
de segmentos.
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, 2
(t11): Represente na reta real o nimero 5 ?

(t1): Composicéo de segmentos (Diviséo).

Mediatriz
|
| - - - - — —
- -
| “~
s
/ |
/ | \\
! | \
! |
e | 4 B J/
2 2 0 IR
2
|
I

—_— . . a .
Esta técnica se aplica a qualquer nimero da forma o onde a é um real qualquer

construtivel com régua e compasso ou que ja se conheca o segmento de reta cuja sua medida

represente-o, onde n é natural.

(t12): Represente na reta real o numero z ?

(t1): Utilizacdo de valor aproximado, uma vez que, o0 nUmero = ndo é construtivel

por régua e compasso. Assim pode-se marcar na reta 0 nimero 3,1 que é a aproximacao de =

com uma casa decimal utilizando a técnica descrita em (ts).

Esta técnica se aplica a qualquer nimero real ndo construtivel com régua e

compasso, cuja representacdo decimal é conhecida.

, T
(t13): Represente na reta real o nimero E?
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- ~ . , T .y P
(t1): Utilizagdo de valor aproximado, uma vez que, 0 nimero 5 ndo é construtivel

¥y

. . , 314 .
por régua e compasso. Assim pode-se marcar na reta 0 nimero 7:1,57 que € a

. ~ T . . . , - .
aproximacao de 5 com duas casas decimais, utilizando a técnica descrita em (t3).

Esta técnica se aplica a qualquer nimero real ndo construtivel com régua e

compasso, cuja representacdo decimal é conhecida.
Etapa 4: Bloco tecnoldgico-tedrico [6/0] encontrado nesse género de tarefa:
[6/@];: Bijecdo entre pontos da reta e o conjunto dos nimeros reais;
[6/@].: Utilizagdo de ideias relacionadas a geométria:
e A adicdo de dois segmentos de reta.
e A subtracéo de dois segmentos de reta.
e Multiplicacdo de um segmento por um nimero natural.
e Adivisdo de um segmento de reta em n partes iguais.
e Transporte de segmentos.
e Teorema de Pitagoras.

[6/G]3: NUmeros construtiveis com régua e compasso:

e Todo numero racional é construtivel com régua e compasso.

e Todo nimero da forma +/n, onde n é natural, é construtivel com régua e

compasso.

[6/@]4: Todo nimero real possui representacdo decimal,
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Etapa 5: O género de tarefa relacionado a classificar em racional ou irracional,
apresentou um bloco saber-fazer [T/t] vasto, baseado em técnicas tanto conceituais quanto
operacionais. O bloco tecnoldgico-tedrico [06/@] também se apresentou vasto, porém nenhuma
das propriedades utilizadas como teoria para solugéo dos problemas ndo foram provadas nos
livros analisados. Entdo, podemos concluir que a praxeologia relacionada ao respectivo género

de tarefa é incompleta, valorizando técnicas relacionadas ao saber fazer.

Etapa 6: Os enunciados e técnicas relacionados ao género de tarefa analisado apresentam
em sua totalidade registro de representacdo simbdlico numérico na forma de nimero decimal,

namero fracionario, raizes, irracionais genéricos e a combinagdo desses.

Etapa 7: As tarefas foram resolvidas utilizando constru¢cdo com régua e compasso
privilegiando a conversdo de registro numérico para o registro numérico figural e a
manipulacdo de alguns tratamentos na realizacdo de aproximagéo. Poucas foram as tarefas em
que se explorava a conversdo do registro figural para o simbdlico numérico para que se
cumprisse o0 processo de conversdo em dois sentidos exigido pela teoria de Duval para que se

tenha uma compreensdo completa do conceito.

A tarefa T, ndo foi analisada uma vez que as técnicas utilizadas para a solugdo das
mesmas se confundem com as técnicas desenvolvidas nas tarefas T.. e T._. Da mesma forma,
a tarefa T, também ndo foi analisada, pois as técnicas utilizadas para sua solugdo se

confundem com as técnicas desenvolvidas nas tarefas Ty .
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CAPITULO 6: CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalhou investigou como o conceito namero irracional / real é organizado nos
livros didaticos da educacdo basica no Brasil; que registros de representacéo sdo empregados e
como estes sdo empregados; isto é, como essa organizacdo se propde promover a aquisi¢do do
conhecimento namero irracional / real. Como o proéprio titulo do trabalho destaca, fizemos
uma andlise do conceito nimero irracional / real nos livros. Por sua natureza, essa acao se
distingue da acdo de avaliar. Ndo pretendemos avaliar os livros observados, mesmo porque 0S
livros escolhidos j& estdo aprovados pelo ministério da educacdo. Por outro lado, nosso
objetivo central é descrever todas as caracteristicas que envolvem o conceito analisado, sejam
elas corretas ou ndo do ponto de vista matematico ou didatico. Escolhemos o conceito nimero
real, por ser o sistema numérico que fecha o estudo de nimeros no ensino fundamental, por ser
0 sistema numérico base no estudo de fungbes no ensino médio e por ser de central
importancia no ensino superior, servindo com base para o estudo dos temas: limite de funcGes
reais, convergéncia, contagem e continuidade. O livro didatico serviu de objeto de estudo por
ser fonte de acesso ao saber institucionalizado que os professores e alunos dispéem e por ser,
de certa alguma forma, fonte de validacdo do saber a ser ensinado.

O trabalho foi realizado com quatorze livros, sendo nove do nivel fundamental e cinco
do médio. Conduzimos uma andlise qualitativa de dados em relacdo as seguintes temas de
estudo: tipo de definicdo, tipo de exemplo, funcionalidade dos exemplos apresentados,
exercicios resolvidos, propriedades, registro de representacdo, abordagem historica e tarefas.

Esta analise deu-se a luz das teorias de Duval (2003) e Chevallard (1999).

6.1 Respondendo as questdes de pesquisa

Com excecdo de um dos livros analisados, o conceito namero irracional / real é
apresentado no 8° do ensino fundamental, e no primeiro ano do ensino médio. Tais livros
utilizam em média 4,3% das paginas que compdem o corpo do livro para apresentar esse
conceito. Os conteudos sdo dispostos de maneira linear da seguinte forma: nimero natural,

namero inteiro, nimero racional, nimero irracional e namero real, sendo os trés primeiros
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conjuntos apresentados como revisdo, visto que ja foram abordados em anos escolares
anteriores.

Nove livros buscam problematizar a existéncia de um novo tipo de conjunto numérico
exibindo exemplos de nimeros que ndo sdo racionais. Os numeros escolhidos para esse

momento sdo em geral a raiz quadrada de dois seja na forma de registro simbolico numérico

J2, seja na forma de registro figural dado pela medida da diagonal do quadrado; e também
nameros cuja representacdo decimal € infinita e ndo periddica. Esse Gltimo tipo é construido
de maneira que a parte decimal infinita ndo tenha um periodo. E importante destacar que das
probleméticas apresentadas somente o caso da medida da diagonal do quadrado esta
relacionado a limitacdo do conjunto dos nimeros racionais em relagdo a possibilidade de
representar todas as medidas.

A funcionalidade dos exemplos encontrada nos livros estd diretamente ligada a
exemplificagdo de definicdes. Sdo apresentados em média 4,7 exemplos associados a cada
definicdo de numero irracional e nimero real. Esse nimero pequeno de exemplos é consistente
com as dificuldades encontradas nas pesquisas de SOARES, FERREIRA e MOREIRA (1999)
e SIROTIC e ZAZKIS (2007) por parte de alunos e futuros professores em exibir exemplos
desses tipos nimeros. Os exemplos também séo utilizados para justificar propriedades. Em
média, cada propriedade encontrada relacionada aos conceitos nimero irracional e nimero
real foi justificada por 8,9 exemplos. A prética de adotar exemplos para justificar propriedades
pode cristalizar a ideia errbnea de que toda propriedade matematica pode ser justificada
através de exemplos. Isso pode ser observado na constatacdo de SIROTIC e ZAZKIS (2007)
de que os participantes interpretem mal algumas questbes a respeito dos irracionais, pois
ignoram o significado matematico das palavras “sempre” e “qualquer”.

Os exercicios resolvidos, em média, 4,9 por livro, servem em sua maioria de algoritmos
para serem seguidos nas atividades propostas. As definicdes apresentadas para 0s nimeros
irracionais foram: “irracional é o nimero que ndo pode ser escrito em forma de fracdo de

inteiros” (D,) e “dentre os nimeros representados na forma decimal existem as dizimas ndo-
periodicas, chamados de irracionais” (D). Cinco livros adotaram a definicdo D,, oito a

definicdo D, e um, ndo havendo definido nimero irracional, utilizou apenas de problemas
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para introduzir o conceito. Todos os livros observados definiram nimero real da seguinte

forma: “qualquer nimero racional ou irracional € um numero real” (D). Do ponto de vista

matematico nenhum dos dois discursos utilizados para caracterizar nimero irracional pode ser

entendido como definicéo. O discurso D, é falho, pois possibilita a classificagdo dos nimeros

complexos da forma a+bi, com b =0, como irracionais, uma vez que estes ndo podem ser

escritos em forma de fragdo de numeros inteiros. O discurso D, também é falho, pois junto ao
discurso D, torna as definicGes de nimero irracional e nimero real logicamente recursivas:

irracional é todo namero real que ndo é racional e numero real € todo nimero irracional ou
racional. Esse fato se caracteriza uma vez que todo nimero real possui representacdo decimal
e que todo nimero que possui representacdo decimal € um namero real.

As propriedades citadas nos livros analisados envolvem fundamentalmente as operagdes
fechamento, relagcbes de operacOes entre racionais e irracionais e a localizagdo de pontos na
reta. Destaca-se a utilizagdo de exemplos para ilustrar as propriedades. A propriedade de

densidade dos racionais nos reais é observada através da média aritmética entre dois racionais,
o, . L. . ] . a+b
isto é, dados dois racionais a e b distintos, existe outro racional entre eles dado por — A

propriedade de densidade dos irracionais nos reais nao foi observada nos livros analisados. O
fato da propriedade de densidade dos reais ndo ser exposta de maneira completa tem paralelos
com as dificuldade encontradas por alunos e futuros professores nas pesquisas de SOARES,
FERREIRA e MOREIRA (1999) e SIROTIC e ZAZKIS (2007), quando sdo exigidos dos
sujeitos que encontrem exemplos de irracionais entre dois reais quaisquer.

Nove dos quatorze livros observados apresentam a propriedade de completude dos reais
da seguinte forma: “todo nimero real possui representante na reta real e todo ponto da reta
real representa um nimero real”. Nada é exposto além dessa afirmacio. Em BERGE (2008b)
esse fato também pode ser observando quando um dos participantes da pesquisa deu a seguinte
resposta para uma das perguntas “R € completo, o que significa que ndo tem saltos, nem
lacunas”. A incomensurabilidade é citada apenas em dois livros didaticos sem nenhuma

problematizacdo. Talvez esse fato possa ter paralelos com o evidenciado pelos entrevistados
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de SOARES, FERREIRA e MOREIRA (1999), que, em sua maioria, ndo consideram a
possibilidade de incomensurabilidade de segmentos.

Os livros analisados apresentaram registros figural, simbolico-numérico, simbdlico-
algébrico e de linguagem natural, privilegiando o registro numérico. No ensino fundamental
sdo privilegiados o registro decimal, o registro fracionario e o registro em lingua natural,
enquanto que no ensino médio sdo privilegiados os registros: figural, em forma de raizes e o
simbdlico algébrico.

Sete livros do ensino fundamental e um do ensino médio apresentaram algum tipo de
abordagem historica. Estas estdo relacionadas a informac@es adicionais, dispostos no decorrer
e no fim dos textos, que enfocam a descoberta de nimeros ndo racionais pelos gregos, a
citagdo do comprimento da circunferéncia na Biblia e utilizacdo de valores aproximados de =
por algumas civilizagbes. Isto €, tais abordagens privilegiam dados isolados e datas de
acontecimentos, desprovidos de problematica.

As tarefas encontradas nos livros apresentaram o bloco saber-fazer [T/t] vasto, baseado
em técnicas tanto conceituais quanto operacionais. O bloco tecnoldgico-tedrico [6/G] também
se apresentou vasto, porém nenhuma das propriedades utilizadas como teoria para solugdo dos
problemas foram provadas nos livros analisados. Entdo, podemos concluir que a praxeologia
relacionada as tarefas envolvendo irracionais e reais é incompleta, valorizando técnicas
relacionadas ao saber-fazer. As tarefas aqui analisadas foram resolvidas, de modo geral,
utilizando conversdo do registro numérico decimal para o registro numérico fracionario,
conversao do registro numérico decimal infinito para registro numérico decimal finito, de
registro numérico para o registro numérico figural e a manipulagdo de alguns tratamentos na
realizacdo de algumas operacdes, em solugdo de equacdes, no célculo do valor numérico de
formulas e expressbes algébricas. Destacou-se o fendmeno de ndo congruéncia (entrada:
registro numérico decimal, saida: registro numérico fracionério; e vice-versa) em algumas das

atividades analisadas.

6.2 ContribuicGes desta pesquisa

A nosso ver, a principal contribuicdo desta pesquisa é exibir de fato o que se encontra no

livro didatico brasileiro a respeito do conceito nimero irracional / real. Acreditamos que, mais



101

do que sugerir uma abordagem inovadora, apresentar de forma critica o que esta ocorrendo e
apontar pontos a serem ou ndo seguidos possa contribuir significativamente para a pratica de
futuros professores e pesquisadores. Além de oferecer informagdes pedagdgicas, acreditamos
que nossa contribuicdo estd em revelar o que tem sido entendido como o “ideal” para conduzir
a pratica escolar, uma vez que os livros aqui analisados sdo aprovados pelo ministério de

educacéo e exibir tendéncias atuais, estratégias e propostas.

6.3 Desdobramentos

Os dados e constatacfes aqui obtidos séo relacionados ao livro didatico, entretanto o
ensino e aprendizagem de um determinado conceito se fazem, ndo somente com material
didatico, e sim, com professores e alunos. Entdo, algumas perguntas surgem naturalmente e

encaminham novas possibilidades de pesquisa:

e Qual é a concepgdo dos alunos em relagdo ao conceito nimero irracional / real ao
finalizar o ensino fundamental?

e Qual é a concepgdo dos alunos em relagdo ao conceito nimero irracional / real ao
finalizar o ensino médio?

e Qual é a concepcdo dos alunos/futuros professores em relagdo ao conceito nimero
irracional / real ao finalizar a graduagao?

e Qual é a concepcdo dos professores de ensino fundamental em relagdo ao conceito
namero irracional / real?

e Qual é a concepcdo dos professores de ensino medio em relagdo ao conceito nimero
irracional / real?

e Qual é a concepcdo dos professores de ensino superior em relagdo ao conceito nimero
irracional?

e Como o conceito numero real é apresentado nos livros destinados ao ensino superior?

Obtendo algumas constatacdes ao analisar tais questdes poderemos delinear possiveis

saltos existentes entres os niveis de ensino (fundamental — médio — universitéario), constatar se
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0s conhecimentos do professor e do aluno se confundem com o que se é apresentado nos livros

e projetar novas estratégias de ensino a respeito do nimero irracional / real.
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