Universidade Federal do Rio de Janeiro
Instituto de Matematica
Programa de P6s-Graduacédo em Ensino de Matematica

Vinicius Mendes Couto Pereira

Calculo no Ensino Médio:
Uma Proposta para o
Problema da Variabilidade

Rio de Janeiro, RJ — Brasil
2009




VINICIUS MENDES COUTO PEREIRA

Calculo no Ensino Médio:
Uma Proposta para o Problema da
Variabilidade

Dissertacao de Mestrado
apresentada ao Programa de
Pos-Graduacdo em Ensino de
Matematica, Instituto de Matematica,
Universidade Federal do Rio de
Janeiro — UFRJ, como parte dos
requisitos necessarios a obtencao do
titulo de Mestre em Ensino de
Matematica.

Orientadora: Prof2 Dr2 Angela Rocha dos Santos

Rio de Janeiro, RJ - Brasil
2009



Pereira, Vinicius Mendes Couto.

Céalculo no Ensino Médio: Uma Proposta para o Problema da
Variabilidade/ Vinicius Mendes Couto Pereira — Rio de Janeiro, 2009.
182 f.:il.

Dissertacao (Mestrado em Ensino de Matematica) — Universidade
Federal do Rio de Janeiro — UFRJ, Instituto de Matematica — IM, 2009.

Orientadora: Angela Rocha dos Santos.

1. Ensino de Calculo. 2. Célculo no Ensino Médio. 3. Mathlets.
|. Santos, Angela Rocha dos (Orient.). Il. Universidade Federal do Rio
de Janeiro. Instituto de Matematica. Ill. Calculo no Ensino Médio: Uma
Proposta para o Problema da Variabilidade




VINICIUS MENDES COUTO PEREIRA

Calculo no Ensino Médio: Uma Proposta para o
Problema da Variabilidade

Dissertacdo submetida ao corpo docente do Programa de Pos-
Graduagcdo em Ensino de Matemética da Universidade Federal do Rio de
Janeiro como parte dos requisitos necessarios para a obtencdo do grau de
Mestre em Ensino de Matematica.

Aprovada por:

Professora Angela Rocha dos Santos, Dr2
Instituto de Matematica - UFRJ
Orientadora / Presidente da Banca Examinadora

Professor Victor Augusto Giraldo, Dr
Instituto de Matematica - UFRJ

Professor Wanderley Moura Rezende, Dr
Instituto de Matematica - UFF

Professor Paulo Roberto Trales, Dr
Instituto de Matematica - UFF

Rio de Janeiro
25 de margo de 2009



“A vOCés eu deixo o sono.
O sonho nao!
Este, eu mesmo carrego!”

Paulo Leminski



Dedicatéria

A minha mae Lise Agnes, seu amor
e dedicacdo foram fundamentais
para o0 sucesso da minha historia de
vida.

A minha amada esposa Ana Paula e
a meus lindos filhos Raquel e Daniel,
presentes de Deus pra minha vida.



Agradecimentos

Ao meu Deus, razdo da minha existéncia, presente comigo em todos 0s

instantes.

Aos meus pais, Clovis e Lise, pelo amor incondicional e por sempre

acreditarem em mim.

A minha amada esposa, Professora Ana Paula, pelo amor, carinho e

companheirismo, fundamentais em muitos momentos desta caminhada.

Aos meus maravilhosos filhos, Raquel e Daniel, seus sorrisos fortalecem-me a

cada dia.

A minha orientadora, Professora Angela Rocha, pela sugestdo do tema, pelo

exemplo, companheirismo e pelas tantas sugestoes.

Aos membros da douta Banca de Qualificacdo, Professor Victor Giraldo,
Professor Wanderley Rezende e Professor Paulo Trales, pelas valiosas
sugestbes e contribuicbes, que se tornaram muito importantes para a

realizacdo deste trabalho.

Ao Coordenador do Programa de Mestrado em Ensino de Matematica,
Professor Victor Giraldo, por acreditar que a forca de vontade e o potencial
podem superar as dificuldades impostas pela logistica.

A Faculdade Salesiana Maria Auxiliadora (FSMA), na pessoa da Ir Maria Léa
Ramos, pelo apoio financeiro, fundamental para os meus deslocamentos

semanais ao Rio de Janeiro.

As diretoras do Instituto Nossa Senhora da Gléria (INSG), Ir Regina Maria

Meireles e Ir Ana Tereza Pinto, pelo total apoio dado a esta pesquisa.



Aos Coordenadores Pedagoégicos do INSG, Elma Bichara, Scheila Abreu,
Balade Ayala e Julio Boldrini, por tantas vezes Vviabilizarem meus

deslocamentos.

Aos queridos alunos, Marcelo, Enio, Lucas, Paula, Noémia, Aloizio, Ligia,
Elton, Rafael, Luiz Fernando, Lorena, Brenda, Johann, Marina, Fabio e
Fernanda pela sua imensuravel ajuda.

Ao meu irméo Clovis Junior, pelo seu companheirismo.

Aos queridos padrinhos, Waldir Algemiro e Maria Helena Algemiro pelo

exemplo, carinho e confianga no meu potencial.

Aos colegas do Mestrado da turma 2006, pela cumplicidade de nossa

convivéncia, em especial, aos colegas Victor Paixado e Francisco.

Ao querido Pastor Paulo Rosa Marchon, pelas oracoes, pelo carinho e pela

convivéncia de tantos anos.

Aos queridos irmédos da CBA pela convivéncia enquanto familia.

Aos amados conselheiros, Izalmir e Edith, por estarem conosco em todos 0s

momentos.

Aos amigos mais chegados que irmaos, Jorge e Carol, pela inestimavel

amizade.

Aos meus sogros, Nilton e Mirtes, pelo apoio dispensado em tantas
oportunidades.

Aos professores Sérgio Fonseca, Ana Siaria, Sandra Lucas, pela leitura critica

deste trabalho.



Resumo

As dificuldades existentes com o ensino de Calculo nos cursos iniciais
das universidades brasileiras constituiram-se como tema motivador deste
trabalho.

Nessa mesma linha e tendo como pano de fundo as dualidades
essenciais e 0s mapas conceituais do Calculo, Rezende (2003) consubstanciou
cinco macro-espacos de dificuldades de aprendizagem de natureza
epistemoldgica do ensino de Calculo e identificou, em esséncia, um anico lugar
matriz dessas dificuldades: o da evitacao/auséncia das idéias e problemas
construtores do Calculo no ensino basico de Matemat ica.

Considerando principalmente esta Ultima constatacdo e 0s macro-
espacos citados, concebemos uma proposta de insercédo de algumas idéias do
Céalculo no ensino médio, tendo como metodologia o conceito de Engenharia
Didatica, desenvolvida pela Escola Francesa de Didatica da Matemética.

Esta proposta foi aplicada a dezesseis alunos do 1° e 2° anos do
Instituto Nossa Senhora da Gléria, utilizando pequenos aplicativos
computacionais escritos em linguagem JAVA, os mathlets, como um
organizador genérico, no sentido definido por Tall (1989).

A partir da andlise do resultado dessa experiéncia, chegamos a algumas
conclusdes que corroboraram as hipoteses feitas no transcorrer do trabalho.
Dentre estas conclusdes, mostramos que é perfeitamente possivel tratar das
idéias e conceitos do Calculo no Ensino Médio e que esta abordagem, tem o
potencial ndo somente de diminuir os grandes indices de reprovacao

verificados hoje nas disciplinas de Célculo, no nivel superior de ensino, mas



também o de melhorar a qualidade do ensino de matematica do proprio Ensino

Médio.



Abstract

The existing difficulties of teaching Calculus in the beginner’s courses in
the Brazilian Universities were the main motivation for this work.

Being on this way, and having as background the essential dualities and
the conceptual maps of Calculus, Rezende (2003) consubstantiated five macro
spaces of the difficulties in learning of an epistemological nature in the teaching
of Calculus, and was identified, essentially, a single point of their origin: the
omission/absence of the basic ideas and the constru ction problems of
Calculus in teaching of Math in elementary school.

Considering, mainly, this last confirmation and the macro spaces, we
conceive a proposal for include some of Calculus ideas in high school, having
methodology the concept of didactic engineering, defined by the French School
of the Mathematics Didactic.

This proposal was tested with sixteen students from first and second
grades of Instituto Nossa Senhora da Gléria, using a few computer applicatives
in JAVA language, the mathlets, as a generic organizer, as Tall (1989) has
defined before.

Since the analyses of the experimental results, we came up with
conclusions which proved the hypothesis given during the work. Among these
conclusions , we concluded that it is possible to make useful use of Calculus
ideas and concepts in high school and this approach has potential not only in
decreasing the University of failures observed today in Calculus, but also to

improve the quality of the Mathematics teaching in high school.
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Capitulo 1. Introducéo

1.1 O Problema

A Sociedade Brasileira de Matematica em um de seus boletins informativos
de 1995, expressa, da seguinte forma, uma grande preocupacdo das
universidades brasileiras nos ultimos anos:

O ensino de Calculo nas universidades brasileiras tem sido objeto de questionamento em
diversos féruns em funcdo das dificuldades apresentadas pelos alunos na sua
aprendizagem, bem como pela alta evasdo dos estudantes dos primeiros periodos,
matriculados nesta disciplina. (p. 4) (Barreto 2005 apud Reis 2001)

Em especial, nos Uultimos anos, varios trabalhos de pesquisa tém se
dedicado a estudar esse fendbmeno. De fato, os indices de evaséo e reprovacao
revelados em algumas pesquisas tornam evidente o que Rezende (2003) chama
de “fracasso no ensino de Calculo”. Por exemplo, Barufi (1999) nos revela em sua
pesquisa que, no ano de 1995, no Instituto de Matemética e Estatistica da USP, a
taxa de nédo-aprovacdo (alunos reprovados por nota, falta ou desisténcia) na
disciplina MAT 135 — (Calculo para funcbes de uma variavel real) foi de 66,9%. Ja
na disciplina MAT 131 - Calculo Diferencial e Integral foi de 43,8%. No Instituto de
Geociéncias da USP onde, segundo Barufi (1999), o curso de Calculo é mais
adaptado a realidade local, a taxa de aprovacéao foi de apenas 35%.

Rezende (2003) revela taxas ainda mais alarmantes na Universidade
Federal Fluminense. Na UFF, no periodo de 1996 a 2000, a variagdo do indice de
nao-aprovacao se encontrava na faixa de 45% a 95%, sendo que, para o Curso de
Matemaética, essa nao foi inferior a 65%, ou seja, nesse periodo ndo se aprovou

mais que 45% em uma turma de Calculo, no curso de Matemética.



Essas estatisticas, que consideramos extremamente alarmantes, nos
motivaram a fazer uma observacdo da nossa propria realidade no que diz respeito
ao numero de ndo-aprovados nos cursos iniciais de Calculo. A partir disso,
coletamos alguns dados na Universidade Federal do Rio de Janeiro, relativos ao
ano letivo de 2005.

Na UFRJ, os indices de nao-aprovacao, em 2005, sdo altos. Embora tenha
existido uma turma com apenas 7% de ndo-aprovacao, encontramos também
turmas com esta taxa chegando a 73%. No curso de Matematica, 58% dos alunos
que fizeram Calculo I, no 1° semestre de 2005, ndo foram aprovados. De forma
semelhante, os alunos dos cursos de Quimica, Geologia, Astronomia e
Meteorologia que fizeram Célculo I, neste periodo, tiveram um desempenho
parecido com os alunos de Matemética: o indice de ndo-aprovacao foi de 54%.
Entretanto, observamos que o indice de nao-aprovacdo diminui quando
consideramos os alunos dos cursos de Engenharia. No primeiro semestre de
2005, o indice de nao-aprovacao nos cursos de Calculo I, entre esses alunos, foi
de 42%. Ja no segundo semestre desse mesmo ano, tal indice subiu para 48%.
Um outro fato interessante € que, considerando todas as turmas, a taxa de
aprovacdo no primeiro semestre de 2005 é praticamente a mesma daquela
observada no segundo semestre desse mesmo ano.

Poderiamos pensar que esses indices seriam menores nas turmas de
Engenharia, ja que, em geral, a relacdo candidato-vaga no vestibular para esta
carreira € consideravelmente mais alta do que as outras carreiras que tém
disciplinas de Calculo Diferencial e Integral em seu quadro de disciplinas.

Contudo, observando o0s graficos abaixo percebemos que as taxas de



nao-aprovacao relacionadas aos cursos de Engenharia sdo praticamente idénticas

as taxas quando sao considerados todos os cursos de Célculo da UFRJ.

indices de aprovacao e ndo-aprovacao
nos cursos de Céalculo | na UFRJ no 2°
semestre de 2005.

47% B APROVADOS

53% | @ NAO APROVADOS

Figura 1

indice de aprovacéo e de ndo-aprovacgio
em Calculo dos alunos dos cursos de
Engenharia da UFRJ em 2005

47% B Aprovados

53% B Ndo-aprovados

Figura 2
Dessa forma, podemos concluir que os indices de ndo-aprovacdo nas
turmas de Calculo na UFRJ sdo muito preocupantes, assim como os indices
mostrados nas pesquisas mencionadas anteriormente.
O problema do ensino de Céalculo, porém, esta longe de estar restrito apenas

ao contexto brasileiro, visto que, em outros paises, muitos trabalhos relacionados



a esse assunto tém sido publicados e recebido atengcdo especial por parte da
literatura especializada.

Podemos destacar, por exemplo, o trabalho do Professor David Tall, um dos
criadores da area de pesquisa denominada Pensamento Matematico Avancado, o
qual € um dos suportes tedricos para o nosso trabalho. Tall (1981), a partir deste
seu classico artigo, sugere que o ensino de Matematica ndo deve ter o foco
apenas na construcdo formal de um dado conceito, mas que uma gama de idéias
e relacBes devem estar presentes na abordagem pedagdgica deste conceito.

Outro movimento internacional, que merece ser citado, € o chamado
“Calculus Reform”, iniciado na década de 80. Uma das caracteristicas basicas
desse movimento € a insercdo de programas educacionais no ensino de Célculo,
usados tanto para o aprendizado de conceitos quanto para resolugdo de
problemas. Todas as atividades sdo baseadas na chamada “Regra dos Trés”, isto
€, todos os problemas devem ser abordados numérica, geomeétrica e
analiticamente.

Reis (2001) descreve, em poucas palavras, 30 trabalhos relacionados ao
Ensino de Calculo apresentados no ICME 8 (Internacional Congress on
Matematical Education) . Esse nimero é uma enorme evidéncia de que o ensino
de Célculo tem motivado diversas pesquisas em todo o0 mundo e que o “fracasso
no ensino de Célculo” estd muito longe de ser exclusivo do Brasil.

Na tentativa de superar esse "fracasso”, um procedimento que tem se
tornado normal em nossas universidades € a criacdo de disciplinas especialmente
voltadas para suprir deficiéncias apresentadas pelos alunos recém-egressos do

Ensino Médio. Em algumas universidades, essas disciplinas sdo chamadas de



Célculo Zero, em outras, de Pré-Calculo e, ainda em outras, por nomes
semelhantes. O objetivo das referidas disciplinas € o mesmo em quase todas as
Universidades: preparar o aluno para o curso inicial de Calculo.

Achamos bastante preocupante os indicios existentes de que a implantacéo
nos curriculos dessas disciplinas esta longe de surtir o efeito desejado. Por
exemplo, Rezende (2003) nos revela que, a partir do segundo semestre de 1997,
foi introduzida uma disciplina obrigatéria denominada Matematica Basica na grade
curricular do curso de Matematica na UFF. Esperava-se, com a introducdo desse
curso, que fosse diminuido, consideravelmente, o indice de alunos nao-aprovados
em Célculo I, mas o que aconteceu foi completamente diferente: os indices de
nao-aprovacdo em Calculo | ndo se alteraram e os indices de ndo-aprovacdo em
Matematica Basica se tornaram tao altos quantos os indices de Célculo |. Estes
indices permaneceram na faixa de 70% a 90%, chegando a ultrapassar a 90% no
segundo semestre de 1998.

Diante desse problema, que se estende durante anos, e das tentativas de
resolucdo, na maioria das vezes ineficientes, consideramos pertinente a

comparacao escrita por Reis (2001):

Comparando, ainda que de forma simplista, a situacdo com uma encenacao teatral
vemos, de um lado, os atores (professores) atuando em uma peca mal ensaiada e mal
dirigida, fazendo com que o publico (alunos), de outro lado, ndo capte sua mensagem e
se retire antes do Ultimo ato. De quem ¢é a culpa: do palco da sala de aula? Dos atores e
sua ma performance ou do publico e sua insensibilidade? Ou seria do diretor?

A partir dessa reflexdo pode surgir o seguinte questionamento. De quem
seria a culpa pelos enormes indices de ndo-aprovacdo nos cursos iniciais de

Célculo? Dos professores ou dos alunos?



Reis (2001) nos mostra que Barreto!, quando questionada a respeito dos
altos indices de reprovacao nas disciplinas iniciais de Célculo e dos motivos que
levam os alunos a nao apresentarem um bom desempenho nelas, afirma,

categoricamente, que o aluno e a escola sdo 0s principais responsaveis:

As causas sao muitas e jA& bem conhecidas, principalmente a ma formacao adquirida
durante o 1° e 2° graus, de onde recebemos um grande contingente de alunos passivos,
dependentes, sem dominio de conceitos basicos, com pouca capacidade critica, sem
hébitos de estudar e conseqlientemente, bastante inseguros.

(Barreto 2005 apud Reis 2001)

Entretanto, Cabral (1992), ao questionar alunos de um curso de Célculo

com respeito as suas proprias dificuldades, obteve as seguintes respostas:

- Ja trabalham e nada do que é ensinado tem aplicac&o ou ligacao.
- As aulas sdo monétonas.

- O professor ndo demonstra seguranca na matéria.

- O professor se esfor¢ca mas nao expde bem.

Percebemos, entdo, que na visdo dos estudantes entrevistados, o problema
esta relacionado a forma como o professor conduz sua pratica pedagogica.
Independente do angulo em que se enxerga a questdo, o problema existe e

muitas tentativas, em varios paises, tém sido realizadas no ambito de solucionéa-lo.

1.2 O Ensino de Calculo

Concordamos com Reis (2001) quando afirma:

A "tradicdo" dos limites é, indiscutivelmente, a tendéncia predominante no ensino
atual de Calculo.

! Barreto, A. Uma das coordenadoras do Projeto ‘diteanto especial em Calculo I” realizado no Institu
de Matematica da UFRJ.



Essa afirmacao é sustentada em duas constatagfes feitas por Reis (2001):
1) tradicionalmente, o ensino de Calculo é iniciado por meio da nocédo de limite de
uma fungao, e todos os conceitos seguintes sao fundamentados no conceito de
limite, ou seja, a continuidade depende do limite (existir e ser igual ao valor da
imagem da funcéo no ponto ); a derivada € um limite ( do quociente incremental );

a integral € um limite ( das somas de Riemann );

2) foi verificado que, na maioria dos livros didaticos pesquisados, o
desenvolvimento da teoria de derivadas e integrais € posterior & apresentacéo dos
limites. Esses, em geral, sdo definidos a partir do par £ -0 e, em seguida, sao
destacadas as principais propriedades e alguns teoremas mais importantes
relacionados aos limites.

Dessa forma, podemos perceber que as disciplinas de Calculo, assim como
as de Andlise, estdo fundamentadas na nogdo de limite. Segundo o historiador
inglés Ivor Grattan-Guinness?®, uma das principais causas dessa tradicdo se deve
ao movimento de Aritmetizagcdo da Andlise, visto que, na busca pelo rigor, as
redefinicbes de conceitos como continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade
utiizando a linguagem dos limites, representaram garantia inquestionavel de
obtencdo de um nivel de formalizacdo bastante aceitavel para os padrbes
académicos da época e, porque ndo dizer, para as exigéncias académicas atuais

da sociedade matematica.

? Esta afirmagcao foi feita apds uma palestra na Faculdade de Educacéo da Unicamp em uma
conversa informal com Reis(2001).



Entretanto, cabe ressaltar que esta seqUéncia “Limite, Continuidade,
Derivada e Integral” ndo se caracteriza segundo a ordem histérica, mas segundo a
ordem formal. Contudo, o desenvolvimento histérico da idéias centrais do Calculo
se deu, segundo Reis (2001), na seguinte ordem: “Célculo Integral, Calculo
Diferencial, célculo de limites e nocdo de numero real’. Logo, a partir destas
constatacdes, consideramos pertinente a colocagédo das seguintes questoes:

Porque devemos esperar que os alunos aprendam de forma significativa os
conceitos do Calculo se eles sdo apresentados em uma ordem totalmente
diferente da qual eles foram concebidos? N&o seria mais natural pensarmos que
as dificuldades epistemolégicas do Calculo, encontradas historicamente,
antecipariam em determinados momentos algumas dificuldades encontradas pelos
estudantes? Dessa forma, a observacdo de como se deu a construcdo dos
principais conceitos do Calculo se torna, a nosso ver, imprescindivel. Todavia,
acreditamos que esta sequéncia, tradicionalmente trabalhada nos cursos de
Célculo, seja muito mais adequada em um curso de Analise do que propriamente
em um curso de Calculo.

Um outro ponto comum em relagédo aos cursos de Calculo se da em relagéo
a metodologia. Conforme ja foi dito, os professores ministram os cursos de Calculo
com base na sequéncia “Limite, Continuidade, Derivacdo e Integracao”. Ja, em
sala de aula, alguns resultados que dao sustentacao a teoria sdo demonstrados e
outros séo apenas postulados. Sendo assim, levantamos a seguinte questao:

Ser& que os alunos compreendem o sentido dos resultados demonstrados

apesar de acompanharem a sua demonstracao?



A fim de ilustrar o que pensamos a respeito da questdo, achamos oportuno
trazer uma ilustracdo muito interessante citada pelo Professor Roberto Baldino:

Um professor, ao terminar a demonstracdo de que “se uma funcédo f possui
derivada nula em todos os pontos de um intervalo aberto | entdo é constante em 1", vé-se
interpelado por um aluno que Ihe faz a seguinte pergunta:

A_“Professor, 0 que o0 senhor esta querendo mostrar € que um objeto que tem

velocidade nula, ndo se move e, portanto, sua posicdo permanece constante?”
O professor depois de meditar algum tempo, responde, meio desorientado:

P_ “Sim, é isto mesmo.”

Entéo o aluno d& o golpe final:

A_“E precisa?”

(Baldino, apud Rezende (2003))

Em relagcdo a essa questdo, pensamos que somente a demonstragcdo do
resultado ndo é suficiente. A nosso ver, a compreensao da esséncia do resultado
também é extremamente necessaria. Nesse pitoresco exemplo, o aluno deixou
claro que compreendeu completamente o sentido do teorema. Acreditamos que a
demonstragcdo de um teorema é importante, pois justifica logicamente a
veracidade deste, porém, sempre que possivel deve-se levar seu sentido ao
aluno.

Por outro lado, a demonstracdo de um teorema ndo explicita,
necessariamente, como o problema em questéo foi resolvido. Por isso, se torna
muito importante observarmos, historicamente, como os conceitos do Célculo
foram evoluindo, a fim de compreendermos melhor quais foram as dificuldades
encontradas durante o processo de construcdo dos seus conceitos. Percebemos,
contudo, que na maioria dos cursos de Calculo, a prioridade € de justificar os

resultados logicamente, sem que haja uma preocupacdo maior com a esséncia



1C

dos resultados demonstrados. Assim, vemos uma caracteristica bastante comum
nos cursos de Calculo: prevaléncia do significado logico sobre o sentido d oS
resultados do Calculo.

Apesar de considerarmos importante que o aluno entenda um resultado
dentro da estrutura axiomatica na qual a Matematica é formalizada, pensamos que
o entendimento do sentido, da esséncia desses resultados €, pelo menos, tao
importante quanto. Nosso pensamento € de que o significado l6gico ndo deve
prevalecer sobre o sentido dos resultados.

A construcdo dos significados por parte do aluno, entendida como um
objetivo primordial do ensino de Matematica e, em particular, do ensino de Célculo
€, sem duvida, uma das premissas desse trabalho.

Acreditamos que a demonstracdo ndo € a Unica forma de mostrar o sentido
do resultado. Faz-se necesséria a busca de alternativas, além da demonstracao,
para que o aluno compreenda de fato a esséncia do resultado matematico. Mais
ainda, esperamos que o docente compreenda com clareza o papel das idéias
basicas, ndo apenas dos procedimentos do Calculo Diferencial na formacao
matematica dos seus alunos.

Por outro lado, de forma geral, as demonstracdes ndo sao feitas pelo aluno
e sim pelos professores, que em suas aulas expositivas desenvolvem a teoria
formal e demonstram alguns dos resultados. A tarefa devida ao aluno é a de
resolver extensas listas de exercicios envolvendo, na maioria delas, apenas
atitudes procedimentais, como célculos de limites, derivadas e integrais
envolvendo todas as técnicas de derivacdo e integracdo, exigindo do aluno

somente a habilidade de trabalhar com calculos algébricos utilizando, por
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exemplo, fatoracdo de polinbmios e relagcdes trigonométricas. Todavia,

concordamos plenamente com Rezende (2003) quando afirma que:

O campo semantico das noc¢des basicas do Calculo tem muito mais a ver
com as nocles de “infinito”, de “infinitésimos” de *“varidveis”, do que com

“fatoracdo de polindmios”, “relagcfes trigonométricas”, “calculos algébricos”.

Dessa forma, fica clara outra caracteristica comum nos cursos de Calculo: a
prevaléncia da técnica sobre o significado . Nessa perspectiva, algumas
guestbes se tornam latentes: serd que os estudantes de Calculo conhecem o
sentido matematico do limite ou apenas sabem calcula-los, utilizando técnicas
elaboradas de fatoracéo de polindmios e identidades trigonométricas? Os alunos
de Calculo conhecem o significado da derivada ou sabem apenas aplicar as
técnicas de derivagdo?

Conforme j& foi dito, a maioria dos nossos cursos se baseia nha seqiéncia
“Limite, Continuidade, Derivacédo e Integracdo”. Se, com relacdo ao conceito de
limite de uma funcdo, o que é exigido dos alunos, em geral, sdo calculos de
limites, muitas vezes bastante trabalhosos, nas quais o aluno deve ter uma grande
habilidade algébrica para operar com fatoracdo de polinémios e identidades
trigonométricas, entdo, definitivamente, ndo nos parece que o aluno compreenda
de fato a esséncia do sentido de limite. Da mesma forma, se em relacdo a
derivada, o que é pedido, prioritariamente, sdo calculos de derivadas de diversas

funcdes explorando as diversas técnicas de diferenciacdo, entdo dificimente o
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estudante entendera as idéias fundamentais relacionadas ao conceito de
derivacéo.

Outra grande dificuldade se torna evidente quando se comeca a trabalhar
com as aplicacGes da derivada, ou seja, no momento em que se torna necessario
identificar uma funcdo que modela um determinado problema ou ainda verificar
com que rapidez uma fungdo cresce ou decresce com relacdo a uma variavel,
aparecem as maiores dificuldades dos alunos.

Desta maneira, surge, naturalmente, a reflexdo a respeito do que deve ser
imprescindivel, com relagcdo ao conhecimento dos alunos, para terem condicdes
de obter sucesso nas disciplinas de Célculo.

Por outro lado, com base nas pesquisas feitas por Cabral (2002) e Reis
(2001), nos parece unanime que, entre os professores de Calculo, a grande
culpada pelos altissimos indices de reprovagdo nesta disciplina é a falta de base
dos alunos vindos do Ensino Médio. De fato, concordamos que a formacao
matematica dos alunos da escola basica € muito deficiente, conforme mostram
avaliagcbes como SAEB, ENEM, PROVA BRASIL entre outras.

Portanto, como os alunos conseguirdo visualizar uma funcdo que modela
um determinado fendbmeno se o0 que eles estudaram a respeito das funcoes,
durante os trés anos do Ensino Médio, resume-se a propriedades algébricas da
funcdo como, por exemplo, o calculo de raizes de equacdes e os zeros da funcéo?
Como entenderdo como se d& a variacdo de uma funcdo se o que foi estudado
restringe-se apenas ao fato de a fungéo crescer ou decrescer? Pensamos que é
indispensavel ndo somente estudar se a fungéo cresce ou decresce, mas de que

forma ela cresce ou decresce.
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Todavia, se a técnica tem prevalecido com relacdo ao significado, conforme
pensamos, entdo a “base” esperada trata puramente dos procedimentos
algébricos. Dessa forma, se o aluno tem habilidade algébrica, entdo, com um
pouco de treinamento, ele consegue facilmente calcular os limites e as derivadas
pedidas. Entretanto, acreditamos que apenas as habilidades algébricas estéo
longe de constituirem a “base” tdo falada. Trataremos nesta dissertacdo, em
momento oportuno, de uma proposta de insercao de algumas idéias basicas do

Céalculo no Ensino Médio.

1.3 O Encaminhamento desta Pesquisa

Colocado o problema, podemos salientar que um dos objetivos desta
dissertacdo é refletir, criticamente, sobre ele, e, a partir dessa reflexdo, propor
estratégias alternativas, visando, em ultima andlise, a melhoria do aproveitamento
nas primeiras disciplinas de calculo.

As pesquisas relacionadas ao ensino de Calculo seguem diversas
vertentes. Algumas se voltam prioritariamente para o uso da tecnologia no ensino,
outras priorizam a abordagem pedagdgica.

Embora reconhecamos que estes aspectos, ndo-excludentes, sejam de vital
importancia em qualquer pesquisa que seja realizada a respeito do assunto,
ressaltamos uma de nossas principais hipéteses nesta dissertacdo. A nosso ver,
as dificuldades de aprendizagem no ensino de Calculo sdo essencialmente de

natureza epistemoldgica.
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Partindo-se desta hip6tese e dos questionamentos relacionados ao
problema em questao, utilizaremos como referencial teérico, 0 mapeamento das
dificuldades de aprendizagem de natureza epistemologica do ensino de Calculo,
feito por Rezende (2003) em sua tese de doutorado, além da teoria das Imagens
de conceito formulada inicialmente por Tall e Vinner (1981).

No Capitulo 3, faremos uma andlise de como podemos trabalhar as idéias
do Célculo no Ensino Médio, além de observarmos historicamente, como
sucederam as diversas tentativas de insercao de conteudos do Calculo no Ensino
Médio.

Baseando-se em todas essas consideracdes, elaboraremos uma proposta
com o objetivo de sugerir uma sequéncia didatica, a qual foi implantada com
alunos do 1°e 2°anos do Ensino Médio do Instituto Nossa Senhora da Gloria
(INSG) em Macaé/RJ. Tal sequiéncia permite que o aluno do Ensino Médio tenha
contato com algumas das principais idéias do Calculo.

A metodologia da nossa pesquisa estd fundamentada na Engenharia
Didética desenvolvida pela Escola Francesa de Didatica da Matemética.

No Capitulo 5, faremos a andlise a posteriori das respostas dadas as
guestdes da sequéncia didatica e validaremos, ou nao, as hipoteses levantadas no
Capitulo 4, com base no confronto entre a analise a priori € a analise a posteriori.

Ja& no Capitulo 6 foram apresentadas as conclusdes, além de sugestbes de

novos trabalhos que podem aprofundar a presente pesquisa.
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Capitulo 2. Referencial Teorico

“Ndo h& ensino sem pesquisa e pesquisa sem
ensino”
Paulo Freire

Apresentaremos, neste capitulo, o referencial teérico que da embasamento

as questdes levantadas e discutidas em nosso projeto de pesquisa.

2.1 Dificuldades de natureza epistemologica

Conforme ja explicitado, parte de nosso referencial tedrico sera baseado em

uma analise de natureza epistemoldgica.

2.1.1 Obstaculos Epistemolégicos
A nocédo de obstaculo epistemoldgico foi criada por Gaston Bachelard em
1938, sendo definido da seguinte forma:

Quando se procuram as condi¢des psicolégicas do progresso da ciéncia, logo se
chega a convicgcdo de que é em termos de obstaculos que o problema do conhecimento
cientifico deve ser colocado. E ndo se trata de considerar obstaculos externos, como a
complexidade e a fugacidade dos fenémenos, nem de incriminar a fragilidade dos
sentidos e do espirito humano: é no amago do préprio ato de conhecer que aparecem, por
uma espécie de imperativo funcional, lentidées e conflitos. E ai que mostraremos causas
de estagnacao e até de regressao, detectaremos causas de inércia as quais daremos o
nome de obstéculos epistemoldgicos. (Bachelard, 1996, p.17)

Porém, Bachelard conceituou essa nocdo se referindo a filosofia do
desenvolvimento cientifico e deixou claro que essa nocado ndo era aplicada a

Matematica.

A nosso ver, essa divisdo é possivel porque o crescimento do espirito matematico
€ bem diferente do crescimento do espirito cientifico em seu esfor¢o para compreender os
fenbmenos fisicos. Com efeito, a histéria da matemética é maravilhosamente regular.
Conhece periodos de pausa. Mas ndo conhece periodos de erro. Logo, nenhuma dessas
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teses que sustentamos neste livro se refere ao conhecimento matemético. Tratam apenas
do conhecimento do mundo objetivo. (Bachelard, 1996, p.28)

Segundo Giraldo (2004), a extensdo dessa nocao a educacdo matematica
foi proposta por Brousseau (1983) e, desde entdo, a literatura de educacéo
matematica tem demonstrado que a nog¢do formulada por Bachelard pode ser
aplicada com sucesso para elucidar fendmenos importantes relacionados ao
ensino da Matematica.

Refletindo sobre a nocdo de obstaculos epistemologicos proposta por

Bachelard concordamos com Giraldo quando afirma que:

...obstaculos epistemolégicos ndo estdo associados a quaisquer fatores externos, mas a
prépria natureza do conhecimento cientifico — séo inerentes ao proprio ato de saber,
constituintes essenciais e inevitaveis do proprio conhecimento a ser construido ou
adquirido. Desta forma, obstaculos epistemolégicos se caracterizam por estarem
presentes tanto na evolucdo histérica do pensamento cientifico quanto em sua pratica
educacional. (Giraldo,2004)
Salientamos, novamente, nosso pensamento, de que grande parte das
dificuldades de aprendizagem no ensino de Célculo € essencialmente de natureza
epistemoldgica , que €, sem ddvida, uma premissa importantissima deste
trabalho. Os resultados obtidos em Rezende (2003) ratificam nosso pensamento.
Nessa tese, como resultado de um mapeamento feito das dificuldades de
aprendizagem de natureza epistemolégica do ensino de Célculo, a partir do
entrelacamento dos fatos historicos e pedagdgicos, foram elaborados o que o

referido autor definiu como macro-espacos de natureza epistemoldgica. Esses

macro-espacos foram identificados de acordo com cinco dualidades essenciais do
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Célculo e de seu ensino: discreto/continuo; variabilidade/permanéncia;
finito/infinito; local/global; sistematizacao/construcao.
Faremos entdo uma resenha critica desses macro-espacos elaborados por

Rezende (2003).

2.1.2 Macro-Espacos de dificuldades de natureza epi  stemoldgica do ensino

de Célculo

2.1.2.1 Macro-espaco da dualidade discreto/continuo

Essa dualidade se materializa originalmente nos paradoxos de Zenédo e no
problema da incomensurabilidade. ApOs séculos de esquecimento, alguns
filésofos da ldade Média relacionaram os problemas pertinentes a dualidade
discreto/continuo associando-os a outras questdes relacionadas ao problema da
variabilidade de grandezas fisicas. A partir desses estudos, surgem dois conceitos
importantes: as séries infinitas e a nocao de variavel.

Porém a resolucdo deste problema sé foi formalizada na construcdo dos
nameros reais por cortes de Dedekind.

No processo pedagdgico, essa dualidade € completamente ignorada desde
0s niveis mais elementares do ensino de Matemética. De acordo com Rezende
(2003), a associacao entre os estudos das dizimas periodicas e das progressées
geomeétricas poderia ser uma excelente aproximacao entre duas areas que estao
separadas no ensino da Matematica, embora estivessem separadas durante o

processo historico: a aritmética e a geometria.
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O grande prejuizo causado pela auséncia dessa dualidade no ensino da
Matematica esta relacionado com o conceito de nimero. Rezende (2003) observa
gue o conceito de niumero natural é construido a partir do problema histoérico da
contagem. Por outro lado, os numeros inteiros, racionais e irracionais estao
associados a “construcdo da reta numérica”. Dessa forma, a representacao

decimal dos nameros reais séao finitas ou “aproximadas”. Desse modo, 7 se torna

3,14 ou +/3se torna 1,73.

Rezende (2003) afirma que o cenario pedagdgico que se apresenta em
torno do numero irracional ndo € diferente daquele desenvolvido pelos
matematicos do Renascimento, visto que nesta época 0S numeros irracionais
eram caracterizados como numeros decimais sem fim cujos algarismos apos a
virgula nunca se reproduzem na mesma ordem, sendo, por esta razao, chamados
de ndmeros “nebulosos” ou “surdos”.

Rezende (1994) constata que alguns alunos caracterizam o conjunto dos
nameros irracionais como numeros que sao reais, mas que ndo sao racionais. Na
verdade, esse parece ser o raciocinio da maioria de nossos alunos e professores
no que diz respeito a conceituagdo de numero irracional. Temos, entdo, no
processo pedagdgico, uma defini¢cdo circular: os nimeros irracionais sao definidos
como sendo nimeros reais que nao sao racionais e, o conjunto dos nimeros reais
sdo definidos pela unido do conjunto dos nameros racionais e o conjunto dos

nameros irracionais. Em verdade, Rezende (2003) faz uma constatacado deveras

preocupante: o0 universo numeérico dos nossos estudantes se restri nge
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apenas aos numeros racionais acrescido de um conjun to enumeravel de
ndmeros irracionais notaveis.

Todavia, cabe ressaltar que a nocdo de continuidade como o ingrediente
fundamental na extensdo do conjunto dos numeros racionais para o dos numeros
reais € completamente ignorada.

Concordamos com Rezende (2003) quando sugere gue:

Nesse sentido, seriam interessantes que se realizassem algumas antecipacfes do
binbmio séries/limites no ensino basico para que houvesse uma problematizagdo inicial
das dificuldades de representacao e definicdo dos ndimeros irracionais. Nao se pretende
com isso antecipar a construcao formal dos nimeros reais para o ensino basico. O que se
quer é oferecer ao estudante um cenario real das dificuldades de representacdo deste
conceito, ao passo que, com essa apresentacdo, alguns elementos essenciais do
“pensamento diferencial”- como a noc¢ao intuitiva de limites e as séries — ja pudessem ser
iniciadas. Além disso, o aluno poderia vislumbrar, com essa antecipacdo, outros
processos de aproximacgdes possiveis para alguns numeros irracionais notaveis. Assim,
em vez de identificar 77 simplesmente com o valor racional 3,14, o aluno poderia
desenvolver outros procedimentos de aproximagdo, percebendo, através destes, as
dificuldades intrinsecas a problematica do nimero irracional.

Dessa forma, achamos pertinente o desenvolvimento de atividades no
Ensino Basico que possibilitem ao aluno ter contato com a nogéo de continuidade,
para que o estudante tenha condi¢cdes de entender o processo de extensdo do
conjunto dos numeros racionais para o0 conjunto dos numeros reais, além de

perceber a dificuldade da caracterizacdo dos numeros irracionais.

2.1.2.2 Macro-espaco da dualidade variabilidade/per manéncia

Os filosofos pré-socraticos ja inferiam a respeito do problema da

variabilidade. Seus estudos forneceram farto material para aqueles que viriam a

discutir este problema posteriormente. O estudo da variabilidade, porém, sé veio a
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ser desenvolvido no século XIV pelos escolasticos que desenvolveram a teoria
gue é considerada como a forma embrionaria do conceito de derivada: a teoria
das “latitudes das formas”.

Newton e Leibniz usando a cinematica desenvolvida por Galileu e Torricelli,
0 raciocinio algébrico de Viéte, os métodos analiticos de Fermat e a geometria
analitica de Descartes resolveram finalmente o problema da variabilidade
desenvolvendo, respectivamente, as suas no¢des de “Ultima razao” e “diferencial’”.

Segundo Roque (2006):

Matematicamente, o estatuto do novo calculo sé ira se esclarecer com a
introducdo do conceito de funcao.

Nesse sentido, podemos considerar que o conceito de funcdo foi um
ingrediente indispensavel para o estabelecimento do conceito de derivada.

Reiteramos que o conceito de fungéo “nasce” no contexto da variabilidade.
Nesse contexto uma funcdo € uma relagcdo funcional implicita entre as
guantidades variaveis, mas, com o avancar da historia, o conceito de funcao
“migrou” do ambito da relacdo entre quantidades variaveis para o ambito da Teoria
dos Conjuntos tal como temos nos dias de hoje. Uma funcdo (de uma variavel) é,
em nossa atual definicdo formal, um conjunto de pares ordenados que satisfazem
determinadas propriedades algébricas. Temos a mesma opinido de Rezende

(2003), quando afirma que:

Em verdade, a definicdo formal de funcéo é tdo abstrata quanto esteéril.
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Note que a definicdo formal de funcdo ndo carrega em si a idéia que
motivou sua criacao, a relacdo entre quantidades variaveis. Visto que funcao é
definida e trabalhada em termos de uma correspondéncia estatica entre os valores
das variaveis “x” e “y”. No Ensino Basico, o enfoque maior, para ndo dizer total, se
da em termos das propriedades algébricas da funcéo. Usa-se fungéo para resolver
inequagbes, discute-se a respeito dos zeros da funcdo, fala-se sobre
sobrejetividade e injetividade, fala-se até sobre crescimento e decrescimento de
uma funcdo, mas ndo se discute, qualitativamente, esse crescimento ou
decrescimento em relacdo a sua variavel independente e, na maioria desses
exemplos, a expressao analitica da funcéo € apresentada ao aluno, em vez de ser
construida por meio de uma situagao-problema.

No entanto, conforme apontam Cabral (1998) e Neto (1998), o que tem
prevalecido na formacdo dos estudantes € exatamente a expressdo analitica da
funcdo, ou seja, para alguns estudantes uma funcdo €, simplesmente, uma
expressdo algébrica, tal como cos x ou x?, por exemplo. Isso, a nosso ver, é
catastréfico. Como um conceito tdo importante, que tem uma malha de
significagcdes tao rica, pode ser caracterizado somente por meio de uma expressao
algébrica?

Como consequéncia desses fatos, a idéia de funcdo que é estabelecida
pelos alunos, ndo estd fundamentada no contexto da variabilidade, mas num
contexto estatico ou ainda num contexto algébrico. Essa interpretacdo €
destacada por Rezende como um dos maiores obstaculos epistemoldgicos:

... tal interpretacdo, além de nao ter participado historicamente da solugcdo do
problema da variabilidade dada pelo Calculo, constitui efetivamente um dos maiores
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obstaculos epistemoldgicos aquela nogcdo de interdependéncia entre quantidades
variaveis, tdo essencial para o desenvolvimento do Calculo. Rezende (2003)

Uma enorme evidéncia de que o conceito de funcdo ndo é adequadamente
trabalhado no Ensino Bésico sdo as dificuldades dos estudantes quando se
deparam com o0s problemas relacionados a aplicacbes da derivada. Como ja
dissemos, como os estudantes poderdo obter a funcdo que modela uma situacao,
se em todos os momentos esta fungdo sempre |hes foi apresentada como um
dado “a priori” ? Como construir conceitos sobre variagdo de uma fungédo se
fungBes sempre sao trabalhadas de forma estatica via expressao algébrica?

No entanto, acreditamos que o conceito de funcdo pode e deve ser
trabalhado dentro do contexto da variabilidade, a fim de que possamos evitar este
grave desvio epistemologico. Construir uma proposta neste sentido € sem davida

um dos principais objetivos deste trabalho.

2.1.2.3 Macro-espacgo da dualidade finito/infinito

Podemos dizer que a histéria do infinito tem inicio com os paradoxos de
Zendo e também com a descoberta das grandezas incomensuraveis. Esses dois
fatos abalaram os alicerces de grande parte da Matematica grega produzida até
entdo e, obrigaram os estudiosos a produzir Matematica de outra maneira.
Grandes matematicos que surgiram posteriormente usaram o infinito como um
ingrediente indispensavel a conclusdo de seus resultados. Eudoxo e Arquimedes
deram continuidade a idéia de infinito elaborada por Zen&o. No livro V de Os

Elementos de Euclides é descrita uma grande realizacdo de Eudoxo: o0 método da
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exaustao, que foi criado com o objetivo de se calcular areas e volumes. Eudoxo
pressupos a existéncia de quantidades “tdo pequenas quanto desejarmos”.

Segundo Amadei (2005), esta foi a idéia que introduziu o conceito de infinito
potencial que inspirou mateméaticos do século XIX a introduzir o conceito de limite
como fundamento para o Calculo.

Arquimedes expandiu as idéias de Eudoxo e as utilizou em muitos de seus
resultados, como, por exemplo, no calculo do volume de uma esfera e de um
cone.

Entretanto, apds estes trabalhos, extremamente avancados para a sua
época, muitos séculos se passaram e pouco se avangou a respeito do conceito de
infinito. Segundo Rezende (2003):

... , ainsercédo definitiva do infinito no contexto matematico se dé na idade
média, hovamente com 0s escolasticos.

Procedimentos infinitesimais comecaram a ser usados com bastante
intensidade e jA eram considerados usuais. Esses procedimentos participaram
fortemente tanto do Calculo de Newton quanto do Calculo de Leibniz.

No entanto, € apenas no século passado que a noc¢do de infinito é
definitivamente formalizada, principalmente por meio dos trabalhos de Dedekind e
Georg Cantor.

Certamente o conceito de infinito é altamente complexo e durante milénios
foi sempre um desafio a ser superado por diversos matematicos. Entretanto,
Rezende (2003) observa que:

... diante dessa complexidade €&, no minimo curioso que nossos estudantes ndo

tenham sequer consciéncia das dificuldades inerentes a no¢éo de infinito, mesmo
tendo eles ja realizado um curso de Calculo ou mesmo de Analise.
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E a seguir Rezende (2003), conclui:

Isto nos leva a concluir que cursar ou ndo cursar as referidas disciplinas, tal
como se encontram organizadas nos dias de hoje, nédo faz diferenca alguma para
a instrucao do aluno nesse assunto.

De fato, é surpreendente que um conceito tdo importante na construcao das
idéias matematicas e, a0 mesmo tempo, tdo complexo, ndo seja sequer
considerado pelos estudantes. Acreditamos que este fato € um forte indicio de que
a complexidade do infinito sequer seja citada entre os estudantes do Ensino
Médio, talvez porque o professor desconheca esta complexidade ou, ainda, por
“varrer as dificuldades e coloca-las debaixo do tapete”. O que é mais grave € o
circulo vicioso formado. Muitos licenciandos saem dos cursos de Calculo e de
Andlise com atitudes extremamente ingénuas em relacdo ao infinito e séo
exatamente estes licenciandos que irdo formar outros estudantes mais tarde,
possivelmente sem despertar a consciéncia destes em relacdo a complexidade do
infinito.

Rezende (1994) em sua dissertacdo de mestrado relatou algumas atitudes
de estudantes do Ensino Superior com relagéo ao infinito, vejamos:

Com relacdo a série de Girandi: 1-1+1-1+1-1+1-1+..., os estudantes

majoritariamente afirmaram que tal soma é nula, visto que:

1-1+1-1+1-1+1-1+..=(1-D)+(@1-1) + (1-1) +..=0+0+0+0...=0
Alguns outros estudantes afirmaram que tal soma seria 1, ja que:

1-1+1-1+1-1+1-1+...=1+(-1+D) +(-1+D) +(-1+D...=1+0+0+0...=1
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Assim, podemos perceber que os estudantes em questéo, fizeram uso da
propriedade associativa, sequer questionando se esta propriedade é valida para
somas infinitas ou se a série convergia.

Esses estudantes, segundo o relato de Rezende, ficaram completamente
impotentes e passivos quando |Ihes foi mostrado que esta série pode “convergir”
para qualquer nimero inteiro, se fosse utilizado o seguinte raciocinio:
1-1+1-1+1-1+1-1+...=1+1+(-1+D) + (-1+D) +(-1+D) +...=2+0+0+0+0...=2
Ou ainda:
1-1+1-1+1-1+1-1+...=1+1+1+(-1+D) +(-1+) +(-1+1) +...=3+0+0+0+0...=3

J4 com relacdo as indeterminacdes matematicas, Rezende relata os
seguintes procedimentos bastante comuns por parte dos estudantes em relacao
ao célculo de limites:

> ”m[“%j =1 =1

X — 00

> |im(\/x2+x—x):oo—oo:O

X — 00

> |lim xsen(%):oo.ozo

X 00
Fica clara a ingenuidade dos estudantes com relagao a infinito. Muitos deles
criam uma “algebra do infinito”, deixando evidente que ndo tém clareza a respeito
desta nocao tao importante.
Dessa forma, percebemos que o infinito € um elemento estranho ao aluno

do Ensino Superior, mesmo apoés ter concluido o curso de Andlise. Observemos
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gue se o infinito é estranho ao aluno do Ensino Superior, com maior razao, o sera,
para o aluno de Calculo.

Sendo assim, concordamos com Rezende:

Isto posto, fica evidente que a idéia de infinito ndo participa nem contribui
de forma significativa na construcdo das redes de significacdes estabelecidas num
curso inicial de Calculo. Rezende (2003)

Todavia, acreditamos que novas atividades direcionadas ao aluno do

Ensino Médio devem ser pensadas e construidas, para que este tenha contato

com a idéia de infinito.

2.1.2.4 Macro-espaco da dualidade local/global

Essa dualidade € a mais recente em relacdo as que ja foram apresentadas.
Segundo Petitot (1985, p.11) esta dualidade pode ser datada de meados do
século XIX.

A oposicéo local/global pode ser caracterizada, inicialmente, como um
produto de nossa percepcdo do espaco, porém ndo se esgotando nela. Néri
(2006) descreve muito oportunamente um exemplo dessa oposicao:

Consideremos a Terra. Durante muitos milhares de anos, pensou-se que a
superficie terrestre era plana. A razdo € que o planeta era visto de muito perto. S6 quando
nos afastamos dele, vemos que na realidade a sua superficie € mais parecida com uma
esfera do que com um plano. Diz-se que Aristoteles reparou isto vendo a sombra da Terra
sobre a Lua durante um eclipse. De certa forma, Aristteles precisou recorrer a imagem
da Terra vista da Lua para poder perceber que a Terra nédo era plana. Ora, se a Terra
parece (ou parecia) plana significa que existe um plano que se parece muito com a Terra,
certo? Na verdade, sabemos que ndo é um plano, mas sim varios planos. Para um
habitante de Téquio, 0 plano que se parece com a Terra ndo € o0 mesmo que para nos.
Isto nos indica que esta nogcao de aproximacao € local, isto €, dependendo do ponto onde
nos colocamos percebemos de modo diferente o objeto simples (reta, plano, etc) que
mais parece com o objeto original (curva, esfera, etc). Néri (2006,p.91)
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Rezende (2003) ressalta que a simulagéo euclidiana do espacgo, aprendida
pela percepcdo humana, é tdo somente uma aproximagdo local do que
efetivamente é, visto que podemos aproximar localmente uma superficie esférica
pelo seu plano tangente.

Alguns autores, percebendo a oposicao local/global, tém utilizado esta
dualidade para formularem novos conceitos a serem aplicados no ensino da
Matematica. Baseado no fato de que a percep¢cdo humana de um objeto curvo €
reto quando olhado muito de perto, Tall (1989) formulou a nocéo de retiddo local®.
Giraldo explica como a nocéo de derivada pode ser introduzida através da nocao
de retiddo local :

Numa abordagem baseada na nog&o de retiddo local, a derivada é introduzida a
partir do processo computacional de magnificacdo local, em que uma porcdo de uma
curva é altamente ampliada numa tela de computador. A derivada de uma funcéo é
apresentada como a inclinagdo da reta com a qual seu grafico se confunde quando
submetido a um processo de magnificacdo local. Assim, a derivada pode ser aprendida a
partir da variagdo do préprio gréafico. Giraldo (2004)

Rezende (2003) chama atencao para o fato de que alguns conceitos do
Célculo sao definidos localmente; continuidade num ponto, diferenciabilidade num
ponto, para que entdo sejam estendidos de forma “natural’” para o seu estado
global, a fungdo é continua se ela o for em cada ponto de seu dominio. Sem
davida, esse fato exige do aluno uma habilidade de ir e vir entre essas duas

extremidades, local e global. Habilidade essa que deveria ser trabalhada, a nosso

ver, desde o Ensino Médio, trabalhando alguns temas sob a luz desta dualidade.

% Local straightness, no original em inglés.
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2.1.2.5 Macro-espacgo da dualidade sistematizacdo/co  nstrugao

De forma geral, a relacdo entre “sistematizacdo” e “construcdo” nao
constitui necessariamente uma dualidade. Restringindo-nos, porém, ao caso do
ensino de Calculo, “sistematizacdo” ndo é oposicao de “construcdo”, ao contrario,
€ parte integrante do processo de construcdo do conhecimento em geral. Sendo
assim, essa dualidade se constitui dentro da escala pedagdgica.

Rezende (2003) faz ponderacdes a respeito de algumas préaticas “normais”
em um curso inicial de Calculo, sob a luz da dualidade sistematizacao/construcao.

Geralmente, os conceitos do Calculo sdo apresentados segundo a sua
definicdo formal e alguns resultados sdo demonstrados. Apds as apresentacdes e
demonstragdes, os alunos séo levados ao treinamento através dos exercicios de
fixacdo. Dentro desse contexto, a significagdo dos conceitos é realizada dentro da
l6gica formal das defini¢cBes e da estrutura axiomatica.

Rezende ratifica este pensamento e enxerga um grande obstaculo de
natureza epistemoldgica:

Primeiro define-se o conceito, depois, apresentam-se 0s exemplos, como se estes
nada tivessem a ver com a origem histérica do conceito definido. Assim, com essa
sistematizacdo exacerbada, surge um dos grandes obstaculos de natureza
epistemoldgica do ensino normal de Célculo: a “desmaterializacdo " dos seus resultados
e conceitos basicos. Rezende (2003)

De fato, achamos muito mais oportuno que o aluno entenda o sentido dos
resultados do Calculo e ndo apenas saiba suas demonstraces. Desta forma,
podemos perceber claramente que a rede de significacdes dos alunos esta

relacionada ao conceito ja sistematizado dentro da estrutura axiomatica. Rezende
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sugere que se inverta a polaridade da dualidade sistematizacdo/construcéo a fim

de que os estudantes passem a ter um bom nivel de significacéo dos conceitos.

Assim, para recuperar o “real” nivel de significacdo dos conceitos e resultados do
Célculo é preciso que se inverta a polaridade da dualidade sistematizacado/construcao;
isto é, ao invés de se construir as significacdes no nivel do conhecimento ja
sistematizado, deveriamos € construir os campos de significacdes dos resultados e idéias
basicas do Célculo para, hum momento posterior, buscar a sistematizacdo desses
elementos.

Rezende (2003)

Isto posto, trabalharemos nesta dissertacdo no sentido de contribuir com

uma proposta que contemple da melhor forma possivel os aspectos supracitados.

2.2 Imagens de Conceito e Ambientes Corporificados

2.2.1 Imagens de Conceito, Definicdes de Conceito e  Fatores de Conflito

A teoria de imagens de conceito, hoje, bastante difundida, surgiu a partir do
artigo escrito por David Tall e Sholomo Vinner (Tall e Vinner, 1981).

Nesse célebre artigo, Tall e Vinner lembram-nos, de que muitos conceitos,
0S quais usamos, ndo estdo formalmente definidos, mas aprendemos a
reconhecé-los pela experiéncia e uso nos contextos apropriados. Mais tarde,
porém, esses conceitos podem ser refinados em seus significados e interpretados
cada vez com mais sutileza, dando-se ou n&o ao luxo de uma definicéo precisa.

A partir dessas reflexbes e, considerando que durante o processo mental
de retomada e manipulacdo de um conceito, muitos processos serao trazidos a

cena, afetando consciente ou inconsciente o seu significado e uso, a imagem de
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conceito de um individuo relacionado a um determinado conceito foi definido

como:.

... a estrutura cognitiva total associada ao conceito, que inclui todas as figuras mentais,
processos e propriedades associados. Ela é construida ao longo dos anos, através de
experiéncias de todos os tipos, mudando enquanto o individuo encontra novos estimulos
e amadurece. (Tall e Vinner 1981, apud Giraldo 2004)

E ainda, imagem de conceito evocada é definida como:

...a por¢ao da imagem conceitual que é ativada em um dado momento.
Tall e Vinner (1981)

Segundo Giraldo (2004), este artigo:

. sugere que o ensino de matematica deve visar a compreensdo pelo estudante ndo
apenas na constru¢do formal dos conceitos, mas o enriquecimento, como um todo, da
estrutura cognitiva individual associada a estes. Com este propésito, uma gama ampla de
representacdes e idéias relacionadas de todo tipo deve figurar na abordagem pedagogica
de um dado conceito.

A respeito da imagem de conceito, Giraldo (2004) esclarece que:

A imagem de conceito compde-se de atributos de diferentes naturezas e graus de
generalidade, e que podem ser representacfes visuais, bem como cole¢bes de
impressdes ou experiéncias. A imagem de conceito de funcéo real de um individuo, por
exemplo, pode incluir elementos, tais como formas de apresentacdo (graficos, formulas,
tabelas, diagramas); elementos da definicdo (como dominio, contradominio) propriedades
especificas (como bijetividade, linearidade, monotonicidade); exemplos particulares (como
operacdes, inversao); e assim por diante.

Dessa forma, acreditamos, em consonancia com esta teoria, que a
abordagem matematica para um determinado conteldo deve objetivar o
enriguecimento da imagem de conceito desenvolvida pelos estudantes,

considerando que esta ndo é uma estrutura estatica, mas que esta sempre sujeita

a transformacdes, podendo ter atributos acrescentados, excluidos ou modificados.
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Alguns alunos sdo capazes de especificar um determinado conteudo
matematico através de palavras. Assim, uma definicdo de conceito € o arranjo de
palavras usado para especificar o0 conteddo em questdo, ou ainda, o arranjo de
palavras que o aluno usa para explicacdo propria de sua imagem conceitual
evocada. Essa definicdo pode ser decorada pelo individuo ou significativamente
aprendida e relacionada ao conceito em maior ou menor grau, sendo que uma
definicAo de conceito pode diferir ou ndo da definicdo formal deste conceito,
usualmente aceita pela comunidade matematica. (Tall e Vinner, 1981)

Inicialmente, a definicdo de conceito é tratada como parte da imagem de
conceito. Em trabalhos posteriores, entretanto, Vinner considera a imagem de
conceito como uma estrutura excludente a definicdo de conceito. Todavia, ambos
0s autores, concordam que esta diferenca € de natureza puramente formal, ndo
acarretando em quaisquer diferencas relevantes para a teoria em si. Por outro
lado, € ressaltado que tanto uma definicho de conceito que corresponda a
definicdo formal sem uma imagem de conceito rica quanto uma imagem de
conceito rica sem uma definicdo de conceito adequada podem ter consequéncias
catastroficas. (Giraldo, 2004)

Muitos conteidos em Matematica sao abordados inicialmente por meio de
definicbes, tanto em livros quanto em aulas nos Ensinos Médio e Superior. Ao
observarmos a estrutura formal da Matematica, como concebida pelos
matematicos, podemos entender porque esse fato acontece, visto que, por esse
viés, a Matemética é uma teoria dedutiva e como tal, comeca com definicdes
primitivas e axiomas, sendo que todos os outros resultados devem ser deduzidos

a partir destas definicbes e axiomas. Desta maneira, Tall e Vinner (1981) lembram
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gue o cérebro humano ndo é uma entidade puramente légica e, como seu
funcionamento se da de maneira bastante complexa, ele esta, muitas vezes, em
descompasso com a logica da Matematica, fazendo-se necesséario entao
estabelecer uma distincdo entre os conceitos mateméaticos como os definimos
formalmente e os processos cognitivos pelos quais sdo concebidos.

Vinner (1991) salienta que com esta abordagem é esperado pelos
professores, que a definicdo de conceito dos estudantes seja consistente com a
definicAo formal do conceito e a imagem de conceito seja completamente
concebida e controlada pela definicdo de conceito. Conforme ilustrado na figura

abaixo:

Definicdo de Conceito — Imagem de Conceito

Figura 3

Porém, “é dificil treinar um sistema cognitivo para agir contra a natureza e
forgca-lo a consultar definicdes, seja em um processo de formag&do de uma imagem
conceitual ou de execucdo de uma tarefa cognitiva” * (VINNER, 1991), traducao
nossa.

Na execucdo de uma tarefa cognitiva, 0 sistema cognitivo desejavel de

acordo com Vinner (1991) esta representado na Figura 4:

“Itis hard to train a cognitive system to act agsits nature and force it to consult definiti@ither when
forming a concept image or when working on a caogaitask
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Figura 4

Tall e Vinner (1981) chamam-nos a atencao para o fato de que as imagens
de conceito de limite e continuidade provavelmente contém fatores que conflitam
com a definicdo conceitual formal, sendo que alguns desses fatores podem néo
ser conscientemente percebidos pelo individuo, mas podem causar confusdo
guando confrontados com a teoria formal. Dessa forma, uma parte da imagem de
conceito ou da definicdo de conceito que pode conflitar com outra parte da
imagem de conceito ou da definicdo de conceito é definida como fator de conflito
potencial. Por outro lado, um fator de conflito cognitivo acontece quando fatores
conflitantes da imagem de conceito ou da definicAo de conceito sédo evocadas
simultaneamente.

Vinner (1991) recomenda que esses conflitos devem ser evitados e so

estimulados quando existir a necessidade de conduzir os estudantes a alcancar
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um nivel de compreensao mais significativo. Alguns autores como Giraldo (2004),
utilizam esses fatores de conflito de forma a fazer com que a atualizagdo desses
fatores tenham um papel pedagdgico importante no processo de aquisicdo de um
conceito matematico.

Giraldo (2002) define conflito tedrico-computacional como a situagdo na
qual uma representacdo computacional € aparentemente contraditéria com a
formulagdo tedrica associada. Esse autor defende que se os conflitos teorico-
computacionais sdo enfatizados, em lugar de evitados, o papel pedagdgico das
caracteristicas inerentes a cada forma de representacdo podem sofrer uma
reversdo positiva: elas podem contribuir ndo para o estreitamento, mas para o

enriguecimento das imagens de conceito.

2.2.2 Raiz Cognitiva

Tall e Barnard (1997) definem unidade cognitiva como a parte da estrutura
cognitiva que pode ser mantida no foco da atencdo durante um determinado
periodo de tempo. Sendo assim, essa unidade cognitiva pode ser um simbolo, um
fato especifico como “4 + 5 = 97, um fato geral como “a soma dos angulos internos
de um triangulo é 180, uma relacdo, um passo de uma argumentagdo, um
teorema etc.

Todavia, em alguns casos, 0 conceito matematico é abordado inicialmente
com o aluno de forma insatisfatéria. Varios autores, por exemplo, como Rezende
(2003), Vinner (1991) e Sierpinska (1988), ressaltam que introduzir o conceito de
funcdo através da sua definicdo formal € completamente inadequado, uma vez

gue todos os exemplos de funcao trabalhados com os alunos carregam fortemente
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a idéia de relacdo entre quantidades variaveis, de maneira que a definicdo formal
se torna infrutifera. Nesse contexto, Tall coloca a questdo de como introduzir e
motivar novos conceitos matematicos sem pecar pela simplificacdo excessiva nem
pelo formalismo excessivo. Como uma primeira tentativa para resolver esta
questdo, Tall (1989) define raiz cognitiva como:

... um conceito-ancora que o estudante acha facil de compreender, e que, ainda
sim, forma uma base a partir da qual a teoria pode ser construida.

Em um outro trabalho Tall (2000) este conceito é redefinido através das

unidades cognitivas da seguinte forma:

... uma unidade cognitiva que tem significado para o estudante no estagio em questéo, e
ainda assim contém as sementes de expansdes cognitivas para definicbes formais e
desenvolvimento teérico posterior (Tall 2000, apud Giraldo 2004)

Fica claro, ap0s essa nova definicdo, que a raiz cognitiva passa a ser
considerada como uma unidade cognitiva especial, ou seja, deve ser um atributo
de sua imagem de conceito, uma idéia familiar ao estudante.

Giraldo (2004) ressalta duas caracteristicas especiais que uma raiz
cognitiva deve atender:

i) fazer sentido (a0 menos potencialmente) para o estudante no estagio em
guestao;

i) permitir expansGes cognitivas para desenvolvimentos teoricos

posteriores.
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Com relagdo ao conceito de derivada, a raiz cognitiva proposta por Tall
(1989) é a nocédo de retiddo local, que se baseia no fato de que a percepgéo
humana um objeto curvo parece reto quando olhada de muito perto.

Acreditamos fortemente que essa raiz cognitiva pode fazer parte da imagem

de conceito dos estudantes desde o Ensino Médio.

2.2.3 Ambientes Corporificados

Nas ultimas duas décadas tem sido desenvolvida a teoria de cognicéo
corporificada® no ambito da ciéncia cognitiva. No contexto do ensino de
Matemaética, as principais contribuicdes tém sido feitas por meio dos trabalhos de
Lakoff (Lakoff e Johnson, 1999, Lakoff e Nunez, 2000, Nunez et al 1999). Nesse
sentido, segundo a teoria da cogni¢do corporificada, a aprendizagem e a prética
da Matematica ndo sao apenas atividades intelectuais, mas devem levar em
consideracdo as experiéncias corporeas e sensoriais dos seres humanos, além
dos fatores socioculturais e o contexto onde a prética é desenvolvida.

Tall (2003) usa o termo *“corporificado” em um sentido mais restrito,
referindo-se ao pensamento construido fundamentalmente por meio da percepgéo
sensorial em oposicao a operacao simbdlica e a deducédo logica. Nesse mesmo
trabalho, Tall sugere uma abordagem corporificada para o ensino de Calculo tendo
como idéia central a interacdo com a imagem fisica do grafico de uma funcao.

Para ilustrar um dos exemplos dessa abordagem, € enfatizado que as

funcdes (trabalhadas usualmente com os alunos) envolvem variaveis numéricas e

® embodied cognition
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as declividades® dessas funcées também sdo funcbes com varidveis numéricas.

Pode se entdo levar o aluno a perceber que os aspectos graficos de f(x)=2"e

f (X) =3"sdo semelhantes aos gréaficos das fun¢des obtidas quando as variaveis
sdo as declividades dessas fun¢des. Desta forma, procura-se o nimero k tal que
o grafico de f(x) =k* é o mesmo grafico da funcéo declividade.

Concordamos com Paixao (2008), quando acrescenta:

... uma abordagem corporificada com uso da tecnologia é, em geral, uma
abordagem visual/grafica que leva o aluno, de algum modo, a construir uma
intuicdo a cerca de um determinado tépico.

Um organizador genérico € definido por Tall (1989) como um ambiente (ou
micromundo) que possibilita ao aluno manipular exemplos e contra exemplos (se
possivel) de um determinado conceito matematico ou de conceitos matematicos
relacionados.

Segundo Tall (2003) os conceitos de organizador genérico e raiz cognitiva
sdo muito importantes em abordagens corporificadas no ensino de Matematica.
Um organizador genérico pode ser formado por materiais concretos ou ainda por
softwares computacionais. Sendo assim, a abordagem inicial de um contetdo
matematico deve levar em consideracdo uma idéia que seja familiar ao estudante
e que dé possibilidades para que ele evolua para conceitos mais complexos, ou
seja, € desejavel que a abordagem inicial em um organizador genérico deve ser

uma raiz cognitiva.

® Neste sentido, a declividade de um ponto do gréfia declividade da reta tangente ao grafico mest.
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Dessa forma, Tall (2003) propfe que a tecnologia seja utilizada como
suporte para uma abordagem corporificada, através do que Paixao (2008)
denomina “Ambiente Corporificado”.

Nesse sentido, um Ambiente Corporificado € um organizador genérico onde
uma abordagem corporificada seja implementada tendo como ferramenta o uso do
computador.

Cabe ressaltar que nédo utilizamos o termo “Corporificado” no sentido
inicialmente proposto pela teoria da cognicdo corporificada, pois néo
compartilhamos a opinido de que “tudo é corporificado” conforme acreditam seus
autores. Contudo, acreditamos que ao estar em um ambiente corporificado,
manipulando exemplos e contra exemplos, o aluno tera condi¢cbes de construir
uma imagem mental que sera o ponto de partida para uma conjectura e posterior
formalizacéo e/ou abstra¢@o do conceito matematico explorado.

Concordamos com Paixao (2008), quando afirma que:

Este modo muito peculiar de interatividade professor-aluno, onde o professor pode
disponibilizar aplicativos (mathlets) que explorem determinadas caracteristicas do
conteddo proposto, para que o aluno possa, através da experimentacdo, elaborar
conjecturas e inferir propriedades relacionadas aos entes mateméaticos envolvidos na
aplicacédo, simboliza a utilizacdo do que chamamos de ambientes corporificados.

Dessa forma, o trabalho em um ambiente corporificado permite migrar da
abordagem tradicionalmente utilizada no ensino de Matemética, baseada na
cadeia:

“definicdo - teorema - demonstracdo - corolario (aplicacbes)”

Para uma outra abordagem baseada em uma nova cadeia:
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“exploragdo - conjectura - tentativa de demonstragdo - concluséo e
aplicacao”

Contudo, Paixdo (2008) alerta que este tipo de abordagem deve ter o
complemento de outras representacfes simbdlicas e/ou formais, a fim de evitar
conflitos cognitivos por conta da incorreta abstracdo de um dado conceito. Por
exemplo: quando um aluno tem contato com as nog¢des primitivas da Geometria
Euclidiana Plana: ponto, reta e plano, em um ambiente corporificado. Neste
contexto, pode ter dificuldades para perceber, que uma linha reta, em geometrias
ndo-euclidianas, ndo é exatamente o que imagina por meio de seu sentido fisico-
corporeo.

Em nossa pesquisa, utilizaremos, como organizador geneérico, os aplicativos
denominados Mathlets, definidos pelo JOMA’ como uma “pequena plataforma
independente e interativa para o ensino de matematica”.

Existem diversos aplicativos disponiveis no mercado, que podem ser (teis
no ensino de Matemética, como por exemplo, Cabri, Maple, Graphmatica. Porém,
uma desvantagem destes programas € a impossibilidade de que um professor
ministre suas aulas a distancia.

Contudo, segundo Paixdo (2008), uma grande vantagem atribuida aos
Mathlets € a possibilidade real de interatividade, aliada ao fato de que um mathlet
nao estad atrelado a nada mais que um navegador web. Além do fato de que os
alunos podem participar de verdadeiros “laboratorios” de Matematica onde, a partir

de experiéncias interativas, € possivel fortalecer sua imagem de conceito.

" Journal of On Line Mathematics and Applications



4C

Existem, na Web, diversos mathlets independentes e conjuntos de mathlets
para o ensino de determinados conceitos matematicos. A maior parte, contudo,
dessas bibliotecas ndo podem ser reescritas. Portanto, o professor tera
dificuldades ao adaptar os mathlets existentes a sua realidade.

Por este motivo, fazemos uso dos “Construtores de Mathlets”. Um
construtor de Mathlets €, segundo Paixao (2008):

Uma biblioteca de mathets configuraveis, onde a alteragdo de alguns
parametros € capaz de produzir uma nova aplicacao, completamente diferente da
anterior.

Dessa forma, um professor que nunca teve contato com programacao de
computadores serd capaz de construir novos mathlets, apenas conhecendo
propriedades de conceitos matematicos e modificando convenientemente alguns
parametros.

Partindo de um mathlet pronto, o professor pode alterar suas configuragoes,
gerando automaticamente um codigo em linguagem HTML e, dessa maneira,
construindo um novo mathlet.

Em outras palavras, o Construtor de Mathlet possibilita a construcdo de
novos aplicativos que serdo usados conforme a realidade e a conveniéncia do
professor.

Observe a seguir, um mathlet, sua janela de configuracdo e seu cédigo

HTML.
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Applet Descartes
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Capitulo 3. Nossa Proposta

“Finalmente, julgo eu, seria capaz de olhar para
0 Sol e de o contemplar,ndo j4 a sua imagem
na agua ou em qualquer sitio, mas a ele
mesmo, ho seu lugar”

Platéo

Considerando essas reflexdes com respeito a problematica em torno do
Ensino de Calculo, nossa proposta se baseia na hipétese de que os problemas no
ensino desta matéria sdo de natureza essencialmente epistemoldgica. Por outro
lado, além deste ponto de vista, nossas acfes também estardo baseadas em
algumas das teorias da area de pesquisa denominada “Pensamento Matematico
Avancado” a fim de analisarmos de que forma algumas abordagens, com respeito
a determinados conceitos, ajudam no desenvolvimento cognitivo dos alunos.

As conclusdes obtidas por Rezende (2003) em sua tese de doutorado
também formam uma premissa crucial em nosso trabalho. Ap6s mapear as
dificuldades de aprendizagem dos estudantes e relaciona-las com os mapas
historicos e conceituais do Calculo, e também com o ensino de Matematica em um

sentido amplo, o referido autor conclui que existe um Unico lugar-matriz das

dificuldades de aprendizagem de natureza epistemoldgica do ensino de Calculo:

» 0 da omissado/evitacdo das idéias basicas e dos problemas construtores do

Célculo no ensino de Matematica em sentido amplo.

E ainda mais, o maior obstaculo de natureza epistemoldgica do ensino de

Célculo é funcéo:
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» Da evitacdo/auséncia das idéias e problemas construtores do Célculo no ensino

basico de Matematica.

Considerando especialmente esta Ultima constatacdo, elaboramos uma
proposta que permite abordar determinadas idéias do Calculo, nos Ensinos
Fundamental e Médio.

Conforme ja dissemos, uma das principais premissas de nosso trabalho é a
nossa conviccdo de que as idéias do Célculo podem e devem ser trabalhadas,
pelo menos, desde o Ensino Médio, uma vez que dentro do seu conteudo
programatico encontram-se alguns resultados do Calculo. Desta forma, achamos
pertinente entendermos com maior propriedade, como se desenvolveu o ensino de

Célculo no Brasil, em particular o ensino de Calculo no Ensino Médio.

3.1 Breve Histoérico do Ensino de Calculo no Ensino Médio

No final do século XIX, existiu uma grande preocupacdo em alguns paises
europeus com relacdo ao ensino da matematica em nivel secundéario. Esta
preocupacado estava baseada no fato de que a matemética ministrada nos cursos
secundarios estava em completo descompasso com as novas exigéncias do novo
contexto socio-politico-econdmico e também com a matematica estudada nas
universidades. A culminancia dessa insatisfagdo geral foi o primeiro grande

movimento de modernizacdo do ensino da matematica, tendo como marco inicial a
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criacdo da Comissdo Internacional de Ensino da Matematica,® em 1908, em
Roma, liderada pelo ilustre matemético Félix Klein no IV Congresso Internacional
de Matemética. Os trabalhos do CIEM mostraram a muitos paises, inclusive ao
Brasil, a necessidade da reformulagéo tanto do curriculo, quanto da abordagem de
determinados conteudos.

O ensino secundario no Brasil no inicio do século XIX era caédtico. Na
verdade, existiam poucas aulas avulsas, sem nenhum incentivo ou orientacgéo,
onde os professores escolhiam os horarios que melhor Ihe conviessem, bem como
0 contetdo a ser ensinado, e os alunos matriculavam-se e retiravam-se quando
bem entendessem.

A criacdo da primeira escola publica secundaria da cidade do Rio de
Janeiro em 1837, o Colégio Pedro I, foi uma das tentativas de mudanca desta
triste realidade. A partir dai, foi proposto um plano, a partir do qual, os alunos
seriam promovidos por série e ndo mais por disciplina.

Com a Reforma Benjamim Constant no ano de 1890 o sistema educacional
brasileiro passou por uma profunda mudanca. Esta reforma, elaborada segundo
as idéias de Augusto Comte, intentava, entre outras coisas, introduzir uma
formacdo cientifica em substituicdo a formacao literaria existente. Nesta proposta,
gue reservava sete anos para o ensino secundario, foram contempladas, nos
tépicos relativos a matematica, tanto a matematica aplicada, quanto a matematica
discreta, tendo no 3° ano a cadeira de Célculo Diferencial e Integral. Porém,

conforme relata Euclides Roxo:

8 CIEM — Commission Internationale de L’Enseignemdathématique
IMUK — Internationalen Mathematische Unterricktsmmission
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“0 estudo do Calculo ndo tinha ligacdo com o resto do curso, onde nao era
desenvolvida a idéia de funcéo, e foi feito de um ponto de vista excessivamente
formalistico, tornou-se inutil e contraproducente” (apud Spina 2002)

Tal postura culminaria em 1900 com a retirada dos programas oficiais do
Célculo Diferencial e Integral. Nos anos que se seguiram, até 1930, nenhuma das
reformas propostas chegou a produzir mudancas significativas no ensino
secundario brasileiro.

O professor Euclides Roxo, diretor do Colégio Pedro Il de 1925 a 1935,
inspirado nas idéias de Félix Klein e do CIEM, propds uma mudanca curricular no
programa de matemética do Colégio Pedro I, que foi efetivada através do Decreto
n°18569 de 1929. Apesar da mudanca estar restrita ao Colégio Pedro Il, esperava-
se que as outras instituicdes fossem atingidas, visto que este deveria ser o modelo
para as outras escolas secundarias.

Este fato s6 se deu com a Reforma Francisco Campos, em 1931, a qual foi
a primeira tentativa de estruturar todo o curso secundario nacional, e de introduzir
nele os principios modernizadores da educacdo. Por meio desta reforma ficaram
estabelecidos definitivamente o curriculo seriado, a frequéncia obrigatoria, dois
ciclos, um fundamental e outro complementar. As disciplinas mateméaticas agora
estavam unificadas sob o titulo de Matematica. No programa de Matematica, foi
proposta a fragmentacéo das varias areas da Matematica, tendo sido enfatizadas
a importancia de suas aplicagdes, a introducéo do conceito de fungcao e noc¢des do
Célculo Infinitesimal. Este fato fica claro apds observarmos alguns trechos da
Reforma:

... como um desenvolvimento natural do conceito de funcéo, sera incluido na 5%
série 0 ensino das no¢des fundamentais e iniciais do calculo das derivadas, tendo-se nao
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s6é em vista a sua aplicacdo a certas questdes, geralmente tratadas em matematica
elementar por processos artificiais, como ainda aos problemas elementares da mecénica
e da fisica ...

. a nocao de funcéo constituird a idéia coordenadora do ensino. Introduzida, a
principio, intuitivamente, sera depois desenvolvida sob feicdo mais rigorosa, até ser
estudada, na ultima série, sob ponto de vista geral e abstrato.

(Decreto n 19890, 1931, apud Miorim, 1998)

Porém, esta proposta inovadora encontrou muitas resisténcias para ser
implantada, principalmente a partir dos professores que, em geral, ndo se sentiam
seguros para trabalhar a Matematica de uma maneira tdo diferente daquela a que
estavam habituados. O fato certamente foi agravado pela inexisténcia, quase que
total, de livros didaticos que contemplassem as idéias modernizadoras. Estes
fatores contribuiram fortemente para que a implementagcdo da Reforma néo
tivesse o efeito desejado, visto que, segundo Spina (2002):

“...0s professores, em sua maioria, continuavam a trabalhar os conteudos
de forma desconectada e excessivamente rigorosa”.

Em 1942, com a Reforma Capanema, praticamente encerraram-se as
discussbes sobre o0 ensino de matemética. Nesta reforma o ensino secundario foi
reformulado e dividido em dois ciclos: ginasial e classico ou cientifico. Os
conteudos referentes ao Célculo continuaram, de forma mais sintética, nos
programas regulares do cientifico. Contudo, Spina (2002), apds analise de varios
livros didaticos da época, relata que:

apesar de todas as discussbes a respeito do assunto, prevalece a

abordagem rigorosa, linear e formal dos conteldos, assim como a total
desarticulacdo destes com os demais conteudos.
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Em 1951, através da Portaria Ministerial n°1045, o Ministério da Educacédo
oferece uma abertura para que os governos estaduais e territoriais elaborassem
seus programas de ensino, obedecendo a um programa minimo de conteudos e
as respectivas instru¢cdes metodoldgicas.

Com a Lei de Diretrizes e Bases em 1961, a estrutura da escola brasileira
foi dividida em quatro graus escolares: primario, ginasial, colegial e superior. Com
a flexibilizagcdo do curriculo escolar, desaparece o ensino do Calculo na escola
secundaria, salvo em algumas escolas isoladas, situa¢do que perdura até hoje.

Apés esta analise, se torna evidente que as experiéncias com o0 ensino de
Célculo, em nossa escola secundaria, ndo séo positivas.

Entretanto, cabe ressaltar que nossa proposta ndo pretende enfatizar, no
Ensino Médio, tdpicos tradicionais do Calculo, como limites, derivadas e integrais.
Mas, ao contrario, pretendemos que as idéias do Calculo que permeiam os
conteudos no Ensino Médio, sejam evocadas e trabalhadas devidamente, de
forma a incluir novos atributos, relacionados a estas idéias, na imagem de
conceito dos estudantes.

Ressaltamos, todavia, nosso pensamento de que trabalhar os conceitos do
Célculo no Ensino Médio, tal como se encontram organizados no Ensino Superior,
nao resolveria o problema, mas, ao contrario, faria somente com que este fosse
antecipado.

Neste ponto, reafirmamos que nossa proposta ndo se baseia em uma
antecipacdo do problema, mas na preparacdo, a nosso ver, imprescindivel, para

uma resolugéo deste.
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3.2 Algumas Idéias do Célculo no Ensino Médio

Quando olhamos para o programa de matematica a ser trabalhado nos
Ensinos Fundamental e Médio, podemos perceber de forma imediata a presenca
de alguns elementos e resultados do Calculo Diferencial. Podemos citar, por
exemplo, a area do circulo. O resultado quase sempre € levado ao aluno como
uma férmula, sem que o aluno perceba como se chegou a ela ou, pelo menos,
tenha idéia da dificuldade que existe para que se alcance tal resultado. A nosso
ver, seria pertinente, neste caso especifico, levar o aluno a fazer céalculos de areas
de poligonos regulares inscritos e circunscritos, com o numero de lados cada vez
maior, em uma circunferéncia de raio r, a fim de que ele perceba, ao menos, que a
area do circulo é menor que a area de qualquer poligono regular circunscrito e que
€ maior do que a area de qualquer poligono inscrito. Desta forma, achamos
também importante fazer o aluno perceber que quando temos um poligono
regular, com um numero de lados relativamente grande, o aspecto deste poligono
se torna parecido com uma circunferéncia. Isto pode ser feito facilmente com a
ajuda de algum “software” de geometria dindmica, como, por exemplo, Régua e
Compasso. Pensamos que estes atributos devam fazer parte da imagem de
conceito dos estudantes, ainda que, neste exemplo, ndo tenhamos utilizado
nenhum recurso especifico do Calculo.

A soma dos termos de uma progressdo geomeétrica infinita € um outro
exemplo notério dos resultados do Célculo que aparecem no Ensino Médio.

Contudo, apesar dos obstaculos que a nocdo de infinito sempre trouxe a
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Matematica, estes dificilmente sao notados pelos alunos, o que é um sinal claro da
ndo utilizacdo de uma das idéias fundamentais do Calculo, que é a idéia de série.

Em geral, os alunos apenas aplicam a formula em casos que “dao certo” e
sequer tém condi¢cBes de questionar sobre a convergéncia ou ndo de uma soma
com infinitos termos. Neste ponto, cabe ressaltar que, a nosso ver, este fato é
completamente inadequado.

Por outro lado, Rezende (2003) nos alerta que, ao relegarmos as séries a
um segundo plano, no Ensino Basico de matematica, torna-se inevitavel no campo
pedagogico o hiato entre a representacdo decimal de um numero irracional
(discreto) e sua representacdo geométrica (continua). Além disso, Rezende (1994)
constata que a atitude de um grupo de estudantes de Ensino Superior, frente ao
conceito de infinito, € completamente ingénua e, como conseqiiéncia, a dualidade
discreto/continuo passa longe do campo de significagcdes dos estudantes.

Dessa forma, o trabalho adequado com a idéia de série no Ensino Médio
ndo so6 possibilita uma problematizacéo inicial das dificuldades de representacéo e
definicdo dos numeros irracionais, no seio da dualidade discreto/continuo, quanto
permite que o estudante tenha uma atitude mais adequada, frente & nocédo de

infinito, associando, desta maneira, as dualidades discreto/continuo e finito/infinito.

3.3 Problema da Variabilidade

E observado por Rezende (2003) a existéncia de um consenso com relagéo
ao fato de que o Ensino Basico de matemética deve ser processado em trés vias:

a via da aritmética, a via da geometria e a via da algebra. O referido autor
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completa esta andlise, com muita propriedade, observando que ndo existe
necessariamente uma via para o Calculo, mas o Calculo deve exercer no Ensino
Basico o mesmo papel epistemolégico que ele realizou no processo de construcao
do conhecimento matematico no ambito cientifico, ou seja, estas vias, acrescidas
da via da mecanica, devem ser articuladas e tecidas a partir das idéias e
problemas construtores do Calculo. O Calculo deve ser um elemento essencial de
articulagéo entre essas vias ou, em outras palavras, sera responsavel por tecé-las,

conforme descrito abaixo:
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Figura 5

Desta forma, Rezende apresenta duas linhas diretrizes para a emersao do
Célculo no Ensino Bésico: o problema da medida e o problema da variabilidade
que sao, por sinal, questdes fundamentais do Calculo. Neste sentido, o problema
da medida se divide basicamente entre o problema geométrico da medida
(procedimento de célculo de areas e volumes) e 0 processo aritmético da medida
(o valor numérico da medida, niUmero real).

Contudo, em nossa pesquisa, trataremos primordialmente do problema da

variabilidade.
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Caracterizaremos o problema da variabilidade, segundo Machado (1998),
como:

o problema que trata das questbes relacionadas com a medida da
rapidez com que as grandezas aumentam ou diminuem, como 0S objetos se
movem ou como as coisas se transformam.

Este foi, certamente, um dos problemas motivadores da constru¢cdo do
Célculo, e afligiu muitos matematicos durante séculos, até ser definitivamente
resolvido por meio do conceito de derivada. Devemos observar, ainda, que o
conceito de funcdo teve um papel primordial na resolucdo do problema da
variabilidade e também na fundamentacéo das idéias basicas do Calculo.

Por outro lado, conforme jA mencionado, existe, no Ensino Béasico, um
monopolio da representacdo algébrica quando se trabalha com o conceito de
funcao.

Desta forma, concordamos com Rezende (2003):

Assim, para que se possa romper com essa caracterizacdo algébrica do
conceito de fungdo e devolver este conceito ao Calculo, serd preciso construir
suas significacfes a partir do problema fundamental da variabilidade.

Portanto, a partir desta anélise, acreditamos ser bastante natural, trabalhar
alguns conceitos matematicos relacionados ao Calculo, principalmente o conceito
de funcdo, do ponto de vista da variabilidade, no a&mago da dualidade
variabilidade/permanéncia, observando que tanto o problema da variabilidade,
guanto o conceito de funcao, tiveram participacdo fundamental na concepc¢ao do
Célculo.

Isto posto, nossa proposta de inser¢cdo das idéias do Calculo no Ensino

Médio consiste inicialmente em caracterizar as funcdes reais usualmente
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estudadas no Ensino Basico, neste caso, especificamente, as fungbes polinomiais
do 1°e 2°graus, a partir do estudo de suas varia¢ 0es.

Desta forma, a funcdo afim sera caracterizada segundo o que
consideramos ser, a sua propriedade fundamental, a saber: acréscimos iguais na
variavel independente ocasionam acréscimos iguais na variavel dependente, ou

ainda, o acréscimo f(x+h)— f(x) depende apenas de h.

J& a funcdo quadrética sera a funcdo em que a taxa de variacao da taxa de

variacdo da quantidade y com relacdo a quantidade x sera constante.

Contudo, a fisica oferece condi¢cdes apropriadas para a emersao das idéias
do Célculo. Sobre isto, Rezende (2003) nos lembra que:

através do entrelacamento das idéias fisicas, do infinittsimo e da
geometria analitica, que Newton construiu o seu Calculo.

Sendo assim, também trabalharemos as funcfes afim e quadratica, no
cenario cinematico dos movimentos uniforme e uniformemente variado.

Ainda neste cenario dado pela fisica, pensamos que uma das significacdes
mais relevantes do conceito de derivada, neste contexto da variabilidade, € a
nocdo de taxa de variacdo instantanea. Neste sentido, nossa proposta também
estara baseada no pensamento de Rezende (2003), quando afirma que:

Calcular exaustivamente derivadas de funcbes através das regras usuais de
derivagdo ndo leva o aluno a construir efetivamente o significado desta operacao.
Interpreta-la tdo somente como “coeficiente angular da reta tangente” significa ignorar o
problema histérico essencial da “medida” instantanea da variabilidade de uma grandeza —
esse foi inclusive, o grande problema perseguido inicialmente pelos fildsofos escolasticos.

Com efeito, derivada, é sobretudo, taxa de variagdo instantanea. A interpretacéo
geométrica ndo esgota completamente a idéia essencial de derivada; existe todo um
campo de significacbes importante para a tecedura da nocdo de derivada: pensar
velocidade instantanea como coeficiente angular da reta tangente ao grafico de s=s(t) é
consequéncia, e ndo causa, da acao de interpreta-la como limite de velocidades médias,
guando fazemos At cada vez mais préximo de zero. Na verdade ambas as interpretagfes
se complementam e contribuem para a significacdo do conceito de derivada. Eximir a
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interpretacdo dindmica do conceito de derivada €, além de um contra-senso historico, um
atentado ao seu préprio significado.

Desta maneira, achamos bastante salutar a associacao entre 0s aspectos
geomeétrico e fisico relacionados ao conceito de derivada. Acreditamos que a
imagem de conceito dos estudantes se tornara enriquecida com o entrelacamento
entre o problema do calculo da reta tangente e o problema do célculo da taxa de
variagao instantanea.

Partindo da nocéo de retiddo local, esperamos que os alunos visualizem a
reta tangente em um determinado ponto, como a reta que melhor aproxima a
funcao nas proximidades deste ponto. Em contrapartida, trabalharemos para que o
estudante seja capaz de, ao visualizar o grafico de uma funcéo globalmente, tracar
a reta tangente em um determinado ponto. Percebamos que estamos trabalhando
as duas extremidades da dualidade local/global.

Por fim, trabalharemos no sentido de que o aluno perceba a velocidade
instantanea como aproximacao de velocidades médias com At — 0, da mesma
forma que esperamos a visualizacdo, por parte do aluno, da reta tangente como
aproximacao das retas secantes.

A nosso ver, todas essas idéias, além de perfeitamente viaveis para serem
trabalhadas no Ensino Médio, possibilitam uma ampla gama de unidades
cognitivas, relacionadas aos conceitos do Célculo, que ajudardo o aluno tanto num
futuro curso de Calculo, quanto no enriquecimento da imagem de conceito de
outros conteudos matematicos.

Desta forma, a partir de todas as consideracdes feitas até aqui,

estabeleceremos seis objetivos em nossa sequéncia didatica. Estes objetivos, que
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chamaremos doravante de hipoteses, resumem as metas que pretendemos atingir
em nossa proposta.

Assim, ao lembrarmos os pilares sobre os quais nossa proposta foi
concebida, pensamos que, ao atingirem estas metas, os estudantes terdo um
ganho extremamente valioso em sua formacdo matematica, que certamente se
refletira tanto no Ensino Médio, quanto no Ensino Superior.

Esperamos que, ao realizarem as atividades da sequéncia didatica, os
alunos atinjam estes objetivos, validando, desta maneira, nossas hipoéteses.

Explicitaremos agora nossas hipoteses, pois acreditamos que os alunos do

Ensino Médio sejam capazes de:

H1 — Compreender a propriedade fundamental da funcao afim;

H2 — Compreender a caracterizagdo das funcdes polinomiais de 1°e 2°graus de
acordo com a sua variacao;

H3 — Associar a taxa de variagdo media de uma func&o com o coeficiente angular
da reta secante a dois pontos do grafico da funcéo;

H4 — Compreender o comportamento local da reta tangente e ser capaz de traca-
la;

H5 — Compreender a taxa de variagdo instantdnea como aproximacdes da taxa de
variagcdo media calculada em intervalos cada vez menores;

H6 — Associar a reta tangente com aproximacdes das retas secantes tracadas em

intervalos cada vez menores.
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3.4 Relevancia da nossa proposta no Ensino Médio

Partindo da necessidade de se construir uma referéncia curricular nacional
para o Ensino Basico, que pudesse ser discutida e traduzida em propostas
regionais nos estados e municipios brasileiros, foram criados pelo Ministério da
Educagdo, com a ajuda de muitos educadores brasileiros, os Parametros
Curriculares Nacionais (PCN). Estes Parametros, além de difundir os principios da
reforma curricular, também objetivavam orientar o professor na busca de novas
abordagens e metodologias.

Foram publicados, em 1998, os PCN direcionados aos quatro ciclos do
Ensino Fundamental. Ja no ano de 1999, foram divulgados os PCN que continham
os principios norteadores e a reforma curricular do Ensino Médio.

A reforma curricular do Ensino Médio estabelece a divisdo do conhecimento
escolar em trés areas.

* Linguagens, Codigos e suas Tecnologias
« Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias
» Ciéncias Humanas e suas Tecnologias

Cabe ressaltar que esta divisdo por areas:

... tem como base a reunido daqueles conhecimentos que compartilham objetos de estudo
e, portanto, mais facilmente se comunicam, criando condi¢des para que a pratica escolar
se desenvolva huma perspectiva de interdisciplinaridade.

(Parametros Curriculares Nacionais: Ensino Médio)

Por outro lado, as orientagdes educacionais complementares aos PCN
esclarecem que dentro da area de Ciéncias da Natureza, Matemética e suas
Tecnologias, existem trés grandes metas a serem perseguidas durante o Ensino

Médio para todos os brasileiros:
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* representacdo e comunicacdo, que envolvem a leitura, a interpretacdo e a
producdo de textos nas diversas linguagens e formas textuais caracteristicas
dessa area do conhecimento;
» investigacdo e compreensdo, competéncia marcada pela capacidade de
enfrentamento e resolucdo de situacdes-problema, utilizacdo dos conceitos e
procedimentos peculiares do fazer e pensar das ciéncias;
» contextualizacdo das ciéncias no ambito sécio-cultural, na forma de andlise
critica das idéias e dos recursos da area e das questdes do mundo que podem ser
respondidas ou transformadas por meio do pensar e do conhecimento cientifico.
Foram estabelecidos temas que permitissem ao aluno desenvolver as
competéncias descritas acima, avangando a partir do ponto em que se encontra.
Os temas séao:
1 - Algebra: Nameros e Fungées
2 — Geometria e Medidas
3 - Andlise de Dados
Para o desenvolvimento do tema “Algebra: Nimeros e Funcdes” s&do
propostas duas unidades teméticas: variagdo de grandezas e trigonometria.
Observemos, agora, que estas recomendacdes estdo em conformidade
com o que ja discorremos a respeito do ensino tradicional do conceito de funcao.

Tradicionalmente o ensino de funcbes estabelece como pré-requisito o estudo dos
nameros reais e de conjuntos e suas operacdes, para depois definir relacdes e a partir dai
identificar as fungdes como particulares relagbes. Todo esse percurso é, entdo,
abandonado assim que a definicdo de funcdo é estabelecida, pois para a andlise dos
diferentes tipos de funcdes todo o estudo relativo a conjuntos e relacdes é desnecessario.

(PCN+,2002)
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E mais ainda, as orientacdes relativas ao conceito de funcdo estdo em completa

consonancia com a nossa proposta.

Assim, 0 ensino pode ser iniciado diretamente pela nocdo de funcdo para descrever
situacbes de dependéncia entre duas grandezas, o que permite o estudo a partir de
situacdes contextualizadas, descritas algébrica e graficamente.

. 0s problemas de aplicacdo ndo devem ser deixados para o final desse estudo, mas
devem ser motivo e contextos para o aluno aprender fungdes. A riqueza de situacbes
envolvendo funcBes permite que o0 ensino se estruture permeado de exemplos do
cotidiano, das formas graficas que a midia e outras areas do conhecimento utilizam para
descrever fendmenos de dependéncia entre grandezas. (PCN+,2002)

Notemos que tanto a proposta advinda do ministério da educacgéo, quanto a
nossa proposta, situam o conceito de funcdo dentro do contexto da variabilidade,
partindo da resolucdo de problemas, para que em um momento posterior sejam
aprofundados diferentes aspectos das funcdes, enriqguecendo, desta forma, a
imagem de conceito dos estudantes.

Por outro lado, segundo os Parametros Curriculares Nacionais: Ensino
Médio (PCNEM), as finalidades do ensino de Matematica no Ensino Médio
indicam como objetivos levar o aluno a:

1 - compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que
permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacdao cientifica
geral,

2 - aplicar seus conhecimentos mateméticos a situagdes diversas, utilizando-os na
interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;

3 - analisar e valorizar informac8es provenientes de diferentes fontes, utilizando
ferramentas mateméaticas para formar uma opinido propria que lhe permita
expressar-se criticamente sobre problemas da matematica, das outras areas do

conhecimento e da atualidade;
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4 - desenvolver as capacidades de raciocinio e resolu¢cdo de problemas para
desenvolver a compreensao dos conceitos matematicos;

5 - expressar-se oral, escrita e graficamente em situacdes matematicas e valorizar
a precisao da linguagem e as demonstracdes em Matematica,

6 - estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas
e o conhecimento de outras areas do curriculo;

7 - reconhecer representacdes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando
procedimentos associados as diferentes representacdes;

8 - promover a realizacdo pessoal mediante o sentimento de seguranca em
relacdo as suas capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes de
autonomia e cooperacao.

Explicitamos, no item 3.3, seis hipéteses que pretendemos validar apds a
aplicacao da sequéncia didatica. Essas hipGteses sintetizam metas, que ao serem
atingidas, representardo tanto o sucesso do trabalho efetivo de algumas idéias
relacionadas ao Calculo no Ensino Médio, quanto o enriquecimento da imagem de
conceito dos estudantes.

Contudo, poderiamos pensar que este enriquecimento trard beneficios
apenas aos alunos que cursardo alguma cadeira de Calculo no Ensino Superior,
mas, ao contrario, pensamos que a implementacao da nossa proposta beneficiara
0 préprio Ensino Médio, uma vez que nossas metas, sendo atingidas, satisfazem
completamente os objetivos do Ensino Meédio, tracados pelo Ministério da
Educacdo.

De fato, quando o estudante compreende a propriedade fundamental da

funcéo afim e caracteriza as fungdes polinomiais do 1°e 2°graus segundo a sua
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variagdo, ou seja, as hipdteses 1 e 2 sdo satisfeitas, além de dar um passo
significativo para o entendimento do conceito de funcdo, rompendo com a sua
caracterizacdo algébrica e construindo suas significacdes a partir do problema
fundamental da variabilidade, ele passa a ter em sua imagem de conceito um
atributo que lhe permitirhd desenvolver posteriormente outros atributos relativos ao
proprio conceito de funcdo e também a conceitos do Calculo, atingindo, desta
forma, o objetivo 1, listado pelos PCNEM. Por outro lado, ao lembrarmos que
nossa estratégia, para que os alunos atinjam as hipoteses 1 e 2, se baseia na
resolucéo de problemas e que diversos destes problemas sdo de outras areas do
curriculo, podemos concluir que os objetivos 2,4 e 7 também séo satisfeitos.
Todavia, quando as hipoteses 3,4,5 e 6 sdo satisfeitas, os estudantes
dettm em sua imagem de conceito, uma ampla rede de significagcbes,
relacionadas ao conceito de funcdo, fundamentada dentro do contexto da
variabilidade. Uma aplicagéo natural destas conexdes evidencia-se na associagao
entre o conceito de taxa de variacdo instantdnea e célculos de sucessivas
aproximacdes da taxa de variacdo média, calculada em intervalos cada vez
menores. Esta associacdo permite vincularmos diferentes areas do curriculo por
meio da resolugcdo de problemas como, por exemplo, introduzindo o conceito de
velocidade por meio da nocao intuitiva de limite. Cabe lembrar ainda que, em
nossa proposta, abordamos tanto a interpretacdo geométrica do conceito de
derivada, quanto sua interpretacdo fisica, ou seja, o estudante tem em sua
imagem de conceito pelo menos duas representacbes para este conceito tao

importante.
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Portanto, por estes motivos, atingimos os objetivos 1,2,4,6 e 7. Contudo, ao
recordarmos a forma como foi concebida nossa sequiéncia didatica, permitindo
gue o estudante seja sujeito ativo no processo educativo e que se expresse escrita
e graficamente em situacbes mateméticas, podemos concluir que atingimos o
objetivo 5, quando o aluno responde com sucesso as questdes da seqiéncia
didatica. E ainda, se o estudante compreende tudo aquilo que esperavamos, entao
o0 objetivo 8 é claramente atingido.

Vejamos a seguinte tabela, que relaciona as metas da nossa pesquisa com

0s objetivos do Ensino Médio, segundo o Ministério da Educacéo:

Metas que deverao ser atingidas Objetivos Atingidos
Hipotese 1 1,2,4,5,7,8
Hipdtese 2 1,5,7,8
Hipotese 3 1,2,5,6,7,8
Hipotese 4 1,5,6,7,8
Hipotese 5 1,2,5,6,7,8
Hipotese 6 1,5,7,8
Tabela 1

Desta forma, além da nossa proposta estar em consonancia com as
diretrizes estabelecidas, ela também satisfaz plenamente os objetivos tracados

para o Ensino Médio. Nesse sentido, pensamos que a implementacdo desta
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proposta trard um ganho efetivo, no que diz respeito ao ensino de Matematica,

tanto para o Ensino Basico quanto para o Ensino Superior.
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Capitulo 4. Metodologia

“Nao é propdsito meu ensinar aqui o método
que cada um deveria seguir para bem orientar a
sua razao, porém somente demonstrar de que
modo procurei descobrir a minha”

René Descartes

A metodologia de nossa pesquisa serd baseada na Engenharia Didatica
desenvolvida pela escola francesa de Didatica da Matematica.

A idéia da Engenharia Didética traz implicita uma relacdo entre o trabalho
do pesquisador e o trabalho do engenheiro, no que se refere a concepcao,
planejamento e execucdo de um projeto.

Segundo Artigue (1988), apud Ferreira (2006), a Engenharia Didatica se
caracteriza como um esquema experimental baseado sobre realiza¢des didaticas
em sala de aula, isto é, sobre a concepcao, a realizacdo, a observacédo e a anélise
de sequéncias de atividades de ensino.

A Engenharia Didética, enquanto procedimento metodologico, fundamenta-
se em registros de estudos de casos, cuja validade é interna, circunscrita ao
contexto da experiéncia realizada. Assim, a validacdo da pesquisa é realizada,
sobretudo internamente, de forma diferente da que se orienta por métodos
estatisticos e cuja validacdo se baseia em comparacdo estatistica entre os
desempenhos dos grupos de controle e grupos experimentais. Na Engenharia
Didéatica, a validacdo é baseada na confrontacdo entre a analise a priori e a
analise a posteriori. (PAIS,2002)

Segundo Ferreira (2006), a Engenharia Didatica se constitui como uma

forma de organizar a pesquisa em didatica da Matemética, a partir da criacéo de
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uma sequéncia de aulas planejadas com a finalidade de obter informagfes que
permitam interpretar processos de ensino-aprendizagem da Matematica,
esclarecendo o fenbmeno investigado.

Justifica-se essa escolha, pela concepcdo da Engenharia Didatica, que
contempla tanto a dimenséo teorica, como experimental da pesquisa, tendo como
principal vantagem exatamente esta dupla ancoragem, que interliga o plano
tedrico da racionalidade ao territorio experimental da pratica educativa.

A investigacdo, nessa concepc¢do, se desenvolverd em quatro fases:
a) fase 1. Andlises Preliminares; b) fase 2: Concepcéo da situacdo didética e
analise a priori; c) fase 3: Aplicacdo de uma sequUéncia didatica; d) fase 4: Anélise
a posteriori e validacao.

O detalhamento dessas fases esta descrito no item 4.1

4.1 Detalhamento e Implementacdo da Engenharia Dida tica

Nesse item, sdo descritas as suas quatro fases de uma forma geral e de

uma forma especifica relacionada a essa investigacao.

4.1.1 Andlises Preliminares

Segundo Pais (2002), neste primeiro momento 0 pesquisador deve
fundamentar a sequéncia de ensino e suas acfes sob um determinado referencial
tedrico. Recomenda-se, proceder a uma descricdo das principais dimensdes que
definem o fenbmeno a ser estudado e que se relacionam com o sistema de

ensino, tais como a epistemoldgica, cognitiva, pedagogica, entre outras.
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Desta forma, o problema motivador da pesquisa e o quadro tedrico sob os
qguais foram fundamentadas nossas escolhas e acdes, estdo descritos nos

capitulos 1,2 e 3.

4.1.2 Concepcao da Situacao Didatica e Analise  a Priori

Nesta fase, atua-se sobre um determinado nimero de variaveis pertinentes
ao assunto a ser pesquisado, com o objetivo de determinar de que forma as
escolhas das varidveis permitem controlar o comportamento dos alunos. Ela
compreende aspectos descritivos e previsdes a respeito do comportamento dos
estudantes.

A partir do problema motivador da nossa pesquisa e de todas as
consideracbes assumidas até aqui, foram tracados, no item 3.3, seis hipéteses.
Essas hipoteses séo atributos que, a nosso ver, devem fazer parte da imagem de
conceito do educando do Ensino Médio.

A sequéncia didatica foi elaborada, de forma a ser dividida em seis fichas.
Cada uma dessas fichas foi concebida com o objetivo de levar o aluno a
compreender uma hipotese.

Desta forma, neste caso particular, a concepc¢ao da situacdo didatica leva
fortemente em consideracdo as hip6teses a serem validadas. Em suma, nosso
objetivo é que cada uma das fichas leve a compreensdo de cada uma das
hipéteses, tornando-as validadas por ocasido do confronto entre a analise a priori

e a analise a posteriori.
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Segundo Pais (2002), o objetivo da analise a priori € determinar quais sao
as variaveis escolhidas sobre as quais se torna possivel exercer algum tipo de
controle, relacionando o contetdo estudado com as atividades que os alunos
podem desenvolver para a apreensdo dos conceitos em questao.

A andlise a priori de cada uma das fichas da seqUéncia didatica encontra-se

no item 5.1.

4.1.3 Aplicacdo de uma sequéncia didatica

Uma sequéncia didatica € formada por certo nimero de aulas (sessdes)
planejadas previamente, as quais devem ser fundamentadas sob o que foi
levantado nas analises preliminares e na analise a priori.

Nesta fase, entdo, é aplicada a sequéncia didatica concebida pelo
pesquisador a uma determinada populagdo de alunos. O tipo de registro desta
sequéncia deve ser escolhido de acordo com as variaveis levantadas na andlise a
priori.

Implementamos nossa sequéncia didatica, com dezesseis alunos do
Instituto Nossa Senhora da Gléria (INSG), entre os dias 11/08/2008 e 29/09/2008,
em um total de seis encontros.

Estes encontros se deram no laboratério de informatica do INSG. Criamos
um curso, denominado Projeto Idéias do Calculo no Ensino Médio, na plataforma

de ensino & distancia,® da Faculdade Salesiana Maria Auxiliadora (FSMA),

instituicAo que esta associada ao INSG. Neste curso, foram apresentados os

° Esta plataforma que é usada em alguns cursosMA ESliza o software livre moodle.
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“mathlets” que os estudantes deveriam manipular, para que pudessem responder

as questdes propostas.
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Nas sessOes, cada aluno sentou-se junto a um computador e recebeu uma
ficha de atividades. As atividades, entdo, foram respondidas nestas fichas, a

medida que os alunos manipulavam os “mathlets”.

Foto 1 — Realizacdo de uma das atividades da Seqien cia Didatica
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Uma descricdo detalhada acerca da aplicacdo da sequéncia didatica

encontra-se no item 5.2.

4.1.4 Andlise a Posteriori e Validacéo

Corresponde a analise do conjunto dos dados obtidos na fase de
experimentacdo e as observacOes realizadas durante a fase de aplicacdo da
sequéncia.

A validac&o ocorre através do confronto entre a analise a priori e a analise a
posteriori.

Conforme descrito no item 3.3, elaboramos seis hipoteses que sintetizam
Nossos objetivos na pesquisa. Uma das premissas mais importantes de nossa
proposta considera que o aluno de Ensino Médio seja plenamente capaz de
trabalhar com os conceitos sintetizados nas hipéteses. Nosso intuito é que todas
as hipéteses sejam validadas, mostrando, desta forma, que as premissas sao
verdadeiras, dentro do contexto em que a pesquisa foi realizada.

Em todas as fichas, analisaremos o desempenho dos estudantes
individualmente, a partir das respostas e consideracdes feitas. Com base nesta
analise, constataremos se o aluno atingiu o objetivo, atingiu parcialmente o
objetivo ou n&o atingiu o objetivo.

Desta forma, consideraremos as hipéteses validadas, a medida que uma

parte substancial dos alunos demonstre ter atingido os objetivos.
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Capitulo 5. Estudo de Campo

“Quem ensina aprende ao ensinar e quem
aprende ensina ao aprender”
Paulo Freire

Neste capitulo é descrito o estudo de campo realizado, englobando a
apresentacdo da seqUéncia didatica, a andalise a priori das atividades, o
experimento, a aplicacdo da sequéncia didatica, a analise a posteriori e a

validacao das hipoteses de nossa proposta.

5.1 Sequéncia Didatica e Andlise a Priori

Nessa secdo, apresentaremos a sequéncia didatica acompanhada da
respectiva analise a priori e um teste diagnostico que os alunos responderdo no
primeiro encontro. Essa sequéncia € formada por seis Fichas, onde cada ficha é
composta de algumas atividades.

O teste diagnéstico foi concebido com o objetivo de ser um instrumento que
nos ajudara a descobrir 0 que os estudantes sabem a respeito do conceito de
funcéo e, assim, também serad um instrumento levado em consideracdo na fase da
validacao.

As duas primeiras questdes do teste diagnodstico nos revelardo se os
estudantes confundem o grafico que representa o movimento de um movel, em
funcdo do tempo, com o seu trajeto.

Na terceira questdo, pretendemos saber se os estudantes relacionam
corretamente a expressao algébrica da funcéo afim com o seu gréfico, levando em

consideracado o crescimento e decrescimento da funcéo.
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A quarta questao nos mostrara se os alunos sabem calcular o coeficiente
angular do grafico de uma funcao afim e se, partindo do grafico da fungéo, serdo
capazes de determinar a expressao algébrica.

Com a andlise da quinta questédo, saberemos se 0s estudantes conseguem
interpretar o gréafico que representa a posicdo de um mével em fungcéo do tempo.

Ja na sexta questdo, saberemos se 0s alunos compreendem que O
crescimento de uma funcao, cujo gréafico representa a posi¢cdo de um movel que
se desloca com velocidade constante, é linear.

Nas ultimas quatro questfes do teste, pretendemos saber se os estudantes,
tendo somente a expressao algébrica da funcéo, trabalham corretamente com a
sua variagao.

Em suma, esse teste nos permitird estimar o que esta presente na imagem
de conceito dos alunos. Sem duavida, esse instrumento serd de suma importancia
em nossa analise, visto que poderemos avaliar, com maior propriedade, 0 que o
estudante aprendeu, ja que temos, em maos, uma aproximacao do que estava em
sua imagem de conceito.

Com relagdo a sequéncia didatica, na primeira ficha, propomos uma
abordagem corporificada relacionada a resolugédo de problemas e a interagdo com
o grafico da funcéo afim que modela os respectivos problemas.

Na segunda ficha procuramos caracterizar as fungbes afim e quadratica
qguanto as suas variacdes e ndo quanto as suas propriedades algébricas.

Nas dltimas duas dultimas fichas, vislumbramos que o aluno tenha
acrescentado, em sua imagem de conceito, alguns atributos relativos a reta

secante, reta tangente, taxa de variacdo média e taxa de variacdo instantanea.
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Utilizaremos, como raiz cognitiva para o conceito de reta tangente, a nogéo
de retiddo local. Pretendemos que o aluno perceba a taxa de variagdo instantanea
enquanto aproximacgdes sucessivas da taxa de variacdo média com intervalos
cada vez menores e, como consequéncia disso, a reta tangente enquanto

aproximacao das retas secantes.



72

TESTE DIAGNOSTICO

Priscila sai de casa para ir a festa de Camila.
Camila d4 um mapa do caminho para que Priscila possa chegar em sua casa.
Priscila vai a pé e volta de 6nibus.

Priscila Camila

1) Observe o gréfico abaixo:
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a) A que horas Priscila saiu de casa?

b) A que horas Priscila chegou em casa?

c) A que horas Priscila chegou a festa?

d) A que distancia fica a casa da Camila da casa de Priscila?

e) Quanto tempo Priscila demorou para chegar a festa?

f) Quanto tempo ela ficou na festa?

g) Quanto tempo Priscila demorou para chegar em casa?

h) O mapa mostra que o caminho da casa de Priscila até a casa de Camila € cheio
de curvas. Como pode o grafico ser composto por segmentos de reta?

i) Por que no trecho entre 18h e 18h30 min o gréfico sobe?

2) Suponha que Priscila ja tenha andado 15 minutos em direcao a festa, quando
descobriu que tinha esquecido o presente de Camila. Teve portanto de voltar a
sua casa e depois ir a festa de Camila. Esboce o grafico que melhor representa
este percurso?
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3) Qual dos gréaficos representa a fungdo y = -2x+4 Explique a razéo pela qual
vocé fez a sua escolha.

a) c)

7Yy 7

£ of

7+ A4

61 6L
sk

% ar

3+ sk

2+ o

o o

X
——————+——+— —————+—+— o 5 s o
0 9 8 7 6 -5 -4 -3 -2 -1 3 4 5 6 7 8 9 10 109 -8 -7 6 -5 -4 -3 2 -1

e ot

n

b

4

5

e

b

e

ol

b) d)

7Yy
s
S
y 4
o
ok
4
sk
o
o+
s
sk
o
ot
NE
1
2t / «
Pttt S R W S S A
T -0 -9 -8 -7 -6 5 -4 -3 -2 -1 1 2\3 4 5 6 7 8 9 10

oy
A S S S A
4 5 6 7 8 9 10

S S S S W ,

—t—f—t—+—+—+—+— t

-10 9 -8 7 6 5 -4 -3 -2 \S
s

! ' | | | L
P® Y o 4 &
F t t t t t



74

4) Determine o coeficiente angular de cada uma das retas abaixo e escreva a
expressao que relaciona y com x.
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5) A posicdo de um carro em funcéo do tempo € descrito no grafico abaixo. Qual é
a velocidade do carro?

segundos /
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6) Um ciclista percorre uma pista circular com velocidade constante. Assinale o

grafico que melhor representa a variacdo da posi¢cado do ciclista em funcdo do
tempo.

Justifique sua resposta.

a) c)

b) | d)
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7) A distancia percorrida por um movel é dada pela lei s(t)=2t>+2, onde a
distancia s é dada em metros e o tempo t € medido em segundos. Por exemplo,
no instante 1 segundo a posicdo do moével é s()=21°+2 metros. Qual é a
velocidade média do mével nos 5 primeiros segundos?

8) Dada a funcdo y =3x+4, determine:
a) Qual é a variacdo de y quando x passa de 10 para 11?

b) A variacdo de y € maior quando x passa de 3 para 4 ou quando passa de 5
para 6?

c) Qual é a variacdo de y quando x passa de 251 para 2527

d) Considerando y em funcéo de x, o que vocé entende por taxa de variacdo de
y emrelacdo a x?

9) Qual é a taxa de variagéo da funcdo y =4x-57? Justifique a sua resposta.

10) Considerando a fungdo y =3x*+ 2, responda:

a) a variagdo de y é maior quando x passa de 3 para 4 ou quando passa de 5
para 6?

b) Qual é a taxa de variacdo média quando x passa de 2 para 67?
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FICHA 1

ANALISE A PRIORI

O objetivo dessa ficha é levar o aluno a compreender a propriedade
fundamental das fungdes afim, ou seja, que acréscimos iguais na variavel
independente correspondem a acréscimos iguais na variavel dependente. Nesse
caso, nossa metodologia se da por meio da resolucdo de problemas, pois
acreditamos que por meio da resolucdo dos diversos tipos de problemas que
podem ser modelados por funcbes afim, o estudante tenha reais condicdes nao so
de observar esta propriedade fundamental mas também compreender de fato o
gue significa a taxa de variacdo de uma funcéo afim, sem que tenhamos definido
formalmente este conceito.

Nas atividades 1 e 2, esperamos que o aluno, interagindo com a cena,
conclua corretamente qual € a lei de formacgéo da funcéo, observando que a altura
da planta e valor a pagar aumentam da mesma forma a cada dia.

Na atividade 3, esperamos que o0 estudante perceba que, quando
representamos por meio de uma fungcdo um mével que se move a uma velocidade
constante, a funcao que modela essa situacao € uma funcdo afim ou uma funcao
linear (se considerarmos que a posicao inicial do mével é zero) e que o coeficiente
angular da reta é igual ao valor da velocidade.

Na atividade 4, esperamos que o aluno identifique o valor do quilémetro
rodado como a taxa de variagdo da funcdo e o valor da bandeirada como o

coeficiente linear, para que entao possa chegar a lei de formacao da funcgéo.



79

Na atividade 5, nosso objetivo € que o aluno perceba que o comprimento do

segmento horizontal representa o valor de x,-x e, analogamente, o
comprimento do segmento vertical representa f(x,) — f(x,).

Na atividade 6, esperamos levar o aluno a concluir que, quando variamos o
valor de x em uma unidade, o valor de y varia sempre da mesma forma.

Finalmente, nas atividades de conclusdo, esperamos que o0s alunos
resolvam os problemas propostos utilizando a propriedade fundamental das
funcdes afim. E, dessa forma, verificar se as atividades propostas nessa ficha
influem nas respostas dos alunos. Essa verificagdo se dara por uma comparagao
das respostas obtidas no Teste Diagnostico e nas atividades de conclusdo da

Ficha 1.



ATIVIDADE 1

8C

Diariamente, um botanico mede, em centimetros, o crescimento de uma

planta, registrando os dados obtidos, conforme a seguinte cena.

A

ZOOm |19 Dias = |E-"J"J config

Altura [(cm) 1.20

inicio

a) Qual é a altura da planta ap6s 3 dias?

b) A cada dia a planta sempre cresce a mesma medida? Qual é esta medida?

Justifique a sua resposta.

c) Se h é altura da planta em centimetros e t € o nimero de dias, relacione h e t

através de uma férmula matematica.
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ATIVIDADE 2

Jodo precisa pagar um titulo no valor de R$ 30,00 com vencimento no dia
26/05/07 e com taxa de juros de 30% ao més. Porém, no dia do vencimento, Jodo
ndo dispde desta quantia e pagara este titulo com alguns dias de atraso. Sabemos
que, quando o atraso € inferior a um més, os bancos cobram os juros simples. A
cena abaixo mostra o grafico que modela este problema, ou seja, mostra o valor a
pagar em funcdo do numero de dias de atraso.

i ) i
ZO0M ‘.|4 0000 Dias de atraso ¥(11-00 canfig

11.00

inicio
a) Quanto Jodo deverd pagar por este titulo com um dia de atraso?
b) Quanto Jodo devera pagar por este titulo com dois dias de atraso?
c) Qual é a variacdo do valor a pagar pelo titulo com dois dias de atraso em
relacdo ao valor a pagar pelo titulo com um dia de atraso?
d) Quanto Jodo devera pagar por este titulo com dez dias de atraso?

e) Quanto Jodo devera pagar por este titulo com onze dias de atraso?

f) Qual é a variagdo do valor a pagar pelo titulo com onze dias de atraso em
relacéo ao valor a pagar pelo titulo com dez dias de atraso?



g) Para cada dia de atraso, qual é o valor fixo a ser acrescido?

h) Se t é o valor a pagar pelo titulo com d dias de atraso (0< d < 30); escreva
uma formula matematica que relacione d e t.

82
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ATIVIDADE 3

Moro em Curitiba e neste verdo pretendo passar as férias com a minha
familia na regido dos lagos, na costa fluminense. Faremos a viagem de automével
percorrendo um total de 800 km. Na cena abaixo, tracamos um grafico que
relaciona o tempo de viagem (eixo horizontal) com a distancia percorrida (eixo
vertical). Vocé pode observar a distancia percorrida em funcdo do tempo
transcorrido, alterando o parametro horas. Para isso, pressione as setinhas
correspondentes a este campo. Da mesma forma, vocé também pode alterar a
velocidade do automovel.

ayuda config

Juilfmetros
1000

00

00

700

GO0

e

400

100

inicio velocidade i‘ 20 horas i‘l 2.0 J

a) Atribua a variavel horas os valores 1, 2, 4 e 8. Anote, em cada caso, a distancia
percorrida e calcule o valor da razdo distancia/tempo. O que € possivel concluir?

b) Como se alteraria o gréafico da fungdo ao modificarmos o valor da velocidade
para 100 km/h? Modifique o valor da velocidade para comprovar sua concluséo.

c) Para velocidade igual a 100 km, repita a atividade proposta no item (a). O que é
possivel concluir?

d) Atribua a velocidade diferentes valores. Observe como varia o grafico da funcdo
e a razao distancia/tempo.
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e) Em relacdo a uma velocidade constante de 80km/h, associe por meio de uma
férmula matematica d e t, onde d é a distancia percorrida apés t horas.

Conclua: Qual é a relacao entre a velocidade e o valor de a, naqual a € um
namero real que aparece em y=ax+b?



85

ATIVIDADE 4

Em uma certa cidade, os taxistas cobram R$ 3,00 a bandeirada mais R$
1,50 por quilémetro rodado. Como € possivel para um passageiro determinar, de
forma correta, o valor da corrida?

Nesse problema é facil verificar que o valor da corrida depende do nimero
de quildbmetros rodados. Para resolvé-lo, é necessario determinar, a partir dos
dados apresentados, a relacdo existente entre o preco (P) e o numero x de
quildmetros rodados que séo as variaveis do problema.

Complete a seguinte tabela que relaciona estas duas variaveis

P (Preco a pagar)

allb {ﬁ WIN[FP|O|X

A cena abaixo mostra o gréafico que modela esse problema. Varie os valores
da distancia percorrida no controle numérico e confirme os valores que vocé
preencheu na tabela anterior.

ZO0Mm ‘|19 Disténcia (Em) : 2.50 canfig

Freco a pagar

Disténcia

inicio
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a) Vocé preencheu todos os valores pedidos na tabela de forma correta? Quais
foram os que vocé errou?

b) Qual o valor minimo que devera ser pago pelo passageiro? Como esse valor se
relaciona com os dados do problema?

c) De quanto foi a variacao do preco da corrida de 0 km para 1 km?

d) Quanto foi a variagcéo entre o preco da corrida de 1 km e a corrida de 2 km?

e) Quanto foi a variagéo entre o preco da corrida de 2 km e a corrida de 3 km?

f) O preco total da corrida de taxi € dado pelo valor da bandeirada adicionado a um
valor fixo a ser pago por quildmetro rodado. Nesse caso, qual é o valor pago para

cada quilémetro rodado?

g) Se P é o preco total a ser pago e x € 0 numero de quildmetros rodados,
relacione P com x por meio de uma férmula matematica.
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ATIVIDADE 5

Na cena abaixo, manipule os controles a e b de forma que tenhamos a
funcéo f (x) = 05x-1.

0.0 x2

inicio xl

2.0 limpiar

|

a) Faca x, =0e movimente livremente x,. Qual é a relagdo que vocé percebe
entre o comprimento do segmento amarelo e o valor de x, —X,, ou seja, qual é a

relacdo percebida entre o comprimento do segmento amarelo e a variacdo dos
valores de x?

b) Qual € a relacdo que vocé percebe entre 0 comprimento do segmento roxo e o
valor de f(x,)— f(x), ou seja, qual é a relagé@o percebida entre o comprimento do
segmento roxo e a variagado dos valores de f(x)?

c) Agora movimente livremente os valores e confirme as conclusdes obtidas nos
itens anteriores.
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ATIVIDADE 6

Na cena abaixo, manipule os controles a e b de forma que tenhamos a
funcéo f (x) = 05x 1.

Ao A F F 3 3
inicio xl 0.0 x2 2.0 limpiar

a) Qual é a variacdo inicial entre os valores de x?

b) Para essa variacdo dos valores de x, qual € a variacdo correspondente dos
valores de y?

¢) Quando os valores de x variam em trés unidades, os valores de y variam em
quantas unidades? Confirme sua resposta explorando o gréfico.

d) Quando os valores de x variam em duas unidades, os valores de y variam em
guantas unidades? Confirme sua resposta explorando o grafico.

e) Quando os valores de x variam em uma unidade, os valores de y variam em
quantas unidades? Confirme sua resposta explorando o gréfico.

f) Vocé percebeu alguma relacdo entre a lei de definicdo da funcéo e a variagcéo
da funcéo?

Agora, manipule os controles a e b de forma que tenhamos a funcéao
f(x)=-04x+1.



89

g) Quando os valores de x variam em trés unidades, os valores de y variam em
quantas unidades? Confirme sua resposta explorando o gréfico.

h) Quando os valores de x variam em duas unidades, os valores de y variam em
guantas unidades? Confirme sua resposta explorando o grafico.

i) Quando os valores de x variam em uma unidade, os valores de y variam em
quantas unidades? Confirme sua resposta explorando o gréfico.
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ATIVIDADES DE CONCLUSAO

(UERJ) A promoc¢ao de uma mercadoria em um supermercado esta representada,
no grafico a seguir, por 6 pontos de uma mesma reta.

Valor total
da compra (R$)
A
150 —e
@
o
9
®
50 I
3 = 0 quantidade

de unidades
compradas

Quem comprar 20 unidades dessa mercadoria, na promocédo, quanto pagara, em
reais?

(UFRJ) Em uma partida, Vasco e Flamengo levaram ao Maracana 90.000
torcedores. Trés portdes foram abertos as 12 horas e até as 15 horas entrou um
namero constante de pessoas por minuto. A partir deste horario, abrem-se mais
trés portdes e o fluxo constante de pessoas aumentou. Os pontos que definem o
namero de pessoas dentro do estadio em funcdo do horario de entrada estdo
contidos no gréfico a seguir. Quando o numero de torcedores atingiu 45.000, qual
era o horario que o relégio estava marcando?

A N* depessoas

90.000

45.000
30.000

. . » Horario
12 15 17 ©
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FICHA 2

ANALISE A PRIORI: No Ensino Basico, a caracterizagdo do conceito de funcdo
se d& de forma puramente algébrica. As atividades dessa ficha foram planejadas
com o objetivo de caracterizar as fungdes polinomiais de 1°e 2°grau de acordo
com a sua variacdo, ou seja, a funcédo polinomial do 1° grau € a funcéo cuja
variagdo da funcdo é constante, quando a varidvel dependente varia em uma
unidade e, conseqientemente, a variacdo da variacdo da funcdo é nula. Ja a
funcao polinomial do 2°grau é a funcdo cuja varia¢ o € uma progressao aritmética
e, consequentemente, a variacao da variagdo é constante.

Na atividade 1, esperamos que o0 aluno compreenda que o movel tem
velocidade constante e, por meio do preenchimento da tabela, perceba que a
variagdo da funcdo é constante. E, finalmente, através do aspecto gréfico, ele
perceba que o movel percorre espacgos iguais para intervalos de tempo iguais.

Nas atividades 2 e 3, temos situacdes diferentes, mas esperamos levar o
aluno, inicialmente analisando os dados da tabela e depois interagindo com o
gréfico, a compreender que a variagdo da fungcdo em questdo segue um padréo e
como consequéncia, a variagdo da variacdo da funcéo é constante.

Na atividade 4, verificaremos se 0 nosso objetivo nessa ficha foi ou néo

atingido.
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ATIVIDADE 1

Um movel estd em movimento em uma pista com velocidade constante. A
tabela abaixo informa a posicdo do movel em um dado instante de tempo. Por
exemplo, decorridos 3 segundos o movel esta na posi¢cao 6,6 metros.

Tempo 0 1 2 3 4 5 6 7 8
(segundos)
Posicdo (m) | O 2,2 4.4 6,6 8,8 11 13,2 |154 |17,6

a) Qual foi a variacao da posicdo do mével nos 3 primeiros segundos?
b) Qual foi a velocidade média do movel nos dois primeiros segundos?
c¢) Qual foi a velocidade média do mével nos 8 primeiros segundos?

d) A velocidade média do movel foi maior nos 4 primeiros segundos ou nos 4
altimos segundos de sua queda?

e) A velocidade média do movel, segundo a segundo, sempre aumentou?
f) No instante t =3 s, 0 velocimetro do mével estava marcando quantos m/s?
g) O que podemos afirmar sobre a velocidade do carro durante todo o trajeto?

h) Para observarmos qual é a variacdo da posicdo a cada segundo, complete a
tabela abaixo:

Instantes Variagcao da Posicéo entre Wariacdo da variacdo da

instantes posicao entre o0s instantes

t=0 et=1 --

t=1 et=2

t=2 et=3

t=3 et =4

t=4 et=5

t=5et=6

t=6 et=7

t=7 et =8

i) O que vocé pode concluir em relacdo aos dados da tabela?
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j) A cena, a seguir mostra o grafico da funcdo s(t) =22t que modela este
problema. Varie os valores de t, e t, e comprove o0s valores que vocé preencheu.

ZOOMm 30 config

inicio . . limpiar

Agora, modificando os valores de t,e t, e observando o gréafico responda:

[) Quando a variacao do tempo € de um segundo, a variacdo do tempo é sempre a
mesma? De quanto € esta variacdo? Justifigue suas respostas.

m) Quando a variagdo do tempo é de dois segundos, de quantos metros € a
variacdo do espaco percorrido? Justifique sua resposta.

n) Quando a variagao do tempo € de 4 segundos, de quantos metros é a variagao
do espaco percorrido? Justifique sua resposta.

0) O que significa fisicamente o comprimento do segmento amarelo?
p) O que significa fisicamente o comprimento do segmento roxo?

q) O que significa fisicamente a divisdo entre 0 comprimento do segmento roxo
pelo comprimento do segmento amarelo?
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ATIVIDADE 2

Um movel se locomove com aceleracdo constante. A tabela abaixo informa
a posicédo do moével em um dado instante.

Tempo 0 1 2 3 4 5 6 7 8
(segundos)
Posicdo (m) | O 0,1 0,4 0,9 1,6 2,5 3,6 4,9 6,4

a) Qual foi a velocidade média do movel nos dois primeiros segundos?
b) Qual foi a velocidade média do movel nos 8 primeiros segundos?

c) A velocidade média do mével foi maior nos 4 primeiros segundos ou nos 4
altimos segundos de seu movimento?

d) Qual foi a velocidade média do movel entre os instantes t =1s e t =2s?
e) Qual foi a velocidade média do movel entre os instantes t =2se t =3 s?
f) Qual foi a velocidade média do mével entre os instantes t =3s e t =4 s?

g) Complete a seguinte tabela, para observarmos como sdo as variacdes a cada
segundo :

Variacao da posicéo entre ps Variacdo da Variacéo da
Variacao dos Instantes instantes Posicao entre os instante
(Velocidade Média)

Entret=0 et=1 -

Entret=1 et=2

Entret=2 et=3

Entret=3 et =4

Entret=4 et=5

Entret=5 et=6

Entret=6 et=7

Entret=7 et =8

h) Observando a tabela que vocé preencheu, o que vocé percebe em relacdo a
sequéncia das velocidades médias registradas?

i) Observando a tabela que vocé preencheu, o que vocé percebe em relacdo a
aceleracao?

UJ
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j) A cena abaixo, mostra o gréafico da funcéo s(t) = 01t> que modela este problema.
Varie os valores de t, e t, e comprove os valores que vocé preencheu.

config

inicio . . 28 limpiar

Agora, modificando os valores de t e t, e observando o gréafico responda:

[) Quando a variacdo do tempo é de um segundo a variagdo da distancia € sempre
a mesma? Justifique sua resposta.

m) Qual foi a distancia percorrida no periodo de tempo compreendido entre 2
segundos e 3 segundos?

n) Qual foi a distancia percorrida no periodo de tempo compreendido entre 3
segundos e 4 segundos?

0) Qual foi a velocidade média do movel nos dez primeiros segundos? Justifique
sua resposta.

p) O que significa fisicamente a divisdo entre o comprimento do segmento roxo
pelo comprimento do segmento amarelo?



ATIVIDADE 3

9¢

Complete a tabela abaixo que relaciona a medida do lado de um quadrado

em centimetro com sua area em centimetros quadrados.

Medida do

lado do 0 1

guadrado
(cm)

Area (cn)

a) Se um quadrado tem medida x cm qual serd a medida da sua area?

b) Complete:

A funcdo A(x) =
lado é x, onde x=0.

, informa o valor da area de um quadrado cuja medida do

¢) Quanto variou a area do quadrado quando a medida do lado variou de 0 para

1?

d) Quanto variou a area do quadrado quando a medida do lado variou de 1 para

2?

e) Quanto variou a area do quadrado quando a medida do lado variou de 2 para

3?

f) Quanto variou a area do quadrado quando a medida do lado variou de 3 para

47

g) Utilizando o que ja foi respondido, complete a seguinte tabela:

Variacdo da medida do lad
do quadrado

Variacao da area do
0 quadrado com relacao a
variacdo entre as medida
dos lados

Variacdo da Variacdo da
area do quadrado com
relacdo a variacdo entre g
medidas dos lados

DeOcmalcm

Delcma2cm

De2cma3cm

De3cma4cm

Ded4cmab5cm

De5cmaé6cl

De6cma7cm

De7cma8cm
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h) Vocé percebeu algum padrdo em relacdo a variacdo da area do quadrado a
medida que seu lado aumenta em uma unidade?

i) O que vocé observou em relacdo a variacdo da variacdo da area do quadrado?

j) Represente no plano cartesiano abaixo, o grafico da area de um quadrado em
funcéo do seu lado

PNORENPARPOORNP RPN QR

COVNPTRWOWNPRPOOOI~NDO RN
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ATIVIDADE 4

a) O que vocé percebeu em relacéo a variacdo de fungdes polinomiais do 1°grau?

b) O que vocé percebeu em relagédo a variagdo da variagdo de fun¢des polinomiais
do 1° grau?

c¢) O que vocé percebeu em relacao a variacao de fungdes polinomiais do 2° grau?

d) O que vocé percebeu em relacédo a variacao da variacao de funcdes polinomiais
do 2° grau?

e) Quando a variacdo de uma funcéo é constante, como é o seu gréfico?
f) Quando a variacéo da variagdo de uma fungéo € zero, como é o seu gréafico?
g) Quando a varia¢do de uma funcdo é uma progressao aritmética, como € o seu

grafico?

h) Quando a variacdo da variagcdo de uma funcdo é constante, como é o seu
gréfico?



9¢

FICHA 3
ANALISE A PRIORI: Nessa ficha, procuramos levar o aluno a definir o coeficiente

angular da reta, fazendo-o perceber que o valor da tangente do angulo formado

f(Q-f(P)
-P

entre a reta e o eixo das abscissas, 0 quociente e a taxa de variagao

da funcdo sédo iguais. Uma vez que esta nocao tenha sido definida, achamos que
se pode fazer necessario a realizacdo com o0s alunos de alguns exercicios

tradicionais de forma a familiariza-lo com os conceitos que foram construidos.
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ATIVIDADE 1

Na seguinte cena, movimente livremente os controles numéricos a, b, P e
Q. Aperte o botéo inicio e depois responda as questdes abaixo:

flxi=-2.0 %+ 10.0

F=1.0

£{Q)=0.0
£igy - £(F) =-5.0
Q-F =40

inicio .0 . limpiar

a) Qual é a funcado que aparece inicialmente na tela?
b) Qual € a variacao inicial entre os pontos P e Q ?
¢) Qual a variagao inicial entre f(P) e f(Q) ?

d) Varie livremente os pontos P e Q. Qual a relagdo que vocé percebe em relagao
ao comprimento do segmento amarelo e o valor de Q — P?

e) Qual a relacdo que vocé percebe em relacdo ao comprimento do segmento
roxo e o valor de f(Q) — f(P) ?

f) Volte a variar livremente os pontos P e Q. O que vocé percebe com relacéo a
fQ-f(P),
Q-P

razao

g) Lembrando que no triangulo retangulo, a tangente de um angulo é dada pela
razao entre o cateto oposto e o cateto adjacente, qual é a tangente do angulo
formado pela reta com o segmento amarelo?
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h) Modifique os valores de a e de b de forma a termos a fungdo f(x)=3x-2.

Modifiqgue o ponto P de forma que sua abscissa seja 1 e faca a abscissa do ponto
Q ser 3. Qual é a tangente do angulo formado pela reta com o segmento amarelo?

i) Varie livremente os pontos P e Q. O que vocé percebe em relacdo a razéo
fQ-f(P),
Q-P

j) Qual a relagcéo entre a tangente do angulo formado pela reta com o segmento
fQ-f(P),
Q-P

amarelo e arazdo

[) Varie livremente o controle numérico a. Qual é a relacdo entre o valor de a e a
fQ-f(P),
Q-P

razao

f(Q) - f(P)

m) O que podemos concluir acerca da razao , 0 valor de a e a

tangente do angulo formado pelo segmento amarelo e a reta?

J4 sabemos que o grafico de uma funcdo polinomial do 1° grau
f(x) =ax+b é uma reta. Vocé deve ter percebido que o valor da tangente do

angulo formado pela reta com o eixo das abscissas é a. Podemos chamar de a o
coeficiente angular da reta. Escreva uma definicdo matematica para o coeficiente
angular da reta.

Normalmente os livros de matematica definem o coeficiente da reta como:

Definicéo : Seja f fungédo polinomial do 1° grau. Sejam (x,,y,)e (x,,Y,) pontos
da reta que do grafico de f(x), onde y, =f(x)e y,=f(x,). Definimos o
coeficiente angular da reta que representa o gréafico de f(x) como:

Y™ W

X=X
Compare essa definicdo com a sua. A sua definicdo coincide com a dos livros?
Em que elas sao diferentes. Essas diferencas sédo importantes? Por qué?
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Esta definicdo pode ser aplicada nos seguintes exemplos:
Exemplos:

1) Determinar a funcdo polinomial do 1° grau cuja reta, que representa o seu
gréfico, contenha os pontos (-37)e (-25).

2) Determinar a funcao
abaixo:
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FICHA 4

ANALISE A PRIORI:

Temos como objetivo primordial, nessa Ficha, que o aluno associe, dada

uma funcédo f(t) que expressa a distancia percorrida por um mével em um tempo
t, o coeficiente angular da reta secante aos pontos (t,,f(t,)) e (t,,f(t,)) e a taxa
de variacdo média da funcdo f entre os instantes t, e t,.

Na Atividade 1, esperamos, com a ajuda do applet, que o aluno consiga
interpretar o grafico de uma funcdo que relacione a distancia e o tempo, além de
calcular corretamente a velocidade média entre os instantes pedidos. A nosso ver,
essa habilidade é fundamental para que o estudante possa ter condicdes reais de
realizar as associagdes que vislumbramos nessa ficha.

Na Atividade 2, os itens a), b) e c¢) séo relativos as habilidades trabalhadas
na Atividade 1. J& nos itens d) e e), esperamos que 0s alunos percebam o
tamanho do segmento vermelho sendo igual a distancia percorrida entre os
instantes pedidos (variacdo da distancia). Esperamos também a percepcéo de que
o tamanho do segmento verde é igual variacdo do tempo. Feita esta percepc¢ao,
esperamos que o aluno perceba, respondendo aos itens f), g), h) e i), que a razéo
entre o tamanho do segmento vermelho e o tamanho do segmento verde é igual

tanto a velocidade média do moével entre os instantes t, e t, quanto ao coeficiente
angular da reta secante aos pontos (t,,f(t,)) e (t,,f(t,)), para que, entdo,

finalmente, no item j), por meio da resposta do aluno, percebamos se 0 nosso

objetivo foi satisfeito.
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ATIVIDADE 1

A cena seguinte mostra um grafico que relaciona a distancia percorrida por
um movel em fungéo do tempo. Mova liviemente o ponto t,. Depois responda as
seguintes questdes:

ZOOMm = |1E canfig

inicio . limpiar

a) Apos 4 segundos, quantos metros foram percorridos pelo mével?
b) Apés 8 segundos, quantos metros foram percorridos pelo mével?
¢) Qual foi a velocidade média do mével nos 8 primeiros segundos?
d) Qual foi a velocidade média do mdével no trecho entre os instantes 4 segundos e

8 segundos?

e) Quanto tempo sera necessario para que o mével percorra 6 metros?
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ATIVIDADE 2

O gréfico azul da fungéo s(t) na cena abaixo representa a posicdo de um
movel em fung&o do tempo. Note que a posigdo do mével no instante t, =1 € 3, ou
seja, s() =3, perceba também que a posi¢do do movel no instante t, =5 € 6,7, ou
seja, s(5) = 6,7. Observando esses fatos, responda as seguintes questdes:

ZOOMm '|1E config

posi s Ao

Tenpo entre Ll e t2

Dizténcia percorrida

Cenpo

inicio .0 . limpiar
a) Qual era a posi¢do do movel no instante 2 s ?
b) Qual era a posicdo do movel no instante 5 s ?
c¢) Qual foi a velocidade média do mével entre os instantes 2se 5s ?
d) Qual é o significado fisico da medida do segmento verde?
e) Qual é o significado fisico da medida do segmento vermelho?

f) Qual é o coeficiente angular da reta amarela secante ao grafico azul que passa
pelos pontos (2,s(2)) e (5,s(5)) ?

g) Qual era a posicdo do mével no instante 7 s ?

h) Qual foi a velocidade média entre os instantes2se 7 s ?
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i) Qual é o coeficiente angular da reta amarela secante ao grafico azul que passa
pelos pontos (2,s(2)) e (7,s(7)) ?

j) Qual é a relacdo que vocé percebe entre o coeficiente angular da reta secante
pelos pontos (t,,s(t,)),(t,,s(t,)) e a velocidade média do mével entre os instantes

tet,?



FICHA 5
ANALISE A PRIORI:

Tradicionalmente, o conceito de reta tangente é trabalhado no Ensino
Médio somente no ambito da geometria plana. Sendo assim, o Unico contato do
aluno com a reta tangente se restringe a reta tangente a uma circunferéncia.
Dessa forma, ao falarmos de reta tangente a uma funcéo, a imagem de conceito
do aluno evocara que a reta tangente é a reta que intercepta a funcdo em um
anico ponto.

Por outro lado, o conceito de reta tangente € um dos mais importantes do
Célculo e acreditamos que €& extremamente viavel que este conceito seja
trabalhado desde o Ensino Médio.

O objetivo das primeiras atividades dessa ficha € que o aluno remova da
sua imagem de conceito o fato de que a reta tangente intercepta a curva em um
Gnico ponto e percebendo a reta tangente a curva como a reta que melhor
aproxima o comportamento da curva nas proximidades desse ponto. E, finalmente,
visualize a reta tangente enquanto aproximagdes da reta secante.

Na atividade 1, esperamos que o aluno responda corretamente qual é a

representacao da funcdo e da sua reta tangente em um ponto especifico e desde
ja tenha contato com fun¢des em que a reta tangente ndo intercepta a funcdo em
um Gnico ponto, como é o caso da reta tangente a f (x) = x* no ponto (1,1).

Na atividade 2, utilizamos o processo de magnificacdo local em 4 funcdes, a

fim de que o aluno perceba que a aparéncia dessas funcdes (diferenciaveis),

quando olhadas de muito perto, se assemelha a uma reta. Essa visualizacdo é
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exatamente a raiz cognitiva para a nocdo de derivada. Ja na atividade 3,
verificaremos se, apds vivenciarem as atividades anteriores, os alunos sabem
tracar a reta tangente a uma fungdo num ponto dado.

Por fim, na atividade 4, queremos levar o aluno a compreender a respeito
do comportamento local da reta tangente no entorno do ponto de tangéncia e,
neste momento verificaremos se o aluno ainda mantém, em sua imagem de
conceito, a figura da reta tangente como a reta que so toca o gréafico da funcdo em

um unico ponto.



ATIVIDADE 1

Desde a Grécia Antiga existem problemas que motivaram a criagdo de
varios conceitos que contribuiram muito para o desenvolvimento da Matematica. O
problema de determinar a reta tangente a uma curva foi fundamental para o
surgimento de uma nova area de estudo, o Calculo Diferencial e Integral.

Sabemos que a reta tangente a uma circunferéncia € definida da seguinte
forma:

Def: Dada uma circunferéncia C e um ponto P pertencente a circunferéncia
definimos a reta tangente a circunferéncia C no ponto P como a reta que
intercepta a circunferéncia C somente no ponto P.

a) Vocé acha que a definicdo de reta tangente a uma circunferéncia € a mesma
para qualquer curva, ou seja, dada uma determinada curva e um ponto P
pertencente a curva, a reta tangente a curva devera interceptar a curva somente
no ponto P? Justifique sua resposta.

b) Em todas as figuras abaixo, temos a fungéo f(x) = x* e uma reta interceptando
a curva no ponto (1,1). Em qual figura temos a representacéo da funcéo f(x)e da
reta tangente a f (x) no ponto (1,1)?

zzzzz
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c) Em todas as figuras abaixo, temos a funcéo f(x) = x> e uma reta interceptando
a curva no ponto (1,1). Em qual figura temos a representacao da funcdo f(x)e da
reta tangente a f(x)no ponto (1,1)?

123 45 6 7 8 9 1011

d) Como vocé definiria a reta tangente a uma curva em um ponto P pertencente a
curva?
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ATIVIDADE 2 — Na cena abaixo, selecionando valores no controle numérico ind,
obtemos fungdes diferentes e temos uma janela quadrada de raio h em torno do
ponto (X,, f(X,)). Note que variando os valores no controle numérico h, a janela

guadrada aumenta ou diminui.

ZOOM : 28 ind : 1 config

inicio limpiar

a) Posicione o controle numérico ind no valor 1 obtendo a funcdo f(x) = 05x>.
Posicione também o controle x, no valor 1 e diminua a janela quadrada,

modificando os valores de h até chegar ao valor 0,1. Ao olharmos de perto o que
esta dentro da janela, qual forma vocé acha que enxergaria? Faga no plano
cartesiano abaixo um esbocgo desta forma.

0.801Y
070t
0601
0501
040t
030t
020t

0.107
X

J | | | | | | i | | | i | | i i
t T T t t T T U T t T T t t t T
-0,80 -0.70 -0,60 —0.50 -0.40 -0.30 -0,20 -0.10 0.10 020 030 0.40 050 060 0.70 0.80

~0.107

~0.207
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b) Agora, aumente gradativamente o zoom (sugerimos que 0 controle seja
aumentado até 960) de maneira a visualizarmos qual é a forma que esta dentro da
janela vermelha. Qual foi a forma que vocé viu? Coincidiu com a forma que vocé
imaginou inicialmente?

c) Posicione o controle numérico ind no valor 2 obtendo a fungédo f(x)=sen(x).
Posicione também o controle x, no valor 2,56 e diminua a janela quadrada

modificando os valores de h até chegar ao valor 0,1. Se olharmos de perto o que
esta dentro da janela qual forma vocé acha que enxergaria? Faca no plano
cartesiano abaixo um esbocgo desta forma.

y
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d) Agora, aumente gradativamente o zoom (sugerimos que O controle seja
aumentado até 960) de maneira a visualizarmos qual é a forma que esta dentro da
janela vermelha. Qual foi a forma que vocé viu? Coincidiu com a forma que vocé
imaginou inicialmente?

e) Posicione o controle numérico ind no valor 3 obtendo a funcdo f(x) =Jx.
Posicione também o controle x, no valor 2 e diminua a janela quadrada

modificando os valores de h até chegar ao valor 0,1. Ao olharmos de perto o que
estda dentro da janela, qual forma vocé acha que enxergaria? Faca no plano
cartesiano abaixo um esboc¢o desta forma.

f) Agora, aumente gradativamente o0 zoom (sugerimos que o0 controle seja
aumentado até 1060) de forma a visualizar qual é a forma que esta dentro da
janela vermelha. Qual foi a forma que vocé viu? Coincidiu com a forma que vocé
imaginou inicialmente?
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g) Posicione o controle numérico ind no valor 4 obtendo a funcdo f(x) = 01x>.
Posicione também o controle x, no valor 1,5 e diminua a janela quadrada,
modificando os valores de h até chegar ao valor 0,1. Ao olharmos de perto o que

esta dentro da janela, qual forma vocé acha que enxergaria? Faga no plano

cartesiano abaixo um esboco desta forma.
y

2.0
Z.U

,_A
o

,_A
o

N
[

h) Agora, aumente gradativamente o zoom (sugerimos que o0 controle seja
aumentado até 1060) de maneira a visualizar qual é a forma que esta dentro da
janela vermelha. Qual foi a forma que vocé viu? Coincidiu com a forma que vocé
imaginou inicialmente?

Vocé deve ter percebido que o aspecto de muitas curvas parece com uma
reta quando olhamos muito de perto.

Dada uma curva C e um ponto P pertencente a esta curva podemos definir
a reta tangente a esta curva como a reta que melhor se aproxima da curva nas
proximidades do ponto P.



11¢

ATIVIDADE 3

Em cada um dos itens abaixo trace a reta tangente em cada uma das
funcdes nos pontos indicados.

) {f(x) = 05x2
P = (105)

oy [ 109 = (9
P = (256, sen (256))
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ATIVIDADE 4

Na seguinte cena, podemos visualizar o grafico de uma funcédo e o gréfico
da reta tangente a esta funcéo por meio do ponto P. Varie os valores do controle
numeérico a e classifique as afirmag¢Bes abaixo como verdadeiro ou falso
justificando a sua resposta.

créditnsl config |

/ T x

Reta tangente a a curva no ponto de abscissa x=a

inicio | a 7] 0-26 | >

a) Para que uma reta seja tangente ao ponto P basta que essa reta passe por
esse ponto.

b) A reta tangente a curva no ponto P sé pode ter um ponto de contato com ela,
que € o préprio ponto P.
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FICHA 6

ANALISE A PRIORI:

Nesta ultima ficha, desejamos que o aluno visualize o coeficiente angular da
reta tangente a partir do problema de se calcular a velocidade instantdnea de um
movel como aproximacdes de suas velocidades médias. Por fim, achamos que
seria por demais oportuno que o aluno inclua em sua imagem de conceito a reta

tangente como aproximagdes das retas secantes.



ATIVIDADE 1

Nessa atividade, nosso objetivo € descobrir a velocidade instantanea no
instante t =4 s de um moével que, apdés t segundos, percorreu s(t) metros. Na

cena abaixo, temos o grafico (azul) da funcdo s(t). Temos também representada a
reta secante a s(t) nos pontos (t,s(t)) e (t +h,s(t +h)).

Z00Mm '|16 config

entre os instantes tl e tZ =

Tempo

inicio limpiar

a) Qual é a posicado do mével no instante t =4s?
b) Fazendo t + h =5, determine a posi¢cao do mével no instante t =5s?
¢) Qual foi a velocidade média do moével entre os instantes t =4se t =5s?

d) Fazendo t + h= 45, determine a posi¢cdo do mével no instante t = 45s?
e) Qual foi a velocidade média do movel entre os instantes t =4s e t = 45s?
f) Fazendo t +h = 41 determine a posi¢cdo do movel no instante t = 41s?

g) Qual foi a velocidade média do movel entre os instantes t =4se t =41 s?
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h) Fazendo t +h = 401, determine a posi¢cdo do mével no instante t = 401s?
i) Qual foi a velocidade média do mdvel entre os instantes t =4s e t = 401s?

]) Vocé saberia informar qual é a velocidade instantdnea do mdvel no instante
t =47? Justifique sua resposta.

[) O que vocé percebe com relacdo a reta secante (amarela) a medida que t +h se
aproxima de t?
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ATIVIDADE 2

Na cena abaixo, a curva azul é o grafico de uma funcdo. Perceba que a
reta vermelha € a reta tangente a curva no ponto P. Note ainda que h é a distancia
entre as abscissas dos pontos P e Q.

créditos comfig

=0 |
inicio a2 i‘ 0.68935 h i"lﬂT Iimpiar|H1 | »> |

a) O que representa o coeficiente angular da reta que passa por P e Q?

b) Faca o ponto Q se deslocar sobre a curva de maneira a fazé-lo se aproximar do
ponto P. O que vocé observa a medida que h se aproxima de zero, isto &, a
medida que o ponto Q se aproxima de P?

c) Fazendo h se aproximar de zero, o que vocé percebe em relacdo a reta secante
gue passa por P e Q?
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5.2 Aplicacéo da Sequéncia Didatica e Andlise  a Posteriori

Com o objetivo de selecionarmos alunos para participarem da pesquisa,
nos primeiros dias de agosto fizemos o convite a trés turmas do 1°ano e trés
turmas do 2° ano do Ensino Médio. Dezesseis alunos se disponibilizaram a
participar da pesquisa, sendo dez do 1°ano e seis do 2°ano. Nossa dificuldade na
selecdo dos alunos consistiu no fato de que muitos alunos estudavam todas as
manhas e todas as tardes, as manhas ocupadas pelo Ensino Médio regular e as
tardes pelo ensino técnico. Trés alunos participantes da pesquisa fazem parte
desse grupo que estudam em tempo integral, porém se disponibilizaram com
entusiasmo a participarem do projeto, mesmo tendo que estar ausentes em alguns
momentos das suas aulas do curso técnico. Combinamos que 0s encontros se
dariam as segundas feiras das 14h as 15h, num total de seis encontros.
Primeira sesséo

O primeiro encontro com os alunos aconteceu em 11 de agosto de 2008.

Proposta da Sessao

1) Apresentacao da proposta de trabalho, envolvendo:
- Informagbes a respeito da pesquisa, seu tema, seus objetivos e sua
justificativa;
- Importancia, papel, responsabilidade e assiduidade dos estudantes
participantes;

2) Aplicagéo do Teste Diagnastico.

Relato:
No primeiro encontro, estiveram presentes todos os dezesseis alunos.

Inicialmente, expliquei quais eram as hipdteses nas quais nossa pesquisa estava



12¢

baseada e ressaltamos a importancia da assiduidade para a validacdo dessas
hipoteses. Apds essa fala inicial, foi feito o teste diagnéstico, conforme previsto
em nosso cronograma.

Os resultados obtidos com a aplicagdo do pré-teste, acompanhados de sua
devida analise a posteriori, sdo aqui relatados.

Questéo 1:

Item a): Todos os alunos acertaram-no.

Item b): Todos os alunos acertaram-no.

Item c¢): Todos os alunos acertaram-no.

Item d): Quinze alunos acertaram-no.

Apenas um aluno errou o item d. Ele fez equivocadamente a multiplicacédo
de 2000 metros, que seria a resposta correta, por 4 horas, concluindo que a
resposta seria de 8000 metros.

Item e): Todos os alunos acertaram-no.

Item f): Onze alunos acertaram-no.

No item f, cinco alunos responderam-no erradamente, porém suas
respostas foram proximas da resposta correta, o que nos leva a crer que 0s erros
foram relacionados a contagem dos 17 intervalos.

Item g): Quatorze alunos acertaram-no.

Dois erraram a questdo. Um respondeu “10 minutos” e outro “30 minutos”.

Item h): Quinze alunos acertaram-no.

No item h, um aluno deixou a questdo em branco. Esse fato deixa claro que
os estudantes ndo confundiram o grafico da distancia em funcdo do tempo com a

trajetéria. Observemos algumas respostas dadas a esses dois itens:
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Antbnio: “Porque o grafico representa apenas a distancia que Priscila se encontra em relagdo a
sua casa”

Mauricio: “Pois a relagao de tempo e distancia é proporcional”

Fatima: “O grafico € composto por segmentos de retas pois ndo € um mapa, € sim o tempo e a
distancia que a Priscila percorreu”

Item i): Quinze alunos acertaram-no.

A mesma aluna que ndo respondeu o item anterior também deixou em
branco esse item. Todavia, o0 indice de acertos nesse item foi altissimo e, além
disso, obtivemos respostas muito interessantes, o que mostra que o0s alunos
associam o crescimento do grafico com a distancia percorrida em funcdo do

tempo. Vejamos algumas respostas:

Mauricio: “Porque enquanto o tempo de caminhada vai passando, a distancia percorrida vai
aumentando”
Luiza: “Pois, neste intervalo de tempo, ela andou 2000 metros”

Miriam: “Porque é o momento em que Priscila sai de S=0a S=2000, ha movimento”

Questao 2:

Doze alunos acertaram-na. Um aluno se equivocou na resposta, pois ndo
atentou para o fato de que as 19h Priscila deveria estar a uma distancia de 2000
metros de sua casa. Os outros trés alunos construiram um grafico completamente
equivocado.

Questéo 3:

Quatorze alunos acertaram-na.

Um aluno deixou a questdo em branco e o outro ndo0 marcou a opcgao
correta. Com o objetivo de visualizarmos melhor qual é a imagem de conceito
relacionado ao grafico das fungbes polinomiais do 1°e 2°graus, observemos as

seguintes respostas:
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Mauricio: “Indica onde ira cortar o eixo “y”.

Antdnio: “Sex=0,y=4,sey=0,x=2. Ea funcdo é decrescente”

Alan: “A funcéo é uma reta, pois nao é funcao do segundo grau. Ela é decrescente, pois 0 himero
que multiplica x é negativo. Além de que y é aonde a reta corta, portanto marquei a letra a”

A maioria das respostas dadas utilizam um argumento parecido com estes
gue acabamos de mencionar. Parece-nos evidente que a imagem de conceito
desses alunos relacionado com o grafico de uma funcédo afim, € formada pela
unido dos seguintes fatos:

» O gréfico de uma fungéo afim € uma reta.

» O grafico de uma fungéo quadréatica € uma curva chamada parabola.

» Se 0 numero que multiplica x é positivo entdo a funcdo € crescente; e se esse
namero for negativo, entdo a funcéo sera decrescente.

» A funcdo afim tem a forma algébrica y =ax+b, onde b é a altura onde o grafico
corta o eixo y.

Ao observarmos que esses fatos sdo exatamente os mais enfatizados nos
livros didaticos e, talvez como conseqiiéncia, sdo os aspectos mais abordados
pelos professores de Ensino Médio, percebemos que a imagem de conceito dos
alunos esta relacionada com este tipo de abordagem. Ainda com relacdo a
terceira questdo, observe a resposta da aluna Fatima:

7

“O grafico é uma reta decrescente pois o0 “X” é negativo”
Percebemos, claramente, nessa resposta, que a aluna ndo percebe o “x”
enquanto uma variavel, mas o percebe como algo estéatico, fixo, algo que é

“negativo”. Essa constatacdo reforca uma das hipoteses da nossa pesquisa, ou
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seja, nosso pensamento de que seria muito mais adequado trabalhar o conceito
de funcdo enquanto relacao entre quantidades variaveis.

Questéo 4

Item a): Quatro alunos acertaram-no.

Item b): Trés alunos acertaram-no.

Item c): Seis alunos acertaram-no.

Conforme observado, o indice de acertos relacionados a essa questao foi
baixissimo. Os comentéarios abaixo nos mostram que a imagem de conceito de
alguns estudantes com relacéo ao coeficiente angular de uma reta € praticamente
inexistente.

- “O que é coeficiente angular mesmo?”
- “Eu ndo me lembro mais disso. Faz um ano que vimos esta matéria”
Entretanto, analisando as respostas dadas, percebemos que a imagem de

conceito dos estudantes que acertaram a questao contém o seguinte atributo:

» O coeficiente angular da reta € o niumero que multiplica x.

Todavia, através de uma conversa informal com a professora de
Matematica que acompanhou esses alunos durante o primeiro ano do Ensino
Médio, fui informado que este conceito foi abordado dando énfase ao fato de que
o coeficiente angular da reta é igual ao valor da tangente do angulo formado entre
o gréafico da fungédo e o eixo das abscissas. Num segundo passo, 0s estudantes
foram levados a visualizar que o valor da tangente do angulo € igual ao valor de a

na expressao y=ax+b.
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Porém, em momento nenhum os estudantes relacionaram o coeficiente
angular ao valor da tangente do angulo em questao.

Em dltima analise, podemos concluir que a imagem de conceito desses
estudantes relacionada ao coeficiente angular da reta é bastante empobrecida.
Isso talvez se deva, em consonancia com o0 nosso pensamento, ao fato de que ao
construirmos o conceito de fungédo, devemos fazé-lo no contexto da variabilidade,
para que, em um momento posterior, ja com esse conceito consolidado, levemos o
educando ao questionamento a respeito das propriedades geométricas da funcao
e de seu grafico.

Questéo 5

Quinze alunos acertaram-na.

Nessa questao tivemos um indice de acerto de quase 100%. Isso deixa
claro que, em um grafico da distancia percorrida por um mdével em funcdo do

tempo, os alunos identificam facilmente o valor da velocidade do movel. Fica

. ~ AS . .
evidente a forte presenca da relagéo v = m em sua imagem de conceito.

Questdo 6

Dez alunos acertaram-na.

Esse indice deixa evidente que, apesar de quase todos os alunos
determinarem a velocidade quando é dado o grafico da distancia em funcéo do
tempo, nem todos os alunos associam o grafico que modela a distancia percorrida
por um movel com velocidade constante em funcéo do tempo. Cabe ressaltar, que
dois alunos apesar de errarem a questdo, associaram o movimento uniforme com

o gréfico da funcdo afim, mas marcaram o grafico cuja funcdo é decrescente.
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Todavia, alguns estudantes expressaram o0 seu raciocinio de uma forma muito

interessante, vejamos:

Katia: “Pois a velocidade é constante; ele sai de 0 e chega ao seu destino com a mesma
velocidade porém com percurso cada vez maior”

Miriam: “Espago cresce a mesma proporcao do tempo; velocidade constante”

Fatima: “A velocidade do ciclista € CONSTANTE”

Essas respostas mostram que os alunos tém uma imagem de conceito
madura no que diz respeito ao movimento uniforme. Acreditamos que podemos
usar estas idéias para solidificarmos o conceito de fungdo no contexto da
variabilidade.

Questédo 7

Nenhum aluno acertou.

Ao analisarmos as respostas, percebemos que os erros foram muito

parecidos. Quatro alunos deixaram a questdo em branco. Sete alunos fizeram

s . . o . .
v =Q, ou seja, consideraram implicitamente que s(0) =0 e cinco alunos fizeram

s(0) +s() +s(2) +s@) +s(4) +s(5)
c :

Esses erros talvez tenham sido cometidos

basicamente por dois motivos. Os alunos ndo estdo acostumados a trabalharem
funcdo no contexto da variabilidade e, por outro lado, também ndo tém tanto
contato com situacdes em que a variacdo da velocidade € constante (ndo nula).

Questéo 8

Treze alunos acertaram-na.

Através das respostas dadas na oitava questdo percebemos que os alunos

conseguiram entender muito bem o conceito de variabilidade na funcéo afim. Este
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entendimento pode ser observado nas seguintes respostas dadas, quando foram
indagados sobre o que entendiam por taxa de variacdo de yem relagcéo a x:

Katia: “Que quando (neste caso) X varia de um em um, Y varia de trés em trés”

Luiza: “O valor de y quando x € um numero qualquer menos o valor de y quando x é 0 antecessor
do primeiro. E o nUmero que é multiplicado por x na fung&o”
Antbnio: “E o quanto y varia quando x aumenta 1 unidade”

Questdo 9

Treze alunos acertaram-na.

Observemos que, nessa questdo, tivemos o mesmo indice de acertos da
guestao anterior. As justificativas para essa questao foram basicamente duas. Os
alunos simplesmente diziam que a taxa de variacdo era 4, pois esse € 0 numero
que estd multiplicado pela variavel x ou calculavam o valor da funcao para dois
valores consecutivos e concluiam que a diferenca entre esses valores era 4.

Questéo 10

Item a) Treze alunos acertaram-no.

Item b) Trés alunos acertaram-no.

Nessa Ultima questdo, o indice de acertos foi baixo, 0 que nos mostra, mais
uma vez, que os alunos ndo estdo acostumados a pensar acerca da variagdo da

funcéo, principalmente, se a funcao nao é afim.
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Resumo da Andlise:

Analisando as respostas dessas duas primeiras questdes observamos
que os alunos tém uma boa leitura do gréfico que relaciona a posi¢do do mével
em funcéo do tempo.

Percebemos que a maioria dos estudantes consegue trabalhar, com
certa tranquilidade, a variacao das fun¢@es afim, porém tem muitas dificuldades
com relagao a variagao das outras funcoes.

Foi observado um desempenho muito satisfatério na visualizacdo dos
graficos da distancia em fungéo do tempo, talvez porque esse aspecto ja tenha
sido trabalhado nas aulas de fisica. Contudo, nem todos os alunos associam o
movimento de um mdével com velocidade constante ao grafico da funcéo afim.

Um outro aspecto que nos chamou bastante atencao, foi o fato de que
guando temos apenas a lei de definicdo da funcdo, os alunos ndo conseguem
associar essa lei ao movimento que essa pode representar e,
conseqientemente, as suas respectivas imagens de conceito ndo contém esse
atributo, que consideramos como um dos atributos fundamentais que deve
estar contidos na imagem de conceito dos alunos acerca do conceito de fungéo.

Em dltima analise, percebemos claramente que nossos estudantes néo
estdo habituados a pensar a respeito de como e de que forma as funcbes
variam.

Segunda Sesséao
A segunda sessédo aconteceu em 25 de agosto de 2008.

Proposta da Sessao

|| 1) Aplicacdo da Ficha 1 da sequéncia tica.

Relato:

Relataremos o0s resultados obtidos com a aplicacdo da Ficha 1 da
sequéncia didatica, acompanhados de sua devida analise a posteriori.

No segundo encontro estiveram presentes quatorze alunos. Como as

guatro primeiras atividades praticamente contribuem para o mesmo objetivo,
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faremos as suas respectivas analises a posteriori apdés observarmos seus
resultados.

Atividade 1

Item a) Todos os alunos acertaram-no.
Item b) Todos os alunos acertaram-no.
Item c) Todos os alunos acertaram-no.
Atividade 2

Item a) Todos os alunos acertaram-no.
Item b) Todos os alunos acertaram-no.
Item c) Treze alunos acertaram-no.
Item d) Todos os alunos acertaram-no.
Item e) Todos os alunos acertaram-no.
Item f) Todos os alunos acertaram-no.
Item g) Todos os alunos acertaram-no.
Item h) Treze alunos acertaram-no.
Atividade 3

Item a) Todos os alunos acertaram-no.
Item b) Todos os alunos acertaram-no.
Item c) Doze alunos acertaram-no.
Item d) Treze alunos acertaram-no.
Item e) Quatorze alunos acertaram-no.

Conclusao: Treze alunos acertaram-na.
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Atividade 4

Item a) Todos os alunos acertaram-no.

Item b) Todos os alunos acertaram-no.

Item c) Todos alunos acertaram-no.

Item d) Todos os alunos acertaram-no.

Item e) Treze alunos acertaram-no.

Item f) Treze alunos acertaram-no.

Item g) Doze os alunos acertaram-no.

Conforme constatado, o indice de acertos nas quatro primeiras atividades,
que tratavam de problemas os quais podem ser modelados por fungdes afim, foi
extremamente satisfatorio. Obtivemos respostas que nos revelaram alguns
aspectos interessantes. Ao observarmos o comentario da aluna Miriam,
percebemos que, em sua imagem de conceito, a no¢do de funcado linear esta

oportunamente associada com a nogao de proporcionalidade.

“a planta cresce 0,20 cm a cada dia. Ela cresce proporcionalmente com o
tempo”

Na terceira atividade, quando os estudantes aumentavam o valor da
velocidade no mathlet, esperavamos que eles percebessem que o angulo formado
entre a reta e o eixo das abscissas também aumentava. De fato, essa resposta foi
dada por alguns:

Anténio: “O angulo do grafico e o eixo “x” aumenta.”
Jodo: “O grafico fica mais ingreme”
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Contudo, nos chamou atencdo o fato de que alguns estudantes
responderam a essa questdo de uma forma que ndo haviamos previsto. Em suas
visualizagbes nao foi o fato do angulo em questdo aumentar que chamou atencéo,
conforme evidenciado nas seguintes falas:

Fatima: “Quanto maior a velocidade, maior a distancia em menos tempo.”
Felipe: “O carro vai andar mais em menos tempo”

Esses alunos, mesmo em contato com o aspecto grafico do problema,
interpretaram o problema fisicamente. Esse fato evidencia, a nosso ver, o quanto
uma abordagem do conceito de fun¢éo ligado a cinematica é vantajosa no sentido
de construir uma imagem de conceito rica e, mais do que isto, possibilita a ligacdo
entre partes dessa imagem de conceito.

Todavia o desempenho dos alunos nas atividades 5 e 6 ndo se manteve tao
elevado em comparacao com as atividades anteriores.

Atividade 5

Item a) Dez alunos acertaram-no.

Item b) Dez alunos acertaram-no.

Na sexta atividade, os alunos encontraram muitas dificuldades para
interpretarem e responderem corretamente a questao.

Atividade 6

Item a) Doze alunos acertaram-no.

Item b) Onze alunos acertaram-no.

Item c) Doze alunos acertaram-no.

Item d) Todos os alunos acertaram-no.

Item e) Onze alunos acertaram-no.
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Item f) Treze alunos acertaram-no.
Item g) Nove alunos acertaram-no.
Item h) Nove alunos acertaram-no.

Item i) Oito alunos acertaram-no.

Na realizacdo das atividades 5 e 6 os alunos demonstraram grandes
dificuldades para interpretarem o grafico exibido no mathlet. A pergunta comum de

muitos alunos, foi:

“Professor, quem é x? Equem é y?”

Foi preciso uma intervencao intensa, de nossa parte, para que os alunos
conseguissem entender melhor a questao e o aplicativo relacionado a ela. E ainda
assim, obtivemos, por parte de alguns estudantes, respostas completamente
equivocadas. Por outro lado, podemos destacar a resposta do aluno Antdnio ao
item f) da atividade 6:

“A funcao varia de acordo com o x. Como x esta multiplicado por 0,5 a
cada unidade de x,y varia metade”

Podemos perceber que o aluno compreendeu a propriedade fundamental
da funcéo afim.

Apés essas seis atividades, nosso propésito era que, nas atividades de
conclusédo dessa ficha, as respostas fossem baseadas no que chamamos, nessa
dissertacdo, de propriedade fundamental da funcdo afim, ou seja, acréscimos

iguais na variavel independente ocasionam acréscimos iguais na variavel
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dependente, ou ainda, o acréscimo f(x+h)- f(x) depende apenas de h. Fomos

surpreendidos quando constatamos que o indice de acertos da primeira questao
relativa as atividades de conclusdo dessa ficha foi bastante menor do que os

acertos relativos a segunda questéo, conforme discriminado abaixo.

Atividades de Conclusdo

Primeira Questdo: Cinco alunos acertaram-na.

Segunda Questao: Dez alunos acertaram-na.

Na primeira questdo, a maioria dos alunos que ndo a acertou, teve como
Unica estratégia resolver o problema por meio da regra de trés, alguns também
deixaram-na em branco, e outros comecaram o raciocinio de forma correta, mas
posteriormente, cometeram algum equivoco.

Ao observarmos a resposta abaixo, percebemos que um aluno analisou as
variagbes das grandezas envolvidas, porém cometeu erros em um momento

posterior:

Resposta do aluno Ricardo

Valor total
da compra (R$)

150

43,2 N -
G, —\._‘,,__‘\_._P_;‘.

501

quantidade
“de unidades #
compradas
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O aluno Ricardo demonstrou que atingiu nosso objetivo nessa ficha, visto
gue resolveu essa questao usando a propriedade fundamental da funcdo afim.
Porém, confundiu os seis pontos dados com os cinco intervalos definidos por
estes pontos fazendo a divisdo 100+6, quando deveria ter feito 100+5.
Entretanto, alguns estudantes expressaram seu raciocinio exatamente como
esperavamos, por exemplo:

Antonio: “Quando x variou 25, y variou 100. Quando x variar 15, y vai variar 60.
Ele pagara 90 reais”

Note que, na verdade, quando a variagdo da variavel independente é 15 a
variacdo da variavel dependente é -60. Embora o aluno nédo tenha expressado
dessa forma, sua resposta mostra que ele tem bem definido, em sua imagem de
conceito, a propriedade fundamental da funcéao afim.

A aluna Luiza também expressou corretamente sua resposta da seguinte

forma:

Valor total
da compra (R$)

1509

quantidade
de unidades
compradas

Quem comprar 20 unidades dessa mercadoria, na promog¢3o, quanto pagard, em reais?

QA0 sy,
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Na segunda questdo, os alunos n&do manifestaram dificuldades para
resolverem o que foi proposto. A estratégia prioritariamente usada foi também a
regra de trés, mas desta vez usada corretamente. O raciocinio comumente usado

foi basicamente o seguinte:

Resposta da aluna Luiza

N de pessoas o

H . P Y e s O D
‘7 —» Horério 30000 = BLOA

|540,5:155 ©

Outros estudantes perceberam claramente que, a cada hora, entrava o
mesmo numero de pessoas, conforme evidenciado na resposta abaixo:

Resposta do aluno Joao

A NS de pessoas O Y 2 A

/m.oook. e

A & A O

wy = evtran 20000

£ o
45000 e Case
30,000 |- Co
- 1> Horrio ri e el 4G xﬁ \",
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O indice de acertos nas atividades de concluséo foi certamente bem abaixo
do esperado. Apesar desses baixos indices, nossa analise leva-nos a concluir que
seis alunos demonstraram atingir plenamente nosso objetivo, sendo que o0s
demais também tiveram um bom desempenho, atingindo, assim, parcialmente o

objetivo.

Classificacdo dos Estudantes quanto aos
objetivos da Ficha 1

60,00% -
50,00%
40,00% -
30,00% -
20,00% -
10,00% -

0,00% -

Atingiram os Atingiram
Objetivos Parcialmente
os Objetivos

Figura 7

Resumo da Andlise:

Nosso objetivo nas quatro primeiras atividades foi nitidamente satisfeito.

Em cada uma dessas atividades, os estudantes ndo demonstraram dificuldades

ao responderem os itens pedidos, concluindo-as também de forma correta. I1sso

mostra que em cada uma das situagdes modeladas, os alunos conseguiram
associar o problema com a lei de formagéao da funcdo que o modela.

A dificuldade evidenciada pelos estudantes na realizacéo das atividades

5 e 6 nos deixaram bastante surpresos. Alguns alunos olhavam para o mathlet

e Nao conseguiam associar a cena vista no aplicativo com 0 que a questao

pedia. No nosso entendimento, essas dificuldades sdo também de origem

epistemoldgica. A relacdo entre um ponto qualquer de coordenadas (x,y) do

plano cartesiano com o ponto (X, f(X))que representa dois valores vinculados
por meio da funcéo f , definitivamente, ndo se apresenta de forma natural.

Nossa andlise mostra que 42% dos estudantes atingiram o objetivo
nessa Ficha e os outros 68% usaram, em algumas situacdes, a propriedade
fundamental da funcdo afim, porém n&o a souberam usar na primeira questao
de concluséo.




Terceira Sessao
A terceira sessao aconteceu em 1°de setembro de 20 08.

Proposta da Sessao

1) Breve reviséo sobre os topicos estudados nasasserior.
2) Aplicacéo da Ficha 2 da seqiiéncia di@.

Relato:

Inicialmente, fizemos uma rapida exposi¢do a respeito dos conceitos vistos
na sessao anterior. Nesse encontro estiveram presentes onze alunos.
Relataremos, agora, os resultados obtidos com a aplicagdo da Ficha 2 da
sequéncia didatica, acompanhados de sua devida analise a posteriori.

Atividade 1

Item a) Dez alunos acertaram-no.

Item b) Todos os alunos acertaram-no.

Item c) Todos os alunos acertaram-no.

Item d) Todos os alunos acertaram-no.

Item e) Todos os alunos acertaram-no.

Item f) Todos os alunos acertaram-no.

Item g) Todos os alunos acertaram-no.

Item h) Todos os alunos acertaram-no.

Item i) Todos os alunos acertaram-no.

Item |) Todos os alunos acertaram-no.

Item m) Oito alunos acertaram-no.

Item n) Oito alunos acertaram-no.
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Item 0) Nove alunos acertaram-no.

Item p) Nove alunos acertaram-no.

Item q) Oito alunos acertaram-no.

No item a) desta atividade apenas uma aluna equivocou-se efetuando a

subtracdo 6,6 - 22 quando deveria ter feito 66—0. Nos nove itens seguintes todos

os alunos acertaram as questdes propostas. Nos primeiros dez itens, obtivemos
respostas as quais tornaram evidente que a idéia de variabilidade esta presente
na imagem de conceito dos estudantes. Vejamos algumas respostas dadas aos

itens i), I) e m) respectivamente:

Ricardo: “A velocidade € constante, entdo, a variagdo sera sempre a mesma”
Joao: “Sim. A cada 1 segundo varia-se 2,2 metros”
Antoénio: “4,4. Que éiguala 2. 2,2”

Apesar de obtermos algumas respostas erradas, nos Uultimos itens,
podemos concluir que a maioria dos estudantes compreendeu a idéia de
variabilidade nesta situacdo em que o movimento do mével é uniforme.

Atividade 2

Item a) Todos os alunos acertaram-no.

Item b) Todos os alunos acertaram-no.

Item ¢) Todos os alunos acertaram-no.

Item d) Onze alunos acertaram-no.

Item e) Dez alunos acertaram-no.

Item f) Dez alunos acertaram-no.

Item g) Onze alunos acertaram-no.
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Item h) Todos os alunos acertaram-no.

Item i) Onze alunos acertaram-no.

Item j) Todos os alunos acertaram-no.

Item I) Dez alunos acertaram-no.

Item m) Onze alunos acertaram-no.

Item n) Onze alunos acertaram-no.

Item o) Nove alunos acertaram-no.

Item p) Onze alunos acertaram-no.

Assim, como na atividade anterior, os indices de acertos nessa atividade
também foram satisfatorios. Os alunos responderam as questbfes sem maiores
dificuldades. Apenas no momento em que foram preencher a terceira coluna da
tabela, mostraram-se inseguros. Quase todos perguntaram?

“- Professor, como vou saber qual € a variagdo da variacdo entre 0s
instantes?”

E, neste momento, a orientacéo era:

“-Primeiro preencham a coluna referente a variacdo da posi¢cdo entre os
instantes”

Depois que foram seguidas estas orientagfes, ndo existiram mais duvidas
relacionadas a esta tabela.

Porém, alguns estudantes cometeram equivocos em algumas de suas
respostas. Por exemplo, o aluno Jodo, ao calcular a velocidade média do movel
entre os instantes t=1 e t=2, considerou que decorreram 2 segundos neste

intervalo de tempo, concluindo, erroneamente, que a velocidade média no periodo
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considerado era de %=0,25m/s. Neste ponto, cabe salientar que outros

estudantes também cometeram este tipo de erro durante a realizacdo da
sequéncia didatica.

Erro semelhante foi cometido pelo aluno Mauricio. Quando foi pedido para
calcular a velocidade média do mdével durante os dez primeiros segundos, o aluno
calculou a velocidade média entre os instantes t =9se t =10s.

J& a aluna Miriam mostrou que em sua imagem de conceito esta presente o
fato de que a aceleracéo é a variagdo da velocidade. No item |) quando indagada
sobre a variacdo do espac¢o quando a variagdo do tempo € sempre a mesma, a

aluna respondeu:

“N&o. Pois existe a aceleracado”

Com excecdo dos erros ja apresentados, os alunos responderam essa
atividade com total sucesso.

Atividade 3

Item a) Todos os alunos acertaram-no.

Item b) Todos os alunos acertaram-no.

Item c) Todos os alunos acertaram-no.

Item d) Todos os alunos acertaram-no.

Item e) Todos os alunos acertaram-no.

Item f) Todos os alunos acertaram-no.

Item g) Todos os alunos acertaram-no.
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Item h) Todos os alunos acertaram-no.

Item i) Onze alunos acertaram-no.

Item j) Dez alunos acertaram-no.

Nessa atividade tivemos apenas dois erros. O aluno Ricardo fez o gréafico

da area do quadrado em funcéo do lado da seguinte forma:

H i - H X
...................
T T 1 1t
0-11121314151617181920

LI I e
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Nesse caso, 0 aluno ndo atentou para o fato de que o dominio da funcéo

pedida ndo incluia os nameros do intervalo (—«,0). Isso talvez tenha ocorrido

porque em sua imagem de conceito a fungdo f(x)=x* esta associada a este

grafico feito independentemente do dominio da fung¢do. Os resultados dessa
atividade nos mostram imperativamente que os estudantes concluiram-na com
éxito.

Atividade 4

Item a) Todos os alunos acertaram-no.

Item b) Todos os alunos acertaram-no.

Item c) Nove alunos acertaram-no.
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Item d) Dez alunos acertaram-no.
Item e) Nove alunos acertaram-no.
Item f) Dez alunos acertaram-no.
Item g) Dez alunos acertaram-no.

Item h) Nove alunos acertaram-no.

Conforme ja explicitado, na andlise a priori, essa atividade € uma atividade
conclusiva dessa ficha. Sete alunos responderam a todas as questfes de forma
correta. Dois alunos responderam a maioria das questdes corretamente. Cabe
destacar, que alguns deles, em suas respostas, ndo explicitaram de que forma se

dava a variacéo da funcéo, respondendo apenas:

Antonio: “E sempre a mesma”
Kétia: “Mantém-se crescente”
Luiza: “Ela aumenta com o tempo”

Todavia, outros alunos fizeram suas respectivas observagfes, de forma

brilhante:

Fatima: “E crescente, aumenta sempre 0 mesmo, uma progressao aritmética”
Joao: “Varia numa mesma proporg¢ao”

Felipe: “Vai aumentando um valor constante”

Ricardo: “Aumenta de forma constante”

Miriam: “N&o é constante, variacdo aritmética”

Contudo, os outros dois alunos ndo conseguiram associar as perguntas
dessa atividade com o0s conceitos trabalhados nas atividades anteriores,

respondendo erradamente quase todas as questodes.
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Dessa maneira, podemos concluir que sete alunos (63,64%) atingiram
completamente todos os objetivos tracados nessa ficha. Dois alunos (18,18%)
atingiram parcialmente os objetivos, pois ndo responderam corretamente todas as
atividades de concluséo. Classificaremos os dois alunos restantes (18,18%), como
alunos que ndo atingiram os objetivos, embora tenham respondido corretamente

as primeiras atividades desta ficha.

Classificagdo dos Estudantes quanto aos objetivos
da Ficha 2

70,00% +
60,00% +
50,00%
40,00%
30,00%
20,00% +
10,00% 1

0,00%-

Atingiram Atingiram N&o Atingiram
Totalmente os  Parcialmente os Objetivos
objetivos 0s Objetivos
Figura 8

Resumo da Analise:

Em todas as atividades dessa Ficha, obtivemos um numero bastante
expressivo de respostas corretas. Nas trés primeiras atividades, este indice se
mostrou ainda mais elevado.

Apesar de terem existido algumas respostas equivocadas, cujos motivos
podem ser fatores de conflito potenciais, podemos dizer que todos os alunos
responderam as questdes sem maiores dificuldades, mostrando que atingiram
0s objetivos das respectivas atividades.

Contudo, nem todos os alunos foram capazes de fazer a ligacédo entre os
conceitos trabalhados nas atividades anteriores e as perguntas feitas nas
atividades de concluséo.

Segundo nossa analise, aproximadamente 81% dos alunos atingiu, total
ou parcialmente, os objetivos dessa Ficha.
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Quarta Sesséao
A quarta sesséo aconteceu em 8 de setembro de 2008.

Proposta da Sessao

1) Breve revisao sobre os topicos estudados nacsesserior.
2) Aplicagéo da Ficha 3 da sequéncia didatica.

Relato:

Inicialmente, fizemos uma répida explanacdo a respeito dos conceitos
vistos na sessao anterior. Nesse encontro, estiveram presentes quatorze alunos.
Relataremos agora os resultados obtidos com a aplicacdo da Ficha 3 da
sequéncia didatica, acompanhados de sua devida analise a posteriori.

Atividade 1

Item a) Todos os alunos acertaram-no.

Item b) Treze alunos acertaram-no.

Item c) Treze alunos acertaram-no.

Item d) Onze alunos acertaram-no.

Item e) Onze alunos acertaram-no.

Item f) Todos os alunos acertaram-no.

Item g) Todos os alunos acertaram-no.

Item h) Todos os alunos acertaram-no.

Item i) Todos os alunos acertaram-no.

Item j) Onze alunos acertaram-no.

Item 1) Doze alunos acertaram-no.

Item m) Onze alunos acertaram-no.
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Nessa Unica atividade da Ficha 3, o indice de acertos foi alto. Porém, nos

itens d) e e), alguns estudantes mostraram basicamente as mesmas dificuldades
relatadas na andlise feita das atividades 5 e 6 da Ficha 1, relativas ao aspecto

gréfico da funcdo. Por exemplo, a aluna Katia associou o tamanho do segmento

ao valor de f(Q) néo percebendo que essa grandeza é igual ao valor de

fF(Q-f(P).

“Que o valor de f(Q) é equivalente ao comprimento do segmento roxo,
independente de f(P)”

Apesar dessas dificuldades, os alunos, em sua maioria, concluiram bem a
atividade. Apenas dois alunos ndo conseguiram conclui-la corretamente,

atingindo, assim, parcialmente os objetivos dessa Ficha.

Classificacao dos Estudantes quanto aos
objetivos da Ficha 3

100,00%
80,00% -
60,00% -
40,00% -
20,00% -

0,00% -

Atingiram os Atingiram
Objetivos Parcialmente
os Objetivos

Figura 9
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Resumo da Andlise:

De forma geral, os estudantes responderam essa Ficha sem maiores
dificuldades. Contudo, alguns alunos mostraram dificuldades no que diz
respeito ao aspecto grafico da fungéo, dificuldades essas ja demonstradas em
outras atividades.

Apesar disso, doze alunos (85,71%) concluiram corretamente a atividade
atingindo, dessa forma, os objetivos dessa Ficha. Apenas dois alunos (14,29%)
equivocaram-se ao concluirem a atividade, atingindo, desta maneira,
parcialmente os objetivos almejados.

Quinta Sessao
A quinta sessdo aconteceu em 15 de setembro de 2008.

Proposta da Sessao

1) Breve reviséo sobre os tdpicos estudados nasasserior.
2) Aplicacéo das Fichas 4 e 5 da seqiéncia didatica

Relato:

Iniciamos com uma rapida exposicdo a respeito dos conceitos vistos na
sessdo anterior. Nesse encontro, estiveram presentes quatorze alunos.
Relataremos agora os resultados obtidos com a aplicagdo da Ficha 4 da
sequéncia didatica, acompanhados de sua devida analise a posteriori.

Atividade 1

Item a) Todos os alunos acertaram-no.

Item b) Todos os alunos acertaram-no.

Item c) Todos os alunos acertaram-no.

Item d) Doze alunos acertaram-no.

Item e) Todos os alunos acertaram-no.
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Os estudantes responderam as questfes dessa atividade sem maiores

dificuldades. Somente dois alunos nao responderam corretamente o item d). Um

. , 6
deles deixou-a em branco e o outro respondeu equivocadamente gm/s, quando

244
na verdade a resposta correta era T m/s.

Atividade 2

Item a) Treze alunos acertaram-no.

Item b) Treze alunos acertaram-no.

Item c) Treze alunos acertaram-no.

Item d) Treze alunos acertaram-no.

Item e) Treze alunos acertaram-no.

Item f) Treze alunos acertaram-no.

Item g) Treze alunos acertaram-no.

Item h) Treze alunos acertaram-no.

Item i) Treze alunos acertaram-no.

Item j) Treze alunos acertaram-no.

Curiosamente, em todos os itens dessa atividade, obtivemos apenas um
erro. Um aluno deixou os trés ultimos itens em branco, justamente os itens que
estavam na parte de tras da folha. Ndo sabemos se ele ndo percebeu que
existiam mais questdes para serem respondidas ou se de fato ndo sabia
respondé-las. J4 a aluna Carolina, no item f), antecipou a conclusédo da atividade

respondendo:
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“Serd igual a velocidade média, ou seja, a tangente do angulo”

Percebemos que a imagem de conceito da aluna ja associa algumas idéias
extremamente importantes. A idéia de que o coeficiente angular de uma reta é a
tangente do angulo definido pela reta e o eixo das abscissas. E no caso da funcéo
representar a posicdo de um movel em um determinado instante de tempo, o
coeficiente angular da reta secante por dois pontos desta fungéo € igual ao valor
da velocidade média entre os instantes definidos pelas abscissas destes pontos.

Todos os alunos, com excecédo do aluno que deixou os trés ultimos itens em
branco, concluiram corretamente a atividade, atingindo, dessa maneira, 0sS

objetivos desta Ficha.

Classificacdo dos Estudantes quanto aos
objetivos da Ficha 4

100,00% +
80,00% -

60,00% -

40,00%

20,00% -

0,00% A

Atingiram os Nao Atingiram os
Obijetivos Objetivos

Figura 10
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Resumo da Anélise da Ficha 4:

Apenas um aluno (7,14%) ndo conseguiu atingir os objetivos dessa
Ficha. Todos os outros alunos (92,86%) concluiram as atividades com sucesso,
cometendo apenas erros esporadicos. Cabe ressaltar a percepcdo da aluna
Carolina que expressou a conclusédo da atividade antes de responder os itens
referentes as questdes conclusivas da Ficha.

Andlise da aplicacéo da Ficha 5

Relataremos agora os resultados obtidos com a aplicacdo da Ficha 5 da
sequéncia didatica, acompanhados de sua devida analise a posteriori.

Atividade 1

Item a) Cinco alunos pensam que a definicdo de reta tangente a uma curva
qualquer € a mesma definicdo para o caso da circunferéncia. Contudo, nove
alunos acham que a definicdo para uma curva qualquer é diferente da defini¢cao
para o caso da circunferéncia.

Item b) Onze alunos acertaram-no.

Item c) Sete alunos acertaram-no.

Item d) Treze alunos definiram, de alguma forma, o que foi pedido.

No primeiro item dessa atividade, procuramos investigar qual seria o
posicionamento dos estudantes com relacdo a definicdo de reta tangente para
uma curva qualquer. Percebemos que a maioria dos alunos ndo conhecia o
conceito de reta tangente, nem mesmo no caso da circunferéncia. Isso justifica a
inseguranca com a qual os estudantes responderam todos os itens da Atividade 1.
Entretanto, esse fato nos ajuda a visualizar, de forma mais clara, alguns atributos

presentes na imagem de conceito dos alunos.
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Observando uma resposta dada ao primeiro item, constatamos um
equivoco, jA demonstrado em outras atividades, a ndo associagdo do par

ordenado (x,y) com um ponto do plano cartesiano.

Carolina: “N&o. Pois esta reta deve interceptar ao menos 2 pontos (X,y)”

Por outro lado, alguns alunos julgam que a reta tangente a uma curva em

um dado ponto ndo interceptara necessariamente a curva somente neste ponto:

Katia: “Nao. Porque pode interceptar dois ou mais pontos, ja numa circunferéncia em apenas um
ponto”

Jorge: “Néo, pois dependendo da curva pode passar por dois pontos”

Jodo: “N&o. Porque em outras curvas pode passar por 2 ou mais pontos”

Miriam: “Dependendo da curva a reta tangente interceptara mais de um ponto na curva, e até mais
de uma vez”

Interessante notar que apesar de nao termos definido o conceito de reta
tangente a uma curva em um determinado ponto, apenas trés alunos nao
reconheceram corretamente a funcdo e a sua respectiva reta tangente no ponto

(11) respondendo, dessa forma, erradamente o item c). Entretanto, no item

seguinte, esse indice aumentou consideravelmente. Sete alunos ndo responderam
corretamente a essa questao que é similar a questdo anterior. Esse fato evidencia
gue, neste momento da pesquisa, os estudantes ndo compreendiam o conceito de
reta tangente a uma curva em um dado ponto.

No ultimo item dessa atividade, gostariamos de saber como o aluno
definiria reta tangente a uma curva em um ponto desta curva. As respostas foram

variadas, mas conseguimos agrupa-las da seguinte forma:



15z

Seis alunos associaram a definicdo pedida com a definicdo de uma reta

tangente a um dado ponto da circunferéncia.

Jodo: “Reta que toca apenas em um ponto da curva”

Felipe: “Uma reta que corta um ponto do gréafico apenas uma vez”
Luiza: “Uma reta que intercepte a curva em apenas um ponto”
Mauricio: “E uma reta que s6 passa pelo ponto P”

Fatima: “E o Gnico ponto que a reta encontra a curva”

Luis Alberto: “E a reta que encontra a curva s6 neste ponto”

7

Um outro aspecto relevante é a distingdo feita por alguns alunos entre

“tocar a curva” e “interceptar a curva”. Trés alunos explicitaram essa distincao.

Adalberto: “E o ponto onde toca mais néo intercepta a circunferéncia”

Anténio: “E a reta que passa pelo ponto P da curva sem atravessar a curva”

Miriam: “Reta tangente de uma curva é aquela que a toca em algum ponto, ndo podendo
intercepta-la. A reta pode ser tangente em uma area e nao ser tangente na outra, como na area 1 e
area 2 (A aluna circulou as regides onde a curva e a reta tangente interceptam-se). Na area 1 a
reta tocou a curva, portanto naquela area a reta é tangente a curva”

Consideramos a resposta da aluna Miriam brilhante. Ela j& demonstra
perceber o que almejamos, ou seja, que a reta tangente a funcdo, num dado
ponto, € a reta que melhor aproxima o comportamento da funcdo nas
proximidades desse ponto. Em tempo, observemos que a aluna transita facilmente
entre a dualidade local/global. Ela percebe que a nocdo de reta tangente
caracteriza-se localmente, mesmo observando, de forma global, que a reta
tangente tem, nesse caso, dois pontos de interse¢cdo com a funcéo.

Um aluno néo respondeu esse item. Dois alunos desenharam uma
circunferéncia com uma reta tangente em um de seus pontos. E um aluno
respondeu, de forma equivocada: “Formam um triangulo retangulo”.

Na atividade 2, os estudantes demonstraram dificuldades para fazerem a
previsdo de como ficaria o aspecto grafico da funcdo depois que fosse dado o

Zoom.
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Alguns alunos desenharam simplesmente segmentos de reta.
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E, ainda, outros desenharam a janela com o aspecto que apareceria na

cena depois da ampliagao.
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Atividade 3

Item a) Treze alunos acertaram-no.

Item b) Doze alunos acertaram-no.

Item c) Treze alunos acertaram-no.

Item d) Treze alunos acertaram-no.

Nessa atividade de conclusdo, quase todos os alunos tracaram a reta
tangente de forma correta, atingindo, dessa forma, os objetivos da atividade.
Apenas um aluno respondeu todas as questdes erradas deixando claro que néo

atingiu os objetivos da Ficha.
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Classificacdo dos Estudantes quanto aos
objetivos da Ficha 5

100,00%
80,00%
60,00%

40,00%
20,00%
0,00%

Atingiram os Atingiram
Objetivos ~ Parcialmente os
Objetivos

Figura 11

Resumo da Analise da Ficha 5:

Percebemos, inicialmente, que a maioria dos estudantes haviam tido
pouco contato com a nocdo de reta tangente a um ponto da circunferéncia,
apesar de que a classica figura da circunferéncia com a reta tangente em um
de seus pontos esta presente na imagem de conceito da maioria deles.

Na primeira atividade, metade dos alunos ndo soube identificar
corretamente o grafico com a sua respectiva reta tangente em um de seus
pontos. Porém, depois da atividade relacionada com a nogéo de retidao local,
guase todos os alunos tragaram corretamente a reta tangente.

Apenas um aluno (7,14%) ndo conseguiu atingir os objetivos da Ficha.
Todos os outros (92,86%) concluiram as atividades com sucesso, cometendo
apenas erros esporadicos.

No dia 22 de setembro, encontramo-nos para realizar a sexta sessao.
Porém, demo-nos conta de que a pagina onde estavam as atividades encontrava-
se indisponivel por conta de um problema no servidor. Por esse motivo, a sessao

foi adiada pelo prazo de uma semana.




Sexta Sessao
A sexta sessao aconteceu em 29 de setembro de 2008.

Proposta da Sessao

1) Breve revisdo sobre os tdpicos estudados nasagsserior.
2) Aplicacéo da Ficha 6 da seqiiéncia didatica.

Relato:

Inicialmente, foi feita uma rapida exposicao a respeito dos conceitos vistos
na sessdo anterior. Nesse encontro, estiveram presentes onze alunos.
Relataremos, agora, os resultados obtidos com a aplicacdo da Ficha 6 da

sequéncia didatica, acompanhados de sua devida analise a posteriori.

Atividade 1

Item a) Dez alunos acertaram-na.

Item b) Nove alunos acertaram-na.

Os resultados obtidos nessa atividade confirmam o que haviamos concluido
na Ficha anterior. A maioria dos estudantes percebeu que a intersecdo entre a
curva e a reta tangente em um de seus pontos ndo € necessariamente em um
conjunto unitario. Pudemos observar que as imagens de conceito de alguns

alunos ja incluiam aspectos trabalhados nas Fichas anteriores.

Luiza: “Falso. Ela deve passar pelo ponto, assemelhando-se a curva se olhada de perto e paralela
aela”

Fatima: “Ela precisa tangenciar este ponto, chegando o mais préximo possivel”

Alan: “A reta tangente é a reta que melhor aproxima do ponto”

Miriam: “Falso. Para que uma reta seja tangente ao ponto P, basta que ao se aproximar da curva a
tangente se assemelhe ao maximo com o ponto de aproximacao da curva”
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Observemos agora a resposta dada pelo aluno Mauricio:

“Falso. Ela ndo passa, ela tangencia”

Interessante percebermos que alguns alunos ndo visualizam o ponto de
tangéncia como um ponto de intersecdo entre a reta e a curva. A partir dessa
constatacdo, salientamos que, a nosso ver, o professor ao abordar o conceito de
reta tangente, deve fazer uso dos termos adequados e, alem disso, explorar seus
significados em sala de aula.

Atividade 2

Item a) Todos os alunos acertaram-no.

Item b) Dez alunos acertaram-no.

Item c) Todos os alunos acertaram-no.

Item d) Todos os alunos acertaram-no.

Item e) Dez alunos acertaram-no.

Item f) Todos os alunos acertaram-no.

Item g) Nove alunos acertaram-no.

Item h) Todos os alunos acertaram-no.

Item i) Dez alunos acertaram-no.

Item j) Dez alunos acertaram-no.

Item 1) Dez alunos acertaram-no.

Nessa atividade, quase todos os estudantes acertaram as questdes.
Concluiram corretamente o valor da velocidade instantanea, observando as
velocidades médias em intervalos de tempo cada vez menores e perceberam que

a reta secante “aproxima-se” da reta tangente quando x+h “tende a” x. Apenas
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um aluno ndo conseguiu chegar a essas conclusfes, deixando a questdo em
branco.

Atividade 3

Item a) Dez alunos acertaram-no.

Item b) Oito alunos acertaram-no.

Item c) Oito alunos acertaram-no.

Nesta Ultima atividade, apenas trés alunos ndo conseguiram conclui-la
corretamente. Dessa forma, todos os demais conseguiram atingir os objetivos da

Ficha. Observemos algumas respostas que ratificam nossa concluséo:

Adalberto: “A secante se aproxima da tangente”

Fatima: “A reta secante fica cada vez mais perto da tangente”

Antbnio: “Ela deixa de ser uma reta secante e passa a ser tangente ao ponto P”
Alan: “Os pontos véo se unindo, e a reta vai ficando unido com a reta tangente”
Luiza: “Ela se aproxima da reta tangente do ponto P”

Classificacdo dos Estudantes quanto aos
objetivos da Ficha 6

80,00%-
60,00%-
40,00%-
20,00%-
0,006 =5 - =
Atingiram os Atingiram N&o Atingiram os
Objetivos Parcialmente os Objetivos

Objetivos

Figura 12
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Resumo da Anélise da Ficha 6:

Na primeira atividade os estudantes mostraram, em sua maioria, que nao
mais identificavam a reta tangente a curva em um ponto, como a reta que
intercepta a curva somente neste ponto. Percebemos também que a nocao de
retiddo local ja faz parte da imagem de conceito de alguns alunos.

Nesse ponto, cabe ressaltar a distingéo feita pelo estudante Mauricio que
atribui sentido diferente aos termos “tangenciar” e “passar”.

Nas duas ultimas atividades, apenas um aluno (9,1%) ndo conseguiu
atingir os objetivos dessas atividades. Dois outros alunos (18,18%), nao
concluiram corretamente alguns itens dessas atividades, atingindo, desta
forma, parcialmente os objetivos da Ficha. Todos os demais estudantes
(72,72%) atingiram os objetivos dessa Ficha, tendo cometido apenas poucos
erros.

5.3 Validacéo

Retomam-se, nesse momento, as hipéteses da pesquisa cuja validacao
sera obtida por meio do confronto entre a andlise a priori e a analise a posteriori.

Nas quatro primeiras atividades da Ficha 1, esperavamos que 0s
estudantes vivenciassem situacfes, por meio da resolucédo de problemas e de sua
respectiva visualizacao gréfica, em que as grandezas envolvidas fossem tais que,
aumentos iguais em uma delas, acarretem aumentos iguais na outra. A n0osso ver,
esta vivéncia possibilita ao aluno um contato natural com a propriedade
fundamental da funcéo afim, sem que o tenhamos definido formalmente.

Quase todos os estudantes, além de interpretarem corretamente o0s
problemas, foram capazes de expressar simbolicamente a funcdo que os modela.
Esse fato mostra que os alunos sdo capazes de modelar uma determinada
situacdo por meio de uma funcdo, desde que trabalhado de forma oportuna.

Ressaltamos nosso pensamento de que este tipo de abordagem deve ser
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efetivamente trabalhado com os alunos que cursam o Ensino Médio. Pensamos
que esse seja um dos caminhos, para se contornar a classica dificuldade do
entendimento de problemas relacionados a taxas relacionadas e otimizacao.

Fomos surpreendidos quando, nas atividades 5 e 6, os estudantes
evidenciaram vérias dificuldades na interpretacdo da questéo e, principalmente, no
entendimento gréfico da cena relacionada.

Nesse ponto, nossa conclusdo é que essas dificuldades, as quais nao
haviam sido previstas na andlise a priori, devem ser levadas em consideracdo em
aplicacBes posteriores dessa sequéncia didatica, ou seja, novas atividades devem
ser concebidas com o objetivo de levar o aluno a compreender os aspectos
graficos de uma fungéo.

Nas atividades de conclusdo dessa Ficha ndo foram todos os alunos que
utilizaram a propriedade fundamental das fungdes afim. Apesar disso, a analise a
posteriori nos mostra que os estudantes, em sua maioria, compreenderam a
propriedade.

Todavia, sugerimos que seja considerado um maior numero de atividades
relacionadas a, situacdes-problema, que possam ser modeladas por meio de
funcbes afim, com o objetivo de que os estudantes compreendam com mais
facilidade a propriedade fundamental em questdo. Cabe ressaltar que todos os
alunos atingiram total ou parcialmente os objetivos da Ficha 1.

Todos os estudantes responderam as trés primeiras atividades da Ficha 2
com enorme sucesso. Dois alunos nao concluiram a Ficha adequadamente. O alto

indice de acertos nas atividades de concluséo e a analise a posteriori nos levam a
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concluir que os alunos caracterizaram com éxito as fung¢des polinomiais do 1°e 2
grau de acordo com a sua variagao.

Na Ficha 3, aproximadamente 85% dos alunos associaram corretamente a
taxa de variacdo da funcdo com o valor da tangente do angulo formado entre o
gréfico da funcéo afim e o eixo das abscissas.

Ja na Ficha 4, aproximadamente 92% dos estudantes associaram com éxito

o coeficiente angular da reta secante aos pontos (t,, f(t,)) e (t,, f(t,))com a taxa
de variagdo média da funcéo f entre os instantes t,e t,.

No inicio da Ficha 5, foi definido reta tangente a uma circunferéncia em um
ponto P. Apos isso, apesar de os alunos ndo terem tido contato com a reta
tangente em outros contextos, foi pedido para que se definisse reta tangente a
uma curva em um determinado ponto P. A inseguranca com a qual foi respondida
a questao, deixou claro que, a maioria dos estudantes, nunca tinha tido contato
com o conceito de reta tangente, mesmo no caso da circunferéncia. Nas primeiras
atividades dessa Ficha, essa incerteza se tornou ainda mais evidente, visto que
sete alunos (50%) nédo indicaram corretamente, entre as op¢des dadas, o grafico
de uma fung&do com a sua respectiva reta tangente em um de seus pontos.

Entretanto, a andlise a posteriori, evidencia que, apés o contato dos alunos
com a nocao de retidao local, treze alunos (92,85%) tracaram corretamente a reta
tangente a uma fungcdo em um determinado ponto.

Esse excelente desempenho deixa claro o desenvolvimento dos alunos

durante a realizacdo dessa Ficha, ja que antes estavam inseguros, mas, nesse
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momento, j& tracavam corretamente a reta tangente em um dos pontos de uma
curva dada.

A analise a posteriori da primeira atividade da Ficha 6 confirma as
conclusdes obtidas na analise da Ficha 5. Os estudantes ndo mais identificam a
reta tangente a uma curva em um dado ponto como a reta que intercepta a curva
somente nesse ponto. Ao contrério, evidenciam que a nocao de retidao local ja faz
parte da sua imagem de conceito. Aproximadamente 72% dos estudantes
concluiram corretamente a Ficha 6.

O Teste Diagnéstico nos mostrou, conforme esperavamos, que O0S
estudantes ndo estavam habituados a pensar como e de que forma variam as
fungbes. Apesar disso, em todas as Fichas, a maioria dos estudantes atingiu os
objetivos. Vejamos a tabela que sintetiza os resultados obtidos na implementacéo

da sequéncia didatica.

Hipoteses Alingiram A“F‘g'ram N&ao Atingiram os
0s Parcialmente Obietivos
Objetivos os Objetivos J
H1 - Compreender a propriedade 42,00% 58.00% 0,00%

fundamental da funcéo afim;

H2 - Compreender a caracterizacdo das
fungBes polinomiais de 1°e 2°graus de 63,64% 18,18% 18,18%
acordo com a sua variagao;

H3 - Associar a taxa de variacdo média
de uma fung&o com o coeficiente angular
da reta secante a dois pontos do grafico
da funcao;

92,86% 0,00% 7,14%

H4 — Compreender o comportamento
local da reta tangente e ser capaz de 92,86% 0,00% 7,14%
traca-la;

H5 — Compreender taxa de variagéo
instantanea como aproximacdes da taxa
de variagdo média calculadas em
intervalos cada vez menores;

72,72% 18,18% 9,10%

H6 — Associar a reta tangente com
aproximacdes das retas secantes
tracadas em intervalos cada vez
menores.

72,72% 18,18% 9,10%

Tabela 2
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Observemos que, em todas as fichas, um nimero expressivo de estudantes
alcancou os objetivos almejados. Ao fazermos esta constatacéo e, considerando a
forma como os alunos progrediram durante a realizacdo da sequéncia didatica,

consideraremos todas as hipoteses validadas.
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Capitulo 6. Conclusdes e Propostas Futuras

Podemos dizer que o problema relacionado aos altos indices de evaséao e
reprovacdo nos cursos de Calculo foi o marco inicial do nosso trabalho.
Constatamos que algumas das pesquisas relacionadas a esse assunto seguem
por diversas vertentes. Contudo, uma de nossas principais premissas refere-se ao
nosso pensamento de que as dificuldades encontradas no ensino de Calculo séo
de natureza epistemoldgica.

Por outro lado, encontramos na tese de doutorado de Rezende (2003) outra
premissa crucial em nossa pesquisa. O referido autor, apds fazer um mapeamento
das dificuldades encontradas pelos estudantes observou, em esséncia, um Unico
lugar-matriz das dificuldades de aprendizagem de natureza epistemoldgica do
ensino de Calculo: o da omissao/evitacdo das idéias basicas e dos prob  lemas
construtores do Célculo no ensino de Matematica em sentido amplo.

Considerando fortemente esta constatacdo, 0s macro-espacos das
dificuldades de natureza epistemologica tracados por Rezende (2003) e o
problema da variabilidade, elaboramos uma proposta para insercdo das idéias do
Célculo no Ensino Médio.

Além dos aspectos supracitados temos como principios norteadores para
nossa proposta seis hipéteses que sintetizam nossos principais objetivos nesta
investigacao.

A metodologia do presente trabalho foi baseada na Engenharia Didatica,

objeto de estudo da Didatica da Matematica. Apos cumpridas as trés fases iniciais
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da Engenharia Didatica, todas as hipoteses foram validadas por ocasido do
confronto entre a andlise a priori e a andlise a posteriori.

Embora essa validacdo seja restrita ao contexto onde a investigacao foi
realizada, esse excelente resultado nos fornece indicios de que os estudantes de
Ensino Médio sdo plenamente capazes de apropriarem-se desses conceitos tdo
importantes, tanto na Matematica quanto no Calculo. Por outro lado, pensamos
que, se em sete encontros, este grupo de estudantes mostrou um avango
consideravel no que diz respeito as idéias contidas em suas respectivas imagens
de conceito, com maior razdo o0s alunos das nossas escolas terdo plenas
condicbes de também lograrem éxito visto que os professores terdo um tempo
consideravelmente maior para cumprirem esse papel.

Por outro lado, como enfatizamos no decorrer desse trabalho, em geral, no
ensino de Calculo, existe a prevaléncia da técnica sobre o significado. Essa
prevaléncia pode levar a conclusdo que a alegada “falta de base” para o
aprendizado de Calculo, a qual é a justificativa preferida para os altos indices de
nao-aprovacdo que ocorrem nesta disciplina, estd na pequena habilidade
apresentada pela maioria de nossos alunos em procedimentos algébricos, tais
como, desenvolvimento de produtos notaveis, fatoracdo de polinbmios,
completamento de quadrados e a manipulacdo de identidades trigonométricas.
Seguindo esta linha de raciocinio, o dominio por parte dos alunos desses
procedimentos algébricos seria, ndo somente necessario, mas imprescindivel para
0 sucesso no ensino de Calculo e, de modo geral, para uma solida formacéao

matematica dos estudantes.
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Muitas disciplinas no Ensino Médio e no Ensino Superior de Introducéo ao
Célculo, denominadas, Céalculo Zero, Pré-Calculo, entre outras, sdo baseadas,
exclusivamente, no desenvolvimento de habilidades que envolvam o perfeito
dominio destes procedimentos. Segundo Rezende (2003), os indices de néo-
aprovacdo nessas disciplinas de preparacdo para o Calculo séo tdo grandes ou
maiores que o0s respectivos indices das disciplinas de Calculo. Portanto, ao
adotarmos essa solucéo simplista, conseguimos, apenas, antecipar o problema.

Nesse sentido, os resultados obtidos em nossa pesquisa se tornam
sobremaneira importantes, visto que, sinalizam a possibilidade efetiva de uma
nova abordagem a conceitos que fundamentam todo o desenvolvimento do
Céalculo e, como vimos neste trabalho, essa abordagem é adequada tanto no
Ensino Médio, quanto nas disciplinas de Introducdo ao Calculo e de Célculo.

Contudo, cabe ressaltar que o INSG é uma escola particular bastante
tradicional no municipio de Macaé. Talvez, o fato de termos trabalhado com
alunos de uma excelente escola, tenha sido um fator decisivo para bom
andamento desse trabalho. Podemos observar que, de fato, o INSG é uma escola
que se diferencia das demais, quando olhamos para os indicadores do ENEM™.
No ano de 2007, enquanto a média nacional foi de 51,26, a média do Estado do
Rio foi de 52,81, a média do INSG foi 67,29.

Porém, infelizmente, ndo sdo todas as escolas que oferecem um ensino de
qualidade. Uma pergunta que poderia surgir €: sera que esse resultado seria tdo

satisfatério se a sequéncia didatica fosse aplicada em uma escola com baixo

10 Exame Nacional do Ensino Médio
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indice no ENEM? A resposta a essa pergunta, pode ser um possivel
desdobramento deste trabalho.

Contudo, segundo Machado (1995):

A toda pratica didatica subjaz uma concepc¢ao epistemologica

Dessa forma, para que essa proposta tenha condicdes de estar presente
nas salas de aulas brasileiras, faz-se necessario que os professores estejam
imbuidos dos pilares que norteiam este trabalho. Certamente, em muitos casos,
sera necessaria uma mudanca de paradigma por partes dos docentes. Logo,
propostas que tenham o objetivo de difundir os principios fundamentais contidos
neste trabalho sdo imprescindiveis para que essa proposta seja realmente
efetivada em nossas escolas.

Isto posto, destaca-se que o presente trabalho pretende constituir-se como
uma parcela de contribuicdo dentro do que é necessario para que as idéias
essenciais do Célculo possam ser parte integrante do processo de construcédo do
pensamento matematico, melhorando, assim, a qualidade do processo de ensino-

aprendizagem da Matematica.
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