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Resumo

UM ESTUDO QUALITATIVO DOS EFEITOS DE DESCRIGOES DO COMPORTAMENTO NO

INFINITO DE FUNCOES RACIONAIS

Marcelo Chaves Silva

Orientador: Victor Augusto Giraldo

Resumo da Dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pdés-graduacao em
Ensino de Matematica, Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de
Janeiro — UFRJ, como parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Mestre em

Ensino de Matematica.

A questao de investigagao deste trabalho é avaliar os efeitos de algumas descri¢oes de
conceito de assintotas sobre as imagens de conceito de alunos em fase inicial de estudo
de céalculo. Para isto, propomos uma abordagem alternativa para o estudo do compor-
tamento no infinito de fungoes racionais baseada na noc¢ao de polinomorfizacao global e
estruturada a partir de descrigoes de conceito numéricas, algébricas e geométricas. Esta
abordagem foi formulada por analogia a nocao de retidao local proposta por David Tall e
a abordagem para o conceito de derivada desenvolvida por Giraldo e Carvalho. A meto-
dologia de pesquisa consistiu de um estudo empirico qualitativo a partir de testes escritos
e entrevistas semi-estruturadas baseadas em tarefas. Apods nossa analise, destacamos os

aspectos negativos e positivos observados, tendo estes predominado sobre os primeiros.

Palavras-chave: imagem de conceito, raiz cognitiva, descricao de conceito, assintota,

funcao racional, infinito, pensamento matematico avangado.

Rio de Janeiro

Fevereiro de 2009



Abstract

A QUALITATIVE STUDY ON THE EFFECTS OF DESCRIPTIONS OF THE BEHAVIOR AT

INFINITY OF RATIONAL FUNCTIONS

Marcelo Chaves Silva

Orientador: Victor Augusto Giraldo

Abstract da Dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pés-graduacao em
Ensino de Matematica, Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de
Janeiro — UFRJ, como parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Mestre em

Ensino de Matematica.

The main research question of this work is to assess the effects of some descriptions
employed on the concept images of students on early calculus. For this, we propose an
alternative approach for the study of the behavior at infinity of rational functions. The
approach is grounded on the notion of global polinorphization, structured upon numeri-
cal, algebraic and geometric concept descriptions. It was designed as an analogy of the
notion of local straightness proposed by David Tall and of the approach for the concept
of derivative developed by Giraldo e Carvalho. The research methodology consisted of a
qualitative empirical study based on written tests and semi-structured task-based inter-
views. The data revealed positive and negative aspects. However our analysis suggested

that the positive aspects prevailed upon the negative ones.

Key-words: concept image, cognitive root, concept description, asymtopte, rational

function, advanced mathematical thinking.
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Introducao

A dificuldade que muitos alunos sentem na fase introdutéria da disciplina calculo nao
¢ um fato novo. O conceito de limite, base dos conceitos de derivada e integral estudados
nesta disciplina, representa uma barreira a ser ultrapassada pelo estudante. A necessidade
de pesquisas que contribuam para a busca de alternativas para o ensino deste conceito

torna-se evidente.

Minha experiéncia desde a época de aluno até os dias de hoje como tutor de calculo
ou como professor do ensino médio me poe a par desta dificuldade na compreensao deste
conceito tao sofisticado. Como aluno, lembro-me de minhas duvidas ao pensar em retas
tangentes a graficos que os cortam em mais de um ponto. Para mim, retas tangentes
s6 se relacionavam com circunferéncias e, com estas, s6 deveria haver um ponto em co-
mum. Como tutor em turmas de cédlculo, vejo muitas outras dificuldades dos estudantes
relacionadas com o conceito de infinito e livros com uma linguagem pouco acessivel a
estes. Como professor de ensino médio, vejo o desafio que representa ensinar principios
de calculo a turmas de terceiro ano preocupadas em passar no vestibular e que sabem nao

precisar da disciplina para passarem neste exame.

De qualquer forma, uma questao que preocupa todo professor é como tornar as aulas
mais atraentes e ricas para o estudante. E sempre estive aberto as opinioes pertinentes de
meus colegas e mestres, pois buscava respostas. Infelizmente, a maioria delas se referia a
como nao se deveria proceder em uma sala de aula, sendo poucas aquelas que realmente

contribuiam com alguma idéia concreta.

Ao longo de minha trajetéria, obtive algumas respostas. O uso do computador para
ensinar Matematica surgiu como algo inovador e necessario. Ainda como aluno da UFRJ,
tive experiéncia com a geometria dinamica gracgas a professora Elizabeth Belfort e fiquei
muito impressionado com as novas possibilidades de exploracao da geometria, ramo da

Matematica para mim fundamental.

Outra resposta as minhas indagagoes surgiu quando trabalhei como monitor de célculo
em uma turma de especializacao para professores sob a orientacao do professor Victor Gi-

raldo. Desta vez, o uso do computador como um instrumento de visualizacao e exploracao



17

de exemplos para o ensino de derivada mostrava um caminho cheio de possibilidades, mas
ainda com muitas perguntas a serem respondidas. Na época, através da visualizacao de
graficos de funcgoes no computador, este professor me apresentou a propriedade de algu-
mas fungoes racionais de se confundirem com suas assintotas ou, de forma mais geral,
com graficos de polindmios como parabolas em determinadas janelas graficas em inter-
valos grandes do dominio. Era um assunto novo, que nao era abordado nas turmas de
calculo com as quais tive contato, seja como aluno ou como monitor até entao. Fiquei

muito surpreso com a propriedade e motivado a estudar mais sobre o assunto.

Resolvi, entao, elaborar minha monografia final de curso sobre uma abordagem com-
putacional baseada nas visualizagbes que simulassem o comportamento de gréaficos das
funcoes racionais no infinito. Durante a pesquisa, ao estudar a teoria de imagens de
conceito e também a proposta de Tall para ensino de derivada baseada na nocgao de re-
tidao local, percebi uma analogia importante entre a minha pesquisa e aquela sugerida
por Tall. Enquanto este autor explorava a maquina para visualizar graficos diferenciaveis
na vizinhanca de um ponto se tornando parecidos com retas, o meu objetivo era explorar
a visualizacao global de graficos das fungoes racionais tornando-se semelhantes nao sé a
retas, mas a outros gréaficos polinomiais. O primeiro servia como uma base para o ensino

de derivada, enquanto o segundo serviria de base para o ensino de limites no infinito.

Mais tarde, apés meu contato com os trabalhos de Giraldo e Carvalho (2003, 2004) e
também com a tese de Giraldo (2004), comecei a vislumbrar a possibilidade de desenvolver
mais a minha proposta anterior para o conceito de assintotas. A utilizacao de multiplas
representacoes de um mesmo conceito e a consciéncia das limitagoes associadas a cada
uma delas enriqueceriam a proposta inicial que consistia basicamente de uma etapa de
visualizacao. A partir novamente de uma analogia, desta vez inspirada na estrutura de
abordagem pensada por Giraldo e Carvalho (2003, 2004), poderiamos acrescentar novas
etapas e fazer brotar a semente plantada em minha monografia. Poderiamos explorar
representacoes numéricas e algébricas para aproximar o calculo de assintotas, explorar
também uma representacao capaz de discriminar o objeto estudado e, por fim, uma re-

presentacao capaz de tornar visivel a conceituagao de assintotas.

O presente trabalho representa a concretizacao da proposta elaborada a partir destas
idéias. Esperamos que este desdobramento do trabalho inicial possa enriquecer a dis-
cussao sobre o ensino de funcgoes e, em particular, do ensino de limite. Para isto, ele foi
elaborado para ser testado em um estudo empirico qualitativo e semi-estruturado. Com

isto, pretendemos inicialmente verificar como andam as imagens de conceito sobre o tema
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assintota de estudantes de uma turma inicial de célculo submetida a uma abordagem
tradicional. Apds a aplicacao de nossa proposta, avaliamos os mesmos estudantes para

analisar se houve mudancas positivas ou negativas nas imagens de conceito.

No capitulo 1, faremos um resumo do referencial teérico baseado na teoria de imagens
de conceito iniciada por Tall e Vinner e descreveremos também a teoria de raizes cogni-
tivas. Explicaremos a nocao de retidao local para o ensino de derivada sugerida por Tall
e, em seguida, apresentaremos a proposta de Giraldo e Carvalho inspirada nesta nocao
e que utiliza multiplas descrigoes de conceito. Ainda no mesmo capitulo, discutiremos
algumas pesquisas sobre o uso de tecnologia no ensino de Matematica e a dificuldade de
compreensao do conceito de limite. No capitulo 2, faremos uma revisao da abordagem
do ensino tradicional de assintotas e vamos propor uma abordagem alternativa para este
tema por analogia a proposta de Giraldo e Carvalho e baseada na nocao de polinomor-
fizacao global sugerida por nés. Neste capitulo, também vamos levantar a questao de
investigagao desta pesquisa. No capitulo 3, vamos descrever a metodologia utilizada em
nosso estudo empirico. No capitulo 4, relataremos os resultados obtidos, bem como as
analises individuais e geral dos participantes. Logo apds este capitulo, seguir-se-ao as

consideracoes finais.
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1 Referencial teorico

O que € uma definicao boa? Para o fildsofo ou o cientista,
€ uma definicao que se aplica a todos os objetos a serem de-
finidos, e so se aplica a eles; € aquela que satisfaz as regras
de logica. Mas em educagao nao € isso; € uma que pode ser
entendida pelos alunos. (POINCARE, 1908, p. 117, tradugao

nossa)

Em muitos casos, podemos observar que existem nitidas discrepancias entre, por exem-
plo, o que estd realmente escrito em uma definicao e o que entendemos a respeito dela,
ou ainda, entre o que explicamos em sala de aula e o que realmente os alunos entendem
sobre aquilo. Poderiamos deduzir, entao, que pode haver um problema em nossa lingua-
gem de sala de aula ou, até mesmo, na linguagem matemaética, mas pensar assim seria
reduzir o problema a apenas uma questao e sabemos que provavelmente existem muitas
outras questoes envolvidas, dada a complexidade do ser humano. “O cérebro humano nao
¢ uma entidade puramente logica. Ele funciona de um modo complexo que contrasta com

a légica matemadtica.” (TALL; VINNER, 1981, p. 151, tradugao nossa).

Cada individuo pensa de uma forma. E senso comum (ou mesmo podemos verificar
isto em nosso cotidiano como professores) que uma mesma explicacdo pode ser rapi-
damente entendida por uns e considerada dificil por outros. Portanto, fica evidente a
necessidade de entendermos melhor o processo ensino-aprendizagem da Matematica para
podermos propor alternativas no sentido de enriquecer este processo ou ajudar a desen-

volvé-lo.

Neste capitulo, iremos abordar a teoria de imagens de conceito desenvolvida inicial-
mente por Tall e Vinner (1981). Esta teoria nos ajuda a entender o que em geral ocorre

durante a interacao abordagem-individuo. Também serao apresentados alguns relatos de
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estudos empiricos com o uso do computador no ensino de Matemaética e, em seguida,

discutiremos a questao da dificuldade de compreensao do conceito de limite.

1.1 Imagens de conceito e unidades cognitivas

Com o intuito de descrever e explicar o funcionamento cognitivo da mente humana ao
se deparar com questoes matematicas, Tall e Vinner formulam uma teoria fundamentada

na nocao de imagem de conceito, que é definida como se segue:

Nés usaremos o termo imagem de conceito para descrever a estrutura
cognitiva total associada ao conceito, que inclui todas as figuras mentais,
processos e propriedades associados. Ela é construida ao longo dos anos,
através de experiéncias de todos os tipos, mudando enquanto o individuo
encontra novos estimulos e amadurece. (TALL; VINNER, 1981, p. 152,
tradugao nossa)

Quase vinte anos depois, Tall (2000) retoma a defini¢cdo acima, dizendo que a ima-
gem de conceito se refere a estrutura cognitiva total interna a mente de um individuo e
que esta associada a um dado conceito, incluindo todos os quadros mentais, processos e
propriedades associados. A partir desta definicao, fica evidente que a imagem de conceito
é o conjunto de todos e quaisquer pensamentos produzidos pela mente de um individuo
com relagao a um dado conceito. Portanto, nao faz sentido falarmos sobre uma imagem
de conceito puramente associada ao conceito em si; o que estd em jogo aqui ¢é a interacao
entre o individuo e o tépico matematico. O ser humano, ao interagir com as questoes
matematicas, processa as idéias, produzindo em sua mente elementos que compoe, ainda
segundo Tall e Vinner (1981), a estrutura cognitiva total referente ao dado conceito.
Dentre tais elementos, podemos destacar o que os autores chamam de figuras (ou qua-
dros) mentais e que entendemos como sendo imagens, diagramas, graficos ou qualquer
outro objeto matematico de natureza visual (ou nao), desde que esteja relacionado de al-
guma forma com o conceito em questao para o individuo. Em Giraldo (2004), vemos que
a imagem de conceito é composta por elementos, cujos atributos sao de diferentes nature-
zas e graus de generalidade, e que podem ser, além das representacoes visuais ja citadas,
colecoes de impressoes ou mesmo experiéncias externas a Matematica. Por exemplo, a
imagem de conceito de triangulo de um estudante pode conter diversos elementos como
imagens de desenhos de varios tipos de triangulos, propriedades, etc, como também conter
impressoes do tipo: “estudar triangulo é chato”, “entender as propriedades ¢é dificil” ou

“adoro fazer exercicios de semelhanca de triangulos”. Além disso, o estudante pode se
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lembrar de tarefas envolvendo o assunto triangulo e de como estas experiéncias anteriores

o ajudaram (ou nao) a gostar do tépico ou a entendé-lo melhor.

Além dos elementos ja citados, nao podemos esquecer outros aspectos fundamentais
abordados na definicao de Tall e Vinner, como propriedades e processos referentes a
um dado assunto. Ainda na mesma situacao-exemplo do pardgrafo anterior, a imagem de
conceito de triangulo de um estudante pode conter propriedades como “triangulos isésceles
possuem angulos da base congruentes” ou “em qualquer triangulo, as bissetrizes internas
sempre se encontram em um mesmo ponto chamado incentro”; ela pode também conter
processos como o de multiplicar a metade da medida da base pela altura de um triangulo
para calcular a sua area ou a simples memorizacao da lei dos cossenos ou do teorema de
Pitdgoras. Enfim, uma infinidade de atributos (matemaéticos ou nao) podem pertencer
a imagem de conceito, inclusive idéias incoerentes com a teoria matemética. Tudo isto
dependera do tipo de experiéncias que o individuo tera e de como ele ird interagir com
dada abordagem de um assunto. Assim, podemos perceber que uma imagem de conceito
é algo totalmente subjetivo, pois depende do sujeito em questao e existe exclusivamente

no interior da mente deste.

Além disso, ainda de acordo com a definigao de Tall e Vinner (1981), a imagem
de conceito nao é sempre a mesma, ela esta sempre em transformacao a medida que
o individuo entra ou nao em contato com novas situacgoes, o que nos faz concluir que
elementos pertencentes a ela possam ser modificados, incluidos ou, até mesmo, excluidos.
Isto ocorre nao sé pelos diferentes tipos de situagoes pedagogicas experimentadas pelo
sujeito, mas também porque o ser humano nem sempre reage da mesma maneira diante
do mesmo estimulo. Podemos citar o exemplo de uma pessoa que escuta a mesma musica
varias vezes e, dependendo do momento, descobre sensacoes distintas ou percebe detalhes

presentes na musica que ele nao havia percebido antes.

Tall e Vinner (1981) também introduzem o termo imagem de conceito evocada para
descrever a parte da imagem de conceito ativada em um dado contexto, que nao é neces-
sariamente tudo o que o individuo sabe sobre dado assunto; ela é a porcao da imagem
de conceito que é ativada em certo momento. Segundo Vinner (1991), isto ocorre quando
o nome do conceito é visto ou ouvido, se transformando em um estimulo para nossa
memoria. Em geral, a imagem de conceito evocada é algo nao-verbal associado ao nome
do conceito em nossa mente. Algumas vezes também podemos evocar representacoes que
podem ser traduzidas em formas verbais, mas é importante lembrar que, em geral, estas

nao sao as primeiras coisas a serem evocadas em nossa memoria. Vejamos o seguinte
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exemplo dado ainda por Vinner (1991). Ao ouvir a palavra “mesa”, uma figura de uma
certa mesa pode ser evocada em sua mente. Experiéncias de sentar em uma mesa; comer
em uma, etc; podem ser evocadas também. Vocé pode lembrar ainda que muitas delas
sao feitas de madeira; a maioria delas tem quatro pernas; normalmente vocé nao deita
sobre uma mesa, vocé pode sentar sobre uma, mas isto pode ser encarado por algumas
pessoas como um comportamento indelicado. Da mesma forma, quando vocé ouve a pala-
vra “fungao”, vocé pode se lembrar da expressao “f(x) = y”, pode visualizar um grafico
de uma funcao, pode pensar em funcoes especificas como y = 2% ou y = senz, y = Inx,
etc. Além do mais, de acordo com Tall (2000), a mente humana é capaz de se concentrar
em um numero limitado de informagoes ao mesmo tempo, portanto, podemos dizer que
é impossivel para o individuo ter acesso a sua imagem de conceito por completo; a partir
de diferentes estimulos, em diferentes momentos, ele poderd ativar partes distintas de sua

imagem de conceito.

Outro termo introduzido por Tall e Vinner é definicdo de conceito. Os autores o
definem: “Definicao de conceito é uma sentenca de palavras usada por um individuo para

especificar um determinado conceito.” (TALL; VINNER, 1981, p. 152, tradugao nossa).

Tall e Vinner (1981) complementam, dizendo que uma definicdo de conceito pode
ser simplesmente memorizada pelo estudante, mas pode ser aprendida de maneira mais
significativa e relatada por ele com maior ou menor grau de coeréncia com o conceito
matematico em questdao. Barnard e Tall (1997), Vinner (1983), Tall (2000) ainda frisam
que a definicao de conceito pode ou nao estar matematicamente correta. Além disso,
a definicao de conceito, assim como a imagem de conceito, pode se modificar com o
passar do tempo e com o amadurecimento do individuo. Outra caracteristica importante
da definicao de conceito é que ela, antes de ser externalizada por meio das palavras,
naturalmente também é um tipo de pensamento criado pela mente do individuo e, como
tal, faz parte da estrutura cognitiva associada ao conceito; logo, em concordancia com o
artigo de Tall e Vinner (1981) e com trabalhos subseqiientes de Tall (1986, 1989, 1992,
2000), a imagem de conceito inclui a defini¢ao de conceito. Neste ponto ha uma distingao
entre os trabalhos de Tall e de Vinner. Apesar da co-autoria do artigo Concept image
and concept definition in mathematics, with particular reference to limits and continuity
(TALL; VINNER, 1981), posteriormente Vinner passa a considerar a definigdo de conceito
como um elemento externo a imagem de conceito, enquanto Tall continua a considerar a
definicao de conceito como uma parte interna da imagem de conceito. Para o primeiro, a
imagem de conceito incluiria todas as estruturas cognitivas associadas ao conceito, com

excecao apenas da prépria definigdo de conceito. Mas, de acordo com Giraldo (2004),
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através de comunicacao pessoal ao autor, Tall e Vinner afirmam que esta distingao é de
natureza meramente formal e ela nao acarreta divergéncias importantes para a teoria como
um todo. Em todo caso, deixamos claro que, para esta pesquisa, seguiremos a formulacao

de Tall, isto é, a imagem de conceito contém a definicao de conceito.

Barnard e Tall (1997) desenvolvem outra no¢ao importante que nos ajudard a enten-
der a estrutura explicada até aqui. Eles definem o termo unidade cognitiva como sendo
cada porcao da estrutura cognitiva associada a um conceito em que um individuo é capaz
de focar atencao conscientemente em um determinado momento. Em outras palavras,
unidades cognitivas sao partes da imagem de conceito que sao ativadas pelo individuo
quando este desenvolve idéias relacionadas ao conceito. Ainda segundo Barnard e Tall
(1997), elas podem ser simbolos, teoremas, férmulas, um resultado especifico ou genérico,
enfim, qualquer idéia que auxilie (ou ndo) na constru¢do de um dado conceito ou na
realizacao de uma tarefa ou exercicio. Por exemplo, ao estudar o sinal de uma funcao
racional, um estudante pode fazer um quadro de sinais e analisar os sinais do numerador
e do denominador separadamente; durante esta tarefa, o fato do grafico de uma funcao
polinomial do 2° grau ser uma parabola ou o fato da multiplicacao entre dois valores
negativos resultar em um numero positivo sao unidades cognitivas que contribuem no
processo de estudar o sinal da funcao. Os autores destacam habilidades como a de com-
primir informacao matematica, formando unidades cognitivas e a de construir conexoes
entre unidades cognitivas de tal forma que informagoes necessarias possam ser facilmente

acessadas e afirmam que elas sao essenciais no desenvolvimento do raciocinio matematico.

Tall (2000) acrescenta que, num periodo curto de tempo, um individuo é capaz de
manter o foco de sua atencao em uma quantidade limitada de informacgoes. Dai, o ser
humano pode comprimir estruturas matematicas maiores em outras menores no desen-
volvimento de um raciocinio mais geral, formando unidades cognitivas. Da mesma forma,
em outro momento dependendo da necessidade, estas podem ser reabertas e o individuo
pode ter acesso novamente aos elementos primarios da estrutura original, caracterizando,

assim, a flexibilidade de pensamento que é fundamental para o raciocinio matematico.

Barnard (1999) observa que as unidades cognitivas sao importantes porque, nao sé sao
pequenas o suficiente para poderem permanecer no foco consciente da atencao enquanto
sao usadas, como também atuam num nivel operativo. Em resumo, elas tém o duplo papel
de substituir uma colecao de informagoes, tornando-se mais acessiveis para a mente, e de
carregar a estrutura original da colecao que a gerou, mantendo com esta uma conexao

ativa. Barnard (1999) complementa, dizendo que o valor das unidades cognitivas em
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pensamento matematico estd no fato de se constituirem em um todo que é ao mesmo
tempo menor e maior que a soma de suas partes — menor no sentido de ser capaz de
caber no foco da atencao em curto periodo, e maior no sentido de possuir caracteristicas
holisticas que sao capazes de orientar a sua manipulagao. Assim, ainda segundo Barnard,
a consciéncia dos elementos especificos da estrutura interna de cada unidade cognitiva
atua como um guia para a conseqiiente manipulagao de outras unidades cognitivas e é
isto que queremos dizer quando nos referirmos no decorrer deste trabalho as conexoes,
nao so entre as unidades cognitivas, como também dentro delas. Estas conexoes tém um

papel fundamental no modelo que apresentaremos a seguir.

Até este ponto do texto, enfatizamos a explicacao dos conceitos importantes para o
entendimento da teoria, mas todos eles nos motivam a compreensao de como ¢é a relagao
entre eles e, ainda, como de fato eles contribuem para a compreensao do funcionamento
do pensamento matematico do individuo. Pensando nisso e com o intuito de tornar mais
clara a nossa exposicao da teoria, construimos alguns diagramas fortemente inspirados
naqueles propostos em Vinner (1991), nos quais a definigdo de conceito e a imagem de
conceito de um individuo sdo representadas por duas células que interagem (ou nao)
entre si. Nos diagramas, esta interagao é representada por setas e, segundo o autor, ela é
responsavel pela contribuicao que uma célula faz a outra e, através dela, pode ocorrer o

enriquecimento de ambas as células.

Nos diagramas apresentados a seguir hd duas diferencas fundamentais daqueles pro-
postos por Vinner, (1) incorporamos outros elementos oriundos da teoria, como as uni-
dades cognitivas e, principalmente, (2) representamos a definigdo de conceito como uma
célula contida no conjunto que simboliza a imagem de conceito, seguindo assim a for-
mulagao de David Tall conforme ja foi dito. Além disso, representaremos as importantes
conexoes entre as unidades cognitivas por setas. Devemos lembrar que ficarao implicitas
as conexoes internas as unidades cognitivas. Portanto, fique claro que os diagramas re-
presentam um momento da imagem de conceito de um individuo e, pela propria natureza
flexivel desta estrutura, as unidades cognitivas podem ser reabertas ou reagrupadas de-
pendendo da demanda de pensamento. Apesar destas diferencas, nos baseamos no mesmo
processo de interacao entre as células proposto por Vinner, o qual consideramos funda-
mental para a compreensao da estrutura e do funcionamento da imagem de conceito do

individuo.

Antes de tudo, devemos lembrar que uma imagem de conceito pode estar vazia ou

quase vazia, isto é, ela pode nao conter nem a definicao de conceito, nem qualquer outro
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atributo relacionado a ele. Segundo Vinner (1991), isto ocorre quando, por exemplo,
nenhum significado é associado ao nome do conceito em questao, provavelmente porque o

individuo nao teve nenhum ou muito pouco contato com o mesmo.

Porém, em uma outra situagao bastante comum, ilustrada pela figura 1, podemos
observar o exemplo de estrutura de uma imagem de conceito que nao contém nenhuma
defini¢ao de conceito. O retangulo maior simboliza a imagem de conceito de um individuo.
Dentro dele, existem todos os pensamentos associados aquele conceito e que, neste nivel
de pensamento, estao comprimidos em unidades cognitivas, aqui indicadas por circulos e
as letras U.C.. Conforme ja foi dito, nele também existem as setas que ligam as unidades
cognitivas, representando as conexoes existentes entre elas. Em cinza claro, podemos
ainda observar a porcao da imagem de conceito que nao foi evocada, pelo menos neste
momento a que se refere o diagrama. Portanto, a parte em negrito representa a imagem

de conceito evocada.

IMAGEM DE CONCEITO

©
A

Figura 1: Imagem de conceito sem definicao de conceito.

Na verdade, consideramos que as conexoes sobre a qual falamos — aqui representadas
simbolicamente pelas setas dos diagramas das figuras de 1 a 7 — dao sentido a palavra
compreender em Matematica. Para Tall e Vinner, esta palavra nao significa apenas ter
uma tmagem de conceito e simplesmente memorizar definigdes, teoremas, férmulas ou
qualquer outro resultado. Durante o processo de aprendizagem, segundo a teoria, deve
ocorrer uma construcao de uma imagem de conceito, onde o papel das conexoes entre seus
elementos ¢ fundamental. De acordo com Barnard e Tall (1997), a habilidade para fazer
conexoes entre as diferentes unidades cognitivas, de tal forma que as informacoes relevantes
possam ser acessadas quando necessario, é um fator importante no desenvolvimento de
idéias matematicas e, portanto, na construgao da imagem de conceito. Além disso, Vinner
(1991) nos alerta para o fato de que saber uma definigdo de conceito nao garante a

compreensao do mesmo, até porque, como ja foi dito, ela pode nao ser coerente com a
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definicdo formal' . ou ainda, mesmo que seja coerente, ela pode ter sido apenas memori-
3 ) ) )

zada pelo individuo.

Na figura 2, podemos observar uma imagem de conceito que contém uma definicao
de conceito, porém totalmente desconectada das unidades cognitivas. O retangulo em
tracejado (dentro do conjunto que representa a imagem de conceito) simboliza a definigdo
de conceito do individuo. Este esquema mostra o exemplo de uma pessoa que apenas
memorizou uma sentenca para servir de definicao, mas que nao consegue relaciona-la
com os demais aspectos do conceito. Neste caso, uma tarefa ou exercicio proposto pelo
professor cria um estimulo na mente do individuo, que responde sem o auxilio de sua
definicao de conceito, mas sim recorrendo as demais partes de sua imagem de conceito
resultantes de experiéncias em tarefas anteriores. Este tipo de processo de pensamento
pautado em experiéncia anterior ¢ bem comum entre alunos e ¢ ilustrado através do
diagrama da figura 3. Nesta figura, podemos observar uma seta com sentido “para dentro”
que representa a identificagao do problema para posterior internalizagao e construcao das
idéias; as setas internas novamente simbolizam as conexoes entre as unidades cognitivas
para elaboracao da resposta aquele estimulo; os circulos em cinza claro representam as
porgoes da imagem de conceito que nao foram ativadas durante a tarefa; e, por fim, a
seta com sentido “para fora” significa a resposta ao estimulo, isto é, a externalizacao das

idéias construidas durante a tarefa proposta.

IMAGEM DE CONCEITO

Figura 2: Imagem de conceito com definicao de conceito apenas memorizada.

Por outro lado, um individuo pode se basear demasiadamente na definicao de conceito
sem relaciona-la com as outras porgoes da imagem de conceito, podendo ela ser coerente
ou nao com a definicao formal. Na figura 4, podemos observar este tipo de processo de

pensamento durante uma tarefa quando a definicao de conceito nao tem conexao com a

INeste texto, consideramos definiciio formal aquela aceita pela comunidade matematica.
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Um comportamento intelectual

SAIDA
(uma resposta)

IMAGEM DE CONCEITO

DEFINIGAO DE CONCEITO e

Uma tarefa cognitiva

ENTRADA (identificagdo ou construgéo)

Figura 3: Pensamento intuitivo.

definicao formal. O significado dos elementos deste diagrama é andlogo aos do diagrama
descrito anteriormente. Notemos que a tnica parte ativada da imagem de conceito é a
definicao de conceito. As outras partes sao representadas por circulos em cinza claro
e existe um retangulo externo a imagem de conceito (em tracejado) que representa a
definicao formal sem conexao relevante com a definicao de conceito do individuo. Este
tipo de pensamento — digamos pseudo-formal — também nao é desejavel porque ele, além
de nao usar os demais elementos da imagem de conceito, sequer é coerente com a defini¢ao
formal. Por exemplo, se um estudante define limite de uma seqiiéncia como um nuimero
para o qual os elementos de uma dada seqiiéncia se aproximam cada vez mais, porém
nunca o alcancam, ele pode, por este raciocinio, achar que qualquer seqiiéncia constante
nao tem um limite. Vemos que, neste caso, este estudante possui uma definicao de conceito
para limite de seqiiéncias, que ¢é ativada na imagem de conceito quando se faz necessaria,

mas que nao é consistente com a defini¢ao formal.

Vejamos agora na figura 5, um diagrama andlogo ao anterior, mas desta vez onde a
definicao de conceito do estudante é coerente com a defini¢ao formal porque foi enriquecida
por ela, dai o sentido “para dentro” da seta. Apesar disso, a definicao de conceito nao
interage com as outras partes da imagem de conceito e o pensamento do individuo fica
restrito a estrutura meramente formal, logo, nem as unidades cognitivas nem a prépria
definicao de conceito tém oportunidade de se modificar e, assim, desenvolver a imagem

de conceito.

Hé& ainda um outro tipo possivel de estrutura de pensamento, rico em conexoes, no qual
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Um comportamento intelectual
(uma resposta)

SAIDA

IMAGEM DE CONCEITO

l_DEFINI(;AO FORMAL L DEFINIGAO DE CONCEITO
—_ - —_- - = 4

Uma tarefa cognitiva
(identificagao ou construgéo)

ENTRADA

Figura 4: Pensamento pseudo-formal.

todos os elementos da imagem de conceito se associam, inclusive a definicao de conceito,
porém nao sendo esta coerente com a definicao formal. Este caso, ilustrado na figura 6,
também nao representa o ideal, pois, apesar de ser rico em conexoes e ter caracteristicas
positivas do pensamento intuitivo e do formal, nao é consistente matematicamente e,
assim, certamente produz idéias equivocadas. Neste tipo de pensamento, o sujeito pode

ter muitas elucubragoes, mas muitas delas sem consisténcia.

Segundo Vinner (1991), principalmente em contextos mais avancados da Matemaética,
definigoes certamente ajudam na formacgao da imagem de conceito, cumprindo papéis
extremamente importantes, sobretudo, durante a realizacao de alguma tarefa. Elas tém
o potencial de nos salvar de muitas armadilhas criadas pela imagem de conceito, isto é,
algumas vezes, as defini¢oes (coerentes com a definigdo formal) nos previnem de erros.
Por exemplo, em um primeiro momento, um estudante pode achar que fungoes do 1° grau
nao possuem assintotas, mas, apos consultar a definicao formal de assintotas, ele podera

ver que o préprio grafico da referida fungao é a assintota procurada.

Neste caso, o estudante provavelmente recorre inicialmente ao repertério de exemplos
de assintotas contido em sua imagem de conceito e, nao conseguindo encontrar um que
se relacione com alguma funcao do 1° grau, pensa na inexisténcia delas, mesmo porque,
normalmente nao se estuda este tipo de caso tao simples. Porém, ao consultar a definicao

formal, ele é salvo de cometer o erro.

Podemos perceber que ha alguns aspectos relacionados a um conceito que podem

fugir a nossa intuicao. SO a definicao formal abrange todos os detalhes relacionados
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Um comportamento intelectual

SAIDA
(uma resposta)

IMAGEM DE CONCEITO

N\

DEFINIGAO FORMAL - DEFINIGAO DE CONCEITO

°

Uma tarefa cognitiva
(identificagdo ou construgdo)

ENTRADA

Figura 5: Pensamento meramente formal.

Um comportamento intelectual
(uma resposta)

SAIDA

IMAGEM DE CONCEITO

N\

|_ DEFINIGAO FORMAL DEFINIGAO DE CONCEITO

_ - - - = 4
°

Uma tarefa cognitiva
(identificagdo ou construgéo)

ENTRADA

Figura 6: Pensamento intuitivo-pseudo-formal.

a ele, mas nossa mente, em geral, nao consegue compreender tudo sem antes explorar
exemplos ou realizar tarefas relacionadas com o conceito. Portanto, ao mesmo tempo que
as defini¢oes formais sao fundamentais para o desenvolvimento da Matematica, elas muitas
vezes parecem representar um obstaculo para a aprendizagem se forem mal contextuali-
zadas. Por isso, quando um individuo forma defini¢coes de conceito, na verdade ele estéd
se aproximando aos poucos de compreender a definicao formal. Assim, as definicoes de
conceito, digamos “provisérias”, o auxiliarao no desenvolvimento da imagem de conceito a
medida que elas forem confrontadas tanto com o conjunto das demais unidades cognitivas

(pensamento intuitivo) quanto com a prépria defini¢ao formal. Entendemos este processo
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como uma espécie de retro-alimentacao, pois nao so a definicao de conceito nos ajuda no
enriquecimento da imagem de conceito, mas também porque ela propria é enriquecida pelo
restante desta ultima. Assim, podemos caracterizar a importancia de ter como objetivo
uma definicao de conceito cada vez mais consistente com a definicao formal, uma vez
que somente a sélida compreensao desta nos garante um pensamento mais abrangente e

adequado sobre dado conceito, nos livrando de armadilhas.

Portanto, devemos desenvolver um tipo de pensamento que consiga reunir as carac-
teristicas positivas de cada um dos apresentados até aqui, mas, é é6bvio, que seja coerente
com a Matematica. Na figura 7 podemos observar um diagrama representativo deste tipo
de pensamento do qual falamos. Ele mostra as multiplas conexoes entre a definicao de
conceito e as outras unidades cognitivas frente a realizacao de uma tarefa seguida de uma
resposta. A seta entre a definicdo de conceito e a definigao formal (externa a imagem de

conceito) representa a crescente consisténcia com o formalismo matematico.

Um comportamento intelectual

SAIDA
(uma resposta)

IMAGEM DE CONCEITO

DEFINIGAO FORMAL }; DEFINIGAO DE CONCEITO °
e

Uma tarefa cognitiva
(identificagdo ou construgdo)

ENTRADA

Figura 7: Tipo de pensamento desejavel.

Para compreendermos melhor como ocorre este processo de enriquecimento da imagem
de conceito, abordaremos os fatores de conflito potencial e fatores de conflito cognitivo
e o papel fundamental das conexoes entre as unidades cognitivas no confrontamento de

idéias contraditorias presentes na imagem de conceito do individuo.
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1.2 Conflitos potenciais e conflitos cognitivos

Como vimos, a definicao de conceito nem sempre é coerente com a definicao formal.
Na verdade, segundo Tall e Vinner (1981), diversos outros atributos contidos na imagem
de conceito nao sao sempre necessariamente coerentes entre si, isto é, a imagem de conceito
nao é necessariamente consistente em todas as fases de seu desenvolvimento, o que pode
gerar conflitos. Originariamente, os autores definem fator de conflito potencial como uma
parte da imagem de conceito (ou, em particular, da definigdo de conceito) que pode
entrar em conflito com outras partes da imagem de conceito. Ainda segundo Tall e
Vinner (1981), quando um fator de conflito potencial é evocado, isto é, quando as partes
conflitantes da imagem de conceito sao simultaneamente ativadas, dizemos se tratar de

um fator de conflito cognitivo.

Por exemplo, uma nogdo muito comum observada por Tall (1989) entre os estudantes é
a de que retas tangentes a graficos cortam-nos somente uma vez. Sabemos que esta idéia
¢ motivada pelos exemplos explorados por estes estudantes antes do estégio inicial de
calculo, quando, em geral, eles estudam retas tangentes a circunferéncias e esta afirmagcao

é verdadeira, podendo ser generalizada apenas para curvas convexas.

Porém, quando o estudante se depara com situagoes mais gerais, como por exemplo,
qualquer fungao polinomial do 1° grau, onde, na realidade, as retas tangentes sao o proprio
grafico da funcao e, conseqlientemente, cortam-no em infinitos pontos. Dizemos que, neste
momento, o fator de conflito potencial pode tornar-se um fator de conflito cognitivo, desde

que o estudante perceba a contradicao.

Tall e Vinner (1981) afirmam que a transformacao de fatores de conflito potencial
em fatores de conflito cognitivo pode ser um obstaculo para o desenvolvimento da ima-
gem de conceito, mas eles também dizem que fatores de conflito potencial podem nunca
ser evocados, permanecendo inativos dentro da imagem de conceito e, assim, nunca se-
rem percebidos pelo individuo ou provocarem uma leve sensagao de inseguranca frente
a algumas situacoes. Neste caso, o estudante tem a sensacao de que algo esta errado,
mas nao consegue identificar exatamente o qué. Isto pode causar sérios problemas na

aprendizagem de Matematica.

Os autores também nos advertem para um tipo grave de fator de conflito cognitivo
potencial, aquele diretamente ligado a definicao de conceito. Neste caso, o estudante
pode se tornar suficientemente seguro e, de acordo com o que ja foi exposto neste texto,

esquecer de ativar sua propria definicao de conceito ou teé-la apenas memorizada. Isto
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com certeza impede o desenvolvimento formal do assunto, o que nao é nada desejavel
nesta teoria, pois, como também vimos, nao proporciona a construcao de uma imagem de

conceito consistente.

Vinner (1991) recomenda evitar conflitos cognitivos desnecessarios, contudo, ele nao
os considera apenas nocivos a aprendizagem. Vinner também afirma que eles podem
ser benéficos, mas devemos ter cuidado e somente inicia-los aos estudantes quando forem
necessarios para motivar estes a alcancarem niveis de compreensao mais profundos ou, em

particular, quando os estudantes forem candidatos a niveis mais avancados da Matemaética.

Desta forma, podemos concluir que conflitos cognitivos podem ser aliados valiosos no
processo ensino-aprendizagem de Matematica, bastando que saibamos o momento ou o
contexto adequados de inseri-los na abordagem do topico. Evita-los deve ser apenas uma
estratégia momentanea afim de nao criar imagens de conceito distorcidas ou pobres no
estudante. Evita-los permanentemente significaria apenas facilitar o processo e nao dar
a oportunidade ao aluno de confrontar situagoes diversas, enriquecendo sua imagem de

conceito.

Giraldo (2004) especifica ainda mais a nogao descrita acima e define conflito tedrico-
computacional como qualquer situacao onde uma representacao computacional é contra-

ditoria, de alguma forma, ao modelo matematico correspondente. Por exemplo, na figura 8
2

podemos observar o gréfico da fungao de R\ {1} em R definida por f(z) = xxj gerado
pelo software Geogebra e verificamos que o software traga uma reta igual a reta corres-
pondente ao grifico da fun¢ao de R em R definida por f(z) = = + 1, desconsiderando a
auséncia do ponto (1,2) no grafico. Na figura 9, s6 conseguimos visualizar os eixos coor-
denados ao tentarmos observar o gréfico da funcao definida por g(x) = 315 construido pelo
mesmo software na janela [—400, 400] x [—400,400]. No primeiro exemplo, um estudante
que analisasse somente a representacao grafica feita pelo computador poderia pensar que

a fungao f é definida para todo ntimero real e, ainda se observasse a formula, achar que a
(x—=1)(x+1)
rz—1
alguém poderia pensar que o software nao tracou qualquer grafico ou, se percebesse a

simplificacao = x + 1 é valida também para x = 1. No segundo exemplo,
sobreposicao aos eixos, poderia achar que o gréafico possui bicos e dizer que a funcao nao é
derivavel nestes pontos ou, ainda, dizer que tal relagdo nao representa uma funcao devido

a reta vertical formada sobreposta ao eixo y.

Giraldo (2004) diz que tais situac¢oes podem ser evidenciadas a partir do confronto
de representagoes computacionais e nao computacionais. No caso de fungoes, um tipo de

confronto muito positivo estd entre representagoes computacionais e algébricas. O autor
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x?—1

Figura 8: O gréafico de f(z) = 1 gerado pelo Geogebra.

300

-300

1
Figura 9: O gréfico de g(z) = — na janela [—400,400] x [—400, 400].
T

explora o conceito de conflito cognitivo como elemento enriquecedor no processo de apren-
dizagem de Matematica, a partir de diferentes tipos de representacoes do mesmo conceito,
que possuem, cada uma delas, suas proprias limitagoes com relagao a Matematica, mas
que, ao serem confrontadas, se potencializam ajudando a construir imagens de conceito

mais ricas. Este assunto sera mais detalhadamente explicado na secao 1.5.

Até aqui percebemos dois impasses: (1) ao mesmo tempo que, em geral, o uso pre-

maturo de definicbes em uma abordagem pode nao ajudar na construcao de imagens
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de conceito ricas, ignora-las certamente também serda nocivo para o processo ensino-
aprendizagem; (2) da mesma forma, a aparigao de conflitos cognitivos durante a aborda-
gem pode ser prejudicial a aprendizagem, mas evita-los permanentemente também nao
proporciona o desenvolvimento de uma imagem de conceito rica. Portanto, deveremos
propor abordagens mais adequadas que consigam vencer estas dificuldades, isto é, em
geral deveremos estudar estratégias de ensino, onde a compreensao das defini¢oes seja um
objetivo da aprendizagem e nao um ponto de partida e, também, onde conflitos cognitivos

possam ser nossos aliados durante o processo de enriquecimento de imagens de conceito.

Na secao seguinte, estudaremos a teoria de raizes cognitivas proposta por David Tall,
inicialmente criada como alternativa para o ensino de derivada. Ela se baseia em uma
unidade cognitiva central que seja familiar ao estudante e que sirva como ponto de partida
para o ensino de um conceito. No caso da abordagem para derivada, Tall utiliza a nogao

de retidao local como raiz cognitiva.

1.3 Raiz cognitiva e organizador genérico

Como vimos, segundo Vinner (1991), o uso prematuro de defini¢oes pode criar sérios
problemas no aprendizado de Matematica e, ainda, elas representam, talvez, o principal
conflito entre a estrutura da Matematica, pensada por matematicos, e o processo cognitivo
de aquisigdo de conceitos. A Matematica é baseada em uma teoria dedutiva e, como tal,
comega com nogoes primarias e axiomas. A partir destes sao construidas outras nogoes e
todos os teoremas subseqiientes. Na verdade, isto nao reflete necessariamente o processo
a partir do qual a Matematica é criada, mas é a forma como ela é apresentada nos livros
mais avancgados e periddicos de Matematica. Embora o desenvolvimento do pensamento
formal dedutivo seja um objetivo desejavel do ensino de Matematica avangada, seguir
meramente uma seqiiéncia de axiomas, defini¢gdes, teoremas e suas provas pode causar
sérios problemas, pois nao leva em conta os processos cognitivos comuns de aquisicao de
conceito e raciocinio 16gico. Vinner (1991) afirma que a apresentacdo e a organizagao
da Matematica em muitos textos e salas de aula sao em parte baseadas nas seguintes

hipéteses:

1. Conceitos sao principalmente adquiridos a partir de suas definicGes.

2. Estudantes usarao defini¢coes para resolver problemas e provar teo-
remas quando necessario de um ponto de vista matemaético.

3. Defini¢es devem ser minimas.
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4. B desejado que definigoes sejam elegantes. Por exemplo, |z| = V22
xz, se x>0

é mals elegante que |z| =
& que |z —z, se <0

5. Definigoes sao arbitrarias. Definir em Matematica é dar um nome.
(VINNER, 1991, p. 65, traducao nossa)

Em geral, isto nao reflete o que realmente ocorre no contexto de sala de aula. Segundo
Sierpinska (1992), é muito dificil alguém compreender um conceito matematico apenas
através de sua definicao. A autora afirma que é necessario ver exemplos e contra-exemplos
do objeto definido, saber o que este objeto é ou nao é, tomar consciéncia de suas relagoes
com outros conceitos, perceber que tais relagoes sao andlogas as relagoes com que se é
familiarizado, compreender a posicao que o objeto definido tem dentro de uma teoria e
quais sao suas possiveis aplicacoes. Isto é, a compreensao adequada de uma definigao
formal muitas vezes demanda uma familiaridade prévia com o conceito e, ainda, uma

imagem de conceito que contenha ja algumas unidades cognitivas conectadas entre si.

Além disso, segundo Cornu (1991), quantificadores como V (“para todo”) e 3 (“existe”)
muito comuns em definicoes com “epsilons e deltas” tém seus significados sutilmente
diferentes das expressoes usadas na linguagem do cotidiano e isto seria uma das causas das
dificuldades encontradas pelos alunos em compreender a linguagem matemaética formal.
Portanto, devemos ter cuidado ao iniciar uma abordagem de qualquer tema da Matemaética
fortemente calcada na definicao formal, principalmente com alunos ainda nao habituados
com esta linguagem. Vinner ratifica a necessidade deste cuidado que devemos ter na

elaboragao de uma abordagem pedagogica na seguinte frase:

Quando decidirmos sobre a abordagem pedagdgica do ensino de Ma-
temadtica, teremos que levar em conta nao somente a questao de como
esperamos que os estudantes adquirem os conceitos matematicos, mas
também, e talvez principalmente, como os estudantes realmente adqui-
rem estes conceitos. (VINNER, 1991, p. 67, traducao nossa)

Mais especificamente, no contexto do ensino de fungoes, Malik (1980) observa que,
em muitos cursos de pré-calculo, é apresentada a definicao moderna de funcao, que usa
linguagem de conjuntos. Apesar disto, os exemplos mostrados aos alunos sao, em geral,
de funcoes definidas por expressoes algébricas e, conclui Malik, como a definicao de funcao
apresentada nao é experimentada em toda a sua generalidade, ela perde o sentido para os
estudantes, que passam a considerar a definicao como algo sem significado e sem ligacao

com o conceito abordado.

Por outro lado, tentar simplificar a abordagem também pode ser prejudicial. Tall

(1989) critica estratégias pedagdgicas que, na tentativa de simplificar conteidos, apresen-
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tam os conceitos matematicos em contextos mais restritos do que aqueles nos quais os
conceitos sao inseridos de fato. Assim, o estudante pode reagir, desenvolvendo imagens

de conceito restritas.

Em resposta aos problemas apontados até aqui, Tall (1989) pela primeira vez define o
termo raiz cognitiva como um conceito ancora considerado de facil compreensao pelo aluno
e que ainda sirva como uma base sobre a qual uma teoria possa ser construida. Mais tarde,
apos a formulacao da teoria de unidades cognitivas, a nocao de raiz cognitiva é reformulada
como um tipo especial de unidade cognitiva que, por ser familiar ao estudante, serve de
ponte entre os conhecimentos anteriores e os iniciais do estudante e também entre estes e

os conhecimentos a serem desenvolvidos.

Mais precisamente, Tall redefine:

A nogao de raiz cognitiva como uma unidade cognitiva que tem (poten-
cialmente) significado para o estudante no estagio em questao, e ainda
assim contém as sementes de expansoes cognitivas para definicoes for-
mais e desenvolvimento tedrico posterior. (TALL, 2000, p. 11, traducao
nossa)

Portanto, esta reformulacao da raiz cognitiva como uma unidade cognitiva especial
implica o importante fato de ela propria ser parte interna da imagem de conceito, assim
como qualquer outra unidade cognitiva. Em resumo, dizemos que a raiz cognitiva é uma

unidade cognitiva central que possui as duas caracteristicas especificas abaixo:

(I) A de ser familiar para os estudantes;

(IT) Servir como base para o desenvolvimento tedrico matemético posterior.

A partir destas idéias, podemos entender que, ao introduzirmos um conceito matemati-
co novo baseados em uma raiz cognitiva, a imagem de conceito (nova) do estudante na
verdade nao estd totalmente vazia. Na verdade, segundo Cornu (1991), o ensino da
maioria dos conceitos matematicos nao se inicia em um territério virgem. Evidentemente,
entao concebemos que o professor deve propor a priori uma idéia central para abordar
um assunto, que neste momento é ainda externa a mente do sujeito, mas, caso ela lhe
seja de fato familiar, ele a reconhece — neste momento sim a internaliza — e entao, é
ativada uma imagem (inicial) de conceito que possui interse¢oes com imagens de conceito
antigas. Este modelo pode ser ilustrado pelo diagrama da figura 10. Até este estagio,
temos uma unidade cognitiva ativada e que é apenas, por enquanto, uma candidata a

raiz cognitiva, pois nao sabemos se ela vai servir como base para o desenvolvimento do
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conceito matematico. Por exemplo, quando geralmente abordamos funcoes polinomiais
do 1° grau, esperamos que os estudantes achem familiar o grafico desta funcao, ja que
o conceito de reta esta presente na grade curricular de anos anteriores. Se o estudante,
de fato, a reconhece como algo familiar, significa que o conceito de reta é uma unidade
cognitiva presente tanto na imagem de conceito de fungao polinomial do 1° grau quanto

em outras imagens de conceito antigas referentes a tépicos de Geometria.

IMAGEM DE CONCEITO A

(LSS

IMAGEM DE CONCEITO B

[ [

IMAGEM DE CONCEITO C

IMAGEM DE CONCEITO D

Figura 10: Intersecoes entre imagens de diferentes conceitos de um mesmo individuo.

Podemos caracterizar a candidata a raiz cognitiva como tal, se for confirmada a pre-
senca da segunda caracteristica e, neste caso, em um primeiro momento teremos uma
imagem (inicial) de conceito, onde a raiz cognitiva (em potencial) é a tnica unidade
cognitiva ativada conforme o diagrama da figura 11. Em um segundo momento, apds
explorar o conceito tendo a raiz cognitiva como base, o individuo é capaz de tirar suas
proprias conclusoes a respeito do tépico, seja fazendo conexoes com unidades cognitivas
pertencentes a imagens de conceito anteriores seja, quem sabe, produzindo novas. Este
modelo € ilustrado pelo diagrama da figura 12 e representa o enriquecimento da imagem

de conceito a partir de uma raiz cognitiva.

Na verdade, antes mesmo da nocao de raiz cognitiva, Tall desenvolve uma outra nocao
muito importante para sua teoria, a nocao de organizador genérico, que é fortemente
baseada na nogao de organizador avangado desenvolvida por Ausubel, Novak e Hanesian
(1968). Esta é definida como um conjunto de material introdutério para uma tarefa de

aprendizagem, apresentado num nivel de generalidade e abstracao mais elevado que a
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IMAGEM (INICIAL) DE CONCEITO

Raiz

Cognitiva

Figura 11: Momento de ativacao de uma raiz cognitiva em potencial.

IMAGEM DE CONCEITO

Raiz
Cognitiva

Figura 12: Crescimento cognitivo baseado em uma raiz cognitiva.

propria tarefa e explicitamente relacionado tanto com as idéias existentes na estrutura
cognitiva do sujeito quanto com a tarefa; isto é, uma ligacdo entre o que o sujeito ja
sabe e o que ele precisa saber para compreender melhor o assunto. Entao, inicialmente
como um complemento para a nocao de organizador avancado, Tall formula pela primeira
vez em sua tese de doutorado (TALL, 1986) a nogao de organizador genérico como um
ambiente de aprendizagem (ou micromundo) que permita ao usudrio manipular exemplos
e (se possivel) nao-eremplos de um conceito matematico especifico ou um sistema de
conceitos relacionados. O autor justifica o termo genérico, dizendo que este significa o
objetivo de direcionar a atengao do usudrio para certos aspectos mais abstratos e gerais

do conceito durante a exploracao dos exemplos.

Organizadores genéricos podem ser materiais concretos usados no ensino da matema-
tica para criancas, como também, programas ou ambientes computacionais que fornegam

respostas as exploracoes do usuario. Neste caso, para o estudo de célculo, ha softwares
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capazes de ampliar curvas diferenciaveis, tornando-as localmente semelhantes a retas ou

de calcular numericamente areas de regioes limitadas por graficos de funcoes.

No uso de organizadores genéricos, Tall também destaca o que ele chama de nao-
exemplos, isto é, exemplos de objetos matematicos que nao possuem os atributos perten-
centes ao conceito estudado. Por exemplo, ao introduzirmos o conceito de funcao injetiva,
é usual darmos exemplos de fungoes nao-injetivas para esclarecer ao estudante que fungoes
injetivas nao podem admitir dois elementos distintos de seu dominio com mesma imagem.
O autor afirma que nao-eremplos sao muito importantes no estudo de conceitos mais
avancados da Matematica, como convergeéncia, continuidade e diferenciabilidade, onde
as defini¢des sao intrincadas a tal ponto que os estudantes acabam por ter dificuldade
em lidar com situacoes nas quais elas nao se aplicam, como por exemplo, saber quando
uma funcao é descontinua ou quando nao ¢é diferencidvel. Em contextos mais simples,

nao-exemplos sao menos relevantes.

Tall considera que o uso de organizadores genéricos é mais eficiente quando os estu-
dantes tém uma ajuda humana, como a de um tipo de tutor que pode ser, em geral, um
professor ou um monitor, ou ainda uma ajuda nao humana, como a de algum tipo de
tutorial multi-midia. O autor chama este tipo de auxilio de agente organizador. A com-
binacao de um organizador genérico com um agente organizador é definida como um

sistema organizacional genérico.

Em trabalhos posteriores (TALL, 1989, 2000), Tall reavalia a noc¢do de organizador
genérico e afirma que em toda abordagem pedagdgica relacionada a algum conceito mate-
matico, onde esta nogao seja explorada, devem necessariamente estar presentes diferentes
formas de representacao, tendo como referéncia uma unidade cognitiva central, a raiz
cognitiva. Tall cita as nogoes de drea sob a curva (para o ensino do conceito de integral)
e de retiddo local® (para o ensino do conceito de derivada) como exemplos importantes de
raizes cognitivas fruto de suas proprias pesquisas. Esta ultima tem grande importancia
neste trabalho e foi a base para o organizador genérico Magnify explorado pelo autor em

sua tese de doutorado (TALL, 1986), e sera explicada na préoxima secao.

Tall (2000, p. 14, tradugao nossa) ainda espera que: “todos os organizadores genéricos
. . U . . .
contenham as sementes de sua prépria destruicao’ no sentido de que eles sejam suficien-
temente sofisticados para mostrar suas préoprias limitacoes e a necessidade de uma abor-
dagem tedrica mais profunda”. Isto é, o autor nao espera que um organizador genérico

(aliado a raiz cognitiva) responda a todas as perguntas e, assim, substitua a teoria ma-

2Do original em inglés, local straightness.
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tematica, sendo um mero facilitador da aprendizagem, mas sim que seja a priori um
suporte (muitas vezes visual) para o desenvolvimento de uma raiz cognitiva e, posterior-
mente com um pouco de imaginagao do estudante, sirva de estimulo para o aprofunda-

mento tedrico das idéias construidas.

1.4 Retidao Local

Em geral, na abordagem do conceito de derivada, encontramos a seguinte definicao: a
f(@o+h) — f(xo)
h

h tende a zero. Todavia, de acordo com o que ja foi discutido em segoes anteriores,

deriwada de uma fungao f em um ponto xo € o limite da razao quando
de forma geral, nao é adequado iniciarmos uma abordagem de um conceito fortemente

baseada em sua definicao formal.

Além disso, mais especificamente, a definicao de derivada depende da definicao de
limite e diversos autores (MALIK, 1980; TALL; VINNER, 1981; TALL, 1986; CORNU, 1991;
SIERPINSKA; LERMAN, 1996) argumentam que esta nocao, em toda a sua profundidade
formal, é de assimilacao consideravelmente dificil para estudantes principiantes em célculo,
pois se revela profundamente contraria a intuicado humana, como evidencia sua prépria
evolucao histérica (ver segao 1.7). Em resultado, estudantes podem formar uma imagem
distorcida da nocao de limite, que se constitui em um fator de conflito potencial para a
aprendizagem de diversos conceitos do célculo, entre eles, o conceito de derivada. Logo, em
muitos casos, principalmente durante o estdgio definido por Tall (1992) como a transi¢do
para o pensamento matemdtico avang¢ado, a definicao de derivada nao constitui uma raiz
cognitiva, pois nao satisfaz a caracteristica (I) explicada na se¢@o 1.3, embora com certeza

ela satisfaca a segunda caracteristica.

Outra caracteristica da abordagem tradicional de derivada ¢ a interpretacao geométrica
que geralmente acompanha a definicao: derivada € a inclinacdo da reta tangente ao grafico
de f em xg. A partir dai, o conceito é ilustrado por retas secantes que tendem a uma
reta tangente a medida em que h tende a zero. Giraldo (2004) acrescenta que, embora,
encontrar retas tangentes seja, do ponto de vista matematico, um problema de derivada,
portanto de natureza puramente local, sua representacao geométrica chama atencao para
aspectos nao locais. Uma reta tangente pode seccionar a curva uma segunda vez, sendo
neste caso, também secante a curva. Assim, retas tangentes e secantes nao se distin-
guem geometricamente e a propriedade essencial de aproximacao na vizinhanga do ponto

de tangéncia fica pouco evidenciada. Uma outra dificuldade deste tipo de interpretacao
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geométrica reside no fato de que a prépria definicao de reta tangente® depende da de-
finicao de derivada. Logo, neste caso, estarfamos tentando explicar um conceito novo a
partir de outro conceito na verdade desconhecido do estudante, ou pelo menos, conhecido

apenas no contexto de curvas convexas.

Por estas razoes, podemos concluir que a abordagem usual do conceito de derivada nao
tem sido adequada, seja por estar fortemente baseada na definicao formal, que depende
do conceito de limite (também mal construido nas imagens de conceito dos estudantes),
seja pela sua interpretacao geométrica carregada de fatores de conflito em potencial des-

necessarios.

Portanto, com o intuito de mudar este quadro, colocando a conceituacao formal como
um objetivo no desenvolvimento cognitivo dos estudantes — e nao como um ponto de
partida conforme o encadeamento formal da teoria matemaética — e sugerindo uma in-
terpretagao geométrica mais adequada para o estigio em questao, Tall (1986) desenvolve
uma nova proposta para a abordagem inicial do conceito de derivada, baseada no processo
de magnificacao local e na idéia de retidao local como raiz cognitiva. Com o auxilio de um
organizador genérico, o processo de magnificacao local consiste em dar zooms gradativos
na vizinhanga de um determinado ponto do grafico. O organizador genérico pode ser qual-
quer ambiente computacional capaz de construir graficos de funcoes em diversas janelas
diferentes. Em sua tese de doutorado, Tall (1986) usa o software Magnify de construgao
de graficos para o estudo de cédlculo. Para ilustrar este método, vemos na figura 13 o

processo de magnificacao local da fungao f(x) = 2

pelo Maple V).

em torno de o = 2 (aqui gerados

A medida em que as curvas diferenciaveis sao magnificadas em torno de um ponto
do gréafico, o estudante pode observar a curvatura da representacao grafica diminuir e
perceber cada vez mais a sua semelhanga com uma reta. Esta nogao, Tall (1986) deno-
mina de retidao local. Segundo o autor (TALL, 1989, 1992, 2000), é preciso ressaltar que a
nocao de retidao local é uma percepcao humana primitiva de aspectos visuais do gréfico,
pois o usuario pode sentir e ver a mudanca do gradiente ao longo do grafico. Afinal,
o ser humano tem a capacidade de perceber certas curvas como retas quando vistas de
grande distancias. Por exemplo, quando observamos o horizonte, vemos uma linha reta,
ao passo que, de fato, sabemos ser esta linha uma curva. E ébvio que ha outra questao:

o computador traca um nimero finito de pontos do gréfico e, entao, o que visualizamos

3Defini¢do de reta tangente: Sejam I um intervalo ndo trivial e f : I — R continua em = € I.
A reta tangente ao grafico de f em (xg, f(xo)) é: a reta que passa por (zo, f(zo)) cuja inclinagio é

r) Iz z)— f(x
lim M, caso este limite exista, ou a reta vertical x = zg, caso lim M
T—x0 T — Xo T—xTg Tr — X

:+OO
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Figura 13: Processo de magnificacao local da funcao f(z) = z°

.1}0:2.

na vizinhanca do ponto

na tela nao necessariamente reflete a representacao exata do grafico da funcao, mas sim
uma aproximacao dele. Mas, sem perda de rigor, podemos supor que, mesmo se exitisse
uma maquina capaz de construir graficos com todos os seus infinitos pontos, o ser humano
continuaria a observar curvas diferenciaveis tornarem-se parecidas com retas apds suces-
sivas magnificagoes, o que caracterizaria a nogao de retiddo local como uma percepcao

humana.

Na abordagem sugerida por Tall, apds experimentar o processo de magnificagao local
e ver as curvas ficarem semelhantes a retas, o estudante é apresentado ao conceito de
derivada como sendo a inclinagao da reta com a qual o gréfico da funcao ficou parecido.
Assim, a interpretacao geométrica para derivada é mostrada como um atributo do préprio
grafico analisado e nao como uma propriedade de um objeto externo a ele. Desta forma,
tem-se um enfoque maior nos aspectos locais do grafico, sem chamar a atencao do in-
dividuo para aspectos nao locais conforme usualmente ocorre na abordagem tradicional.
Além deste aspecto, nao é mais necessario recorrer ao conceito de reta tangente, que é
ainda conhecido em um contexto restrito pelo estudante e que nao se generaliza. Alids,
apos o processo reverso de magnificacao local, isto é, apds sucessivas redugoes das janelas,
¢é possivel usar o organizador genérico para auxiliar na compreensao do conceito de reta

tangente como sera explicado mais adiante.
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Além disso, neste tipo de abordagem nao tomamos mais a definicao formal como ponto
de partida para o desenvolvimento do conceito de derivada. Ja discutimos ser o uso de
defini¢oes formais em geral inadequado em abordagens iniciais, sobretudo neste caso em
que a definicao é tao dependente do conceito de limite, que é considerado bastante dificil
de ser assimilado pelos estudantes. Inicialmente em contra-partida, a nogao de retidao

local poderia inclusive ajudar na compreensao deste conceito.

H4 outro fator importante da proposta. De acordo com a definicao de organizador
genérico, no contexto de Matematica mais avancada, devemos usa-lo para também apre-
sentar ao estudante os ndo exemplos, isto é, no caso deste organizador genérico devemos
explorar os exemplos de fungoes nao diferenciaveis, sejam elas mais simples como aquelas
cujos graficos possuem um numero finito de “bicos” (fungdes do tipo f(z) = |z|), sejam
funcgoes cujos graficos seriam impossiveis de serem esbogados sem um auxilio tecnolégico,
como a funcao blancmange*. A figura 14 mostra o processo de magnificacao local desta
fungao realizado pelo Magnify na vizinhanga do ponto o = 1/3 — 0 mesmo software usado
por Tall (1986) — e podemos observar que neste exemplo, ao contrario do que ocorre com
funcoes diferenciaveis, a curva nunca fica semelhante a uma reta, mas ela parece estar
sempre “enrugada”. Desta forma, o organizador genérico cumpre também o papel de
mostrar o que pode ocorrer quando uma fungao nao é diferenciavel. Para casos como
este, segundo Tall, é fundamental a presenca de um agente organizador, como um tutor
ou professor, que auxilie o estudante na percepcao e reflexao de muitas das poderosas e

refinadas idéias que podem surgir como conseqiiéncia do conceito.

Enfim, Tall (2000) afirma que a nogao de retidao local se caracteriza como uma raiz
cognitiva para o ensino de derivada, pois ela se revela familiar para os estudantes no
estagio inicial de cédlculo e possibilita expansoes cognitivas do conceito de derivada, que
deverao conduzir a aquisicao de sua definicao formal e a construcao de conexoes com

diferentes topicos relacionados.

A seguir, discutiremos a importancia da exploragao da raiz cognitiva como base para

+oo
4A funcdo blancmange pode ser definida para x € [—1,1] pela soma da série b(z) = Z bn(z), onde
n=1

(bn)nen é uma seqiiéncia de fungoes modulares definidas pela recorréncia:

bi(z) =1—|z|
1 1
bny1(z) = on bn () — on

Esta funcao é continua, pois é o limite de uma série de fungoes continuas, mas nao é derivavel em nenhum
ponto. A demonstragao deste fato pode ser examinada em Tall (1982).
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Figura 14: Processo de magnificacao local da funcao blancmange — a fungao nao é dife-
renciavel em nenhum ponto.

uma abordagem, mas também de desenvolver um tipo de abordagem onde multiplas
representagoes de um mesmo objeto matemético possam ser exploradas ao mesmo tempo
para que as limitacoes de cada uma possam ser confrontadas e, assim, serem revertidas em
ganhos para a aprendizagem. Particularmente, Hillel (1995) acredita que a combinagao
de experiéncias tecnoldgicas com outras atividades, nao computacionais, se completam
e formam um contexto apropriado para a construcao dos conceitos matematicos. Na
proxima secao, estas questoes serao discutidas, pois elas terao um papel relevante dentro

da proposta desta pesquisa.

1.5 Descricoes de conceito e uma proposta para o
ensino do conceito de derivada baseada na nocao
de retidao local

Giraldo (2004) define descri¢ao de conceito como qualquer referéncia a um conceito
matematico, feita em um contexto pedagdgico, que nao esgote o conceito a que se refere,
ou seja, que guarde limitacoes em relacao a este, no sentido em que evidencie certos
aspectos e omita outros. Portanto, descrigoes podem ser referéncias orais ou escritas,
sob a forma de linguagem corrente, simbologia, notagao matematica, esbocos, diagramas,

esquemas, e outros.

As limitagoes presentes em toda descricao de conceito sao, no sentido de Giraldo
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(2004), todo o conjunto de caracteristicas ou propriedades do conceito descrito que sao
evidenciadas ou omitidas no ato de descrever, bem como eventuais diferencas em relacao
a outras descrigoes ou a propria definicao formal. O autor ressalta que uma descricdao
de conceito é uma situagao pedagogica e, sendo assim, suas limitagoes nao sao atributos
inerentes a forma de representagao utilizada, mas dependem do préprio contexto pe-
dagdgico em questao. O autor ainda exemplifica que, ao enunciarmos a frase “a funcao
227, temos um caso de descricao da funcio f : R — R que a cada x real associa seu
quadrado. Note que a mesma frase serve para descrever outra funcao com a mesma lei

2 0 que nos leva

de formagao, por exemplo, a fungao g : N — R definida por g(z) = =
a perceber a limitagao desta descricao. Neste caso, evidenciamos o aspecto algébrico da

funcao, mas omitimos outros, como o aspecto grafico.

Em resumo, podemos dizer que a descri¢cao de conceito é a exteriorizacao de uma
parte da imagem de conceito, seja por meio de palavras, seja por meio de algum desenho

ou seja por meio de qualquer outra forma de comunicagao (ou representagao).

No caso do ensino de fungoes, usualmente empregam-se representagoes (escritas) de
trés naturezas principais: numéricas (tabelas), algébricas (férmulas) e geométricas (grafi-
cos) (GIRALDO, 2004; SIERPINSKA, 1992). Cada uma destas formas de representar fungoes
é, de acordo com Giraldo (2004), uma descrigao do conceito de fungao e isoladamente é
limitada na medida em que evidencia certos aspectos, mas omite outros. Contudo, estas
limitagoes nao sao necessariamente negativas, na verdade, se exploradas devidamente,
podem ser fortes aliadas da aprendizagem. Segundo Sierpinska (1992), a consciéncia
das limitacoes de cada uma das representacoes e do fato que todas representam o mesmo

conceito geral inico sao certamente condigoes fundamentais para se compreender fungoes.

De forma geral, as limitacoes de cada descricao podem gerar conflitos cognitivos, que,
por sua vez, podem causar diferentes tipos de reagoes ao individuo, positivas ou negativas.
O sujeito pode ficar confuso e nao esclarecer sua questao, como também pode se sentir
estimulado a buscar uma resposta e isto ajuda-lo a desenvolver sua imagem de conceito.
Acreditamos que é possivel transformar as limitagoes de cada representacao em ganhos

para a aprendizagem, desde que elas sejam exploradas em conjunto.

Varios autores chamam atencao para a importancia da multiplicidade de represen-
tagoes para a aprendizagem de um conceito. Duval (1999) afirma que um componente
essencial da aprendizagem de matematica é a coordenagao de diferentes representacoes de
uma idéia ou conceito. Goldenberg (1987) comenta que, embora a multiplicidade de repre-

sentagoes possa propiciar uma compreensao mais ampla do conceito, o estabelecimento das
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condicgoes sob as quais tal objetivo pode ser atingido demanda pesquisa cuidadosa. Como
vimos, Tall (2000), ao definir imagem de conceito, também nos diz que em toda abor-
dagem pedagdgica relacionada a qualquer conceito matematico devem necessariamente
estar presentes diferentes formas de representacao. Assim, acreditamos que, apesar de
existirem limitacoes em qualquer tipo de representacao, as descri¢oes quando exploradas
simultaneamente em uma abordagem bem estruturada se potencializam, enriquecendo o

conceito.

Baseados nestas idéias, Giraldo e Carvalho (2003, 2004) desenvolvem uma proposta
para o ensino do conceito de derivada, estruturada em cinco etapas, que foi aplicada em
turmas de calculo I. Em cada etapa, uma forma particular de descricao é usada e as
respectivas limitacoes associadas sao exploradas como motivagao para a etapa seguinte.
O conceito de derivada é abordado a partir da nogao de retidao local proposta por Tall
como uma raiz cognitiva para este conceito (ja descrita na secao 1.4) e, portanto, ade-
quada em estagios iniciais de calculo por ser familiar ao estudante. Esta proposta serd

descrita abaixo:
Etapa I: aproximagao numérica

Nesta primeira etapa, é pedido aos estudantes que utilizem o computador para cons-
truirem graficos de funcoes diferenciaveis dadas e, em seguida, utilizem pela primeira vez
o processo de magnificagao local para observarem o comportamento dessas fungdes na
vizinhanca de pontos fixos sobre os graficos. Os alunos, entao, observam que as curvas
se tornam muito semelhantes a retas. Logo em seguida, é pedido que os alunos substi-
tuam valores para o calculo aproximado da inclinagao das retas observadas através da

. Ay L
formula usual Ar Apesar dos valores encontrados serem aproximacoes, algumas vezes
ocorre destes valores coincidirem com os valores exatos da derivada devido a erros de
visualizacao e arredondamento. Todos estes fatos sao destacados durante as aulas, e,
principalmente, o fato de que a curva nao se transforma na reta, mas que se trata apenas
de uma aprorimacao. Esta experiéncia é repetida com a mesma curva em varios pontos
diferentes e também com outras curvas. A observacao de que os resultados obtidos nesta

etapa se tratam de aproximacoes causadas por erros de arredondamento do programa

utilizado para visualizacao grafica é usada como motivacao para a proxima etapa.
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Etapa II: aproximacao algébrica

Vamos considerar a equagao da reta sendo y = ax + b, onde a e b sao constantes reais
e representam respectivamente a inclinacao e o coeficiente linear da reta. O aluno no
inicio desta etapa tem como referéncia a visualizacao da curva y = f(z) magnificada na
tela. Depois é pedido ao estudante que encontre algebricamente o valor de a da equacao
da reta que melhor aproxima a curva na vizinhanca de um ponto g fixado. Isto é, aqui
outro tipo de aproximacao ¢ pedida por meio de manipulagoes algébricas, algo na forma:

f(zo 4+ h) =~ ah + f(xo).

O valor a ¢é apresentado como o valor da derivada de f no ponto x,. Para ilustrar,
podemos dizer que para encontrar a derivada da funcao f(r) = 22 em zy = 3 podemos
calcular:

f(3+h)=(3+h)>=9+6h+h*=~9+6h

Portanto, o valor procurado é a = 6. Como h é um valor positivo muito pequeno, isto
é, proximo de zero, o seu quadrado é muito menor. Nesta etapa, entao, sao desprezadas
todas as poténcias de h de grau igual ou superior a 2. Cabe aqui a discussao do por
queé deste tipo de aproximacao. A primeira justificativa apresentada é o fato de estarmos
procurando uma aproximacao por meio de uma reta, o que, segundo Giraldo, abre caminho
para o aprofundamento da compreensao do significado matemético preciso do tipo de

aproximacao que estd sendo feita.

De forma anéloga a etapa anterior, a experiéncia é repetida varias vezes em diversos
pontos e curvas diferentes. Neste ponto, sao introduzidas as expressoes para a inclinagao
da reta procurada em um ponto xg e, assim, sao apresentadas as primeiras féormulas de

0% ’

derivacao para polinomios.

Etapa III: discriminagao geométrica

Depois de calculado o valor a da férmula da reta que melhor aproxima a curva lo-
calmente, é solicitado que os alunos tracem o grafico da reta na mesma janela grafica
magnificada da fungao estudada. Em principio, nesta janela a curva e a reta se confun-
dem visualmente, mas posteriormente é pedido que ampliem gradativamente a janela

grafica até observarem a distingao entre a curva e a reta.

Nas etapas anteriores, era sugerida a existéncia de uma reta que melhor aproximava
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a curva localmente e cuja férmula foi calculada por aproximacgoes algébrica e numérica.

Nesta etapa, pela primeira vez tal reta é apresentada como um objeto matematico distinto

da curva em questao e cuja existéncia é verificada geometricamente.

Etapa IV: conceituagao
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Figura 15: O Melhor Reta para f(x) = x? aproximada pela reta com a = 3 em zg = 1.
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Figura 16: O Melhor Reta para f(x) = x? aproximada pela reta com a = 2 em zg = 1.

O objetivo principal desta etapa é conceituar matematicamente a idéia de aprozima-

¢ao introduzida nas etapas anteriores de diversos pontos de vista (numérico, algébrico
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e geométrico) através do organizador genérico Melhor reta desenvolvido por Giraldo e
Carvalho. Ele consiste de uma rotina do Maple, com os seguintes dados de entrada: uma
funcao f, um ponto xy no dominio de f, um valor numérico para a inclinagao de uma reta
passando pelo ponto (xg, f(zo)), € um valor numérico para h = Ax; e dados de saida: os
graficos de y = f(x) e da reta r(z) = ah + f(z¢) tragados no intervalo [xg — h, zo + h], os
valores numeéricos da variagao p(h) = |f(x+h) —r(z)| e da razao incremental p(hh), e um
segmento vertical ligando a curva a reta no ponto xy + h representando a diferenga p(h).
Aqui, a idéia central é comparar gréfica e algebricamente o comportamento local da reta r
em relacdo a curva para valores a = f'(zg) e a # f'(xg), isto é, para retas tangentes e nao
tangentes. Na figura 15, observemos a funcao f(z) = 2% na vizinhanga do ponto zy = 1

sendo aproximada pela reta onde a = 3. Na figura 16 temos a mesma funcao aproximada

pela reta onde a = 2.

Assim, podemos dizer que a reta cuja férmula r(z) zera a razao p(h) quando h tende
a zero, dentre todas as retas que cortam a curva dada em (xg, f(x)), é aquela que me-
lhor aproxima a curva na vizinhanca do ponto. Neste momento, o aluno pode verificar a

unicidade de tal reta por um argumento algébrico simples.
Etapa V: formalizacao

Devemos observar que esta etapa é posterior ao curso de Calculo. Nela, a definicao
de derivada em linguagem formal de epsilons e deltas é introduzida. As aproximacgoes
exploradas nas etapas anteriores servem para discutir que a idéia de se aprozimar indefi-

nidamente como se refere o conceito de limite escapa de qualquer precisao finita.

Neste momento, é dito que a ¢ a derivada de f em xy se, dada uma precisao € > 0

p(h)

arbitraria, conseguimos escolher uma variacao ¢ > 0 tal que < e, Vh € [-§, 6], com

h # 0. Ou, de outra forma:

f(wo + 1) = f(xo)
h

<e, VYhe|[-hh]l, h#0

—a

Giraldo ressalta que o objetivo desta etapa é dar uma introdugao para a linguagem
formal de limites para uma primeira familiarizacao. Nao se espera neste estagio que os
alunos operem simbdlica e logicamente com a definicao formal, nem compreendam-na em

toda sua profundidade.
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1.6 O uso de computadores no ensino de Matematica

Muitos autores (ABRAHAO, 1998; DUBINSKY; TALL, 1991; GIRALDO, 2004; HODGSON,
1987; TALL, 2000; YERUSHALMY, 1997) supoem que o sucesso do uso da méaquina no
ensino de Matematica esta relacionado com a utilizacao de propostas conceituais explicitas
apoiadas em pesquisas empiricas sobre o assunto. Acrescentar o seu uso no curriculo

simplesmente sem um objetivo especifico evidentemente pode fazer a proposta fracassar.

Dubinsky e Tall (1991) concluem que computadores sao muito importantes para com-
plementar o processo de pensamento criativo do ser humano, seja possibilitando ambientes
para exploragao de possiveis novos teoremas, seja para realizar trabalhosos calculos al-
goritmicos e contribuir na prova matematica. Pensando nisso, os autores fazem uma forte
analogia entre a pesquisa matematica e as atividades de estudantes universitarios. Eles
acreditam que, assim como ocorre com pesquisadores, a Matematica para os estudantes
também é nova, porém para estes a Matematica ja é parte de um sistema organizado de
conhecimento, o que os deixaria com a vantagem de poder usufruir de softwares compu-

tacionais previamente desenvolvidos para a exploragao de conceitos matematicos.

Dubinsky e Tall acreditam no papel importante do computador, pois, segundo eles,
quando uma idéia abstrata é implementada ou representada na ma&aquina, ela torna-se
concreta na mente do individuo. Além disso, uma vez que varias construgoes possam ser
exploradas na maquina, é possivel estimular o estudante a refletir sobre o que elas sao e

de que processos elas podem se ocupar.

Alguns autores, como Minton (1995), afirmam que, como a méaquina faz os célculos
rotineiros e dificeis pelo aluno, a tecnologia acaba por liberar mais tempo da sala de aula,
que pode ser aproveitado para discussoes e reflexoes mais profundas sobre o assunto,

portanto, isto requer mudancas no curriculo do ensino de Matematica de varios niveis.

De acordo com Demana e Waits (1990), a maquina se ocuparia de cdlculos opera-
cionais, enquanto o estudante ficaria mais livre para pensar, por exemplo, em descobrir
quais as operagoes apropriadas para resolver um dado problema, mais do que literalmente
efetuar as operagoes. Portanto, o objetivo do ensino atual de Matematica ao utilizar a
tecnologia deveria se transformar para quais procedimentos e técnicas usar para resolver
um problema e interpretar solugoes encontradas. Neste sentido, um grande ganho seria o

de enfatizar o pensamento analitico, e nao o operacional.

Particularmente, a analise de graficos com ajuda de tecnologia pode gerar uma dinami-

ca de sala de aula que desafia o aluno constantemente, o encoraja a investigacao e, assim
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pode aumentar sua participagdo no processo de aprendizagem, pois, segundo Dugdale
et al. (1995), o estudante pode explorar problemas, estabelecer conexoes entre diversos
topicos, discutir resultados, apresentar conjecturas baseadas nas observacoes feitas, testar
e verificar hipoteses, expor idéias e conclusoes. Enfim, ele pode participar de um processo

muito semelhante ao do cientista conforme descrito acima por Dubinsky e Tall.

Williams (1993) afirma que o estudante, por si s6, nao consegue confrontar a resolugao
algébrica com a resolucao grafica. Portanto, especificamente em cursos iniciais de célculo,
consideramos que a tecnologia pode ajudar os estudantes a conectarem funcoes a seus

respectivos graficos.

Contudo, alguns autores relatam algumas dificuldades dos usuarios de tecnologia no
ensino. Abrahao (1998) discute o comportamento de quatro professores do ensino médio
frente & questao da escala em gréficos (nao usuais) de fungdes reais construidos com auxilio
tecnoldgico e algumas observagoes sao surpreendentes. Em muitos casos, os professores
nao conseguem fazer conexao entre o conhecimento teérico deles e o que é observado na

tela. A seguir, vamos descrever algumas destas observagoes.

A autora pede para os professores resolverem um problema de modelagem com o
auxilio de uma calculadora grafica. A atividade consiste em: “Se quiséssemos construir
uma caixa aberta a partir de uma folha de metal retangular de tamanho 30 cm por
45 cm, retirando-se quadrados iguais de cada canto do retangulo e dobrando-se seus
lados para cima, qual deveria ser a medida aproximada dos lados dos quadrados para
que o volume da caixa fosse maximo?” Os professores conseguem montar a férmula
f(z) = z(45 — 2x)(30 — 2z), mas, ao construir seu grafico na calculadora, alguns deles
nao percebem a importancia de delimitar os intervalos da janela grafica que interessam
ao problema. Em conseqiiéncia, um professor, ao observar o grafico de f em uma janela
como a da esquerda da figura 17 e ver a semelhanca entre este e uma parabola, tenta
aplicar resultados algébricos relativos a funcao quadratica. Na verdade, mesmo apds este
professor ser alertado para o fato da funcao estudada se tratar de uma funcao polinomial
do 3° grau, ele insiste em aplicar as férmulas x, = —2ba e Y, = ~1a referentes as
coordenadas do vértice de uma parabola.

Na segunda atividade, os professores visualizam o grafico da fungao real g definida
por g(z) = sen(x) em quatro janelas distintas conforme mostrado na figura 18. Um
dos professores diz que trés dos quatro graficos observados estariam “malucos” por nao

se parecerem com a tradicional curva sendide. Um outro professor fica chocado ao ver

em duas das janelas um grafico semelhante ao de uma reta representando a fungao seno.
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Figura 17: Grafico de f(x) = x(45 — 2x)(30 — 2z) nas janelas [—2, 16] x [—500, 5000] a
esquerda e [—10,30] x [—2000,4000], & direita.

Também é dificil para eles relacionarem cada gréafico parcial da fungao com os aspectos
globais da funcao. Este tipo de reagao é esperada por Dugdale et al. (1995), que relata ser
dificil para alguns aceitarem um grafico onde somente algumas caracteristicas da funcao

estao presentes como um grafico da fungao.

Figura 18: O grafico de g(z) = sen (z) em diferentes janelas.

Na terceira atividade, os professores visualizam o grafico da fungao h(x) = z? —

2523 — 222 + 80x — 3 na janela [—10,40] x [—50000, 10000] como mostra a figura 19. Este
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é um exemplo de funcao onde é dificil encontrar uma tnica janela que represente todo o
comportamento global da funcao. Inicialmente nenhum dos quatro professores percebe a
diferenca entre as unidades dos eixos = e y. Apenas depois de serem orientados para uma
andlise algébrica da funcao, alguns deles percebem esta diferenca. Um dos professores
acha que toda a regiao proxima da origem, onde a curva parece tangenciar o eixo x, seria
de zeros da funcao. Ao pensar neste intervalo continuo de zeros, o professor nao considera
que um polindémio do 4° grau s6 pode ter no maximo quatro raizes reais. Além disso,
ele nao percebe que, na verdade, x = 0 nao é uma raiz da funcao, pois é facil verificar
que h(0) = —3. Este caso mostra que o professor nao relaciona os resultados algébricos
com a analise gréafica, assim como acontece com alguns estudantes conforme é descrito

por Williams (1993).

Figura 19: Gréfico de h(z) = 2*—2523—22%+802—3 na janela [—10, 40] x [~50000, 10000].

Enfim, Abrah&o (1998) observa dificuldades importantes relativas ao uso de tecnolo-
gia, sobretudo aquelas surgidas a partir da visualizagao de graficos em escalas nao usuais
para os eixos x e y. Por exemplo, a autora também observa que o fato da mudanca de es-
cala nao preservar os angulos entre retas causa muitos mal entendidos entre os professores.
Logo, esta questao é um assunto muito delicado e merece uma atencao especial em uma
estratégia de ensino focada no uso de recurso grafico tecnolégico. Contudo, apesar das di-
ficuldades, todos os professores entrevistados por Abrahao concordam que a visualizagao
do comportamento grafico da fungao por meio da maquina pode favorecer a aprendizagem
de fungoes no ensino médio. Eles também afirmam que o tempo de sala de aula poderia ser
redirecionado para atividades mais complexas e variadas, ja que o computador se encarre-
garia de fazer os célculos mais trabalhosos e de construir os graficos para o estudante. Um
professor apenas faz uma ressalva: é necessério esclarecer e alertar o aluno para possiveis

situagoes problematicas quanto ao uso do recurso tecnolégico. Em contra-partida, um
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professor acredita que apresentar graficos de interpretacao problematica ao aluno poderia

dificultar a compreensao deste sobre o conceito de funcao.

De fato, também sao encontrados alguns pontos negativos do uso de tecnologia no
ensino. H& o caso, que se tornou muito conhecido, descrito por Hunter, Monaghan e
Roper (1993) de um grupo de estudantes de um curso de pré-calculo que foram submetidos
a uma abordagem exclusivamente estruturada para ser ministrada em um laboratério
de informéatica. O software Derive foi utilizado e os estudantes nao tiveram auxilio de
nenhum outro tipo de recurso ou sequer assistiram aulas sobre o tépico abordado durante
o periodo da pesquisa. Antes e depois do curso, Hunter, Monaghan e Roper (1993) fizeram
a seguinte pergunta aos participantes: O que vocé pode dizer sobre u seu =v+3 ev =17
O resultado foi espantoso: nenhum dos participantes acertou esta questao no pods teste,
inclusive aqueles que haviam acertado no pré teste. Os autores da pesquisa atribuem este
péssimo resultado ao fato de que os alunos em nenhum momento da pesquisa precisavam
substituir valores de varidaveis ou fazer calculos. Eles apenas digitavam no computador e

observavam os graficos aparecerem na tela.

Hodgson (1987) também observa em sua pesquisa que em estagios iniciais do uso de
manipuladores de simbolos, mesmo quando estes programas estao amplamente disponi-
veis, eles parecem ter pouco efeito real no ensino de Matemaética em sala de aula. Char
et al. (1986), ao usar o software Maple em um curso de graduac¢ao no qual os estudantes
tém livre acesso a ele, nota uma aceitacao limitada pelos estudantes. Apesar disto, o
autor acredita que algumas questoes merecam ser discutidas, como interface e recursos
disponiveis do software, ou necessidade de integracao da maquina no curriculo escolar,
pois, segundo ele, um manipulador simbdlico é, sem duvida, um instrumento poderoso,
mas que, como todo instrumento, sé tera suas possibilidades plenamente exploradas se

soubermos como usa-lo.

Yerushalmy (1997) afirma que o uso do computador para visualizagao grafica, em
particular para a aprendizagem de assintotas, realmente amplifica complexidades que sao
parcialmente omitidas quando sao estudadas apenas com o auxilio de artificios algébricos,
isto é, a0 mesmo tempo que a tecnologia pode facilitar uma abordagem, ela também pode
aumentar as complexidades, que eram escondidas ou, pelo menos, eram pouco enfatiza-
das em outras representacoes. Porém, nao encaramos isto como um ponto negativo, as
complexidades podem ter um papel fundamental no processo de aprendizagem no sentido
de fazer o aluno se sentir estimulado para explorar o conceito e também confrontar idéias

enriquecendo sua imagem de conceito.
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Portanto, atualmente nao faz mais sentido um questionamento do tipo: o uso de tec-
nologia no ensino de Matemdtica € benéfico para o estudante? Pois, no decorrer deste
texto percebemos que o fato de seu uso ter pontos positivos ou negativos depende das
estratégias escolhidas para a abordagem do assunto. Portanto, agora é necessario formu-
larmos outro tipo de questao mais relevante: Que tipo de estratégia precisa ser pensada

para explorarmos ao mdximo as potencialidades da mdquina no ensino de Matemdtica?

1.7 Dificuldades na compreensao do conceito de li-
mite

A nica alternativa para o aprendizado doloroso parece ser

nao se aprender nada. (SIERPINSKA, 1992, p. 58)

Como foi citado na secao 1.4, o conceito matematico de limite é uma nocao particu-
larmente dificil para alunos iniciantes no estudo de calculo. Acredita-se que ha muitas
razoes importantes para este fato, razoes estas que chegam a transcender a mera aborda-
gem do assunto. Isto é, alguns autores afirmam que a dificuldade deste conceito é inerente
a ele préprio e seria inevitdvel. Segundo Sierpinska (1992), existem dificuldades que nao
sao apenas resultados de formas particulares de ensinar um conceito, também nao sao
idiossincraticas, nao sao algo que ocorre a uma pessoa ou duas. Elas sao comuns na es-
trutura de alguma cultura, seja presente ou passada e assim parecem ser os obstaculos

mais objetivos para uma nova forma de conhecimento.

Cornu (1991) afirma que, antes do ensino de qualquer assunto, muitas vezes o estu-
dante ja possui uma série de idéias, intuicoes, imagens, conhecimentos, proveniente de
experiéncias do dia-a-dia, como o significado coloquial de alguns termos usados. O autor
descreve estas idéias concebidas antes do ensino formal como concepcies espontaneas e
diz que, em geral, elas nao desaparecem da mente do individuo quando ele esta em sala
de aula e podem interferir na aprendizagem. Sierpinska (1992) afirma que no exato mo-
mento em que o senso logico de um conceito é aplicado a um contexto, mateméatico ou
matematizado, a linguagem informal esta sendo utilizada, e esta linguagem informal traz

consigo significados que transcendem a mera légica da definicao.

Com relacao ao conceito de limite, Cornu da o exemplo da expressao “tender a” e

afirma que ela pode ter as seguintes conotacoes dependendo do individuo constatadas em
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Aproximar-se, mas mantendo uma certa distancia;
Aproximar-se, mas sem nunca alcancgar;
Aproximar-se, podendo alcancar eventualmente;

Assemelhar-se (sem nenhuma idéia de variagdo presente).

(CORNU, 1983, apud idem, 1991, p. 154, tradugao nossa)

E, ainda segundo Cornu, especificamente o termo “limite” pode também receber as

seguintes interpretacoes abaixo:

Um limite impassivel que é alcangavel;

Um limite impassivel que é impossivel de alcancar;
Um ponto do qual alguém se aproxima sem alcanca-lo;
Um ponto do qual alguém se aproxima e o alcanca;
Uma limitagao inferior ou superior;

Um maximo ou minimo;

Um intervalo;

Algo que vem logo apds do que pode ser atingido;
Uma restrigao ou regra;

O fim.

(CORNU, 1983, apud idem, 1991, p. 154-155, tradugao nossa)

Cornu explica que estes significados, além de mudarem de um estudante para outro,

mudam para um mesmo individuo, dependendo da situagao.

Da mesma forma, Robert (1982) fez uma pesquisa com um grupo de estudantes que

estudaram a nocao de limite de seqiiéncia. Apesar de eles terem estudado as defini¢oes

formais de limite, ao serem perguntados sobre o tema, acabaram por evocar concepgoes

espontaneas classificadas pela autora como segue:

Estaciondria: “Os termos finais sempre tém o mesmo valor”;
Barreira: “Os valores nao podem passar 17;

Monotonica e dinamico-monotonica: “Uma seqiiéncia convergente
¢ uma seqiiéncia crescente limitada superiormente (ou decrescente
limitada inferiormente)” ou “ uma seqiiéncia convergente é uma
seqiiéncia crescente (ou decrescente) que se aproxima de um li-
mite”;

Dinamica: “Os termos da seqiiéncia tendem a 1” ou “a distancia
entre os termos da seqiiéncia e 1 fica pequena’;
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e Fstdtica: “Os termos da seqiiencia estao em um intervalo perto
de I” ou “os elementos de uma seqiiéncia sao encontrados numa
vizinhanca de 17;

e Mesclado: Uma combinacao dos modelos citados acima.

(ROBERT, 1982, apud CORNU, 1991, p. 155, tradugao nossa)

Robert concluiu que estes modelos de pensamento influenciavam na maneira dos estu-
dantes de resolverem os problemas relacionados a limite. Desta forma, durante a resolucao
o aluno evoca, além dos conceitos matematicos, nogoes intuitivas de outras naturezas que
acabam interferindo na exatidao da tarefa. Neste caso, é possivel a formacao de imagens

de conceito restritas.

Historicamente, o lento desenvolvimento da nogao de limite sugere a grande dificuldade
sentida pelos pesquisadores ao longo do tempo para desenvolvé-la. Cornu (1991) corrobora
este fato, afirmando que a nocao de limite nasceu da necessidade de resolver trés tipos
de problemas descritos pelo autor: (1) problemas geométricos (como célculo de éreas,
problemas resolvidos “por exaustao”), (2) problemas de soma e razao de convergéncia de
séries, e (3) problemas de diferenciagdo (que vém da relacao entre duas grandezas que
tendem simultaneamente a zero). O autor destaca quatro tipos de dificuldades surgidas
a partir dos problemas descritos: a falha em relacionar niimeros com areas, as nogoes de
infinitamente pequeno e infinitamente grande, o aspecto metafisico da nogao de limite e
a questao se o limite é atingido ou nao. Esta tultima inclusive é observada em estudantes

conforme citado anteriormente.

Enfim, fica evidente o cuidado que deve ser tomado ao elaborar qualquer abordagem
baseada nesta nocao tao pouco intuitiva para o ser humano. Como vimos, a dificuldade
com o conceito estd presente na maioria dos estudantes que entram em contato com ele,
como também é historica. Apesar disto, nao pensamos que se trate de algo negativo e que
deva ser evitado. De acordo com Cornu (1991), devemos pensar ao contrario, devemos
conduzir os estudantes a encarar e ultrapassar as dificuldades, vendo os obstaculos como

partes constituintes dos conceitos matematicos que estao sendo adquiridos.
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2 Assintotas: Uma Proposta
Alternativa e as Descricoes
A ssoctadas

O estudo do comportamento no infinito de fungoes racionais é um topico padrao da
grade curricular inicial da disciplina calculo. Este tépico depende diretamente do conceito
de limite e, particularmente, serve como motivacao para o estudo de limites infinitos e
limites no infinito. Ja discutimos no referencial tedrico que tais topicos sao de assimilacao
dificil para alunos em estagios iniciais de calculo, o que traz conseqiiéncias desagradaveis
para o ensino de assintotas. Além disso, a abordagem tradicional destes conceitos nao
tem se mostrado satisfatéria em muitos casos (YERUSHALMY, 1997; CHAVES, 2001), o
que nos leva a busca de estratégias alternativas, que possam estimular o estudante a
formar imagens de conceito mais ricas. Para isto, a priori precisamos compreender de
que maneira estd estruturada a abordagem tradicional do conceito de assintotas para
identificarmos possiveis problemas e também para tracarmos o perfil do contetido que foi

ensinado para o aluno pesquisado.

2.1 A abordagem tradicional de assintota

A seguir, iremos descrever como este assunto é tratado no livro O Cdlculo com Geo-
metria Analitica de Leithold (1986). Escolhemos este livro porque ele representa uma
boa amostra da abordagem tradicional do ensino de calculo, sendo ainda bastante usado
em diversos cursos, e, além disso, principalmente porque este foi o livro adotado pelo

professor do curso de célculo freqiientado pelos participantes voluntarios desta pesquisa.

Os conteudos relacionados com o foco deste trabalho sao tratados no capitulo 2 inti-
tulado Funcoes, Limites e Continuidade. O autor inicia o capitulo com uma revisao do
conceito de funcao e de seus graficos, incluindo defini¢oes formais e exemplos. Apresenta

também a notagao funcional e define operacoes de funcoes.
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Na secao Tipos de funcgoes e algumas funcoes especiais, o autor define formalmente
varios tipos de fungoes, dentre as quais, funcao polinomial e funcao racional, esta tltima

definida da seguinte forma:

Se uma funcao pode ser expressa como o quociente de fungoes polino-
miais, a fungao é chamada racional. (LEITHOLD, 1986, p. 60)

3 —x24+5

A funcao f definida por f(z) = 2 _g
22 _

funcao racional, cujo dominio ¢ o conjunto de todos os nimeros reais, exceto 3 e —3.

é apresentada como um exemplo de

Em secoes seguintes, o conceito de limite de fungao é apresentado, com sua definicao
formal e teoremas basicos relacionados com as operacoes de limites. Até que, logo em
seguida, o autor define limites unilaterais. Enfim, na secao Limites no infinito este tema

¢ abordado como segue.
O autor comeca explorando o exemplo:

22

flz) = 241

Ele apresenta um esboco do grafico e faz uma tabela de valores de x de 0 a 1000
com suas respectivas imagens f(z). De acordo com a tabela, nota-se que a medida que x
cresce, f(z) se aproxima de 2. Portanto, as diferencas entre os valores de f(z) e o nimero

real 2 se aproximam de zero conforme mostrado abaixo:

9
2—f(4) = 17
2= f(100) = 75501

Primeiro, o autor aborda o conceito de uma maneira intuitiva, dizendo que o valor de

f(x) pode estar tao préximo de 2 quanto desejarmos, tomando z suficientemente grande.

Logo em seguida, define formalmente:

2.7.1 Defini¢ao Seja f uma fungio definida em (a,400) e se Ve > 0,
ainda que pequeno, 3 um n°® N > 0 tal que |f(x) — L| < € sempre que
x > N, entao lirf f(z) = L. (LEITHOLD, 1986, p. 77)

T— 100

O tratamento no livro é andlogo para o caso lim f(z). Também sdo apresentados
T——00

teoremas, bem como suas demonstragoes. Um exemplo deles esté a seguir:
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Teorema 11: Se r é um inteiro positivo qualquer, entao:

N 1

(@) Jim =0
iy 1
(ii) lim — =0.

z——o0 g’

(LEITHOLD, 1986, p. 79)

O teorema 11 é a base para a resolugao de exercicios que se seguem, mas antes sao

apresentados alguns exercicios resolvidos como este:

4o — 3
Encontre o lim a e, conforme o caso, indique os teoremas de limite usados.
z—+o00 2 + 5
Resolugao:
3 . 3 3
Ar — 3 <4—> lim (4—) lim 4 - lim —
_ 1 x _ T——+00 x _ r——+00 T—400 _
T (2+> lim <2+> lim 2+ lim >
x T—+00 X x—+00 x—+o00
. : 1
= xgrfoo4_mkgloo3'xgr+rlw{ — 4-3-0 =92
lim 2+ lim 5- lim -~ 2150
T——+00 T—+00 r—+00

No livro, em cada etapa desta solucao, sao indicados os teoremas de limites aplicados.

Também sao propostos outros tipos de exercicios dedicados ao uso da definigao formal

de limite, isto é, sao pedidas demonstracoes de limites com o uso de €’s e N's.

Na secao Limites infinitos, o autor introduz o tema a partir da funcao f definida por
flz) = (:5—32)2 e, da mesma forma que na secao anterior, faz o esbogo do gréafico da
funcao e uma tabela de valores de = préximos de 2 pela direita (e também pela esquerda)
com suas respectivas imagens y. Com o uso da tabela, pretende-se mostrar que f(z)
cresce ilimitadamente, ou seja, f(x) é tao grande quanto desejarmos, desde que se tome

valores de x cada vez mais proximos de 2.

Entao, é dada a seguinte definicao de limite infinito:

2.8.1 Definigao Seja f uma func¢ao definida em todo n® de um intervalo
aberto I contendo a, exceto possivelmente, no préprio n® a. Quando x
se aproxima de a, f(x) cresce ilimitadamente, o que é escrito como
lim f(x) = +o0, se VN > 0, existir 6 > 0, tal que f(z) > N sempre que
r—a

0 < |z —a| < 4. (LEITHOLD, 1986, p. 82)

Alguns teoremas sobre limites infinitos, seguidos de suas demonstracoes, sao apresen-

tados. Podemos destacar os teoremas 12 e 13 descritos a seguir:
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Teorema 12: Se r é qualquer n° inteiro positivo, entao:

N 1
(i) lim — = 4o0;
z—0+ "
oy 1 —00, se r é {mpar;
(i) lim — = ’ X par;
z—0— " +00, se r € par.

(LEITHOLD, 1986, p. 84)

Teorema 13: Se a é um n° real qualquer, e se ,}}H}L f(z)y=0e %IH(IZ g(x) =

¢, onde ¢ é uma constante diferente de 0, entao:

g(x)

(i) Sec> 0ese f(z) — 0, através de valores positivos de f, lim =—— =

v=a f(z)
~+00;
(ii) Sec > 0e f(x) — 0, através de valores negativos de f, lim f((ii
(iii) Sec < 0e f(xr) — 0, através de valores positivos de f, lim ?Em% =
z—a f(x
— 0
9(z)

(iv) Sec < 0e f(z) — 0, através de valores negativos de f, lim m
z—a f(x
+00.

(LEITHOLD, 1986, p. 85)

Mais uma vez, alguns exercicios resolvidos que exploram o calculo de limites de

fungoes racionais sao apresentados. Alguns dos limites explorados sao, por exemplo,

. 2?4 x+2 . z?
lim [ ——— ] e lim .
a3+ \ a2 —2x —3) a—otoo\x+1

Em seguida, sao propostas demonstracoes de teoremas de limite da soma de fungoes

com constantes e de limite do produto de func¢oes com constantes, deixados como exerci-

x . x? , 293 — 4
cios, além de mais céalculos de limite, como lim ( ), lim e lim |——|.
a—d\x —4) a=3\9—22) y—too\ by +3

Na secao Limites infinitos no infinito, sao mencionados limites do tipo 1ir+n flz) =
T—1T00

400 e defini¢oes formais sao apresentadas, como segue:

Dizemos que lirf f(x) = 400, se a funcdo f for definida num intervalo
T—1+00

(a,+0) e se VN > 0, AM > 0 tal que f(z) > N sempre que = > M.
(LEITHOLD, 1986, p. 83)

Outras defini¢oes andlogas sao deixadas como exercicios e, enfim, na se¢ao Assintotas

horizontais e verticais, o autor introduz o assunto, explorando o seguinte exemplo:
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O esbogo do gréafico é mostrado. O autor apresenta intuitivamente o conceito de
assintota vertical: Dada uma reta y = k, esta intercepta o grdfico em dois pontos (k > 0),
a distancia destes dois pontos a reta x = a diminui gradativamente a medida que k se

torna maior. Logo apos, a definicao formal é apresentada:

2.9.1 Definicao A reta x = a é assintota vertical do grafico de f, se
pelo menos uma das afirmacoes seguintes for verdadeira:

(i) lim+ f(x) = +00 ou —oc;

(ii) lim f(z) = 400 ou —oo.
(LEITHOLD, 1986, p. 88)

Da mesma forma, é dada a definicao formal de assintota horizontal:

2.9.2 Definigcao A reta y = b é assintota horizontal do grafico de uma
funcao f, se pelo menos uma das afirmacoes seguintes for verdadeira:

() lim_f(r)=b
(i) lim_f(z)="b

(LEITHOLD, 1986, p. 88)

Nao ha qualquer referéncia sobre assintotas inclinadas. Alguns exercicios sobre as-
sintotas sao resolvidos e, em seguida, como é feito em todo o capitulo, sao propostos
exercicios para encontrar assintotas horizontais e verticais e tragar o esboco do grafico de

N ) 4 42* 22 , -3
fungdes definidas como f(z) = ——, g(z) = 50—, h(z) = —— ei(r) = —F3.

x—5 2 -9 4—z (x +2)

Na continuacao deste capitulo do livro, sao citados mais alguns teoremas sobre limites,

¢ introduzido o conceito de continuidade e sao demonstrados mais teoremas relacionados

a este topico.

O tratamento tradicional dos tépicos limite infinito, limite no infinito e assintotas des-
crito acima também pode ser encontrado em livros como Cédlculo com Geometria Analitica
de Simmons (1987), Cdlculo e Geometria Analitica de Shenk (1991) e outros mais, havendo
pouca variacao entre as abordagens. Uma analise geral destes livros nos permite verificar

que a abordagem destes assuntos pode ser resumida pela seqiiéncia:

1. Etapa intuitiva — Inicialmente é apresentado um exemplo de uma funcao racional

e, a partir dele, é feito o seguinte:
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(a) Caso assintota horizontal: E construida uma tabela com valores absolutos
de x cada vez maiores e suas respectivas imagens y. Procura mostrar-se que
a diferenca entre estas imagens e um dado valor fixo torna-se cada vez mais

préxima de zero.

Caso assintota vertical: E construida uma tabela com valores que tornam
o denominador da funcao cada vez mais préximo de zero e suas respectivas
imagens y. Mostra-se que quanto mais proximo de zero é o denominador,

maior se torna o valor absoluto da imagem da funcao.

(b) E mostrado o gréfico da funcao estudada com as assintotas quando elas existem.

2. Etapa formal — Logo apds os exemplos, em alguns livros sao apresentadas as
definicoes formais com epsilons e deltas, em outros, sao apresentadas defini¢oes
mais informais na tentativa de simplificar o conceito, mas contendo termos pouco
precisos conforme visto na secao 1.7 e que tém significados distintos no cotidiano.
Muitas vezes sao abordados teoremas sobre limites infinitos e limites no infinito,
em alguns casos, com as demonstragoes, em outros, as demonstracoes sao colocadas

como opcionais em apéndices.

3. Exercicios — Alguns exercicios resolvidos sao mostrados. Os execicios propostos
sao em grande parte focados no processo operacional e, em alguns casos também,

focados no uso da defini¢cao formal, chegando até a serem exigidas demonstracoes.

Podemos analisar que a etapa classificada aqui como intuitiva é uma tentativa de
familiarizar o estudante com o conceito a partir de representacoes visuais como tabelas
e graficos. A etapa seguinte, a formal, é prematura nos casos em que poe o aluno em
contato cedo demais com as definicoes formais e, j& vimos na secao 1.3, que isto em geral
¢ inadequado. Nos casos em que ha tentativa de simplificar a linguagem das defini¢oes
formais com o uso de termos imprecisos do dia-a-dia, também ja discutimos na secao 1.7,
o aluno acaba por trazer os significados do cotidiano para o contexto matematico, nao
enriquecendo suas imagens de conceito como deveria. Quanto aos exercicios, eles muitas
vezes enfatizam os aspectos operacionais do conceito ou, em alguns casos, os aspectos
formais. Com relagdo ao primeiro aspecto, Yerushalmy (1997) diz que, em muitos casos,
a abordagem sobre assintotas se resumiria em “receitas” que “facilitariam” o processo de

compreensao do mesmo. Sao elas:
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1.1 Assintota vertical:
(a) Fatoram-se ambos numerador e denominador;
(b

(c

(d) A nao existéncia dos zeros da equagao significa a nao existéncia de
assintotas verticais.

Cancelam-se fatores quando possivel;

)
)
) Iguala-se o denominador a zero e resolve-se esta equagao;
)

(YERUSHALMY, 1997, p. 2, tradugao nossa)

T+ 2
2 —4

Podemos exemplificar o uso desta regra a partir da fungao definida por f(z) =

A reta x = 2 é assintota vertical da funcao f, pois

r+2 T+2 1
AR S I R =)

r—2=0=2x=2

1.2 Assintota horizontal:
(a) Verifica-se se os graus do numerador e do denominador sao iguais;

(b) Se os graus nao sao iguais, entdo nao existe assintota horizontal.
Caso eles sejam iguais, considere n o grau do numerador e do de-
nominador;

(c¢) Divide-se cada termo por z";

(d) Calcula-se xlirgo f(x).
(YERUSHALMY, 1997, p. 2, tradugao nossa)

5a% 4+ x

Podemos exemplificar o uso desta regra da seguinte forma: Seja f(z) = I
3 —x

a reta y = 5 é assintota horizontal da funcao f, pois

53 + x
f(z) x3—x2—|—1:n_3
523 T
3 3
f(x):l,?)'r w2x1
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1.3 Assintota inclinadal:

(a) Calcula-se m = lim M;
T—0Q T

(b) Se o limite m existir, entdao m ¢é a inclinagdo da assintota;

(c) Se aequagao da assintota é y = ma+b, para encontrar a constante
b, basta calcular b = xhrgo(f(x) — mx).

(YERUSHALMY, 1997, p. 2, tradugao nossa)

202 — 1
Um exemplo do uso deste procedimento é: seja f(z) = — 32 reta y =2x +5 é
I’ _—
a assintota inclinada de f, pois

m = lim @ = lim (%_1>:2

T—00 T T—00 Tz —3

b= lim 21}27_30—236 = lim ( oL ):

Segundo Yerushalmy (1997), esta énfase em aspectos operacionais nao é suficiente para
facilitar a argumentacao e a compreensao da analise de fungoes racionais, pois isto envolve
a compreensao de outros conceitos complicados como descontinuidade e limite. Ainda
segundo a autora, a complexidade de tais conceitos nao reside apenas em suas riquezas,
mas justamente na discrepancia entre as nogoes intuitivas (as confusées com terminologias

do dia-a-dia) e a habilidade de operar formalmente e alcangar o real significado do conceito.

Sendo assim, a abordagem tradicional sobre assintota enfatiza um tipo de compreensao
chamada sintdtica, que é definida por Gafni (1996) como uma habilidade para executar
corretamente procedimentos conhecidos. Por exemplo, saber usar qualquer uma das “re-
ceitas” descritas acima é um tipo de compreensao sintdtica segundo Gafni. Por outro lado,
outro tipo de compreensao, chamada semantica pelo mesmo autor, é definida como a ha-
bilidade para entender simbolos, expressoes e operagoes como objetos e de tratd-los em
varias representacoes, ao mesmo tempo, reconhecendo as equivaléncias e as identidades
estruturais e ignorando os detalhes especificos de uma expressao ou simbolo. Neste tipo
de compreensao, o individuo nao concentra sua atencao apenas em um processo isolado
de alguma operacao, mas ele consegue relacionar diferentes processos e entender o papel

de cada um deles dentro de uma estrutura cognitiva.

Tendo em vista a busca por uma abordagem que pudesse estimular no estudante

uma compreensao semantica sobre assintotas, ao contrario do observado em abordagens

IEste caso nao costuma ser abordado em muitos cursos de célculo brasileiros.
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tradicionais, Yerushalmy (1997) desenvolveu uma pesquisa apoiada em tecnologia gréfica

e que sera descrita a seguir.

A autora desenvolveu o experimento para explorar e estudar a aprendizagem de
fungdes racionais. Aproximadamente 30 estudantes secundarios de pré-célculo partici-
param de atividades em pequenos grupos que alternavam entre o uso de computador
e o uso de lapis e papel, seguidas de discussoes sobre o que foi observado. Os alunos
utilizaram o software Function Supposer, cuja interface se assemelha a uma calculadora
grafica que trata fungoes como variaveis, sendo possivel aplicar operacoes binarias como
soma, produto, divisao e operagoes graficas como translacao, rotacao e reflexao. Este soft-
ware permite ao usuario manipular simultaneamente representacoes graficas, algébricas e

numéricas.

Foram registradas trés sessoes: duas delas a partir da observagao do comportamento
dos alunos em sala de aula e a outra, a partir de um resumo escrito feito por eles apds
a terceira sessdo. A primeira registra o esforco dos participantes em formular uma de-
finicao para o conceito de assintota vertical. As atividades eram seguidas da descrigao
dos dilemas dos estudantes sobre as propriedades de assintotas oriundas das expressoes.
A segunda explora o tipo de procedimento usado pelos estudantes para analisar uma
situacao envolvendo assintotas horizontais e as suas respectivas explicagoes. A terceira
explora assintotas inclinadas, enquanto os participantes operam a divisao polinomial ma-

nualmente ou com o auxilio do software.

A autora relata que, durante a primeira sessao, ha uma extensa discussao entre os
alunos ao tentarem chegar a uma definicao de assintota vertical. Apesar da professora
fazer uma pergunta direta, os alunos inicialmente respondem apenas citando algumas
caracteristicas genéricas como “é perpendicular ao eixo 7 ou “ela aparece no ponto onde
a funcao nao esta definida”. Aos poucos, conforme a professora escreve as falas dos alunos
no quadro, estes conseguem costurar as diferentes caracteristicas e transformé-las em uma
definicao do tipo: Assintota vertical € uma reta perpendicular que existe somente em um
ponto onde a funcao nao € definida e os valores da funcao aprorimam-se de menos ou
mais infinito. Uma das alunas, Nira, nao concorda com a expressao em um ponto, ja que
uma reta nao possui apenas um ponto, mas sim, infinitos pontos. Em discussao posterior,

os colegas decidem substituir o termo ponto por valor (do ponto no dominio).

Outro aluno, Adi, também questiona a definicao obtida: ele tem duvidas se, de fato,
assintotas s6 poderiam existir em pontos nao definidos pela fungao e cita a funcao real

definida por f(z) = z%. O aluno imagina uma parébola e com os bragos indica a existéncia
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de duas retas verticais ao lado (e bem préximas) da parébola, sem intercepta-la. Uri refuta
o argumento de Adi, usando a definicao de assintota vertical obtida pelo grupo e dizendo
que, como a funcao estd definida em qualquer ponto, a linha imaginada por Adi deve
cortar seu grafico.
1012 — 42

Uri sugere o exemplo da funcdo definida por f(z) = 10— 4 para explicar que o
computador pode levar alguém a cometer um erro. FEle explica que a fungao nao esta
definida em x = 10° e que seus valores préximos a este ponto (de ambos os lados) sdo
“muito muito grandes”, o que poderia levar alguém a pensar na existéncia de uma assintota
vertical neste ponto apds a observacao do grafico no computador, apesar da funcao nao
tender a infinito para x — 10°. Segundo Uri, o software poderia induzir ao erro, seja no
caso de uma descontinuidade sem assintota, seja no caso citado de uma descontinuidade

com assintota.

Yerushalmy (1997) conclui que o trabalho desenvolvido na primeira sessao é um exem-
plo de como uma definicao pode ser desenvolvida a partir da manipulacao de exemplos
genéricos com o auxilio tecnologico. A autora explica que o aspecto concreto dos objetos
representados pela maquina nao limitou o pensamento dos estudantes, pelo contrario,
motivou a exploragao. Yerushalmy complementa que a abordagem da professora, que
valorizava ciclos de construgoes dos estudantes e dilemas motivados pelo programa de
computador, ajudou a tornar os estudantes explicitamente conscientes de dificuldades e

complexidades epistemoldgicas do conceito de infinito.

Durante a segunda sessao, apds exploracao e discussao similares a primeira, os alunos
também levantam algumas conjecturas e argumentos como: “A assintota horizontal é
uma reta paralela ao eixo x e torna-se cada vez mais préxima da curva no infinito”, “B
uma reta com inclinagao zero” ou “Uma funcao que tem uma assintota horizontal é uma
funcao racional cujo limite tende a um nimero k£ quando x tende a infinito”. Nesta sessao,
¢ proposta a seguinte atividade sobre assintotas horizontais a ser realizada sem o auxilio
do computador:

22 —1
(a) Encontre uma assintota horizontal para f(z) = il

(b) Encontre uma fun¢ao cujo grdfico esteja entre f(x) e sua assintota horizontal en-

contrada em (a).

E relatado que todos os alunos responderam corretamente ao primeiro item, sendo que
a maioria deles usou o procedimento ensinado conforme mostra o item 2.1 da pagina 64.

Apesar disto, cerca de metade dos alunos cairam na armadilha de supor que uma fungao
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cujos valores estao entre os de uma dada funcao e sua assintota ou nao pode existir ou
¢ definida somente em um dominio parcial, como préximo da origem. Este resultado
sugere que os estudantes construiram um conhecimento para assintotas operacionalmente
efetivo, mas conceitualmente equivocado. A outra metade do grupo deu respostas satis-
fatorias, utilizando-se de variadas estratégias. Yerushalmy diz que tais estratégias foram
muito influenciadas pelas experiéncias com o computador, apesar da maquina nao ter
sido utilizada nesta tarefa. Segundo a autora, os estudantes que acertaram o item (b)
desenvolveram uma habilidade para observar e analisar expressoes simbolicas, ao invés de

encara-las como meras citagoes decoradas de procedimentos conhecidos.

Por fim, durante a terceira sessao, os alunos exploraram a nocao de assintotas in-
clinadas por intermédio do software. A autora considera que, diferente das assintotas
horizontais, a discussao sobre assintotas inclinadas nao deveria elucidar apenas para onde
a funcao caminha quando z tende a infinito, mas deveria responder como ela se com-
porta no infinito. Entao, a questao onde seria um caso especial do como, pois assintotas

horizontais sao um caso especial de assintotas inclinadas.

Yerushlamy relata que, apds longa discussao em sala de aula, os alunos conseguem
desenvolver uma estratégia com base na divisao polinomial. Segundo esta estratégia,
assintotas inclinadas ocorrem quando o quociente da divisao entre o numerador e o de-

nominador é um polinémio de grau 1 e o resto é diferente de zero?. Em outras palavras,

{ ' f@) r(z)
a assintota existe se 75 = q(z) + oL

Este critério é bem mais simples daquele explicado no item 2.1 da pagina 65 e, segundo

onde o grau de r é menor do que o grau de g.

interpretacao da autora, os estudantes chegaram a esta deducao gracas a abordagem com-
putacional sugerida, na qual era enfatizado o tratamento de fungoes como varidveis de

operagoes.

Em resumo, algumas diferencas relevantes entre a proposta de Yerushalmy e a abor-

dagem tradicional foram identificadas pela autora:

1. A exploracdo de propriedades a partir de exemplos e tecnologia
grafica precedeu qualquer uso de procedimento ou técnica.

2. Cada procedimento foi apresentado, ou as vezes solicitado por estu-
dantes, para auxiliar na solucao de problemas identificados durante
a exploragao.

3. Cada tarefa foi planejada de tal forma que o desempenho e o su-
cesso dos estudantes nao dependessem simplesmente da habilidade
para desempenhar um certo procedimento.

2Evidentemente os estudantes consideraram em suas andlises apenas funcdes racionais, pois estas eram
o foco do estudo proposto.
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4. O tempo utilizado para o treinamento de técnicas e procedimentos
foi relativamente curto.

(YERUSHALMY, 1997, p. 21-22, tradugao nossa)

A autora conclui que a tecnologia grafica ajudou, de fato, os estudantes a ultrapas-
sarem a simples compreensao sintatica, contribuindo para que eles dominassem a com-

preensao semantica da manipulacao de funcoes racionais.

2.2 Uma proposta alternativa

Com base no que foi exposto até aqui, elaboramos uma proposta para o ensino do
comportamento no infinito de funcgoes racionais para ser aplicada em turmas iniciais de
calculo. Cremos que ela poderia ser expandida para o estudo do comportamento as-
sintético de outros tipos de fungoes mais complexas e variadas. Na verdade, esta é uma
meta para trabalhos futuros, onde poderemos ampliar e aprofundar a pesquisa sobre este
tema. Por enquanto, pretendemos aplicar esta proposta a estudantes que possuem ima-

gens de conceito sobre limite ainda recentes e, assim, ainda possivelmente mal formadas.

Portanto, nosso objetivo com a abordagem é poder nao s6 contribuir para a com-
preensao de assintotas, como também para a compreensao de uma nogao mais fundamen-
tal, a de limite. Desta forma, pensamos que fungoes de outro tipo poderiam chamar a
atencao do estudante deste estagio para aspectos especificos de cada funcao que, por sua
vez, poderiam desviar o sujeito do objetivo principal. Assim, a escolha por limitar a ex-
ploragao do estudante as fungoes racionais se deve ao fato de intencionalmente evitarmos
conflitos cognitivos desnecessarios que poderiam ser prejudiciais em fases introdutoérias.
Além disso, a proposta nasceu como uma alternativa para a abordagem do tema fungoes

racionais que ¢ parte do programa de calculo das universidades.

A inspiracao para este trabalho surgiu da proposta de David Tall para derivada e sua
teoria de raizes cognitivas descritas no capitulo 1. Faremos uma analogia com o processo
de magnificacao local e a raiz cognitiva retidao local associada. Além disso, também
faremos uma analogia com o trabalho de Giraldo e Carvalho (2003, 2004), que concebe
o organizador genérico melhor reta para aplicar a abordagem de Tall para o ensino de

derivada conforme descrito na secao 1.5.

Experiéncias computacionais, como afirma Tall (2000), podem ser usadas para com-
plementar a atividade da mente humana no sentido de contribuir para a formagao de ima-

gens conceituais ricas. Por outro lado, o autor também afirma que uma abordagem onde
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certos aspectos e representagoes de um conceito matematico sao destacadas, enquanto ou-
tros tém pouca evidéncia, pode levar a atrofia dos aspectos omitidos. Por isso, na nossa
proposta exploraremos: descrigdes geométricas nas etapas I, [V e V (visualizacao grafica,
discriminagao grafica e reconceituagao, respectivamente); descrigoes numéricas na etapa
IT (aproximacao numérica); descrigdes algébricas na etapa III (aproximacao algébrica); e

por fim, a descrigao da definigao de conceito na etapa V (conceituagao ou reconceituagao).

Como foi visto na se¢ao 1.5, as representagoes mais usuais para fungoes sao justamente
as numéricas (tabelas), algébricas (férmulas) e geométricas (graficos), por isso escolhemos
explora-las. A exploracao da definicao de conceito é necessaria por razoes ja explicadas
no referencial tedrico, isto é, por ela ser essencial para o desenvolvimento formal da ma-
tematica. Escolhemos explora-las nesta ordem devido a razoes que vamos expor a seguir.
Consideramos que o estudante, ao observar o comportamento dos graficos das fungoes
racionais em janelas graficas que representam intervalos cada vez maiores do dominio e
identificar a possibilidade dos gréaficos serem modelados por um outro tipo de lei familiar
a eles (Etapa I), sentir-se-4 motivado a encontrar as férmulas. Como a observagao parte
de um grafico, é natural calcula-las a partir de informagoes oriundas deste grafico (Etapa
IT). Apds a obtencao de alguns resultados referentes a mesma funcdo e a observagao que
eles parecem se aproximar de uma férmula em particular, também é natural que o aluno
se sinta motivado a calculd-la (Etapa III). Até este momento, em uma mesma janela, os
graficos das formulas calculadas e a curva estudada sao tracados e eles se confudem, nao
sendo possivel identificar os objetos distintos, portanto. Dai vem a necessidade de magni-
ficar a janela para discriminé-los (Etapa IV). Enfim, depois de reconhecida a existéncia
de objetos com naturezas distintas, surge a necessidade de verificar qual é o melhor po-
linémio que aproxima a curva globalmente para poder defini-lo (Etapa V). Além disso,
ao invés de partirmos da definicao de assintota, como é feito na abordagem tradicional,
trataremos a definicao como um objetivo a ser alcancado ao final da atividade conforme
visto em nosso referencial teérico. O diagrama da figura 20 mostra a proposta estruturada

em etapas.

Vamos definir alguns conceitos importantes na elaboracao desta proposta. Em analo-
gia ao processo de magnificacao local descrito anteriormente, chamamos de reducdo global®
ao processo computacional de buscar janelas graficas com valores de x e de y cada vez

mais altos de tal forma a permitir a visualizacao do comportamento assintético global

3Este processo foi definido pela primeira vez por nés em Chaves (2001) com o nome de magnifica¢io
global. Ele foi utilizado em trabalhos subseqiientes, como em Chaves (2004). Pesquisas posteriores
indicaram a necessidade da mudanca para a denominagao presente, mais adequada ao conceito ao qual
se refere.
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ETAPA I

Visualizagao grafica

Descricdes geométricas
computacionais

Y

ETAPA I

Aproximagao numeérica

Descricées numéricas
computacionais

¥

ETAPA Il

Aproximagao algébrica
Descricbes algébricas
nao computacionais

Y

ETAPA IV

Discriminacao geométrica

Descricbes geométricas
computacionais

1

ETAPAYV

Reconceituagao

Descricdes geométricas
computacionais e
definicdo de conceito

Figura 20: Diagrama das etapas da proposta.

da funcao. Enquanto o processo de magnificacdo local consiste na ampliacao de janelas
graficas para auxiliar no estudo do comportamento de uma fun¢ao na vizinhanca de um
dado ponto, o processo de redu¢ao global consiste na reducao do grafico da funcao de ma-
neira a permitir o estudo qualitativo de seu comportamento em intervalos do dominio cada
vez mais amplos. Além disso, este processo é analogo ao primeiro, porque ele permite,
assim como na proposta de Tall, a exploracao da nocao que chamaremos de polinomor-
fizacdo global*, também andloga & nocao de retiddo local. Definimos polinomorfizagdo
global como a percepcao humana de considerar graficos de certas fungoes semelhantes aos

graficos de funcoes polinomiais apds o processo de reducao global, isto é, durante este

4Este termo também sofreu alteracio. Em Chaves (2001, 2004), a mesma nocao foi chamada de
aprorimacao global.
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processo, o individuo tem a capacidade de perceber os gréaficos de certas func¢oes tomando
a forma de graficos de fungoes polinomiais. Eles podem ser retas, parabolas, graficos de

funcoes de grau 3 ou de qualquer outro grau, dependendo da funcao a ser analisada.

A analogia da nocao de polinomorfizacao global com a nocao de retidao local reside em
alguns aspectos: enquanto esta nocao € a sensacao de semelhanca com retas, a primeira é
a sensacao de semelhanca, nao s6 com retas, mas com graficos de fungoes polinomiais; a
segunda vem da observagao de comportamentos locais, enquanto a primeira, de compor-
tamentos globais; e, por fim, supomos ser a primeira uma raiz cognitiva para o ensino de

assintotas, assim como o ¢é a segunda para o ensino de derivada.

Além disso, é importante frisar que, assim como na abordagem de Tall, na nossa
proposta polinomorfizacao global é a raiz cognitiva, enquanto reduc¢do global é o processo
que possibilita a exploragao desta nogao. Como vimos na se¢ao 1.3, uma raiz cognitiva
¢ uma unidade cognitiva e, portanto, é algo interno a mente do individuo, enquanto um
processo computacional de visualizacao é externo ao sujeito. O processo, a reducao global,
possibilita ao individuo visualizar os graficos e, apds a observagao, ele identifica (ou nao)
o que esta sendo visto. Em caso positivo, o sujeito reconhece o grafico como algo familiar,
semelhante a gréaficos ja observados por ele, isto é, hd uma clara conexao entre a percepcao
presente e outras unidades cognitivas pertencentes a imagens de conceito antigas. Neste
momento sim, o individuo internaliza a imagem e o que ela representa, tornando-a uma
unidade cognitiva, que é a nogao de polinomorfizacao global. Além disso, de acordo com
a definicao, se esta nogao servir de base para o desenvolvimento do conceito de assintota
— e conseqiientemente do conceito de limite — ela serd considerada uma raiz cognitiva. Os
quadros comparativos das figuras 21 e 22 nos ajudam a compreender a analogia com as
nocoes definidas por Tall e também a analogia entre as etapas da proposta de Giraldo e
Carvalho (2003, 2004) e as etapas da proposta atual para o ensino de assintotas de fungoes
racionais. A etapa V da proposta de Giraldo e Carvalho foi omitida neste quadro por ela
nao ter sido alvo de analogia e pelo fato de os préprios autores a considerarem uma etapa

para uma abordagem posterior.



73

Analogias Proposta de Tall Proposta alternativa para
o ensino de assintotas em
funcoes racionais

Processo Magnificagao local Redugao global

computacional

Raiz cognitiva

Retidao local

Polinomorfizacao global

Figura 21: Quadro comparativo das nocoes fundamentais de cada proposta.

Analogias Proposta de Giraldo e Proposta alternativa para
Carvalho para o ensino de | o ensino de assintotas em
derivada funcoes racionais

Visualizagao ETAPA I ETAPA 1

grafica Visualizagao do comporta- | Visualizacao do comportamento
mento local de gréficos. global de gréficos.

Aproximacao ETAPA 1 ETAPA 11

numérica Método numérico para o | Método numérico para o célculo
calculo das férmulas das re- | das férmulas dos polinomios que
tas que aproximam a curva | aproximam a curva globalmente.
localmente.

Aproximagao ETAPA 11 ETAPA I1II

algébrica Método algébrico para o | Método algébrico para o célculo
calculo das férmulas das re- | das férmulas dos polindmios que
tas que aproximam a curva | aproximam a curva globalmente.
localmente.

Discriminagao ETAPA 111 ETAPA IV

geométrica Visualizagao da curva e da reta | Visualizacao da curva e do grafico
como dois objetos distintos. polinomial como dois objetos dis-

tintos.

Conceituacao ETAPA IV ETAPA V

Busca pela melhor reta que

aproxima a curva localmente.

Busca pelo melhor grdfico polino-
mial que aproxima a curva global-

mente.

Figura 22: Quadro comparativo das etapas de cada proposta.
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De maneira analoga a proposta de Tall, também utilizaremos um organizador genérico,

que serd o software Graphmatica por ser um ambiente de computador que:

e Permite a construcao de graficos em diferentes tipos de janelas a partir de suas leis

de formacao;

e Constroi graficos de polinomios a partir de pontos dados, fornecendo suas formulas

com boa aproximagao;

e E de facil manuseio, exigindo pouco tempo para a aprendizagem de seu uso.

Pela definicao, uma das fun¢des de um organizador genérico é a possibilidade de
explorar nao-exemplos de um dado conceito. Tall (1989) fala sobre a importancia da
exploracao deste aspecto em contextos mais avancados, onde defini¢oes sao intrincadas.
Porém, o préprio Tall (1989) também afirma que em contextos mais simples eles sdo pouco
relevantes. Em nossa proposta, por se tratar de funcoes racionais, podemos dizer que nao
existem exemplos de fung¢oes que nao possam ser aproximadas por fung¢oes polinomiais no
infinito, simplesmente porque todas as fungoes racionais se comportam no infinito como

funcoes polinomiais®

. Portanto, a exploracao de nao-exemplos nao cabe neste caso. A
exploracao destes sera deixada para pesquisas futuras, onde fungoes nao racionais poderao

ser estudadas.

H& outra questao com relagao aos aspectos computacionais. E preciso nao nos es-
quecermos de que computadores, na verdade, nao tracam todos os pontos de uma funcao
em um dado intervalo e sim uma quantidade finita deles. Este carater finito da maquina
pode nos levar a questionar a eficicia de seu uso em uma abordagem cujo objetivo é
contribuir para a compreensao da nocao de infinito, mas Yerushalmy nos esclarece esta

questao quando afirma:

A discrepancia entre a tecnologia como um auxilio para a percep¢ao vi-
sual e manipulagoes de objetos mentais, mas um instrumento numérico
que nao pode ajudar na concepcao de “aproximacao no infinito”, torna o
estudo de assintotas um dominio intrigante para a investigacao de aspec-
tos seméanticos da determinacao do comportamento de func¢oes racionais.
(YERUSHALMY, 1997, p. 3, traduc@o nossa)

Portanto, esperamos que a maquina possa ser um suporte visual na construgao de ima-

gens de conceito mais ricas, possibilitando que o usuario ultrapasse a mera compreensao

5A justificativa matemadtica para esta afirmacao serd descrita com mais detalhes na secdo 2.4 na etapa
de aproximagao algébrica.
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sintatica e alcance a compreensao semantica de assintotas e, por que nao dizer, do conceito
de limite como conseqiiéncia. Além disso, da mesma forma que no estudo empirico de
Yerushalmy (1997) — quando a autora discute sobre o fato da noc¢ao de assintotas incli-
nadas ajudar a entender como uma funcao se comporta no infinito, ao invés de ajudar
a responder simplesmente para onde a fungao tende — acreditamos que nao restringir o
estudo a assintotas (no sentido tradicional), mas expandi-lo a outras fung¢oes polinomiais
como fungoes de aproximacgao no infinito, pode sem duvida levantar um dado qualitativo
importante e mais rico do que apenas determinar se uma funcao tende ou nao a infinito,
mas de que forma a funcao tende a infinito e, neste caso, em um sentido mais amplo do
que no caso de assintotas inclinadas e aprofundar a idéia de tender a infinito, separando-a

em classes.

2.3 Questao de investigacao

Como pudemos detectar, existem desvantagens importantes na abordagem tradicional
de assintotas. Por isso, com base nas idéias descritas, elaboramos a presente proposta que
acreditamos ter vantagens sobre a primeira. Nossa questao de pesquisa é avaliar os efeitos
das descricoes de conceito abordadas sobre as imagens de conceito de alunos em fase inicial
de estudo de calculo. Isto é, pretendemos com isto a priori identificar as possiveis idéias
conflitantes com a teoria matematica que estejam contidas nas imagens de conceito de
individuos que tiveram contato com a abordagem tradicional. Em seguida, vamos colocé-
los em interagao com as etapas de nossa proposta e investigar quais das idéias conflitantes
permaneceram, quais delas foram reestruturadas para entrar em coeréncia com a teoria,
ou ainda, se novas idéias em concordancia (ou nao) com a matemética foram construidas

nas imagens de conceito dos participantes.

Neste trabalho nao temos a intencao de verificar se a nogao de polinomorfizacao global
¢ de fato uma raiz cognitiva para o conceito de assintota. Mesmo porque, pelo que ja
foi discutido aqui, raizes cognitivas sao unidades cognitivas centrais, isto é, sao idéias
internas a imagem de conceito do individuo e, portanto, elas sao subjetivas. Assim, esta
verificacao envolve questoes delicadas e a deixaremos para um outro trabalho. Contudo,
em particular, podemos discutir como a nocao de polinomorfizacao global interage com as

imagens de conceito nao vazias, ou até bem formadas, dos participantes.

Acreditamos que este estudo empirico possa contribuir com importantes informagcoes

dentro do campo de pesquisa de ensino de matemaética, afim de ajudar na elaboracao de
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abordagens alternativas futuras para o ensino de funcgoes e, principalmente, as racionais

e seu comportamento assintotico.

2.4 As etapas da proposta e as descricoes associadas

A seguir todas as etapas da proposta serao explicadas, bem como serao indicados os
tipos de descrigoes associadas a cada uma delas. Os exemplos explorados na etapa I ser-
virao também de apoio na compreensao das outras etapas. Os graficos correspondentes
serao mostrados nas figuras indicadas. Lembramos que a estruturacao das etapas sao

andlogas aquelas sugeridas por Giraldo e Carvalho (2003, 2004).
Etapa I — Visualizacao Grafica

Nesta fase, o aluno tem contato com diversos graficos de fungoes racionais construidos
em um ambiente computacional em diferentes janelas graficas. Mais precisamente, o
objetivo aqui é fazer com que o aluno tenha um primeiro contato com o software e se
familiarize com seu uso. Desta forma, ele podera utilizar o processo de reducao global a

partir do qual a noc¢ao de polinomorfizacao global podera ser explorada.

A seguir, serao mostrados alguns exemplos, aos quais iremos recorrer durante a des-

cricao de todas as etapas da proposta.

Na figura 23, vemos o processo de reducao global da funcao f : R\ {5} — R definida
522 + 1

por f(z) = ——+.




7

e

522+ 1
x—5

Figura 23: Processo de redugao global da fungao f(z) =

Observemos na figura 24 o processo de redugao global para a funcao

3+ 522 — 10
g : R\ {1} — R definida por g(z) = v 1x+ .
x_

= vV

N

23+ 522 —x+ 10
xr—1 '

Figura 24: Processo de redugao global da funcao g(z) =
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Na figura 25, vemos o processo de redugao global da funcao h: R\ {1} — R definida
ot =53+ o —1
por h(z) = ] .
x J—

4 3 2
) . N Tt =5+ +av—1
Figura 25: Processo de redugao global da fungao h(z) = ] .
‘r J—

Essencialmente esta etapa explora descrigoes geométricas computacionais. Os exem-
plos acima citados nos motivam a buscar uma férmula para as curvas polinomiais com as
quais os graficos das fungoes racionais se confundem no processo de reducao global. Serao
feitas aproximagoes numéricas na proxima fase para encontrarmos tais formulas. Isto serd

explicado a seguir.
Etapa II — Aproximagao Numérica

Nesta etapa, sao exploradas principalmente descricbes numéricas de funcoes. Apds a
primeira fase, quando o estudante detecta intuitivamente de que tipo de curva polinomial
a funcgao racional se aproxima com o processo de reducao global, ele precisa saber quantos
pontos sao necessarios para determinar o polinomio, isto €, no caso de retas, precisara de
dois pontos; parabolas, trés pontos; graficos de fungoes cibicas, quatro pontos e assim
sucessivamente. Cada estudante escolhe os valores de = e y pertencentes ao grafico da
funcao original na janela resultante do processo de reducao global e constréi uma tabela

com eles para obter os pontos que determinarao a nova curva polinomial. O software
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Graphmatica permite tracar esta curva polinomial, para isto, basta que o usudrio digite
os pontos em questao e peca para o programa tragar a curva, que o faz automaticamente.
O tipo de curva polinomial a ser tracada dependera do ntimero de pontos digitados. O
usuario entao, ao observar as duas curvas na mesma janela, terd a sensacao de que elas
se confundem, isto é, que elas sao muito semelhantes naquela janela e que o polinomio
escolhido é uma boa aproximacao para a funcao estudada. O software também fornece
a formula da curva tragada. Devido a livre escolha dos pontos, diferentes formulas serao
calculadas pelo programa. Se o aluno comparar seu resultado obtido com algum colega,
ou ainda, se ele comparar seus préoprios resultados calculados a partir de pontos cuja coor-
denada x aumenta gradativamente, ele podera perceber que os coeficientes dos polinomios
encontrados se aproximam de certos valores. Isto podera motiva-lo a calcular mais preci-
samente (isto é, analiticamente) a curva polinomial que representa o comportamento no

infinito da funcao. Para isto, ele tera que recorrer a proxima etapa.

O exemplo da figura 23, ilustra uma possivel escolha de pontos organizados na seguinte

. 522 + 1
tabela da funcao f(z) = para os valores —20, 20, —100 e 100 de z:

x| —20{ 20 | —100 | 100
y || —80 | 133.4 | —476 | 526

O usuario digita os pontos (—20, —80) e (20, 133.4) no computador e a maquina traga

a reta e ainda fornece a sua férmula que é a seguinte:

y = 5.33z + 26.7

O aluno procede da mesma forma com os pontos (—100, —476) e (100, 526) e, nova-

mente, a maquina traca outra reta e fornece sua férmula:

y=95.0lzx+25

Se o estudante realizar o mesmo procedimento para o exemplo da figura 24, tera as

3 2
: - x° 4+ 52 —x + 10
seguintes tabelas para a fungao g(z) = ] . Neste caso, deve-se lembrar que
a_’/’ —
sao necessarios trés pontos, pois o grafico do qual a funcao g se aproxima é uma parabola.

Abaixo estao as possiveis tabelas de valores com as respectivas férmulas calculadas pelo

Graphmatica.
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x || —50 50 80
y || 2204.7 | 2805 6885

y = 0.99997z% + 6.003z + 4.90769

x || —100 100 200
y || 9404.8 | 10605 41205

y = 0.999992% + 6.000x + 4.9333

No primeiro exemplo, a experiéncia podera levar o estudante a concluir que as dis-
tintas férmulas das retas encontradas se aproximam da férmula y = 5z 4+ 25 a medida
que se tome valores de x cada vez maiores. Da mesma maneira, no segundo exemplo
ele podera concluir que as diferentes formulas das parabolas calculadas numericamente
se aproximam da férmula y = 22 + 6z + 5. Assim, o estudante poderd ser motivado a
buscar um outro método capaz de calcular com maior precisao cada uma das férmulas,

ratificando suas conjecturas. Isto sera descrito na proxima etapa.

Etapa III — Aproximagao Algébrica

Seja f : D C R — R uma funcao racional. Entao, ela pode ser escrita como uma razao

entre fungoes polinomiais, isto é, f(x) = M onde d(z) # 0 para todo x € D. Logo,

d(z)’

podemos recorrer ao algoritmo da divisao e escrever a fungao p(z) da seguinte forma:
p(z) = d(z) - q(x) 4 r(z)

em que d(x), q(z) e r(z) sdo polindémios, sendo r(x) de grau menor do que o grau de

d(x). Portanto, exceto possivelmente para um conjunto finito de valores de x, teremos:

_pl@) _d(x)-gq(z) +r(z)
J@) =4 = d()

Se calcularmos a diferenca entre f(x) e ¢(x), teremos:

f(x) —q(z) =

Logo, se passarmos o limite e fizermos |z| tender a infinito, teremos ainda:

lim (f(z) —¢(x)) = lim r() =0

|z|—o00 |z|—o00 d(l‘)
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Pois o grau de r(x) é menor do que o grau de d(z).

Portanto, ¢ é uma funcao definida como func¢ao limitante. Particularmente, se ¢ tiver
grau 1, grau zero ou for o polinémio nulo, ¢ sera uma assintota inclinada ou horizontal,

respectivamente.

A partir desta justificativa, podemos descrever esta etapa. O estudante deve basica-
mente explorar o algoritmo da divisao polinomial. Calcular o limite da funcao estudada e
saber que o limite do quociente entre o resto e o divisor é zero quando x tende a infinito
(este fato pode ser visualizado pelo usudrio com o uso do computador). Assim, o estu-
dante pode entender que ambas as funcoes, racional e limitante, se confundem no infinito,
isto é, que elas tém comportamentos similares para valores proximos do infinito. Em ou-
tras palavras, podemos afirmar que sempre existe uma funcao limitante para toda funcao
racional. Este fato comeca a estabelecer o significado preciso da definicao de assintota,

faltando apenas verificar a unicidade.

Apo6s calcular o quociente da divisao, o aluno compara o resultado com aqueles obti-
dos na etapa anterior, confirmando suas conjecturas a respeito daquelas formulas estarem
se aproximando de uma féormula especifica. Em resumo, o estudante verifica que o quo-
ciente da divisao polinomial é a férmula procurada, da qual as outras formulas calculadas

numericamente na etapa anterior se aproximavam.

Isto esclarece o que ocorre com as fungoes citadas nos exemplos anteriores, sendo que,
no exemplo da figura 23, hd uma assintota inclinada como podemos observar a seguir.

Pelo algoritmo da divisao, o estudante pode verificar que:

52 41 = (5z + 25)(x — 5) + 126

5z + 1 126
i:(5x+25)+7
T — T —9
52 4+ 1 126
—— — (b +25) =

T —9 (52 +25) T —9

Logo, o estudante calcula o limite e faz |z| tender a infinito, obtendo:

2
lim 5x—|—1_<5x+25>]: lim [126]:0

Portanto, ele verifica a existéncia de uma funcao polinomial, cujos valores se aproxi-
mam indefinidamente da funcao racional em questao quando x tende a mais ou menos

infinito. Neste caso, o grafico da fun¢ao polinomial y = 5z + 25 é uma reta. Fica evidente
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a proximidade dos coeficientes desta reta com os coeficientes encontrados da outra reta
da etapa numérica: y = 5.01x + 25.

Mais uma vez, se o estudante recorrer ao algoritmo da divisao, ele terd o seguinte

calculo para o exemplo da figura 24:

3+ 52?2 — x + 10 ) 15
o) = I (2 )+
15
2
_ 62 +5) =
o(r) — (a4 60 +5) =
lim {g(:v)—(x2+693+5)]: lim 15 =0

Logo, g(z) — (2 + 62 + 5) = 0, quando x tende a infinito.

Lembremos que a férmula encontrada na etapa numeérica foi y = 0.99999z2 + 6.000z +
4.9333. Novamente os coeficientes deste polindmio s@o muito proximos dos coeficientes do
polinomio encontrado nesta etapa. Nesta etapa, foram exploradas basicamente descri¢oes
algébricas e nao foi necessario o uso do computador, mas apenas lapis e papel para o

calculo da divisao polinomial.

Na proxima etapa, o estudante podera verificar que as curvas polinomiais encontra-
das, apesar de se confundirem com os gréaficos das fungoes racionais quando reduzidas

adequadamente, tém natureza distinta das fungoes racionais estudadas.

Etapa IV. Discriminagao Geométrica

Ap06s calculada a formula da melhor curva que representa o comportamento no infinito
da funcao racional estudada, pedimos que o aluno trace a curva encontrada na mesma
janela grafica (apds o processo de redugao global) que a fungado original e onde elas se
confundem visualmente. Logo em seguida, pedimos que o aluno faca o processo inverso
daquele realizado na primeira etapa, isto é, que ele faca gradativas magnificagoes até che-
gar a uma janela grafica que possibilite a visualizacao dos dois graficos distintamente, o
da funcao estudada e da funcao limitante. Os exemplos deste tipo de visualizacao sao

mostrados abaixo nas figuras 26 e 27 para os casos das duas primeiras funcoes apresenta-
das.

Nesta etapa, sao exploradas basicamente descricoes geométricas computacionais. Hé

a caracterizagao de dois objetos totalmente distintos: a curva da funcao racional estu-
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y 100-

10 20

~200 -

522 + 1

Figura 26: Discriminagao geométrica entre f(z) = 5

ey = br+25 (linha tracejada)

~100 -

3+ 52 — 10
Figura 27: Discriminagao geométrica entre g(z) = T ;E + ey=a>+6xr+5
a’/‘ —

(linha tracejada)

dada e a curva polinomial da qual a fun¢ao racional se aproxima. Isto é, dois objetos de
naturezas distintas, mas que, no infinito, se confundem visualmente em um s6. Acredita-
mos que isto nos motive a conceituar este objeto encontrado apds sucessivas redugoes e

aproximacoes. Isto serd feito a seguir.

Etapa V. Conceituagao ou Reconceituagao

A partir do que foi observado até o momento, esperamos que o aluno tenha enriquecido
a sua imagem de conceito o suficiente a ponto de motivar uma definicao de conceito do

tipo: assintota é uma reta da qual o grafico de uma funcgao se aproxima indefinidamente
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a medida que os valores de x sao cada vez maiores.

2000

y 1000

~1000 600  —200%. 200 460X660 800 1000

3600

~2000 -

Figura 28: As retas y = 5x + 25 e y = 5.01z + 25 apds a reducao global.

Por outro lado, precisamos atentar para outro fato com relagao as assintotas hori-
zontais e inclinadas. Ao observarmos, por exemplo, a reducao global das retas y = 5zx+25 e
y = 5.01x+25 na figura 28 em uma mesma janela, ambas calculadas nas etapas algébrica e
numérica respectivamente, nao podemos distinguir uma da outra. Portanto, elas também
se confundem com o grafico de f neste mesmo tipo de janela. Desta forma, baseados
apenas na experiéncia visual, um aluno poderia dizer que as duas retas sao assintotas®
de f, ja que, apds o processo de reducao global, a diferenca entre elas é imperceptivel,
dando a impressao de que as duas cumprem o mesmo papel. De fato, sabemos que isto
nao é verdade, pois sejam y = ar+b ey = a’x+ 1 duas assintotas de uma fungao f, logo,
lim [f(z) — (az + b)] = 0 e lim [f(z) — (a'x +b")] = 0. Teremos:

r—00

lim {[f(z) — (az + )] — [f(z) — (a'z + V)]} = 0

r—00

lim [(a' —a)z + (' —b)] =0

Tr—00

E, portanto, segue que a = a’ ¢ b = V', o que mostra a unicidade da assintota’. Isto
nos mostra também o sentido matematico preciso de aproximacao ao qual estamos nos

referindo.

SEvidentemente uma funcdo pode ter mais de uma assintota, inclusive do mesmo tipo. Por exemplo,
podem existir duas assintotas horizontais distintas, desde que os limites no infinito (quando z — +oo
e x — —o0) sejam valores reais distintos. Portanto, nesta se¢do quando falarmos sobre unicidade de
assintotas, estaremos nos referindo a assintotas correspondentes a valores de x tendendo a infinito em um
mesmo sentido, isto é, ou a +00 ou a —oo.

"A demonstracdo da unicidade para os casos de funcoes polinomiais limitantes de graus superiores é
andloga a esta e, portanto, serd omitida aqui. A unicidade é garantida porque estamos considerando o
estudo do comportamento de fungoes racionais dominado por func¢des polinomiais no infinito.
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Neste ponto, a questao é mostrar para o estudante que, em algumas escalas, certos
comportamentos de algumas fungoes sao mascarados. Precisamos, entao, de um tipo de vi-
sualizacao que amplie os aspectos omitidos em janelas convencionais. Poderiamos utilizar
alguma escala nao-uniforme, como por exemplo, a escala logaritmica, porém acreditamos
que a observacao deste tipo de escala nao seja familiar ao aluno de estagios iniciais de
calculo, dificultando a exploracao do assunto. Por isso, desenvolvemos um artificio visual

para “amplificar” as diferencas que descreveremos em seguida.

Sejam f a funcao racional estudada, f uma das funcoes calculadas na segunda etapa
pelo método numérico, f uma das funcdes calculadas na terceira etapa pelo método
algébrico. Esta etapa consiste em tracar no computador as funcoes definidas pelas se-

guintes leis de formacao:
d(x) = |(f = f)(@) - 2]
d(z) = |(f = f)(z) - ]

O aluno traca os gréaficos de d e d na mesma janela grafica e, apos redugoes sucessivas
do gréfico, ele visualiza duas curvas distintas. O segundo grafico se confunde com o eixo
dos =, indicando a aproximacdo de d(x) com o polindomio nulo, enquanto o primeiro se
distancia deste. A razao de multiplicarmos a diferenca das fungoes por x é que desejamos
aumentar o grau do polinémio diferenca para que ele se torne perceptivel (se for o caso)
na escala utilizada. Com isso, o estudante pode perceber que apenas a funcdo f realmente
representa a funcao limitante procurada, pois é a unica que, mesmo apds o aumento de
grau, continua bem préxima da f, enquanto a diferenca entre f e f (antes mascarada) é

amplificada, tornando-se visivel na escala escolhida.

Para ilustrar, consideremos ainda o exemplo da funcao f da figura 23. Na mesma
janela, o estudante traca os graficos das funcoes obtidas pelo médulo da diferenca entre
a funcdo estudada e as candidatas & assintota multiplicada por z. Isto é, sejam f(z) =
52 + 25 a férmula calculada algebricamente, f(z) = 5.01z + 25 a férmula calculada pelo
método numérico e o aluno traga na mesma janela os graficos das fungoes definidas por
d@) = |(f = @) -2l e d(z) =

aparecem na figura 29.

(f— f)(a:) -x|. Por exemplo, vejamos como estes graficos

3 4 ba? — 10
De forma andloga, retomemos a fungao g(x) = v 1$+ , sejam g(z) =
x —
2?2 + 6z +5 e g(z) = 0.99997z2 + 6.003z + 4.90769, tracamos os graficos das fungoes

obtidas por §(x) = (g — g)(x) - x| e §(x) = |(¢g — §)(x) - x| conforme mostra a figura 30.

Em ambas as situagoes, mesmo quando aumentamos o grau do polindmio, vemos que
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Figura 29: Os graficos das funcées d e d (linha tracejada) apds a redugao global.

11000 -
i 800
1600 ]
oo |
200

/

J

~1000 600  —2009] 200 400 600 800 1000
2200 - X

~400 -

~600 -

~800 1

-1000 -

Figura 30: Os gréficos das fungoes s e § (linha tracejada) apds a reducao global.

a diferenca entre os graficos continua se aproximando do polindmio nulo apenas para um
dos candidatos & funcdo limitante. No primeiro exemplo, apenas a funcao f e, no segundo
caso, apenas a funcao g se aproximam do polinomio nulo. Nos casos das funcgoes f e
g, cujos graficos aparentemente se confundiam com as curvas apds a reducao global, ao
multiplicarmos a diferenca por x, a diferenca que antes era imperceptivel, agora salta aos
olhos, o que nos leva a perceber neste exemplo particular a existéncia de apenas uma

fungao limitante da fungao.

Lembramos que, apesar de apresentarmos apenas dois exemplos com mais detalhes,

o objetivo é fazer o aluno ter contato com muitos outros exemplos nas etapas anteriores.

Temos também que fazer algumas consideracoes a respeito desta etapa. Como o leitor

pode perceber e como haviamos explicado, todas as etapas desta proposta foram estru-



87

turadas por analogia aos trabalhos de Tall (1986), Giraldo e Carvalho (2003, 2004). Na
etapa de conceituacao de Giraldo e Carvalho, a divisdo de p(h) por h tem um sentido
matematico preciso e nos ajuda a visualizar qual reta é, de fato, a que melhor aproxima
a curva na vizinhanca de um ponto dado; da mesma forma, na nossa proposta, a mul-
tiplicagao por x nos ajuda na visualizacao da melhor fun¢ao polinomial que aproxima a

curva no infinito.

Outro fato importante a ser comentado é: esta proposta, da forma que esta descrita
aqui, poderia muito bem ser aplicada a alunos que nunca estudaram assintotas. Porém
nesta pesquisa, como ja explicamos, propositalmente ela foi aplicada a alunos que ja ti-
nham estudado este tema apesar de estarem em fase inicial no célculo. Por isso, chamamos
esta etapa de conceituacdo ou reconceituacdo. Acreditamos que este tipo de abordagem
¢ relevante, ja que mesmo os alunos nao iniciantes no assunto mostram dificuldades e
algumas discrepancias em suas imagens de conceito como pudemos verificar a partir da

revisao da literatura.

Enfim, ao chegarmos nesta etapa da proposta, o aluno possivelmente ja explorou
suficientemente varios aspectos do conceito a ponto de ter condigdes de conceituar (ou
reconceituar) assintota e, portanto, ndo ver (ou rever) com estranheza — ou até mesmo
ser capaz de criar (ou recriar) ele proprio — uma definigao de conceito como dada a seguir:
assintota é uma reta da qual o grdfico de certas funcoes se aproxima indefinidamente.
E ainda, poder enriquecer o conceito de assintota e extrapolar para a nocao de funcao
limitante e defini-la como: func¢ao limitante é aquela cujo grdfico se confunde com uma
dada curva no infinito. Além disso, como foi verificado no estudo de Yerushalmy (1997),
mais do que determinar se uma funcao tende ou nao a infinito, os alunos podem ser levados
a perceber a qualidade do comportamento assintdtico da funcao, isto é, de que forma a

funcao tende a infinito.
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3 Metodologia

Neste capitulo vamos descrever a metodologia utilizada nesta pesquisa. Optamos
em realizar um estudo empirico qualitativo por meio de entrevistas semi-estruturadas.
Consideramos que nao poderia ser de outra forma, ja que pretendemos discutir os efeitos
da abordagem sobre a imagem de conceito dos participantes como foi dito na segao 2.3.
Conforme a defini¢ao, imagens de conceito sao individuais, subjetivas e nelas estao conti-
das nao s6 informacoes isoladas, como também conexdes ou relacoes entre idéias. Acontece
que nao poderiamos prever quais direcoes seriam tomadas por cada participante, cada um
se relaciona com cada assunto de forma particular e pessoal, dai as sessoes serem semi-
estruturadas, com excecao das primeira e ultima. Além disso, precisavamos estar bem
proximos dos participantes, isto é, realizar sessoes individuais para aprofundarmos as
observagoes. No caso de um estudo quantitativo poderiamos perder muitos dados impor-
tantes, simplesmente porque teriamos pré-fixados os assuntos a serem discutidos em um
teste escrito, nao dando possibilidade ao participante de relacionar com idéias externas
ao seu conteudo (mas ndo menos interessantes). Além disso, supomos nao ser a escrita
a Unica forma de comunicacao entre aluno e professor. Alids, muitos tém dificuldade em
expor suas idéias meramente pela escrita, logo, a fala ou até mesmo expressoes faciais
seriam recursos importantes para tornar mais rica a analise do trabalho. A metodologia

para a realizacdo das entrevistas foi baseada em Goldin (2000).

3.1 Estrutura geral

O estudo empirico consistiu de testes escritos e entrevistas, cujo dudio foi gravado
e posteriormente cuidadosamente transcrito com a ciéncia do participante. Este estudo
foi dividido em seis sessOes que serao descritas a seguir. As entrevistas foram realiza-
das durante as atividades computacionais nas sessoes de II a V com o auxilio de um
computador e tiveram duracao de aproximadamente 45 minutos. Utilizamos o software

Graphmatica para a construcao dos graficos e exploracao do processo de reducao global
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de fungoes racionais. Apesar destas atividades terem sido elaboradas com énfase em re-
presentagoes computacionais, em varios momentos, como nas etapas numérica e algébrica
sobretudo, disponibilizamos aos participantes também os tradicionais papel e caneta para

as anotacgoes e alguns calculos simples como divisao de polinomios.

Como ja dissemos, as atividades computacionais foram semi-estruturadas e monta-
mos um roteiro bésico que nao foi entregue aos participantes, mas serviu para nortea-las.
Durante as entrevistas, procuramos estar abertos a novas diregoes que dependeriam da
interacao do entrevistado com o entrevistador. O roteiro destas entrevistas esta disponivel

no apéndice C.

Sessao I: Pré-atividades

Nesta primeira sessao, os alunos preenchem um teste dividido em duas partes que
estd no apéndice B ao final desta dissertacao. A segunda parte do teste sé era entregue
ao participante apds a devolucao da primeira. Isto foi pensado para evitar que certas per-
guntas pudessem influenciar nas respostas de outros itens, como por exemplo, a resposta

da questao 3 poderia ser influenciada pelas funcoes da questao 6.

A primeira parte consiste de trés questoes:

1. Pedimos ao participante que explicasse com as suas palavras o conceito de limite;
2. Algumas questoes de verdadeiro ou falso sobre assintotas e;

3. Sao pedidos alguns exemplos de algumas fungdes que possuam assintotas.

Na segunda parte, temos novamente trés questoes:

1. Sobre a definicao de assintota;
2. Sobre critérios de identificacao de assintotas e;
3. Por fim, alguns esbocos de fungoes racionais sao pedidos.

Este teste foi planejado desta forma para fazermos uma anélise diagnodstica da imagem

de conceito do estudante com relacao ao tema assintota.
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Sessao II: Atividade computacional 1 — Visualizacao grafica

Nesta primeira atividade computacional, temos como objetivo, um primeiro contato
do estudante com o software para familiarizd-lo com seu uso. Também, colocamos em
pratica a etapa I de visualizacao grafica descrita na secao 2.4, buscando janelas e escalas
mais adequadas para esta observagao. Utilizamos o processo de reducao global para
explorar a nogao de polinomorfizagao global. As funcoes e as respectivas janelas graficas
para visualizagao foram sugeridas aos participantes por nds e serao justificadas e descritas

com detalhes na secao 3.2.

Durante esta sessao e principalmente ao final dela, perguntamos ao estudante como
poderiamos determinar uma expressao algébrica para os gréaficos observados para esti-

mulé-lo em direcao a sessao seguinte.

Sessao III: Atividade computacional 2 — Aproximagao numérica

Nesta sessao, aplicamos a etapa II (aproximagdo numérica) descrita na segao 2.4 e
tivemos como objetivo encontrar os coeficientes dos polinomios, cujos graficos no infinito
se assemelham aos graficos das fungoes estudadas na atividade anterior por um método
de aproximagao numérica. Ao final da atividade fizemos o participante refletir sobre a

possibilidade de um outro tipo de aproximacao: a algébrica.

Sessao I'V: Atividade computacional 3 — Aproximacgao algébrica e discrimi-

nagao geomeétrica

Nesta atividade, aplicamos as etapas III (aproximacao algébrica) e IV (discriminagao
geométrica) descritas na se¢do 2.4 para encontrar os coeficientes dos polindomios, cujos
graficos no infinito se assemelham aos graficos das fungoes estudadas na atividade anterior
utilizando artificios algébricos. Depois construimos o grafico da fun¢ao encontrada em
uma janela grafica para valores de z pequenos e discriminamos o objeto matematico
estudado. Ao final, aplicamos uma seqiiéncia de perguntas com o objetivo de levar o

estudante a refletir sobre a unicidade das assintotas.
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Perfil dos Participantes

r ~ . . .
Funcdes racionaig diversas

| Atividade |

1-Defini¢coes de limite.
2-Verdadeiro ou falso.
3-Exemplos.

4-Definicdo de assintotas.
5-Critérios de existéncia.
6-Esbocos de graficos.

Visualizacdo Grafica

Primeiro contato com o software
e busca de janelas graficas

convenientes.

Atividade |1

SESSAO Il

Aproximagdo Numérica

Calculo das férmulas das
assintotas por método numérico.

! Atividade III
Aproximagdo Algébrica e
Discriminagcdo Geométrica

Célculo das férmulas das
assintotas pelo método algébrico.
Visualizacdo de dois objetos:

A curva e a assintota.

- Atividade IV
Reconceituacio

Comportamento ho infinito
L proximado por parabolas

Q

Reflexdo sobre a unicidade de

assintotas.

Refazer as atividades de | a IV
com outras fungdes racionais.

.— Pés-Atividades

1-Definicdes de limite.
2-Verdadeiro ou falso.
3-Exemplos.

4-Definicdo de assintotas.
5-Critérios de existéncia.
6-Esbocos de graficos.

Figura 31: Quadro Geral das Sessoes
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Sessao V: Atividade computacional 4 — Reconceituacao

Neste encontro, aplicamos a etapa V (reconceituagao) descrita na se¢ao 2.4 para o
estudo das fungoes da atividade anterior, pensando em determinar qual é a melhor reta
que se aproxima do grafico da funcao no infinito. Até aqui, abordamos todas as etapas
da proposta com fungoes racionais cujos comportamentos no infinito sao representados
por assintotas. Em seguida, também aplicamos todas as etapas anteriores para fungoes

racionais cujo comportamento no infinito é representado por pardbolas.
Sessao VI: Pés-atividades

Finalmente, esta sessao consiste em aplicar novamente o mesmo teste aplicado no
primeiro encontro. Queremos com isso verificar possiveis ganhos ou limitagoes nas imagens

de conceito dos estudantes em relagao ao momento anterior a atividade.

No diagrama da figura 31, procuramos resumir a estrutura geral do conjunto das

sessoes descritas até aqui.

3.2 As funcoes escolhidas e a visualizacao de seus
graficos

Para as atividades decidimos escolher as seguintes fungoes, porque pretendiamos ini-
ciar a exploracao pelos aspectos mais simples e, em seguida, através da exploracao gra-
dativa, direcionar as atividades para aspectos mais sofisticados. Isto significa, para nods,
comecar por funcoes com assintotas horizontais e verticais, depois explorar as inclinadas

e, por fim, explorar parabolas para aproximar fung¢oes no infinito.

Por sugestao nossa, cada um deles observou, para cada item, janelas graficas muito

similares com diferencgas pouco significativas entre elas e as quais classificaremos a seguir.

Chamaremos de visualizagao tipo A a primeira janela grafica (na maioria dos ca-
sos) que mostra com mais detalhes caracteristicas da fun¢ao como: concavidades, raizes,
intervalos de crescimento ou decrescimento, sinal, pontos de descontinuidade, etc. Este
tipo é o mais usual em sala de aula quando se estuda esbocos de gréaficos e, em geral,
tomaremos intervalos de z e y pequenos. O tipo A’ serd também uma primeira visua-

lizagdo em apenas dois casos (os itens (IV) e (VII)), na qual alguma das caracteristicas
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descritas do tipo A seja omitida ou entre em conflito com outras representagoes da fungao,
por exemplo, uma janela onde um grafico conexo pareca desconexo ou onde um grafico
pareca ser decrescente em todo o dominio, quando, na verdade, ainda existe um intervalo
no qual a fungao seja crescente, ou ainda, uma janela que omita pontos de maximo ou de
minimo. O tipo B sera uma janela intermediaria do processo de reducao global, na qual
o grafico comeca a tomar forma de algum outro grafico polinomial, mas ainda conserva
alguns aspectos perceptiveis do tipo A. Em geral, alguns conflitos tedrico-computacionais
aparecem neste estdagio, como por exemplo, o fato da maquina ligar pontos do grafico
fazendo-o parecer conexo, quando na verdade é desconexo. O tipo C é aquele em que
podemos dizer que o grafico ja esta reduzido a ponto do individuo poder experimentar a
nocao de polinomorfizacao global, isto é, o gréfico toma a forma de uma reta ou de algum
outro grafico de fungao polinomial. A visualizacao do tipo D, assim como a anterior,
mostra graficos amplamente reduzidos, porém com intervalos de x e y com escalas bem
diferentes de forma a adequar a visualizagao ao grau do polinémio limitante. Por exemplo,
um grafico em uma janela do tipo C pode parecer coincidir com o eixo x, mas o tipo D

pode mostrar que na verdade isto nao ocorre.

A seguir iremos detalhar mais a descrigao de cada tipo de visualizacao especificamente
para cada fungao proposta e, ainda, mostraremos os graficos em suas respectivas janelas.
Todos os tipos de visualizagao explicados acima foram explorados pelos estudantes durante
as atividades (a unica excegao é o tipo A’), porém, para evitarmos repetitivas explicagoes,
o que seria desnecessario, alguns tipos referentes a certas fungoes serao omitidos nesta

secao.

A visualizagao tipo A desta funcao mostra um grafico desconexo. Uma parte dele é
totalmente contida no terceiro quadrante e uma outra parte contida no primeiro. A
visualizacao tipo B consiste em uma janela intermedidria entre as visualizagoes tipo
A e C, isto é, o grafico comega a se parecer com uma reta (neste caso, o proprio eixo
x), mas ainda se véem algumas variagoes proximas a assintota vertical. A visua-
lizagao tipo C representa a total semelhanca da curva com sua assintota horizontal
apods o processo de reducao global, ficando imperceptiveis quaisquer outros detalhes.
Todos estes tipos podem ser observados na figura 32.

_a:—i—l
Cr—1

(II) g(z)
A visualizacao tipo A desta funcao exibe um grafico analogo ao tipo A do item

anterior. A diferenca é que as assintotas horizontal e vertical deste nao sao os eixos
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Visualizagao tipo A Visualizagao tipo B

Visualizacao tipo C

1
Figura 32: Processo de redugdo global da fungao f(x) = —
x

coordenados e sim as retas x = 1 e y = 1. A visualizacao tipo B consiste novamente
em uma janela intermedidria entre o tipo A e o tipo reduzido C, porém ainda é
possivel observar algumas variacoes na regiao proxima a assintota vertical e um
conflito tedrico-computacional: o software traca pontos da funcao que nao existem,
fazendo parecer conexo o seu grafico. No tipo C observa-se a semelhanca grande da
curva com uma reta horizontal apds a redugao global, mas nao identificamos com
precisao qual o valor de y que determina esta reta. Ela se confunde com o eixo z.
No tipo D, utilizamos escalas diferentes para os eixos x e y, deixando um intervalo
pequeno para y e um intervalo grande para o x; com isso, é possivel observar o valor
exato de y que determina a reta com a qual a curva se assemelha. Todos os graficos

de todos os tipos podem ser observados na figura 33.



N

Visualizagao tipo A

Visualizagao tipo B

Visualizagao tipo C

Visualizagao tipo D

Figura 33: Processo de redug¢do global da fungao g(z) =

z+1
z—1

Visualizagao tipo A

Visualizagao tipo B

Visualizagao tipo C

Visualizagao tipo D

Figura 34: Processo de redugao global da funcao h(x) =

—22
22 +1

95
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—272
x?2+1
A visualizagao tipo A da func¢ao h mostra um gréafico conexo contido na regiao abaixo

(ITT) h(z) =

do eixo x, crescente para x < 0 e decrescente para x > 0. Ela mostra o ponto de
maximo da funcao. No tipo B, o grafico comeca a se parecer com uma reta e a se
confundir com o eixo x. Ainda aparece uma pequena oscilagao proximo da origem.
No tipo C, o grafico ja se confunde totalmente com o eixo x. Mas, a visualizagao
tipo D permite verificar a distancia entre a reta e este eixo. Todos estes tipos de

visualizagoes podem ser observados na figura 34.

Visualizagao tipo A’ Visualizagao tipo A
Visualizagao tipo B Visualizagao tipo C
5z2 + 1

Figura 35: Processo de redugdo global da fungao i(z) = 5
x —_—

B 5% + 1
=2
A visualizacao tipo A’ desta func¢ao mostra um grafico com concavidade para baixo

(IV) i(x)

e com um ponto (aparentemente absoluto) de maximo da fungao. Através do tipo
A, é possivel verificar uma segunda parte do grafico com concavidade para cima
e desconexo da parte observada no tipo anterior. Também pode-se verificar que
o ponto de méaximo observado na verdade é apenas local. Decidimos iniciar pela
visualizacao tipo A’ justamente para avaliarmos se o estudante teria a iniciativa de

questionar, perceber, ou até mesmo explicar, a auséncia destes aspectos qualitativos.
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No tipo B, o gréafico comega a se parecer com uma reta inclinada, porém surge outro

conflito tedrico-computacional: a méaquina traga uma espécie de “pico” na regiao

da assintota vertical. O tipo C representa a reducao global completa, onde a curva

se assemelha totalmente a uma reta inclinada. Todas as visualizagoes podem ser

observadas na figura 35.

N

Visualizacao tipo A

Visualizacao tipo C

Figura 36: Processo de redugao global da funcao j(x)

— 43

:2962—1—51;

(V) ()

—43

- 202 + x

A visualizacao tipo A desta funcao mostra um grafico semelhante ao do tipo A da

figura 35. O tipo C mostra a janela grafica apds o processo de reducao global, onde

a curva se assemelha a sua assintota inclinada. As visualizagoes deste grafico sao

mostradas na figura 36.

v

Visualizagao tipo A

Visualizagao tipo C

Figura 37: Processo de redugdo global da fungao k(z) =

3+ 1

i

A visualizacao tipo A desta funcao mostra um grafico decrescente e com um ponto de

inflexao para x < 0. Também mostra uma parte desconexa a esta com concavidade
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para cima. A visualizacao tipo C resulta do processo final de reducao global, onde
a curva se assemelha a uma parabola, que é o grafico da funcao limitante de k. As

visualizacoes desta funcao estao na figura 37.

Visualizagao tipo A’ Visualizagao tipo A

Visualizagao tipo C

=10

Figura 38: Processo de redugdo global da fungao I(r) = —; T
x

- 10
2+ 1
A visualizacao tipo A’ desta funcao mostra duas partes desconexas muito semelhan-

(VID) i(z) =

tes a retas. O tipo A esclarece a existéncia de uma outra parte ligando as partes
visualizadas no tipo anterior e também a existéncia de um ponto de minimo da
funcao. Escolhemos a primeira visualizacao para investigar se o estudante estava
consciente de todas as caracteristicas da funcao, nao se tornando dependente do
computador para a construcao do grafico, mas sendo capaz de analisar a fungao
por outros tipos de representacoes como a algébrica e identificar a presenca de mais
detalhes além dos tracados pela maquina. O tipo C representa o processo final de
reducao global da funcao, onde a curva se aproxima de uma parabola. Todos os

tipos de visualizagoes estao na figura 38.
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5 — 2z
2 +5
O tipo A de visualizagao desta fungao mostra um grafico com concavidade para

(VIII) m(x) =

baixo e duas raizes. O tipo C representa o grafico apés um processo de redugao
global, no qual hd a semelhanca com uma parabola de concavidade para baixo.

Nesta janela a curva parece tangenciar o eixo z. Os dois tipos estao ilustrados na

figura 39.
AR
Visualizagao tipo A Visualizagao tipo C
. . - 5 — 2x*
Figura 39: Processo de redug¢do global da fungao m(zx) = 5
x

3.3 Perfil dos Participantes

Para esta investigagao, inicialmente foram convocados onze voluntarios. Eles eram
estudantes de uma turma de Calculo de uma Variavel I do curso noturno de licenciatura em
Matematica da UFRJ. Nesta disciplina, os alunos tém o primeiro contato com o conceito
de limite e também com o estudo de assintotas a partir de funcoes racionais. Escolhe-
mos tal instituicao, porque o autor deste trabalho ja estd inserido neste espago como
mestrando. Além disso, houve apoio e abertura por partes de professores do Instituto de
Matematica da instituicao, possibilitando o acesso aos participantes voluntérios e também

ao local das atividades.

Nesta secao iremos descrever o perfil de cada um destes participantes. As informagoes
descritas foram obtidas a partir de um formulédrio de dados pessoais que se encontra no
apéndice A e que foi preenchido pelos onze voluntarios antes da primeira sessao para que
pudéssemos selecionar quatro deles. Esta escolha ocorreu com base nos seguintes critérios
que foram analisados com base no formulario: todos deveriam ter alguma experiéncia

(bésica) em informatica' (para facilitar o manuseio com a mdquina), um deles deveria

IN3o que isto seja um pré-requisito para alguém participar das atividades, pois ndo sao necessarios
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ja ter estudado calculo, pelo menos um deveria ter vindo de uma escola publica e to-
dos deveriam mostrar seriedade e compromisso com a pesquisa apenas pelo espirito de
colaboracao, pois nao seriam remunerados pela participagao. Dentro dos parametros esti-
pulados, selecionamos Lucas, Alexandre, Ana e Joao. Lembramos que todos estes nomes

sao ficticios.

3.3.1 Lucas

Lucas tem 21 anos e cursou o ensino médio em um colégio particular, concluindo-o em
2003. Ele nao estudou calculo no ensino médio, mas ja teve contato com esta disciplina
no outro curso superior na area de tecnologia, em que estuda. Ele acha calculo uma
disciplina que exige uma intensa dedicagao, estudos diarios e a resolucao de uma grande
quantidade de exercicios a fim de fixar o conteido. Apesar disto, ele diz gostar desta
disciplina porque ela induz a raciocinar acerca de suas questoes. Ele também enfatiza que

o calculo nao é uma disciplina dificil, desde que haja estudo e dedicacao.

Ele costuma usar o computador basicamente na preparacao de relatérios e seminarios,
gragas ao curso superior de tecndlogo. Ele também usa em pesquisas na internet e esté
se iniciando em programagao por causa de uma disciplina do curso de Matematica. Ele
possui computador em sua casa. Ao ser perguntado se ja usou a maquina para estudar
Matematica, diz que a tinica relagao é com os contetidos dos quais precisa em programacao.
Apesar disto, considera que o computador pode ser uma importante ajuda no ensino de
Matematica. Segundo ele, o mundo atual esta girando basicamente em torno de computa-
dores, que podem ajudar, pois proporcionariam aos alunos uma nova visao da Matemaética.
Esta visao ultrapassaria a visao tedrica proporcionada pelo livro, alcangando uma visao

pratica, como por exemplo, a de como calcular a area de uma figura.

3.3.2 Alexandre

Alexandre tem 18 anos e cursou o ensino médio em um colégio particular, concluindo-
-0 em 2006. Ele nao estudou célculo no ensino médio. Seu primeiro contato com o calculo
foi no primeiro periodo do curso de licenciatura em Matematica, justamente na época
da realizacao desta pesquisa. Ele considera o calculo, dentre as matérias que tem visto
na graduacao, a disciplina que mais se aproxima do que um professor de ensino médio

leciona, apesar de ser bem mais profundo. Ele diz gostar de céalculo, apesar de achar

grandes conhecimentos de informdtica, mas nao teriamos tantas sessoes a serem realizadas e poupariamos
tempo.
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dificil, pois, segundo ele, exige muita légica e pensamento do aluno.

Ele fez curso de introducao a computacao e também fez o curso de técnico em in-
formatica concomitantemente ao ensino médio. Ele diz ter bastante experiéncia com a
maquina e gosta muito de usa-la, principalmente para pesquisa ou outros assuntos. Ele
possui computador em casa. Quanto ao estudo de Matematica, o uso do computador se
resume a pesquisas na Internet e sua iniciagdo em programacao, gracas a disciplina de seu
curso de graduacao. Ele nao acredita que o computador possa ajudar sempre no ensino
de Matematica, mas diz que, pode ajudar sim se utilizado de forma a interagir com o
aluno, aplicando contetdos, fora isto, nao. Ele enfatiza nao ser contra a utilizacao do

computador para ensinar Matematica, mas desde que isto seja feito com critério.

3.3.3 Ana

Ana tem 20 anos e fez o ensino médio em colégio particular, que concluiu em 2004.
Nao estudou calculo no ensino médio. Seu primeiro contato com o céalculo foi na época
desta pesquisa, no primeiro periodo de seu curso de licenciatura em Matematica. Ela
acha o calculo uma disciplina que necessita ser praticada através de exercicios para ser
compreendida. Ela também acha essencial saber interpretar os exercicios. Ela gosta de
calculo, apesar de acha-lo dificil em principio, mas diz que, com o decorrer do estudo se

torna de boa compreensao.

Concomitantemente ao ensino médio, fez o curso de técnico em informatica, por isso,
considera ter grande conhecimento sobre computadores. Ela possui computador em casa
e ele faz parte de seu dia-a-dia. Sua experiéncia ao usar o computador para aprender
Matematica se resume em pesquisas na Internet sobre exercicios, livros e outros. Ela
acha que o computador pode ajudar no ensino de Matematica, pois ele oferece um grande

nimero de informagoes, sendo assim, seria mais uma ferramenta em prol da Matemaética.

3.3.4 Joao

Joao tem 18 anos e cursou os dois primeiros anos do ensino médio em uma escola
estadual, o ultimo ano cursou em uma escola particular, concluindo-o no ano de 2006.
Ele nao estudou calculo no ensino médio. Seu primeiro contato com esta disciplina foi
na época desta pesquisa, quando estava no primeiro periodo do curso de licenciatura em

Matematica. Ele gosta de calculo, considera-o muito interessante, apesar de dificil.

Na época da pesquisa, Joao nao possuia computador em casa, mas no passado, sim.
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Mas mesmo assim ele tem contato com a méaquina na faculdade, em casas de amigos e
em casas de internet. Nunca usou o computador para estudar Matematica. Apesar disto,
ele acredita que o computador possa ajudar no ensino de Matematica, pois, segundo
ele, facilitaria na visualizagao de graficos e problemas envolvendo graficos em 3D, por

exemplo.

3.4 Analise de Dados

Pesquisas recentes mostram a consistente complexidade da
imagem mental de um indiwiduo: estudantes podem dar res-
postas ‘certas’ por razoes erradas, enquanto respostas ‘erra-
das’ podem ter uma origem racional. (DUBINSKY; TALL, 1991,
p. 234, tradugao nossa)

Inicialmente faremos a correcao dos testes escritos aplicados na primeira sessao. Fa-
remos a seguinte discriminacao das respostas dos alunos para cada item com o intuito
de compreendermos melhor as razoes do estudante para determinada resposta, indicando

por:

C Resposta correta com justificativa correta;

CI Resposta correta, porém incompleta;

CE Resposta correta, porém com justificativa errada;

E Resposta errada;

D Que o estudante escreveu afirmacoes corretas, mas que nao tém relagao com o que foi

perguntado, isto é, o estudante desviou do que foi pedido na questao;

B Resposta em branco.

A partir da analise do primeiro teste escrito e das observacoes realizadas na primeira
atividade computacional, tracaremos um esboco da imagem de conceito anterior as ati-
vidades para cada participante. Com isso, pretendemos fazer uma analise diagnostica
do estado de desenvolvimento dos participantes com relacao ao tema proposto. Dizemos

“esbogo” para frisar que achamos ser impossivel mapear com extrema precisao qualquer
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imagem de conceito, pois ha varios fatores a serem considerados: o estado emocional das
pessoas analisadas, o nivel de atencao do participante, o nivel de comunicagao que esta
sendo desenvolvida entre entrevistador e entrevistado e diversas outras possiveis razoes.
Imagens de conceito sao extremamente mutéaveis, principalmente no estagio dos partici-
pantes desta pesquisa, ou seja, iniciando no célculo. A cada dia em seus cursos aprendiam

tépicos novos e podemos dizer que suas imagens de conceito estavam bastante instaveis.

As observacoes relativas a reagao dos estudantes durante as sessoes 111 (atividade com-
putacional 2) e IV (atividade computacional 3) servirao para acompanharmos a evoluc¢ao
deles durante a experiéncia proposta. Chamaremos esta fase de processo de interacao

entre a abordagem e as imagens de conceito de cada participante.

Em seguida, para a sessdo V (atividade computacional 4) e a sessdo VI (teste escrito
posterior) procederemos de forma andloga ao procedimento descrito para as sessoes I e
II. Isto é, neste caso faremos um esboco da imagem de conceito posterior as atividades
de cada participante a partir da andalise do iltimo teste escrito e da observacao da iltima
atividade computacional. A correcao do teste sera realizada da mesma maneira daquela

descrita para o primeiro teste.

Feitos os dois esbocos, o anterior e o posterior, faremos a comparacao entre eles para
verificarmos as possiveis mudancas. Podemos observar nossa metodologia de analise para

cada participante no diagrama da figura 40.

Para analisarmos de forma clara e objetiva, classificaremos as reacoes dos estudantes

em certas categorias de carater relevante. Elas serao explicadas abaixo:

1. Definicao de conceito: Neste tépico, avaliaremos a capacidade do estudante de
definir os objetos matematicos com suas proprias palavras ou através da linguagem

matematica, bem como a sua capacidade de entender defini¢oes formais.

2. Critérios: Serd avaliada a capacidade de usar ou criar critérios para determinar ou
calcular os objetos em questao. Por exemplo, verificar se o estudante sabe utilizar
algum critério de existéncia de assintota ou se, até mesmo, ele é capaz de formular

ui.

3. Exemplos: Sera avaliada a capacidade do participante de criar exemplos corretos
sobre o assunto abordado. Isto é importante, pois, para conseguir dar um exemplo, o
estudante deve acessar diversas partes de sua imagem de conceito e realizar conexoes
entre idéias. Portanto, este item revela uma caracteristica importante da imagem

de conceito.
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Comparagao
das imagens
. de conceito .
— PRE-ATIVIDADES |«——»| POS-ATIVIDADES |
A
Esbocgo da _ESbOQO da
imagem de Imagem de
conceito concel_to
anterior posterior
v
ATIVIDADES
‘ Atividade | || Atividade Il || Atividade Ill || Atividade IV
—

Processo de interagéo entre a abordagem e a
imagem de conceito

Figura 40: Anélise da experiéncia para cada participante

. Idéias equivocadas: Sao afirmacoes que nao estao em coeréncia com a teoria

matematica relacionada aos topicos aqui propostos.

. Idéias corretas: Sao as afirmacoes corretas sobre os topicos abordados evocadas
durante as sessoes pelos estudantes ou possivelmente também sobre outros aspectos

indiretamente relacionados as atividades.

. Conexoes: E a capacidade (ou a falta dela) do estudante de relacionar as diferentes
idéias presentes em sua imagem de conceito para resolver os problemas. Considera-
mos esta parte muito importante, pois ela permite o desenvolvimento (ou criacao)

de novas idéias.

. Reagao aos conflitos tedrico-computacionais: Conforme ja foi explicado, Gi-
raldo (2004) define conflitos tedrico-computacionais como quaisquer situagoes em
que uma representacao computacional entra em contradicao com sua respectiva for-
mulagao matematica. Neste item, procuraremos identifica-los quando surgirem e,

principalmente, avaliarmos as reagoes do estudante em tais situacoes de conflito.

. Incoeréncias momentaneas: Sao afirmacoes equivocadas ditas em alguns mo-
mentos pelo participante, mas que, posteriormente, pudemos comprovar nao refle-

tirem a verdade sobre a imagem de conceito do estudante, isto é, sao pequenos
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enganos momentaneos causados por algum fator, tais como: falta de atencao, falta
de compreensao de alguma palavra ou expressao dita ou outros. Em geral, sao aque-
las afirmacoes ditas sem muita reflexao, mas que logo em seguida, ao pensar melhor,

o estudante percebe o erro.

9. Impressoes: Sao sentimentos ou crencas expressos pelos participantes e que fo-
ram provocados pelas atividades. Por exemplo, se o estudante gosta ou nao das
atividades, se as acha relevantes ou nao, se as acha ricas, enfim, qualquer opiniao
relacionada a abordagem. FKEstas impressoes sao importantes, pois sabemos que
aspectos emocionais podem influenciar no desempenho do estudante durante as ati-
vidades. Por exemplo, um individuo que nao gosta de usar computadores poderia
formar um bloqueio e nao interagir de forma positiva com a abordagem. Esta sera

a Unica categoria a ser avaliada somente ao final das atividades.

Ao final, verificaremos quais aspectos, tanto positivos quanto negativos, se repetirao
com alguma freqiiéncia nos quatro participantes para analisarmos os efeitos das descrigoes

em um contexto mais geral.
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4 Resultados da experiéncia

... quando a gente comeca a experimentar, ainda mais quando
fungoes parecem pardbolas ou quando tem as assintotas
obliquas, abre mais a mente para a gente entender o que €

tenho certeza que tem muito mais coisa ... Gostei pra

caramba! (Jodo, durante as atividades)

Neste capitulo, inicialmente vamos relatar o que foi observado de mais relevante em
cada uma das sessoes descritas no capitulo anterior. Cada secao seguinte se referird ao
relato de todas as etapas da pesquisa para cada participante. A excecao esta reservada
para a ultima delas, na qual faremos uma anélise geral do que foi observado em todos os

Ccasos.

A seguir vamos detalhar um pouco mais como organizaremos cada uma das quatro
primeiras secoes deste capitulo. Em cada uma delas, iniciaremos por relatar as respostas
de cada participante ao teste realizado antes das atividades propostas. A referéncia aos

exercicios serd feita pelas numeracoes conforme consta no apéndice B.

Também iremos relatar os trechos mais significativos das atividades realizadas com o
auxilio do computador, cujo daudio foi gravado e devidamente transcrito. Para facilitar a
compreensao, em cada atividade nos referiremos as fungoes por suas numeragoes conforme
o apéndice C. Durante nosso relato, precisaremos citar os graficos observados pelos par-
ticipantes durante o processo de reducao global e que estao representados nas figuras da

secao 3.2.

O relato das atividades de I a IV constara de citacoes literais das falas dos participantes
quando as julgarmos relevantes para a compreensao da reagao deles a abordagem. Durante
estas citagoes, tentaremos apresentar da forma mais detalhada possivel, o simbolo: ... (trés

pontos) significard uma pausa prolongada; quaisquer informagoes adicionais observadas
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durante as atividades serao colocadas entre parénteses, tais como: o participante apontou

para a tela, para um trecho especifico do grafico ou fez qualquer outro movimento que

possa ajudar no entendimento da comunicacao, ou ainda, qualquer outro dado observado

durante a experiéncia.

Apods o relato das atividades, descreveremos o desempenho do estudante no teste

escrito realizado depois das atividades, que, conforme descrito no capitulo de metodologia,

¢ idéntico ao aplicado durante a primeira sessao. Em seguida ao relato, faremos uma

analise individual comparativa entre o que foi observado antes e apds as atividades.

Por fim, faremos uma andlise geral da reacao dos quatro participantes, observando

caracteristicas positivas (ou negativas) comuns e incomuns deles.

4.1 Lucas

4.1.1 Pré-atividade

1. Em todos os itens, deste exercicio, Lucas apenas escreve por extenso o significado

do simbolo de limite. Por exemplo, no item (a) Lucas escreve:

Significa que o lim f(z) = b, com z tendendo a um numero a pertencente ao
r—a
conjunto dos nimeros reais, ird ter como resultado um ndmero b que também

pertencera ao conjunto dos ntimeros reais.

Ele acerta, isto é, diz que é falso, mas por razoes erradas. Afirma que ¢(zy) =0
implica f(zg) = 0.
Ele erra. Afirma que é verdadeiro. Ele acha que a fun¢ao pode se aproximar

muito da assintota, mas nunca corta-la.

Ele acerta, isto é, diz que é falso, mas por razoes erradas. Assim como no item
(a), ele afirma que se ¢(x) = 0, entao f(z) = 0.

$2

Ele erra. D4 o exemplo da funcao f(z) = _1 e calcula o seguinte limite:
D(x—1

lirr% (x—? )(xl) ) = lin%(q: + 1) = 2. Ao invés de calcular o limite quando

T— T — T—

r — oo, ele possivelmente confunde com o célculo de assintotas verticais e

calcula o limite em pontos de descontinuidade.
2
=1

Ele erra. D& o exemplo y = e diz que esta funcao possui a assintota

vertical z = 1, o que é um erro, pois neste caso, como podemos observar, z? —1

também é zero.
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Em branco. Ele nao estudou assintotas inclinadas em seu curso de célculo.

Também erra. Cita a mesma fungao dos itens anteriores.

Lucas erra. Novamente mostra que confunde assintotas horizontais com ver-
ticais. Diz que é relacionada com o eixo y e que é obtida a partir de limites

laterais.

Errada. Apenas diz que é relacionada com o eixo x e é encontrada a partir do

nimero que zera o denominador.

Em branco.

Lucas erra. Ele acha que basta a funcao ser polinomial.

Também erra. Assim como no item anterior, ele diz que basta a funcao ser

polinomial.

Nao responde.

Esboco do grafico correto. Também indica as assintotas corretamente. J&
vimos que Lucas tem uma tendéncia a confundir os critérios para encontrar
assintotas verticais com os critérios para horizontais, como neste caso, em
ambos os calculos, obtém-se o mesmo valor, Lucas acaba tracando o grafico

correto. Também faz o seguinte célculo:

x4+l x(14 Y
lim = lim ——F- =1

Gréfico incorreto. Ele encontra a assintota vertical corretamente (x = 2), mas
erra ao encontrar duas assintotas horizontais (y = —1 e y = 1), que, na verdade,
nao existem. Provavelmente nao considera que os graus dos polinomios do

numerador e do denominador sdo diferentes.

Grafico incorreto. Encontra assintotas horizontais e verticais que nao exis-

tem. Quanto a vertical, novamente ele nao percebe a indeterminacao do tipo

lim @, quando lim f(z) = 0 e lim g(x) = 0, e que este caso nao gera uma
T r—a T—a

r—a

assintota vertical. Quanto a horizontal, comete o mesmo erro do item anterior.
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4.1.2 Atividade I

Lucas observa o grafico tipo A desta funcao (veja a figura 32) e inicialmente nao
identifica nenhuma assintota. Ao pedirmos a mudanca da janela grafica para os

tipos B e C, perguntamos o que ocorreu e ele responde:

L: Basicamente ela se tornou uma reta. Chegou tao préximo de ... uma reta
... que é o préprio eixo x. O zx estd indo, estipulando assim, do valor —oco ao

+00. E 0 y é zero.

Neste ponto, perguntamos se y é mesmo zero e ele responde:

L: ... Eu acho que ele (0 y) é zero mesmo.

_;E—l—l
-1

(1) g(x)
Lucas ainda nao parece identificar a existéncia de nenhuma assintota ao observar o
grafico do tipo A desta fungao (veja a figura 33). Pedimos entao para reduzi-lo até

ficar do tipo B e perguntamos se, neste caso, o y continua indo para zero e ele diz:

L: O valor é bem préximo de zero, mas ele nao é zero ... Se vocé perceber
bem aqui ela nao vai formar uma tnica reta. Se o y fosse zero aqui ela estaria
formando uma unica reta. Entao, ela tem uma divisao como se fosse um ponto

aqui ... bem préximo de ...
Ele continua a mudar a janela até ficar do tipo C e continua:

L: E ... ela nao chega a zero, pode ver aqui ... tem uma concavidade ... um
valor bem préximo ... Ela estd indo de infinito a ... como se tivesse tendendo

a zero assim.

Lucas se refere ao pico que se forma no centro do grafico sobre o eixo y e o denomina
de concavidade. Ele parece s6 perceber a existéncia de assintota quando este tipo

de erro computacional ocorre. Entao, ele completa:

L: Isto aqui seria uma assintota, né? E a assintota do eixo y, a assintota

vertical.
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Sugerimos que ele mantenha o intervalo de y entre —5 e 5 e aumente o de z, tornando
o grafico do tipo D, e perguntamos se ele acha que a funcao vai para zero. Ele

responde:

L: Esta funcao, com estes valores, esta se aproximando de 1, pela direita e pela

esquerda, porque a assintota também continua valendo 1.

Pudemos verificar, ao observar o Lucas apontando para a tela do computador, que
as expressoes “pela direita’e “pela esquerda” se referem, respectivamente, a “r —

+o0” e ‘¢ — —o0”. Perguntamos se ele considera o ultimo gréfico correto e ele diz:

L: Eu acho que sim, porque este grafico assim ... assintotas ... de acordo como
se tivesse tendendo a valores infinitos, valores bem grandes, ela deveria ter tipo
esta variacao que teve. Entendeu? Porque naqueles valores que a gente digitou,

valores relativamente altos assim deveria ser a mesma para qualquer valor.

Lembramos a questao da escala e quais eram os comprimentos dos intervalos. Por
exemplo, que em um grafico com grande reducao global, 1cm pode equivaler a
um intervalo de comprimento 600. Ele nao havia se dado conta disto. FKEntao,

perguntamos qual a localizagao da reta x = 1 e ele diz:

L: Mais ou menos aqui assim (aponta para muito préximo do eixo y) com a
escala diminui bastante ... ela encolhe ... seria ... assintota estd relacionada

com a escala que eu vejo o grafico.
Perguntamos entao, se a existéncia de assintota depende da escala e ele responde:

L: ... ndo, independe da escala porque a forma assim, eu acho que ... ela existe
ali, né, mas com a variacao grande nas escalas, né, ela ... nao seria tao facil de
perceber como na escala comum que a gente veé.
2
hr) = 2
e +1
Construimos o grafico de h no computador na janela do tipo A conforme a figura 34
e Lucas nao aponta a existéncia de nenhuma assintota. Afastamos a janela grafica,

passando pelo tipo B e chegamos ao tipo C e ele diz:
L: Parece formar uma reta. £ uma reta ... y valendo zero, né ... eixo x.

Ao mudarmos a escala, tornando a janela grafica do tipo D, ele pergunta:
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L: Tem uma assintota, né?

Perguntamos qual é a assintota e ele responde:
L: Vertical.

Perguntamos novamente que tipo de assintota e ele reafirma:
L: Vertical.

Neste momento, pensamos que ele pudesse estar confundindo os significados das
palavras vertical e horizontal, mas rapidamente pedimos uma explicacao dele sobre
o significado destes termos e nos certificamos de que ele estava correto quanto a
isto. Ele realmente estava observando a existéncia de uma assintota vertical, entao
ratificamos a suspeita que tivemos no item (II) desta atividade: até agora, ele s6
identifica as assintotas quando, por um erro da maquina, o computador liga pontos
formando um segmento de reta como nas janelas dos tipos B e D da figura 33 ou na
janela do tipo D da figura 34, porém neste iltimo, a assintota vertical nao existe de
fato, causando um conflito cognitivo potencial. Até este momento, ele nao se deu

conta da inconsisténcia.

Em seguida, perguntamos se existe uma assintota horizontal. Lembramos que Lucas

estd observando uma janela do tipo D da figura 34. Ele responde:

L: Nesta escala, eu nao consigo visualizar a horizontal, mas pela equacao existe

essa assintota horizontal, mas nessa escala eu nao consigo perceber.

Perguntamos o que o leva a crer na existéncia de uma assintota horizontal. Ele

responde:
L: Pela férmula.

Perguntamos, entao, qual seria esta assintota e ele pensa bastante, mas nao respon-
de. Neste ponto, a reacao de Lucas é muito estranha, pois o grafico em questao é

andlogo ao do item (II) e, neste item, ele havia percebido a existéncia da assintota

horizontal.
. 5+ 1
i) ===

Visualizamos o grafico desta fungao como na figura 35, inicialmente o observamos
em uma janela do tipo A’ e perguntamos se o que ele vé representa bem o grafico

daquela funcao e ele diz:
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L: Nao, nao representa. Porque faltam as assintotas.

Esta resposta nos faz pensar se ele de fato tinha conhecimento da existéncia das
assintotas, por exemplo, pela andlise da féormula, ou simplesmente se as atividades
estavam o induzindo a achar que todos os graficos de fungoes racionais devem possuir
assintotas. Por suas reagoes durante as atividades e, ja antecipando, pelos resultados
dos testes das pré e pos-atividades, garantimos que a segunda alternativa traduz

melhor o que ocorreu.

Sugerimos uma outra janela, do tipo A, e ele ainda nao identifica a existéncia de
nenhuma assintota. Devemos lembrar que, nesta janela, ja podemos visualizar a
descontinuidade em x = 2. Quando modificamos mais um pouco a janela até ficar
do tipo B, ele diz existir a assintota vertical e ainda nao percebe a inclinada. Mais
uma vez, Lucas s6 aponta a assintota vertical apos um erro do computador, isto €,
quando ¢ tracado uma espécie de pico. Consideramos que estes fatos sugerem que

Lucas entende a assintota como parte do grafico e nao algo externo a ele.

Alteramos a janela ainda mais até ficar do tipo C e s6 entao ele afirma:

L: A assintota inclinada é esta aqui (aponta para a tela). Ela parece com uma
funcao y = ax + b, onde o b é zero porque ela estd tocando o eixo y no ponto
y = 0, né. Entao, da para saber que o b é zero porque o b é o ponto que a reta

corta o eixo y.

@)= 5o
r)=——
J 202 4+
Procedemos de forma analoga e a reagao de Lucas é semelhante ao que ja foi descrito.
2?41
k(r) = ——
(0) ="

Lucas observa o grafico desta funcao inicialmente numa janela do tipo A conforme
a figura 37 e agora ele detecta a presenca da assintota vertical. Ao modificarmos a

janela, ficando do tipo C, ele diz:

L: O comportamento dela agora é de uma funcao do 2° grau. Uma parédbola.
Perguntamos se a fungao possui alguma outra assintota e ele responde:

L: Ela tem uma assintota horizontal. Dessa funcao no caso, seria ... y = %1.

Perguntamos entao como isto ocorre e o que se segue é uma série de frases desconexas

e confusas. Perguntamos também se ele poderia apontar para o grafico e mostrar



113

o que ele estd dizendo, mas Lucas pensa durante algum tempo e nao consegue.
Pelo que pudemos observar durante este item, Lucas acabou se confundindo com a

distingao entre as varidveis = e y.

A reacao de Lucas a visualizacao das fungoes dos itens (VII) e (VIII) ndo levantou

nenhuma questao relevante.

4.1.3 Atividade II

1

(D y:E

Tragamos novamente no computador o grafico desta funcao em uma janela conforme
o tipo A da figura 32, onde a descontinuidade no ponto em que x = 0 é bem
visivel. Ao ser perguntado se a fungdo possui uma assintota vertical (ele havia
dito no encontro anterior que nao havia, mesmo tendo visto este mesmo grafico
na mesma janela), Lucas diz que sim sem muita certeza e apés uma longa pausa.
Podemos dizer que Lucas na verdade nao sabe, ou pelo menos nao sabia, o que
caracteriza a existéncia de uma assintota ao visualizar um dado grafico, pois ele s6
a identificava quando o que ele achava ser a assintota era desenhada pelo computador
(ver atividade I). Notemos que neste caso o computador nao ligou os pontos dando

a impressao de ter desenhado a assintota como na visualizagao tipo B da figura 33.

Apés alterarmos a janela anterior até ficar do tipo C (ver figura 32), Lucas identifica

a semelhanca com a reta e ainda cita a formula genérica:
L: A fungdo y = ax + b, uma reta.

E interessante que ele veja uma reta horizontal e mesmo assim cite a férmula com-
pleta da reta. Poderia simplesmente ter dito y = k por exemplo.

Durante a etapa numérica, quando buscava aproximagoes por retas para a fungao
y = i apos o processo de reducao global, Lucas obtém duas retas a partir dos
pontos da funcgao cujos valores absolutos de z sao cada vez maiores. Os valores de
x escolhidos por Lucas, os respectivos valores de y e as férmulas calculadas pelo

software estao relacionados abaixo:
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T Y Férmula
80 0.0125 y = 0.00014x + 0.0016
-92 | -0.01087

-120 | -0.008333 | y = 0.000056x — 0.0017
150 | 0.006667

Lucas percebe que os coeficientes das formulas dadas pelo software se aproximam

de certos valores e comenta:

L: Eu acho que a equagao... ela variou. O a, comparando a primeira com a
segunda (reta), quanto maior é o valor de x que eu determinei aqui, mais o a
fica préximo de zero. O b ... nao d& para dizer muita coisa, mas acho que ele

se afasta de zero.

Apds mais uma iteracdo, cujos valores encontrados foram:

T Y Férmula

-360 | -0.002778 | y = 0.0000058z — 0.00069
480 | 0.002083

Lucas completa:

L: O a esta cada vez mais proximo de zero e o b estd ficando proximo de zero

também. E; deu para ver... a fungao esta se aproximando da funcao... y = 0.

Lucas também traca todas as retas encontradas na mesma janela grafica tipo C da
funcao f e vé todas as curvas se confundirem.

_x—i—l
-1

9(x)
Lucas procede de forma andloga neste item.

—212

2+ 1

Retomamos esta fungao e a visualizamos em uma janela do tipo D, conforme mos-

h(x) =

trado na figura 34 para fazermos a aproximacao. Ele reconhece a semelhanca do
grafico da fungao com uma reta horizontal. Ao contrario da atividade I, aqui ele ja
diz existir uma assintota horizontal pela observagao do grafico. Perguntamos entao,

se existe algo na formula que indique a assintota horizontal. Ele diz:
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L: Este valor aqui, o —2. Acho que ele indicaria esta assintota sim. Pelo limite
... limite —o0 e +00. Se eu calculasse este limite ... 22 em evidéncia ... daria

—00, quer dizer, ... —2.

Aqui ele se refere ao artificio ja conhecido por ele das aulas de calculo:

-9 2 -9 2
= (4.)
2+1 221+ 5)
) 1
Como lim — =0, segue que:
z—+oo 2
: . —2z? . —2
Ar ) = ey T Ty T (4.2)

Neste momento, lembramos-lhe que ele havia dito na atividade anterior que esta

funcao possuia uma assintota vertical e ele diz:

L: ... Vou voltar aqui para a outra janela ... parece que ela sobrepos nessa ...

ela ficou bem pequena de acordo com a escala ... imperceptivel.

Ele ainda continua achando que a funcao h possui uma assintota vertical.

Partimos para a aproximagao numérica e ele escolhe os seguintes valores de = abaixo,
os respectivos valores de y e a formula encontrada pelo software também estao

mostrados abaixo:

x y | Formula

9000 | -2.0 | y = —2
5000 | -2.0

Notamos que, para a precisao do software, as imagens calculadas sao arredondadas
para —2. Entao, perguntamos se ele acha que o gréafico da funcao fica exatamente

igual a reta y = —2 no infinito e ele responde:
L: E uma aproximacao.

Lucas também traga a reta encontrada na mesma janela grafica tipo D da funcao h

e vé todas as curvas se confundirem.
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B 5%+ 1
-2
Lucas agora volta a observar o grafico desta fungao em uma janela do tipo A’ como

(V) i(x)

mostra a figura 35 e faz as mesmas observacoes expostas anteriormente com relagao
a assintotas. Entao, reduzimos o grafico até ficar do tipo C para calcularmos a

aproximacao. Os valores escolhidos e encontrados por ele foram:

x Y Formula

25 135913 | y =4.93x + 12.67
15 | 86.6154
100 | 510.2143 y = dx + 10.27
400 | 2010.0528

Ap6s comparar as duas férmulas encontradas, Lucas fica pensativo e depois diz que,
provavelmente, os coeficientes a e b da reta se aproximarao respectivamente de 5
e 10. Isto sera verificado na préxima atividade, durante a etapa algébrica. Lucas
também traca as retas encontradas na mesma janela grafica tipo C da funcao 7 e vé

todas as curvas se confundirem.

V) ja) = 5

Inicialmente observamos novamente o gréafico tipo A desta funcao como mostra a
figura 36, mas desta vez Lucas ja identifica a existéncia das assintotas vertical e
inclinada. Lembramos que isto nao ocorreu na outra atividade. Depois reduzimos
o grafico até ficar do tipo C e ele vé todo o gréafico ficar parecido com a assintota

inclinada. Entao, perguntamos o que ele refletiu sobre o que vem observando e ele
diz:

L: Eu vejo que as coisas estao batendo ... O grafico fica parecido com uma reta,
né ... a funcao como um todo, né ...porque ela nao seria uma reta ... Estes

calculos aqui fornecem a equagao da assintota.

Partimos entao para a escolha dos pontos e a aproximagao numérica, cujos valores

encontrados estao abaixo:

x Yy Férmula

100 | -199.005 | y = =2z + 1
500 | -999.001
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Notemos que o software ja arredonda os coeficientes da reta, ficando exatamente
igual a férmula da assintota inclinada da funcao j. Explicamos ao Lucas que isto
ocorreu por causa da precisao do software e ele apenas balanga a cabega concor-
dando. Ele traca a reta encontrada na mesma janela grafica tipo C da fungao j e vé
a semelhanca desta com a reta. Na proxima atividade, na etapa algébrica, iremos

comparar os resultados.

4.1.4 Atividade III

Ao final da atividade anterior haviamos pedido para Lucas refletir sobre um método
alternativo para o calculo da férmula da assintota a partir apenas da lei da fun¢ao, um
método algébrico, mas ele nao retorna com nenhuma resposta. Sugerimos, entao, a divisao

polinomial. Os cédlculos do participante serao descritos a seguir.

Lucas faz os célculos com as fungoes dos itens (I) e (II), mas como estes casos sao

mais simples e diretos preferimos iniciar o relato pelo item mais interessante.

N
241
Neste item, Lucas faz o seguinte calculo apds nossa sugestao:

(1) h(z) =

—2:102_ n 2
x24+1 22 +1

(4.3)

Perguntamos qual o valor de xhrgo PEREE ele pensa bastante e responde com outra
—00

pergunta:

L: Seria 400, —00?

2
Pedimos entao, para que ele construa no computador o grafico de y = — 1 e
x
refaco a pergunta anterior. Desta vez, ele responde bastante surpreso:
L: ... E zero aqui?
Neste momento, ele retoma o cdlculo (4.3) e entende que, como lim ——— =0,
z—too g2 + 1
temos lirjrtl h(x) = —2. Lucas compara este resultado com aquele encontrado na
T—=00

etapa numeérica e observa a coeréncia. Além disso, também observa a reta encon-
trada nesta etapa na mesma janela gréafica tipo D da h e das outras retas encontradas

na etapa numérica e vé todas se confundirem.
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_5952—1-1
 or—2

De forma analoga ao item anterior, Lucas efetua a divisao conforme sugerido e acha:

(V) i(x)

522 + 1 21
— = (5 10
(bx + >+x—2

— (4.4)

Pedimos para que Lucas tracgasse o grafico de y = 5z 4+ 10 na mesma janela grafica
tipo D da funcao i e ele vé a semelhanca do gréafico desta funcao com a reta em
questao, sendo esta reta uma aproximacao ainda melhor do que as encontradas na
etapa numérica. Ele também identifica a reta y = 5x+ 10 como a assintota inclinada
da funcao i. Ao final desta sessao, levantamos a seguinte questao: Sera que todas
as retas encontradas até agora, tanto na etapa numérica quanto na etapa algébrica,
podem ser chamadas de assintotas? E Lucas, sem pensar muito, diz que sim e
justifica dizendo que todas as retas nas janelas graficas apds a reducgao global sao

muito semelhantes e se confundem com o grafico da funcao estudada.

V) @) = 5

Lucas faz a divisao e encontra:

—473 x
— = (—22+4+1)+ —— 4.5
202+ ( * )+2x2+x (45)
x
Agora ele ja percebe que lim ——— = 0, justificando que ambos denominador e
w—too 202 + 1

numerador vao para infinito, mas o primeiro é “mais forte” que o segundo, determi-
nando assim o resultado deste limite. Ele compara o resultado obtido nesta etapa

com o resultado obtido na etapa anterior e vé a coeréncia dos valores.

Em todas os itens, Lucas observou a discriminacao geométrica entre todas as curvas

estudadas e as respectivas aproximacoes das assintotas.

Ao fim desta atividade pedimos para o participante pensar se poderiamos chamar
todas as retas encontradas até aqui de assintotas, ja que todas elas apds o processo de
reducao global eram muito semelhantes aos graficos das funcoes originais. A resposta para

esta reflexao viria na préxima sessao.
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4.1.5 Atividade IV

Com intuito de poupar o leitor, vamos omitir o relato dos itens de (I) a (III) por serem

mais simples e iniciaremos nossa narrativa pelo item (IV).

(IV)

(V) j(z)

(VD)

. 5+ 1
i(r) = ~—3

Apés tracarmos os gréficos de y = [i(z) — i(z)]z e y = [i(z) — i(x)]z conforme
explicado na se¢ao 3.1 e conforme o roteiro do apéndice C, Lucas observa e nao
acha mais que todas as retas sao consideradas assintotas, mas existe uma reta que
melhor se aproxima do gréafico da funcao e esta reta é a calculada na etapa algébrica.
Lucas se mostra bastante entusiasmado com o que vé e perguntamos por que ele

acha que isto acontece e ele responde:

L: Porque a diferenca ... a diferenga delas, da i(x) e essa reta que a gente cal-
culou algebricamente ficou bem préxima de zero, mas vocé agora multiplicando
por um z grande (como se fosse infinito) j& mostrou que houve um desvio ...

consideravel entre a y = 5z + 10 e a y = 5z + 10.27 que a gente calculou.

B —43
224z
Lucas procede de forma analoga ao item anterior.
3
241
k(r) =

Retomamos esta funcdao em uma janela grafica do tipo A como mostra a figura 37 e
Lucas ja fala que a forma do grafico depois de reduzido se parecera com uma parabola
e também fala da existéncia da assintota vertical x = 0. Devemos lembrar que em
etapas anteriores Lucas so identificava assintotas verticais quando, por um erro,
a maquina ligava os pontos, fazendo parecer que as estava tracando. Realizamos,
entao, de forma andloga as atividades anteriores, todas as outras etapas. Em alguns

momentos, pedimos que ele definisse o significado de assintota e ele diz:

L: A assintota vertical é aquela que corta o eixo x em algum ponto e a horizontal

é aquela que corta o eixo y em algum ponto ...

Ele da caracteristicas de retas verticais e horizontais quaisquer, mas nao fala o que
caracteriza uma assintota. Entao, insistimos e perguntamos quando uma reta pode

ser definida como uma assintota horizontal e ele responde:
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L: Quando x tende a infinito, assim, ... no caso da horizontal o y também,

nao? ... (pensa bastante) o y tenderia a zero?

Lucas se mostra confuso e lhe explicamos que, para existir uma assintota horizontal,
uma funcao pode nao tender a zero necessariamente, ela pode tender a um valor

fixo qualquer e ele insiste em dizer que a assintota horizontal cortara o eixo .

Inicialmente Lucas achava que todas as féormulas encontradas nas aproximacgoes
numérica e algébrica poderiam ser classificadas como férmulas de funcoes limitantes

para a funcao k, mas apds a etapa de reconceituacao ele percebeu a unicidade.

Nos itens (VII) e (VIII), Lucas procede de forma analoga.

Ao final da 1ltima atividade, Lucas fala sobre o que observou:

L: No caso, elas confundem muito a gente para achar qual é a melhor funcao, no
caso seria qual a func¢ao limitante de uma funcao ... um gréafico no computador pode
ser traigoeiro, confundir muito a gente ... e a gente sd conseguiria ver qual seria
a funcao limitante mesmo é ... seria a fungao que vocé tem, subtraindo da funcao
que voce calculou algebricamente e ... mesmo assim o y, tragado no computador,
né, este y sendo igual a zero ... nao seria ... concreta ao multiplicar por um valor
x qualquer ... olhando assim no grafico, a principio, s6 na subtracao pode parecer
que y é igual a zero, mas se eu multiplicar por x pode ver que o y nao seria zero,

seria alguma coisa.

Perguntamos como ele definiria uma assintota horizontal agora e ele responde:

L: No meu modo de ver, seria obtida através da subtragdo da fungdo dada com
esta fungao que a gente calculou algebricamente e para valores grandes de z isso (a

diferenca) tem que tender a zero.

Perguntamos se ele gosta do computador, se acha que ele pode ajudar na aprendizagem

de matematica e ele responde:

L: Eu acho que o computador tem os pontos bons como os pontos ruins. Ele pode
ajudar, assim como pode confundir também. Ele pode fazer “pegadinhas’com a

gente.
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Perguntamos, entao, o que ele acha que deveriamos fazer para nao cairmos nestas

“pegadinhas”e ele diz:

L: Seria mais o calculo algébrico... O computador seria mais uma ferramenta de

visualizagdo, uma comparacao.

Também perguntamos se ele considera que uma abordagem para o ensino de ma-
temética utilizando o computador seria rica ou nao (lembramos que Lucas, até hoje nao

tinha usado o computador para aprender matemaética) e ele diz:

L: Seria riquissima. Por exemplo, para valores muito grandes, na sala de aula meu
professor chega no quadro, desenha o gréafico, desenha uma reta, uma parabola 14 e
diz assim: “olha isso aqui estd indo para infinito”... Vocé tem que imaginar. Além

disso, aqui é tudo mais rapido.

Em alguns momentos durante as atividades, por nao estar tao habituado com o soft-
ware, Lucas as vezes nao digitava corretamente alguma férmula ou valor e isto acabava
dificultando bastante o andamento da tarefa, uma vez que o tutor nem sempre conseguia

detectar o problema de imediato e, entao, Lucas se sentia confuso.

4.1.6 Pobs-atividade

1. Neste exercicio em todos os itens, as respostas dadas sao basicamente muito similares
as dadas no pré-teste, isto é, apenas escreve por extenso o significado do simbolo de

limite.

2. (a) Ele erra. Diz que a afirmagao ¢ verdadeira. Justifica dizendo que a assintota
vertical estaria sobre o eixo y. Provavelmente ele esteja confundindo o fato
de ¢(xo) = 0 com xy também ser zero, gerando uma assintota vertical x = 0

(exatamente sobre o eixo y), caso p(zg) # 0.

(b) Ele acerta, a afirmagao é falsa. D4 o exemplo de uma fungao que possui uma
assintota horizontal coincidindo com o eixo z (y = 0) e que assume o valor zero

em algum ponto.

(c) Ele erra. Diz que a afirmacao é verdadeira. Na verdade, ele nao justifica,
apenas diz que toda funcao polinomial possui pelo menos uma assintota. Aqui

vemos que ele realmente confunde a palavra racional com polinomial.
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1
3. (a) Ele acerta. Cita a funcdo f(z) = — e determina corretamente a férmula da
T

assintota horizontal.

1
(b) Ele acerta. Cita a fungao f(z) = 7€ também determina corretamente a
$ —

féormula da assintota vertical.

2 +3
(c) Ele acerta. Cita a funcao f(z) = = e determina a férmula correta da

assintota inclinada.
(d) Também acerta. Cita a mesma fungao do item anterior.
4. (a) Ele erra. Apenas diz que é uma reta que intercepta o eixo y em um ponto
qualquer.
(b) Também erra. Andlogo ao item anterior.

(¢) Também erra. Diz que é uma reta que intercepta a origem e forma com o eixo
2 um angulo inferior a 90° e que é a unidao de uma assintota vertical com uma

horizontal.

5. (a) Ele acerta. Ele cita o cdlculo do limite da fungdo quando x tende a infinito.

(b) Ele acerta, mas sua explicagao é incompleta. Ele diz que a assintota vertical
ocorre quando o denominador zera, mas esquece de dizer que o numerador nao

pode zerar.
(¢) Nao responde.
6. (a) Ele faz o esbogo do grafico em uma janela afastada, ficando explicitas as duas
assintotas.

(b) Ele continua errando. Acha assintotas horizontais que nao existem como no

pré-teste, mas continua encontrando corretamente a assintota vertical.

(c¢) Continua incorreto. Ele continua encontrando a assintota vertical = —3 que

nao existe, pois nao considera o fato do numerador zerar também neste ponto.

4.1.7 Esboco da imagem de conceito de Lucas

Agora iremos fazer um resumo das principais idéias observadas durante a pré-atividade,
as atividades e a pos-atividade de Lucas, a fim de ajudar em nosso esboco de sua imagem

de conceito.
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Esboco da imagem de conceito anterior

1. Definigoes de conceito: Lucas tem muita dificuldade de definir os objetos ma-
tematicos. Em particular, ele nao define limite, apenas traduz o significado dos
simbolos utilizados para representa-lo. Ele também muitas vezes nao faz distingao

entre definir e encontrar.

2. Critérios: Ele conhece o critério de colocar em evidéncia o termo de maior grau

do denominador e do numerador para calcular limites no infinito, por exemplo,
1 r(l+1 1
lim T lim(if):l, pois lim — = 0.

3. Exemplos: Todos os exemplos mencionados durante o primeiro teste estavam in-

corretos, com excecao de um sobre assintotas inclinadas que ele deixou em branco.

4. Idéias equivocadas: Ele acha que o grafico da funcao nunca corta a sua assinto-
ta. Ele também acha que, se o denominador zera, entao ha necessariamente uma
assintota vertical, nao considerando a possibilidade do numerador também ser zero.
Ele também diz que toda funcao polinomial' possui assintota horizontal ou vertical.
Além disso, pelo que foi observado, ele considera a assintota uma parte do grafico

da func¢ao e nao um objeto externo a ele.

5. Idéias corretas: Ele consegue identificar a presenca de algumas assintotas por

analise algébrica. Ele conhece a representacao algébrica de fungoes do 1° grau.

6. Conexoes: Apesar de mostrar conhecer o critério descrito no segundo item acima,
nao o cita quando isto é pedido. Simplesmente ele pode nao ter feito a conexao
do significado da palavra critério e o procedimento por ele conhecido. Ele também
nao relaciona a reta com a qual a funcao se assemelha apds o processo de reducgao
global com a assintota, mesmo quando ele reconhece a existéncia delas por andlise

algébrica.

7. Conflitos tedrico-computacionais: Ele s6 identifica a assintota vertical quando,
por um erro do software, o computador liga os pontos préximos da descontinuidade.
Em alguns casos, mesmo nao havendo descontinuidade, nem sequer assintota verti-
cal, o computador traga algo muito semelhante ao que ocorre quando ha assintotas,
isto ¢, em trechos de méaximo ou minimo local por exemplo, apds a reducao global,
o computador também liga pontos formando um segmento de reta e ele equivoca-

damente acusa ser uma assintota.

1Ele com certeza estava querendo dizer racionais. Este termo ndo era familiar a ele, polinomial sim.
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8. Incoeréncias momentaneas: Ele afirma que numa funcao racional, se o denomi-
nador ¢é zero, entao a funcao é zero. Ele calcula limites laterais em pontos de des-
continuidade para encontrar assintotas horizontais, quando deveria fazer isto para
encontrar as assintotas verticais. Ele também é incoerente em poucos momentos ao
identificar (olhando para a tela) a existéncia de algumas assintotas horizontais, por
exemplo, mesmo quando é visivel que a funcao tende a infinito quando x também

tende a infinito.

Lembramos que, até antes de nossas atividades, Lucas nao havia estudado assintotas
inclinadas; nem mesmo em seu primeiro curso de calculo. Apesar de seu desempenho
inicial frente ao conflito tedrico-computacional descrito acima, ao final da primeira ati-
vidade ele comeca a identificar as assintotas verticais mesmo quando o computador nao

liga os pontos.
Processo de interagao entre abordagem e a imagem de conceito

Aqui vamos citar algumas caracteristicas importantes observadas durante o processo
de interacao entre as atividades e a imagem de conceito do participante, com isso, quere-

mos mostrar a evolugao deste processo.

Atividade II
e Continua tendo duvidas na caracterizacao das assintotas em janelas com intervalos
para x e y pequenos.

e Na etapa numérica percebe para qual reta a funcao esta tendendo quando tomamos

valores maiores de .
e Mostra que conhece um critério para existéncia de assintotas horizontais.

e Continua achando assintotas verticais que nao existem por influéncia do que vé na

tela como na atividade anterior.

e Tem consciéncia de que as féormulas calculadas na etapa numérica sao apenas apro-

ximagcoes.

e No decorrer desta atividade, ele ja comeca a identificar corretamente a existéncia

de assintotas verticais e horizontais ao visualizar os graficos do computador.

e Apds a reducao global, comega a relacionar as retas observadas com as assintotas

das respectivas fungoes.
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Atividade III

e Ele nao retorna com nenhum critério algébrico alternativo para encontrar assintotas

em resposta a pergunta feita ao final da atividade anterior.

e Inicialmente ele nao sabia que um limite do tipo lim —
T—00 p4 -+

no computador o ajuda a verificar o comportamento da funcao.

é zero. A visualizacao

e Compreende com facilidade o critério proposto para calcular assintotas através do

algoritmo da divisao e de limite.

e Ele acha que todas as retas calculadas na etapa algébrica e numérica podem ser

chamadas de assintotas por se confundirem com a curva apods a reducao global.

Esbogo da imagem de conceito posterior

1. Definicao de conceito: De inicio, ele da uma definicao pobre de assintota. Des-
creve apenas algumas caracteristicas comuns a qualquer reta. Mas ao final da ativi-
dade, da a definicao: para valores grandes de = a diferenca entre a funcao estudada
e a formula da assintota tem que tender a zero. Porém, ele continua nao definindo
limite, apenas escreve por extenso o significado do simbolo de limite como havia
escrito no primeiro teste. Enfim, ele continua tendo dificuldades em definir objetos
matematicos, muitas vezes cita algumas propriedades do objeto em questao, mas

que nao sao exclusivas deste.

2. Critérios: Lucas aumenta sua capacidade de calcular férmulas de assintotas e
determinar a existéncia delas. Verificamos isto nao s6 no resultado do teste posterior,

mas também durante as atividades.

3. Exemplos: Maior capacidade de dar exemplos corretos pertinentes a fungoes que
possuem assintotas. Todos os exemplos dados por Lucas no tultimo teste estavam

corretos.

4. Idéias equivocadas: Continua achando que, se o denominador zera, entao ha
assintota vertical; nao considera a possibilidade da indeterminacao quando o nu-
merador também é zero. Ele também continua achando que toda funcao racional

possui alguma assintota.



126

5. Idéias corretas: (Unicidade) Durante a etapa de reconceituagao, ele percebe que
em cada caso sO existe uma assintota, isto é, as outras sao apenas aproximacgoes
e existe a melhor reta que aproxima o grafico da funcao quando x tende a infi-
nito. Desta vez, ele admite que o grafico de uma funcao possa cortar sua assintota

horizontal.

6. Conexoes: Mesmo em janelas com intervalos de x e y pequenos, ele consegue

identificar assintotas verticais, diferente do que ocorria antes das atividades.

7. Reacao aos conflitos tedrico-computacionais: Nao foi identificada nenhuma

reacao importante.

8. Incoeréncias momentaneas: Também nao foi identificada nenhuma incoeréncia

importante.

9. Impressoes: Ele acha que gréaficos tracados pelo computador possam confundir.

Na verdade, ele admite que o computador tenha pontos positivos e negativos, isto
é, que ele possa ajudar ou atrapalhar. Ele complementa dizendo que o computador
¢ uma ferramenta de visualizacdo, mas para se ter certeza do que se esta estudando
sao necessarios calculos algébricos. Além disso, ele considera que a abordagem
computacional pode ser riquissima, pois, segundo ele, o aluno se torna mais ativo

no processo ensino-aprendizagem e tudo fica mais rapido.

Analise do esbogo da imagem de conceito de Lucas

A seguir, para melhor compreensao dos resultados dos testes das sessoes pré e pds

atividades de Lucas, iremos resumi-los na tabela 1.

Precisamos frisar e lembrar que Lucas é o tnico a ter estudado céalculo antes das
atividades em seu outro curso superior, portanto, ele ja havia estudado limites e o com-
portamento assintético de fungoes racionais. Apesar disto, suas reacoOes anteriores as
atividades mostram uma imagem de conceito pobre sobre assintotas com uma série de
idéias equivocadas, inclusive a de que uma assintota é um objeto pertencente ao grafico.
Isto nao sé confirma a idéia de que o tema é dificil, mas também de que a abordagem

dentro da sala de aula nao esta correspondendo ao esperado, pelo menos para Lucas.

Podemos observar aspectos positivos e negativos nas reagoes de Lucas as atividades.

Apesar de conseguir dar uma defini¢do de conceito razodvel para assintotas (alids, esta



127

Pré-atividades e pos-atividades — Lucas
Questoes itens correcao
antes | depois
1 — Definigao de conceito de limite (a) D D
(b) D D
(c) D D
(d) D D
2 — Verdadeiro ou falso (a) | CE E
(b) E C
(c) CE E
3 — Exemplos (a) E C
(b) E C
(c) B C
(d) E C
4 — Definigao de conceito de assintotas | (a) E D
b) | E D
(c) B D
5 — Critérios para encontrar assintotas | (a) E C
(b) E CI
(c) B B
6 — Esbogo de graficos (a) C C
(b) E E
(c) E E

C — Correto

CI — Correto, mas incompleto

CE — Correto por razoes erradas

E — Errado

D — Escreve afirmagoes corretas, mas desvia do que foi perguntado

B — Em branco

Tabela 1: Tabela dos resultados dos testes das sessoes pré e pds atividades de Lucas.
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pode ter sido apenas resultado de uma mera repeticao do que foi visto durante as ativi-
dades), em geral, as atividades ndo o ajudam a definir o conceito de limite. Na verdade,
isto ja era esperado, tendo em vista que este tipo de habilidade se revela bastante dificil
no estagio de desenvolvimento de Lucas conforme j& visto em nosso referencial tedrico.
Contudo, isto nao quer dizer que sua imagem de conceito esteja empobrecida, como vimos,
definir é apenas um aspecto dela e tudo indica que dependa de uma habilidade especifica
que ainda nao foi desenvolvida pelo individuo, o que, de fato, é esperado neste estagio

conforme nosso referencial tedrico.

Algumas idéias equivocadas presentes antes das atividades permaneceram inalteradas.

A nossa abordagem nao o ajudou a perceber que quando temos uma indeterminagao
f(z)

g(x)
assintotas verticais. Isto é corroborado pelo software que simplesmente liga os finitos

do tipo quando ambos f(z) e g(z) tendem a zero, ndo necessariamente existem
pontos da tela, dando a entender que a funcao esta definida inclusive no ponto onde ambos
denominador e numerador zeram, porém o software nao traga um grafico semelhante a
uma curva que possua uma assintota vertical no ponto onde ocorre a indeterminacao.
Mesmo assim, Lucas nao se da conta do conflito. Além disso, ele permanece afirmando
que toda funcao racional possui pelo menos uma assintota, mesmo ele tendo observado a

_ . z* —10 N : ,
funcao do item (VII), I(z) = ———, que nao possui nenhuma assintota.

Y xz + 1 )

Uma impressao aparentemente negativa de Lucas é achar que a maquina possa confun-
dir o usuario, mas achamos que isto é um reflexo do fato de ele ter sido confrontado com
diversas situacoes (algumas nao usuais) que o obrigaram a pensar de forma diferente da

que esta habituado. Isto simplesmente pode indicar que a abordagem mostra os fatos ao

invés de escondé-los ou facilita-los. Na verdade, consideramos isto um aspecto positivo.

Os aspectos positivos sao muitos. Durante a etapa numérica, Lucas logo percebe os
valores exatos das formulas. Ele tem consciéncia do carater de aproximacao dos valores
encontrados na etapa numérica. E também a visualizacao no computador o ajuda a

verificar que o limite do tipo lim é zero. Enfim, consideramos que a proposta o

z—o0 2 + 1
ajuda a ampliar sua imagem do conceito de limite.

Lucas se apropria dos critérios de existéncia de assintota sugeridos pelas tarefas, sem
esquecer os critérios que ja possuia, bem como sua capacidade de calcular as férmulas das
assintotas. A sua capacidade de dar exemplos sobre topicos relativos ao tema aumenta
bastante, tanto que todos os exemplos dados por ele no tltimo teste sao corretos. Ele
também compreende melhor o conceito, pois antes das atividades ele considerava assintota

como uma parte do grafico e depois entendeu a idéia correta de que é uma reta externa ao
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grafico, isto é, seus pontos nao pertencem ao conjunto chamado grafico da funcao. Com
isso, ele para de depender de um erro do software para identificar a presenca de assintotas,
no qual os pontos eram ligados dando a impressao de que a maquina estaria tracando a
assintota. Além disso, compreende melhor a definicao de assintota quando entende a
questao da unicidade que nao era considerada por ele antes da etapa de reconceituacao.
Ele também passa a entender que a curva pode cortar a assintota da funcao, apesar de ele
nao ter se deparado com este exemplo durante as sessoes. Ao final, ele consegue identificar
a existéncia de assintotas observando os graficos mesmo em intervalos de x e y pequenos,

0 que nao ocorria antes.

Podemos dizer que outro aspecto positivo é sua abertura para a eficdcia do auxilio do
computador. Apesar de dizer que a maquina pode atrapalhar, ele admite que uma abor-
dagem usando o computador também pode ser bastante rica, pois o aluno teria um papel

mais ativo no processo ensino-aprendizagem, além de tornar os calculos mais rapidos.

4.2 Alexandre

4.2.1 Pré-atividade

1. Neste exercicio, em todos os itens, Alexandre apenas escreve por extenso o signi-
ficado da notacao lim f(x). Alexandre realizou o pré-teste em uma data posterior
r—a
a data da realizacao dos outros participantes e ja haviamos verificado este erro
também nestes. Portanto, este erro poderia estar sendo induzido pela maneira
como a questao tinha sido formulada. Entao, esperamos Alexandre responder a
esta questao e, logo em seguida, lemos a resposta dele. Ao verificarmos que ele
também havia apenas traduzido a notagao de limite, explicamos-lhe oralmente o

que realmente queriamos dizer e ele respondeu assim:

Vocé quer a definicdo? Com as minhas palavras? Ah, ta! ... Mas é isto que eu

sel.

2. (a) Ele afirma que é verdadeiro. Ele erra. Ele responde que basta as duas fungdes
(numerador e denominador) serem polinomiais para existir uma assintota ver-

tical.

(b) Ele responde falso. Ele acerta. Diz depender da fungao, mas nao da um contra-

exemplo.

(c) Ele responde verdadeiro. Ele erra. Nao dd nenhuma justicativa.



4. (a)
(b)
()

5. (a)
(b)
()

6. (a)
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Alexandre desenha o grafico de uma funcao que possui uma assintota horizon-

tal, cuja lei ele afirma ser y = 2z — 4, o que ¢ incorreto.

Andlogo ao item (a).

Deixa em branco.

Incorreto. Ele diz que a funcao y = 2x — 4 possui duas assintotas, uma hori-
zontal e outra vertical.

Alexandre parece saber, mas em sua afirmacao faz confusao com alguns de-
talhes. Neste item, ele escreve:

Assintota horizontal é aquela onde no eixo y o limite tenderd a +oco e as

fungoes chegarao proximo de tal valor da assintota.

Podemos perceber que, quando ele se refere a tender a +oo no eizo y, ele
deveria dizer x tender a infinito, mas nota-se que ele possui alguma nocao do
conceito, apesar de ter dificuldades para se expressar. Além disso, ele omite a
palavra reta e diz apenas aquela, enfatizando o critério de encontrar assintotas

e nao a definicao conforme havia sido pedido.

Ele escreve uma resposta andloga ao item anterior.

Deixa em branco.

Ele apenas diz que o critério é composto de calculos de limites, mas nao os
explicita.

Mesma resposta do item anterior.

Deixa em branco.

Desenha um grafico incorreto e encontra apenas a assintota vertical.

Desenha um grafico incorreto. Encontra a assintota vertical, mas seu esbogo

sugere uma assintota horizontal inexistente.

Desenha o grafico incorreto. Ele encontra uma assintota vertical. Ele faz o

seguinte:

' o (@3 (x—-3) _

4.2.2 Atividade 1

D f(x)

1
e
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Na janela grafica do tipo A desta fungao (como mostra a figura 32), Alexandre iden-
tifica as duas assintotas existentes, a horizontal e a vertical, e as localiza, apontando
para a tela; contudo, nao é capaz de dizer as formulas delas. Perguntamos, entao,

como ele sabe que existem assintotas e ele responde:

Al: Ela tem uma assintota porque vocé vé que aqui tem um ponto, tipo que
estd dividindo ela mais ou menos assim, nao sei se estou me expressando bem,

e também que ela nao encosta no eixo.

Alteramos a janela gréafica até ficar do tipo B e Alexandre diz:

Al: Olhando assim, agora ela (o grafico da fungao) parece estar encostando (o

eixo).

Visualizamos, em seguida, o grafico da fun¢ao em uma janela do tipo C. Alexandre

fica surpreso e ri.
Al: Uma reta! ... Parece que elas se encontraram, é o que dé para entender.
Pedimos para ele justificar o que ele esta vendo. Ele pensa e diz:

Al: Pela figura aqui, o que dé a entender é isso, que ela é uma reta direto e

nao como a gente viu antes em que formavam assintotas.

Pedimos para ele olhar a féormula da funcao e dizer por que ele acha que o grafico

da fungao fica parecido como uma reta. Ele pensa bastante e ri.
Al: ... Porque o = estd no denominador nao seria, né? ...

Lembramos-no que estamos lidando com ntumeros grandes. Neste momento, ele
pensa e diz que, quando o x é grande, os valores de y tendem a zero. Perguntamos
qual a férmula da reta que ele estd vendo na tela e ele diz nao saber. Ele fica
curioso e pergunta qual é a reta e informamos que isto descobriremos mais adiante
no decorrer das atividades, inclusive que serd um de nossos objetivos.

_x—i—l
-1

9(x)
Inicialmente visualizamos o grafico desta funcdo em uma janela do tipo A como
mostra a figura 33. Alexandre fala sobre a existéncia de apenas uma assintota,
a vertical, mas nao identifica a horizontal. Ele chega a ficar na duavida sobre a

existéncia desta ultima e comenta:
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Al: Acho que s existe a vertical, a horizontal ... parece que elas estdo na

mesma, na mesma, ... na mesma altura ... hii, entao acho que tem sim.

Ao modificarmos a janela gréfica, chegando ao tipo C, ele fala da semelhanca do que
ele estda vendo com o grafico da funcao anterior e diz que o que ocorreu é analogo.
Ele vé o grafico nesta janela e diz que, analisando o grafico agora, garante nao
existir assintota horizontal (agora ele tem certeza). Ele também diz que, se tivesse
visto apenas esta janela, ele diria que a assintota vertical nao existia. Em seguida,

complementa:

Al: Para nimeros muito grandes, eu acho que realmente ela vai tendendo a

como ela estd ali (aponta para a visualizagao tipo C).

Entao, perguntamos se ele acha que o “pico” que aparece ao centro do grafico gra-

dativamente deveria desaparecer apds o processo de reducao global. Alexandre diz:

Al: Eu acho que sumir, sumir, nao deveria sumir nao. Nao sei se é porque esta
muito longe, nao sei, ou entao, como estd tendendo ao infinito ... alguma coisa

desse tipo.
Ele ainda esta visualizando o grafico em uma janela do tipo C e continua:

Al: Parece que o y estd tendendo novamente a zero, mas pela funcdo nao sei

se isto é o certo.

Visualizamos em seguida a janela do tipo D. Alexandre entende a questao da escala

e vé que, na verdade, a funcao g tende a 1.

Al: Acho que é por causa da escala, quanto mais os nimeros sdo menorezinhos,
por exemplo, aqui parece que este ponto é 100, nao sei se é 100, e como a escala

vai ficando muito pertinho, nao sei se ¢ isso ... ela vai ficando préximo.

Ainda visualizando a janela do tipo D, perguntamos o que ele tem a dizer sobre as

assintotas.

Al: Como estd uma reta direta ... a assintota vertical ndo vejo mais e a

horizontal, se antes eu nao estava vendo, agora entao.
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E interessante como Alexandre nao consegue relacionar a reta que ele vé na tela

com a assintota horizontal.

Perguntamos se o grafico que ele esta vendo se parece com o grafico de alguma

funcao que ele conheca, e ele responde:
Al: ... (pensa, ri) deve estar!

Dizemos, entao, que ele nao precisa dizer a férmula exata, mas que ele pode dizer

com que tipo de funcao a g se parece. Ele fala:

Al: Ela parece uma reta ... mas exatamente uma reta ela nao é, porque parece
que ela faz alguma coisa que vai abrir para algum dos lados quando se aproximar

mais, ai a gente vai ver o que ela vai formar.

Apesar de Alexandre nao fazer conexao de aspectos graficos com aspectos algébricos,

ele tem consciéncia das limitagoes da méaquina e das aproximacgoes fornecidas por

ela.

-2
Mo =y
Construimos o grafico desta fungao em uma janela gréafica do tipo A como mostra a
figura 34 e Alexandre nao percebe a existéncia de nenhuma assintota. Ao mudarmos
a janela até o tipo C, ele aponta, ri e fala sobre a semelhanca com o caso anterior.
Ele completa, dizendo que agora ele nao esta vendo nada mesmo (nada relacionado

com assintotas).

Al: Para esta, na outra janela vocé vé que o grafico dela é diferente, 16gico,
mas o que parece é que o ponto que estava assim, né? (aponta para a tela)

Agora parece que estd se aproximando do eixo x, se abrindo, nao sei.

Reduzimos o grafico ainda mais, até visualizarmos a janela do tipo D e ele afirma que
o comportamento desta fungao é analogo a funcao do exemplo anterior, apenas se
diferenciando por estar abaixo do eixo x. Alexandre continua sem dar uma férmula

para a reta visualizada.

Al: Aquela voltinha que a gente via na primeira janela, estd aqui neste ponto

(aponta para o pequeno “pico”que se forma ao centro do grafico do tipo D).

Pedimos para ele olhar para a formula da funcao h e tentar analisar o que esta

ocorrendo. Ele pensa bastante:
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Al: Cada vez que o z for maior, parece que ela (a funcdo) vai tender a —oo.

Perguntamos para onde a funcao vai tender e ele responde:
Al: Ela vai tender a valores negativos, né?
Perguntamos se estes valores negativos sao quaisquer e ele diz:

Al: ... Qualquer valor negativo nao deve ser ... Olhando para cd, parece que ela
parou no —2, mas quando vocé vé nas janelas anteriores (tipo A, por exemplo),

o que d& a entender é que ela nao forma uma reta.

Insistimos para ele se concentrar no grafico visualizado quando x assume valores

grandes. Alexandre pensa muito e responde:
Al: Acho que vai ser sempre um valor negativo ... Acho que ela vai descendo.

Pedimos para ele modificar a janela grafica de tal forma que aumente o intervalo de
x e mantenha o intervalo de y pequeno. Ele vé que o gréafico continua semelhante

ao tipo D mostrado na figura 34.

Al: E ... ela ndo desce, continua no —2.

. 5% + 1
i(r) = ~—37

Visualizamos a funcao ¢ numa janela grafica do tipo A’ como mostra a figura 35
e, mesmo depois de perguntarmos se a funcao poderia assumir valores positivos,
Alexandre afirma que nao. Esta resposta é devida certamente pela influéncia da
representacao grafica. Entao, modificamos a janela até a mesma ficar do tipo A,
Alexandre se surpreende com a aparicao de mais uma parte da curva no canto
superior direito da janela. Depois disto, ele identifica a existéncia da assintota
vertical, mas em principio fica na duvida se existe uma assintota horizontal. Pensa
um pouco e acaba decidindo que nao existe tal assintota. Devemos lembrar que
Alexandre nao estudou assintotas inclinadas, portanto nao esperavamos que ele a
indentificasse, contudo esta atividade serviria para introduzirmos esta nogao. Neste
momento, pedimos para ele analisar a férmula da funcao e dizer se existe alguma
relacao entre a existéncia da assintota vertical, apontada por ele, e a lei da func¢ao
1. Ele pensa, mas nao vé nenhuma relacao. Insistimos para ele pensar mais e ele se

arrisca:
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Al: Acho que estao se formando duas pardbolas dos dois lados por causa da
funcdo “de cima’(y = 522 + 1), ndo sei. E depois, quando nés mudamos a

janela, parecia que ia formar uma reta.

Alexandre tenta encontrar alguma relacao familiar entre o grafico que esta vendo e
a formula. Ele vé uma semelhanga entre parabolas e as duas curvas que se formam
na janela de tipo A (figura 35) e procura algo na férmula que seja familiar. Sabemos
que sua tentativa nao teve sucesso, mas neste momento ele se aventurou a pensar
em uma explicagdo. Nao serd isto que queremos estimular em nossos alunos? A
exploracao, a busca por explicagoes? Assim como o Alexandre, pesquisadores nem
sempre acertam. Também podemos analisar a segunda parte da explicacao dele,
quando fala sobre a formacao da reta, ele nao chega a dizer, mas poderiamos deduzir
que ele estivesse pensando na semelhancga entre a reta formada e a férmula do

denominador, y = x — 2.

Alteramos a janela grafica novamente, ficando de tipos B e C, e ele visualiza a
formacao da reta inclinada, mas se restringe a descrever o que vé, sem maiores

explicacoes. Ele esclarece, dizendo:
Al: Gréfico para mim é muito dificil ... qualquer tipo de grafico.

Desta vez, diferente do outro item, Alexandre, além de falar sobre a semelhanca
com uma reta, também fala sobre a funcao i se parecer com uma fungao do 1° grau.

Até agora nao sabiamos se ele conhecia a férmula da reta.

V) ja) = 5

Visualizamos esta funcao como mostra a figura 36 e a reacao de Alexandre neste
item é totalmente analoga a sua reagao no item anterior. Além disso, perguntamos
se ele acha que a existéncia de assintotas depende da escala usada para a visualizagao

e ele responde que nao depende disto, mas da férmula da fungao. Ele complementa:

Al: Quanto mais vou me distanciando, parece que ela vai formando uma reta,

né? ... apesar de nao ser.

Ele nao se esquece do carater de aproximacao da tarefa. Pedimos também para ele

tentar explicar o que esta acontecendo com a funcao:

Al: ... Ali sempre o valor do numerador é maior que o valor do denominador,

ou seja, a fungao sempre ... , alids aqui temos um valor negativo (ele se refere
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ao coeficiente do numerador), mas que sempre estaria se aproximando do -1

(ele se refere & assintota vertical), ndo sei se é isso.

Visualizamos esta fungao como mostra a figura 37. Inicialmente observamos uma

janela do tipo A e Alexandre identifica a existéncia da assintota vertical.

Observamos, entao, a janela do tipo C e ele aponta a semelhanca do gréafico da k

com uma parabola. Pedimos que ele explicasse porque isto ocorre:

Al: Porque o valor de cima é sempre maior do que o valor de baixo, ou seja,
ela sempre vai tender a um valor positivo ... (fica em davida) ... é, vai sempre

tender a um valor positivo e que ... ndo, nem sempre ela vai tender (ele ri).

Ele nao pensa em efetuar a divisao entre os dois polindmios do numerador e do

denominador.

4.2.3 Atividade 11

Voltamos a visualizar esta funcao nas janelas graficas mostradas na figura 32 e vamos
calcular uma aproximacao para a férmula da reta a qual a funcao f se assemelha
apos a reducao global. Os valores encontrados por Alexandre sao mostrados na

tabela abaixo:

x Y Foérmula

-100 | -0.01 | y = 0.0001z

100 | 0.01
500 | 0.002 | y = 0.00004x
-500 | -0.002

Alexandre apds observar os valores dos coeficientes das féormulas das duas retas
encontradas, logo diz que o coeficiente angular esta cada vez mais se aproximando
de zero. Estranhamente, mesmo ele tendo dito isto, ao ser perguntado sobre qual a

reta o grafico da f estd se aproximando, ele diz que é possivel existir, mas nao sabe

qual.
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(1) g(r) = 2

Visualizamos esta fungao conforme mostra a figura 33. Ao procurarmos uma aproximagao

através de uma reta para a g, Alexandre obtém os seguintes valores:

x Yy Foérmula
100 | 1.0202 | y = 0.00020052 + 1.00015
-100 | 0.9801
500 | 1.004 y = 0.000008x + 1
-500 | 0.996
1000 | 1.002 y = 0.000002x + 1
-1000 | 0.998

Apds o calculo da segunda reta, Alexandre observa que o coeficiente de x esta
tendendo a zero e acha que o termo independente vai continuar diminuindo. Conti-
nuamos entao o calculo escolhendo pontos cuja coordenada z é ainda maior em
termos absolutos e chegamos a formula da terceira reta. Neste momento, ele vé que

o termo independente tende a 1 e o coeficiente de x continua tendendo a zero.

—272
1) h(z) = ——
(M) hix) = =
As reagoes de Alexandre neste item sao andlogas ao item anterior.
5% + 1
(V) i) =

Voltamos a visualizar esta fungao nas janelas graficas mostradas na figura 35 e vamos
calcular uma aproximacao para a férmula da reta a qual a funcao ¢ se assemelha
apos a reducao global. Alexandre novamente escolhe os mesmos valores para x. Os

respectivos valores de y e as férmulas das retas foram os seguintes:

x Y Formula

-100 | -490.2058 y = 5.0021z + 10.0042
100 | 510.2142

500 | 2510.0421 | y = 5.0000839z + 10.00015
-500 | -2490.0418

Alexandre observa que o coeficiente de x e o termo independente tendem respecti-
vamente para 5 e 10. Ao tracar as retas na mesma janela do tipo C da funcao 1, ele

também observa que as mesmas se confundem com o gréfico de .

Alexandre procede de forma andloga nos demais itens desta atividade.
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Ao final desta sessao, sugerimos que ele pensasse em uma forma algébrica de calcular
as retas das quais os graficos das fungoes racionais estudadas se aproximam, pois isto seria
um dos nossos objetivos de estudo na préxima atividade. Pedimos que ele analisasse as

leis das funcoes.

4.2.4 Atividade III

Ao iniciarmos esta atividade, Alexandre nao retorna com nenhum artificio algébrico
para o calculo da férmula da assintota. Na verdade, ele nao cita nem o artificio comumente
encontrado em livros de célculo, ja citado neste texto no relato do participante Lucas
durante a atividade III. Portanto, no inicio do primeiro item, explicamos nosso artificio

algébrico.

1
Perguntamos a ele qual o resultado de lim — e ele se mostra confuso. Primeiro diz
x—too
que é 400, depois pensa e fica em duvida. Pedimos que olhe novamente o grafico
desta fungao em uma janela do tipo C como mostra a figura 32 e neste momento

ele diz que f tende a zero.

(1) () = =

Alexandre, apds efetuar a divisao de x + 1 por x — 1 e passar o limite, conforme

sugestao, entende facilmente que lim g(x) = 1. Ele também percebe a coeréncia
T— 00

deste resultado com o resultado da etapa anterior.

—2x?
) h(z) = ——
(1) hiz) = =
Alexandre tem reacoes andlogas neste item.
52 + 1
IV) i(z) = ———
(V) i(r) = 2

Neste item, apos efetuar a divisao dos polinomios e passar o limite, ele diz:

Al: ... D4 para ver que, quando vocé faz o limite no caso da funcao, vocé vai

chegar ao mesmo resultado.

Nos demais itens, o procedimento ¢ andlogo e nao ha muito o que acrescentar.

Em todos os itens, Alexandre observou as retas calculadas na mesma janela grafica das

curvas estudadas, realizando assim a etapa de discriminacao entre a curva e a assintota.
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Ao final desta atividade, lembramos a Alexandre os gréaficos vistos por ele durante o
processo de reducgao global, onde também tracamos as diversas aproximagcoes de assintotas
e perguntamos se poderiamos dizer que as diferentes aproximacoes encontradas para cada
funcao sao também assintotas da mesma funcao. Categoricamente, Alexandre afirma que
nao e que existe apenas uma. Ao ser perguntado sobre o por que desta afirmacao, ele
simplesmente diz que sim. Isto sugere que Alexandre nao estd se baseando na definicao de
assintota. Além disso, perguntamos por que ele acha que a verdadeira assintota é aquela
calculada algebricamente, ja que, na verdade, as duas etapas algébrica e numérica tém
carater de aproximagao e a visualizacao no computador até este momento nao privilegia
nenhuma e ele diz que é por causa dos calculos. Neste momento, deixamos Alexandre

refletir sobre estas questoes para serem resolvidas na proxima atividade.

4.2.5 Atividade IV

Comecamos esta atividade explorando a etapa de reconceituacao. Alexandre acredita
na unicidade de assintota, mas sem nenhum motivo consistente. Entao, nés o incentivamos
a refletir sobre isto, visualizando as janelas dos graficos das funcdes y = [f(z) — f(z)]z e
y = [f(x) — f(x)]z dos itens de (I) a (V), conforme descrito no apéndice C. Alexandre
observa bastante, mas nao consegue relacionar o que vé com o conceito de assintotas e,

além disso, se mostra um pouco confuso.

3
(VD) ka) = T2
x

Alexandre visualiza esta funcdo em uma janela grafica do tipo A como mostra a
figura 37 e identifica a presenca da assintota vertical. Apds mudar a escala para
uma do tipo C, apesar desta assintota ficar mascarada, Alexandre nao esquece a
existéncia da mesma e evidentemente percebe a semelhanca do grafico desta fungao
com uma parabola. Partimos, entao, para a etapa numérica como foi feito nas
atividades anteriores. Como Alexandre escolheu valores de x muito grandes, o
software acabou por aproximar rapidamente a férmula da parabola para y = z2.
Na etapa algébrica, Alexandre efetua a divisao polinomial sem problemas e constata

a coeréncia dos resultados.

Perguntamos entao se ele poderia comparar o conceito de assintota com o que ele esta
observando na tela e ele pensa bastante, mas responde que nao consegue perceber

nada olhando o grafico.

Perguntamos, entao, o que ele entende por assintota (horizontal) e ele responde:
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Al: Quando x vai para infinito, o grafico dela nunca vai chegar ao valor, vamos
supor que a assintota fosse y = 2, entao o valor desta funcao vai sempre se

aproximar de 2, mas nunca sera 2.

x* —10
11 = —
(VII) g(x) 2

Alexandre traga o grafico desta funcao no computador e faz o processo de redugao
global como mostra a figura 38. Ele nao se surpreende com o grafico tipo A’, que
se assemelha com duas retas, muito menos fala sobre o que poderia parecer um
“bico’na janela tipo A. Ele visualiza a janela do tipo C e fala sobre a semelhanca
com a parabola. Partimos para a etapa numérica. Alexandre escolhe os valores de
r e encontra a aproximacao y = z2 — 0.0052 — 0.6691. Na etapa algébrica, efetua
a divisao polinomial e encontra y = z? — 1, o que considera bastante razoavel.
Alexandre traga o grafico desta ultima funcao na mesma janela do tipo C da funcao
[, observa, mas, apesar de nossa insisténcia em perguntar se existe alguma relacao
entre o que ocorre neste caso e o conceito de assintota, ele continua nao percebendo

nenhuma relacao e ri bastante. Ele complementa:
Al: Em gréfico eu nao consigo ver muita coisa.

Vamos para etapa de reconceituacao e Alexandre traca na tela os dois gréaficos das
duas diferencas y = [I(z) — I(z)]z e y = [[(x) — [(x)]z, ele observa apenas a primeira
tendendo a zero quando x tende a infinito, ri novamente, mas nao fala muito. Diz
apenas que o observado deve ter explicacao na equacao.

5 — 2zt

x2+5

Neste caso, Alexandre apenas observando a férmula da funcao consegue antecipar

(VIII) m(x) =

como serd o grafico de m apds a reducao global, dizendo que serda uma parabola com
concavidade para baixo, pois o resultado da divisao polinomial daria um polinémio

do 2° grau com coeficiente do termo de grau 2 negativo.

Ao final destas atividades, perguntamos a Alexandre como tem sido seu curso de
Calculo e ele diz estar sentindo bastante dificuldade, apesar de estudar bastante e fazer os
exercicios. Sobretudo, ele sente muita dificuldade nas defini¢oes de limite, que ele sequer
consegue memorizar. Na verdade, ele prossegue, dizendo que nem é este seu objetivo, ele

quer aprender.

Mais uma vez, perguntamos se Alexandre é capaz de definir assintota e ele responde:
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Al: Para mim assintota é ... no caso como eu tenho um gréfico da funcao ... é o que

faz ...

nao sei explicar direito. E uma reta né ... que ela vai, ela nao chega ... tem

um certo ponto em que ela nao ultrapassa, nao sei explicar bem, ela nao encosta a

funcao e que praticamente ela tem os mesmos valores de quando ele vai para —oo

ou para —+00Q.

Alexandre, ao ver graficos das fungoes e suas assintotas durante a reducao global,

também comenta:

Al: Eu diria que elas sao iguais apesar de saber que nao sao ... Olhando assim ...

é a mesma coisa, nao? (Ele se refere & semelhanca da assintota com o grafico da

fungao estudada apds a redugao global).

Ele ri bastante depois desta afirmagao. Para finalizar, perguntamos o que ele achou

das atividades e ele diz:

Al: Eu nédo esperava que iria dar nas assintotas. Tracar a assintota ali ... Achei

legal.

4.2.6 Pos-atividade

1. Alexandre continua apenas escrevendo por extenso o significado da notacao de limite

em todos os itens deste exercicio, ao invés de explicar com suas palavras o conceito

de limite.

2. (a)

Alexandre continua achando esta afirmacao verdadeira, mas desta vez ele consi-
dera que basta o denominador ser igual a zero para garantir a existéncia de

assintota vertical.

Desta vez, Alexandre acerta, responde falso. Ele da o seguinte contra-exemplo

, 2+ — 2? . .
também correto: y = W Podemos ver facilmente que esta funcgao
l’ —
possui uma assintota horizontal y = —1 e que esta é cortada por seu grafico

em x = 3.
Alexandre erra. Ele continua respondendo verdadeiro, mas sem justificativa.

222

24+ 1

Alexandre acerta. Ele cita a funcao y =

tal y = 2.

que possui a assintota horizon-
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(b) Ele acerta. D4 como exemplo a func¢ao y = pr— que possui a assintota vertical
x JR—

= 3.
72

(c) Ele também acerta. D4 o exemplo da funcao y = que possui a reta

y = x + 1 como assintota inclinada.
2+ — 22

(d) Ele acerta. Cita novamente a fungao y =
(z —1)?

que, de fato, possui duas

assintotas.
4. Curiosamente ele deixa em branco todos os itens deste exercicio.

5. (a) Ele responde que o resultado de lim f () determinard a assintota horizon-
Tr— =00
tal, mas ele nao diz quando isto ocorrera, dando a entender que sempre que

calcularmos este limite iremos obter uma assintota horizontal.

(b) Ele responde que o critério consiste em calcular limites laterais em pontos
onde o denominador é zero. Esquece da possibilidade do numerador também

Ser zero.

(¢) Ele deixa em branco.

6. (a) Alexandre faz o esbogo corretamente e encontra as duas assintotas.
(b) Novamente ele faz o esbogo correto e encontra as assintotas.

(c) Seu esbogo do grifico estd incorreto. Ele encontra uma assintota vertical.

Novamente ele nao considera a possibilidade do numerador ser zero.

4.2.7 Esboco da imagem de conceito de Alexandre

Agora iremos fazer um resumo das principais idéias observadas durante a pré-atividade,
as atividades e a poés-atividade de Alexandre, afim de ajudar em nosso esboco de sua ima-

gem de conceito.

Esboco da imagem de conceito anterior

1. Definicao de conceito: Alexandre nao define limite, apenas escreve por extenso o
significado do simbolo de limite. Ele possui alguma nogao do conceito de assintota,
mas tem dificuldade em expressar a respectiva definicao de conceito. Além disso,

nao faz muita distingao entre definir e como encontrar.
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itérios: Diz r critéri ra encontrar assin m m r r
Critérios: Diz saber critérios para encontrar assintotas, mas podemos percebe
que em muitos momentos ele se confunde e tem dificuldade em expressa-los. De
qualquer forma, em geral tenta obter explicacoes por si mesmo para a existéncia

delas.

Exemplos: Ele da exemplos corretos de graficos, mas desconectados de suas res-

pectivas leis.

Idéias equivocadas: Ele afirma que qualquer funcao racional possui pelo menos
um tipo de assintota. Tem bastante dificuldade em fazer esbocos de graficos. Se
o denominador zera, entao afirma que ha assintota vertical, nao considerando a

possibilidade da indeterminacao quando o numerador também é zero.

Idéias corretas: Ele diz que o grafico de alguma funcao pode cortar a sua assintota

horizontal (mas nao d4 nenhum exemplo). Ele identifica assintotas em janelas

graficas com intervalos de = e y pequenos. Também sabe que um limite do tipo
. , . . 1

lim — é zero porque quando os valores de x sao muito grandes, a fracao — fica

muito pequena. Demonstra compreender bem os efeitos da escala escolhida sobre

os graficos observados e tem consciéncia de certas limitagoes do computador e das

aproximagoes feitas por ele.

Conexoes: Tem dificuldade em fazer conexoes entre aspectos graficos e aspectos
algébricos, isto ¢, nao demonstra muita habilidade em relacionar os graficos com suas
respectivas férmulas, inclusive nao nota a auséncia de partes de certos graficos como
o tipo A’ da fungao do item (IV). Também nao relaciona assintotas com as retas
observadas apods os afastamentos globais das fungoes estudadas. E mais, confunde
hipérboles com parabolas e tenta explicar a existéncia destas “falsas” parabolas,
relacionando-as, por exemplo, com polinomios do segundo grau encontrados no nu-

merador de funcoes racionais.

Reagao aos conflitos tedrico-computacionais: Nao identificamos nenhuma

reacao importante.

Incoeréncias momentaneas: Apesar de ter dito inicialmente ser possivel que
graficos de fungoes racionais possam cortar suas assintotas, durante as atividades
diz que nao. Chega a afirmar que dois exemplos sao andlogos, quando, na verdade,

em um deles reconhece a existéncia de uma assintota horizontal e no outro nao.

Inicialmente calcula errado o limite do tipo lim ———. Ele acha ser igual a —oo,

mas depois calcula corretamente.
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Devemos lembrar que Alexandre nao havia estudado assintotas inclinadas até antes
das atividades propostas. Ao falar sobre seu curso de céalculo, diz ter muita dificuldade,

apesar de, segundo ele, estudar bastante e fazer os exercicios.

Processo de interagao entre abordagem e a imagem de conceito

Aqui vamos citar algumas caracteristicas importantes observadas durante o processo
de interacao entre as atividades e a imagem de conceito do participante, com isso, quere-

mos mostrar a evolugao deste processo.

Atividade 11

e Na etapa numérica, percebe que os coeficientes encontrados se aproximam de certos
valores a medida que x cresce. Mesmo assim, nao ¢ capaz de citar a férmula da
reta com a qual a curva se parece apds a reducao global. Isto ratifica sua pequena

intimidade em relacionar graficos com suas féormulas e vice-versa.

e Ainda nao relaciona as retas observadas com as assintotas das fungoes estudadas.
Atividade 111

e Nao consegue encontrar nenhum artificio algébrico alternativo para calcular as
assintotas das fungoes conforme foi pedido ao final da sessao anterior. Na verdade,

nao aponta nem o critério tradicional.

1
e Mesmo tendo respondido que lim — é zero na atividade I, desta vez ele tem duvidas
T—00

1
quanto a isto. Ele precisa observar o grafico de y = — para entender o que de fato
x

ocorre.

e Apos o critério de divisao polinomial sugerido, Alexandre entende melhor o calculo

1
de limites do tipo lim Tt

T—00  —

para encontrar assintotas.

= 1 e conseqiientemente também entende o critério

e Compara os resultados da etapa numérica e vé coeréncia.

e Acredita na unicidade das assintotas. As razoes para esta crenca nao aparentam
consisténcia com a definigao de assintota (& qual ele nao recorre), mas apenas na sua
crenca na verdade dos célculos algébricos e no carater de aproximagao do método

numérico do computador.
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Esbogo da imagem de conceito posterior

Definicao de conceito: Ele diz ter dificuldade principalmente em entender de-
finigoes e também, em definir. Quando tenta definir assintotas, apenas cita algumas
caracteristicas baseadas em casos especificos. Particularmente continua sem definir

limite, apenas escreve por extenso o significado do simbolo.

Critérios: Ele nao tem dificuldades em aplicar o critério de divisao de polinémios
sugerido para encontrar assintotas ou outras fungoes limitantes, tanto que consegue
antecipar em varios casos o comportamento da fungao antes mesmo de traca-la no
computador. Com isso, tem maior capacidade de calcular formulas de assintotas
e determinar a existéncia delas, apesar de nao ter a mesma facilidade na hora de

explicar os critérios usados para determina-las.

Exemplos: Significativa melhora na capacidade de dar exemplos pertinentes de

funcoes que possuem assintotas.

Idéias equivocadas: Ele também considera que os limites de uma funcao quando x
tende a infinito ou x tende a menos infinito sempre sao iguais. Além disso, continua
achando que, se o denominador zera, entao hé assintota vertical; nao considerando
a possibilidade da indeterminagao quando o numerador também é zero. E continua

achando que toda funcao racional tem pelo menos uma assintota.

Idéias corretas: Alexandre continua tendo consciéncia do carater de aproximagcao
dos graficos observados no computador, isto é, apesar de ele observar a curva se
transformando em uma reta (por exemplo), ele sabe se tratar de uma aproximagao.
Além disso, sua capacidade para esbocar os graficos das fungoes aumenta bastante.
Desta vez, durante o teste escrito posterior, ele afirma que o grafico de uma fungao
pode cortar sua assintota e ainda da um exemplo correto, apesar de nao ter visto

nenhum exemplo deste tipo durante as atividades.

Conexoes: Ele tem alguma dificuldade em relacionar o que ocorre na visualizacao
da etapa de reconceituacao com o conceito de assintota. Também nao consegue
relacionar este conceito com o de funcao limitante, isto é, nao relaciona o que ocorre
apods o processo de reducao global no caso de assintotas com o que ocorre no caso em
que a curva se assemelha a outros graficos, como os de parabolas. Continua fazendo
poucas conexoes entre aspectos graficos e algébricos de uma funcao, pois ainda nao
se da conta de aspectos qualitativos do comportamento da funcao nao mostrados

pela janela grafica, como o ocorrido no tipo A’ da fungao do item (VII).
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7. Reagao aos conflitos tedrico-computacionais: Nenhuma reagao importante foi

observada.
8. Incoeréncias momentaneas: Nenhuma incoeréncia relevante foi observada.

9. Impressoes: Alexandre demonstra curiosidade no decorrer das atividades, apesar
de considerar o estudo de graficos muito dificil. Carater surpresa: ele nao esperava
que o processo de redugao global das fungoes levaria ao conceito de assintotas. Ele

gosta das atividades.

Analise do esbogo da imagem de conceito de Alexandre

A seguir, para melhor compreensao dos resultados dos testes das sessoes pré e pds

atividades de Alexandre, iremos resumi-los na tabela 2.

Algumas caracteristicas da imagem de conceito de Alexandre permanecem inalteradas
apoOs as sessoes. A capacidade de definir, por exemplo, continua restrita. Na tentativa
de elaborar defini¢oes, Alexandre se limita a citar algumas caracteristicas do objeto em
questao, mas que também sao comuns a outros objetos. Muitas vezes notamos uma
dificuldade em diferenciar as nocoes de definir e de como encontrar. Sua capacidade
de usar palavras para descrever algo é tao limitada que sente dificuldade até mesmo no
momento de explicar algum critério usado por ele. A abordagem nao parece influenciar
neste aspecto, que alids, ja vimos ser, em geral, dificil para estudantes em estégios iniciais

de célculo.

Outro aspecto negativo é Alexandre achar que uma funcao nao pode ter assintotas
horizontais diferentes para os casos em que = tende a +0o0 ou —oo. As funcgoes propostas
na abordagem acabaram fortalecendo esta crenca, pois nenhuma delas mostrou comporta-
mentos diferentes do mencionado por Alexandre. Isto ocorreu justamente por abordarmos
apenas funcgoes racionais que, de fato, tém esta propriedade revelando uma limitacao de

nossa abordagem. Ele também continua achando que, quando temos uma indeterminacao
fz

g(x
verticais, nao percebendo que, ao invés disso, o limite da funcao neste ponto pode existir

do tipo , onde ambos f(x) e g(z) tendem a zero, necessariamente existam assintotas
sem a funcao estar definida nele. Neste caso, o software, de fato, liga os finitos pontos
dando a entender que a fun¢ao esta definida naquele ponto, mas também nao traca uma
curva cujo aspecto lembre um grafico que possua uma assintota vertical. Alexandre nao

se d4 conta deste conflito.

Além disso, Alexandre continua achando que toda funcao racional possui pelo menos

uma assintota, apesar de ter estudado fun¢des durante as sessoes que nao possuiam ne-
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Pré-atividades e pos-atividades — Alexandre
Questoes itens correcao
antes | depois
1 — Definigao de conceito de limite (a) D D
(b) D D
(c) D D
(d) D D
2 — Verdadeiro ou falso (a) E E
(b) CI C
(c) E E
3 — Exemplos (a) | CE C
(b) | CE C
(c) B C
(d) E C
4 — Definigao de conceito de assintotas | (a) CI B
(b) CI B
(c) B B
5 — Critérios para encontrar assintotas | (a) CI CI
(b) CI CI
(c) B B
6 — Esbogo de graficos (a) E C
(b) E C
(c) E E

C — Correto

CI — Correto, mas incompleto

CE — Correto por razoes erradas

E — Errado

D — Escreve afirmagoes corretas, mas desvia do que foi perguntado

B — Em branco

Tabela 2: Tabela dos resultados dos testes das sessoes pré e pés atividades de Alexandre.
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nhum tipo de assintota. Ele também nao se da conta disto.

Alexandre sente algumas dificuldades em etapas da proposta ligadas a aspectos graficos,
o que ele justifica dizendo que acha o estudo de graficos dificil. Por exemplo, na etapa de
reconceituacao ele tem problemas em entender o significado do que vé nas janelas gréaficas
e relacionar com o conceito de assintota. Também nao consegue fazer qualquer analogia

entre o conceito de assintotas e o conceito de fungao limitante.

Ele tem dificuldade em analisar graficos de fungoes, pois nao se da conta de alguns
aspectos do comportamento da funcao nao evidenciados em algumas janelas graficas. Isto

significa que ele faz poucas conexoes entre aspectos graficos e algébricos de fungoes.

H& também aspectos positivos. Alexandre nao tem dificuldade em aplicar os critérios
sugeridos e, inclusive, consegue antecipar o comportamento no infinito de varias fungoes
racionais antes mesmo de visualiza-las no computador. Também sua capacidade de calcu-
lar féormulas de assintotas aumenta bastante, bem como sua capacidade de dar exemplos
de funcoes que as possuam. Consideramos significativo, inclusive o fato de ele ter conse-
guido dar um exemplo de uma funcao cujo grafico corta a sua assintota, apesar de nao
ter visto nenhuma deste tipo durante as sessoes. Isto poderia ser uma limitacao de nossa
abordagem (que pode ser resolvida facilmente, incluindo os exemplos deste tipo) acabou

nao influenciando o participante negativamente.

Alexandre se mostra bem consciente do carater de aproximacao tanto das férmulas
quanto dos graficos visualizados durante as atividades. Além disso, podemos observar que

a sua capacidade de esbogar os graficos melhorou bastante.

H&a também aspectos emocionais positivos demonstrados por ele durante as sessoes,
como curiosidade, surpresa e o fato de ter gostado das atividades. Isto pode sugerir o

aumento do interesse de Alexandre pelo assunto futuramente.

4.3 Ana

4.3.1 Pré-atividade

1. Em todos os itens, Ana apenas traduz o significado da notacao, mas sem explicar o

conceito de limite.

2. (a) Ana erra, afirma que é verdadeiro. Ela nao considera a possibilidade do nume-

rador também ser zero.
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Ana erra. Ela afirma que é verdadeira a afirmacao, mas nao da uma justifica-

tiva.

Ana acerta. Ela diz ser falsa a afirmacao, pois depende da funcao dada, mas

nao da nenhum exemplo.

Ana dd um exemplo incorreto, a funcao y = 2 + x.

[ N 24z
Ana da um exemplo correto, a funcao y =

e desenha o grafico correta-

mente.
Ela deixa em branco.

2
Ana dd um exemplo correto, a funcao y = — que possui, de fato, duas
x

assintotas.
Ana na verdade nao define assintota horizontal, apenas cita algumas carac-
teristicas. Ela diz:

O ponto que toca o eixo y.

Ela também diz como encontra-la, explicando que é através do célculo de li-

mites no infinito.

Resposta analoga ao item anterior.

Ela deixa em branco.

Ana responde, dizendo que temos que calcular os limites no infinito, mas ela diz

que as assintotas so existem quando os limites lim f(z) e lim f(z) forem
r—+00 r——00

iguais.

Ela responde, dizendo que é o ponto que toca o eixo x e que zera a funcao.

Naturalmente ela quis dizer zerar o denominador.

Ela deixa em branco.

Ana calcula corretamente e desenha as assintotas da funcao, mas nao esboca o

grafico.

Resposta analoga ao item anterior.

Ana nao faz o esbogo correto. Mesmo ela percebendo a simplificagao:
(x4 3)(x — 3)
(x +3)

= x — 3, encontra uma assintota vertical.
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4.3.2 Atividade I

(IT)

Ana inicialmente observa o grafico desta funcao em uma janela do tipo A como
mostra a figura 32. Ao ser perguntada se ela identifica alguma assintota, ela pensa
bastante, fala lentamente e responde que sim, duas assintotas: uma horizontal e
outra vertical. Contudo, ela tem dividas na hora de dizer as formulas delas. Neste

momento, perguntamos se ela lembra o que ¢é assintota e ela diz:

A: E uma reta horizontal ou vertical ... ela nio chega num ponto, ela tende,

mas nao chega.

Perguntamos, neste caso, para qual nimero a f estaria tendendo e ela pensa bas-
tante, mas nao tem uma resposta. Depois disto, alteramos a janela grafica para o

tipo B e ela diz:

A: Ela (a func¢@o) dé uma curvinha ... ela nao chega no zero, ela nao passa no
zero, ela ... no caso assim, a assintota (a vertical) é no zero, ela chega mais

perto, mas ela ndo é zero. A horizontal também, chega perto, mas nao é zero.

Continuamos a mudar a janela grafica desta vez para o tipo C e Ana percebe que o
grafico de f fica semelhante a propria assintota horizontal.

_a:—i—l
Cr—1

9(x)
Ana constroi o grafico de g em uma janela grafica do tipo A como mostra a figura 33.
Ela identifica a existéncia da assintota horizontal e, desta vez, ao perguntamos qual

a férmula desta assintota, ela diz:
A: E um.

Insistimos para saber o que assume valor 1 e ela pensa bastante, mas nao da uma
resposta. Perguntamos sobre a assintota vertical, ela pensa bastante, mas nao da
nenhuma resposta. Modificamos a janela grafica para os tipos B e C, Ana mais uma
vez percebe a semelhanga do grafico observado com a assintota horizontal. Entao,
mudamos novamente a visualizacao para uma janela do tipo D, como mostra a

figura 33. Ana observa:

A: Ficou melhor para visualizar! Vemos a assintota horizontal.
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(IV)

(V) j(x)
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Entao, perguntamos se ela acha que o grafico de uma funcdo pode cortar sua

assintota e ela logo responde nao.

— 272
Me)= 7

Ana visualiza o grafico desta fungao inicialmente em uma janela do tipo A como
mostra a figura 34 e identifica a assintota horizontal. Novamente ela se refere a
ela por —2, omitindo a variavel e o fato de ser uma equagao. Mudamos a janela
grafica para os tipos B e C e novamente ela ressalta a semelhanca do grafico que esta
vendo com a assintota horizontal. Novamente alteramos a janela, fazendo com que
fique do tipo D. Ela apenas observa, parece que confirma o que ela estava esperando
que acontecesse, na verdade algo semelhante com o que ja tinha observado no item

anterior.
B 5%+ 1

i(x) P

Ana traca o grafico desta funcao em uma janela do tipo A’ como mostra a figura 35,
observa e, quando perguntamos se ela acha que o gréafico que ela esta vendo reflete
todos os sinais que a funcao pode assumir, ela pensa e diz que nao. Perguntamos

por qué, ela pensa bastante, pedimos para ela olhar para a férmula e diz:

A: Porque ... ela assim ... observando, ela é positiva, né? Quando x é maior

que 2, ela é positiva.
Modificamos a janela grafica para o tipo A, ela pensa bastante e diz:

A: Agora é uma equagao do 2° grau, um polindémio (se refere ao numerador) e

dai ...

Ela também fala sobre a existéncia de assintotas. Perguntamos o que ela acha que
acontecerda com a funcao quando z tender a infinito e ela diz que ird para infinito.
Neste momento, explicamos que este é um caso de assintota inclinada (ela nao tinha
estudado este tipo em seu curso). Ela observa a existéncia de uma assintota vertical
também. Tendo dito isto, visualizamos os graficos em janelas do tipo B e C, e Ana
confirma suas previsoes.

B —43

224z

Ana traca o grafico desta funcao em uma janela do tipo A como mostra a figura 36
e fala sobre a existéncia da assintota vertical, referindo-se a ela como 0,5 (desta

vez, ela também omite o sinal negativo). Perguntamos o que ocorre quando x = 0,
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pois o denominador neste caso é zero. Ela apenas olha, pensa, mas nao responde.
Observando o grafico, ela nao vé uma assintota vertical em = = 0. Explicamos que
neste ponto ocorre uma indeterminacao, x = 0 nao pertence ao dominio da fungao

e nao ha assintota. Ela diz ter entendido.

Em seguida, alteramos a janela grafica para o tipo C como mostra a figura 36 e
ela fala da semelhanca do grafico da funcao com uma reta, que ela aponta como
assintota inclinada de j.
3+ 1
x

k(x) =

Ana traca o grafico desta funcao em uma janela do tipo A como mostra a figura 37
e observa a existéncia da assintota vertical. Ela nao faz nenhum comentario. Muda-
mos a janela grafica para o tipo C e ela fala que nao existe outra assintota. Também
comenta sobre a semelhanca do grafico da tela com uma pardbola. Perguntamos

por que ela acha que isto ocorre e ela diz:
A: Porque é um polinémio.

Pedimos para ela explicar melhor, ja que a férmula de k£ é uma divisao de polinomios.

Ela continua:

1

A: Porque resolvendo isto daqui, vai dar z%+..., 2>+ = ... este % val se tornando

insignificante.

Ana procede de forma analoga com as fungoes dos itens (VII) e (VIII).
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4.3.3 Atividade 11

(IT)

(111)

(IV)

Voltamos a visualizar esta funcao nas janelas graficas mostradas na figura 32 e vamos
calcular uma aproximacao para a férmula da reta a qual o grafico da funcao f se
assemelha depois do processo de reducao global. Um dos valores encontrados por

Ana sao mostrados na tabela abaixo para ilustrar:

T y Foérmula

121 | 0.008264 | y = —0.000032z + 0.0122
256 | 0.003906

Ana encontra outras férmulas a partir da escolha de outros pontos e observa que os

coeficientes parecem tender a zero.

_a:—i—l
Cr—1

9(x)
Visualizamos esta fungao em janelas graficas como mostra a figura 33. Ao procurar-

mos uma aproximagao através de uma reta para a g durante o processo de redugao

global, Ana obtém, por exemplo, a seguinte formula dentre outras:

x Y Foérmula

20 | 1.052631 | y = —0.0003x + 1.06
150 | 1.013422

Ela observa os resultados e conclui que o coeficiente angular estda tendendo para
zero e provavelmente o termo independente vai para 1. Lembra que a reta y =1 ¢é

a assintota horizontal.

—212
h(zx) = ——
(z) 2+ 1
Ela procede de forma andloga neste item.
522 + 1
i(x) = p—

Retornamos a esta funcao da atividade anterior. Nés a visualizamos novamente em
janelas de tipos B e C como mostra a figura 35. Por exemplo, uma das féormulas

encontradas por Ana segue abaixo:

x Y Formula

80 | 410.269230 | y = 5z + 10.98
85 | 435.253012
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Ana, apds observar seus dados e a reta calculada na tela, comenta que o grafico da
funcao ¢ e a reta estao muito proximos, sendo esta muito proxima do que seria a
assintota inclinada. Ela estima que o coeficiente angular estaria tendendo a 5 e o

termo independente talvez a 10 ou 11.

A fungao j do item (V) também foi estudada nesta sessdo, mas as reagoes de Ana

foram andlogas.

4.3.4 Atividade III

Prosseguimos a obter aproximacoes para o cédlculo das assintotas, porém com outro
método, o algébrico. Na verdade, durante a atividade I Ana ja havia antecipado este
método no item (VI). Também, apés o cdlculo das férmulas, pedimos que tragasse as
assintotas na mesma tela da funcao e das retas calculadas pelo método numérico e pos-
teriormente magnificasse o gréafico, isto é, desse zoom in e observasse as assintotas nas

mesmas janelas que as curvas, realizando a etapa de discriminacao geométrica.

Além disso, também colocamos a questao de qual seria realmente a assintota da funcao
estudada ou se todas as retas visualizadas poderiam ser consideradas assintotas da funcao.
Esta questao é levantada ao final desta atividade e serve como motivagao para a atividade

seguinte.

Ana fica um tanto passiva nesta sessao. Realiza tudo que lhe é pedido, mas nao fala

muito.

4.3.5 Atividade IV

Iniciamos esta atividade, propondo uma forma de visualizar no computador a melhor

reta que aproxima a curva no infinito.

Ana, ao tracar inicialmente o grafico das funcoes y = [f(z) — f(z)] e y = [f(z) — f(x)]
no computador e realizar o processo de reducao global, nao observa nenhuma alteracao

entre elas. Porém, quando multiplica por x sua reacao é:
A: Oh, oul!

Ana observa bastante, fica intrigada e pergunta por que multiplicamos por x. Pergun-
tamos se ela mesma nao poderia tentar encontrar uma resposta. Ela pensa, mas diz que

nao sabe. Entao, explicamos que fazemos isto para amplificar as diferencas que podem
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estar sendo mascaradas pela escala escolhida. Ela apenas ouve atenta e diz ter entendido.

Ela continua a atividade com as outras funcoes.

3
. . , - z°+1

Ana novamente visualiza o gréafico da fungao k(xr) = —— como mostra a figura 37.
x

Ela altera a janela gréfica ficando do tipo C e procede da mesma forma que nas outras
atividades para encontrar aproximagoes numéricas e algébricas para a parabola da qual
a curva se aproxima no infinito. Ela observa os coeficientes dos termos de graus 1 e 0
tenderem a zero e o coeficiente do termo de grau 2 tender a 1. Também vé a coeréncia dos
resultados encontrados nas duas etapas. Entao, perguntamos se ela vé alguma semelhanga

entre o conceito de assintotas e o que ela esta observando. Ela diz:

A: Porque quando tender a infinito, elas se aproximam (a curva e a funcao limi-

tante).

Ana procede de forma anédloga nos outros itens desta atividade que nao foram citados,
mas nao resta nenhuma observacao relevante a ser feita com relacao a elas. Ana se mostra

bastante timida e um pouco fechada, nao é de falar muito.
Ao final da tdltima atividade, perguntamos a Ana como ela definiria assintota. Ela

diz:

A: E um limite, né, que ... da fungao ... paralelo ao eixo xz, é ... (ela se refere a

horizontal) quando (x) tende a infinito vai dar uma constante.

Perguntamos como seria no caso da assintota inclinada. Ela prossegue:

A: A inclinada vai tender também ... (pensa bastante) estou imaginando assim, a
gente divide, tem 14 o ... polindomio entre aspas, né? Como é o nome disto aqui? ...

Nao é polinémio ... E, a gente faz o quociente, iguala a zero e acha.

Perguntamos como ela definiria func¢do limitante (ja haviamos lhe falado sobre isto) e

ela diz:

A: E tipo uma assintota, sé que a funcao limitante é uma fungao do 2° grau, é uma

parabola.

Também aproveitamos o momento para saber a opiniao de Ana sobre as atividades.
Ela fala:
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A: Eu acho que ajuda, porque a gente vai ter mais nocao assim quando tende a

infinito, porque, pela escala, a gente vé. Eu gostei!

4.3.6 Pos-atividade

1. Ana continua apenas escrevendo por extenso o significado da notacao de limite.

2.

(a)
(b)

Ana nao altera sua resposta do pré-teste, ela diz que a afirmagao é verdadeira.

Desta vez, Ana acerta. A afirmacao é falsa e ela justifica, dizendo que as
raizes de f podem cortar a assintota, o que s6 pode ocorrer quando a assintota
horizontal coincide com o eixo x. Ela nao d4 nenhum exemplo de funcao que

se comporte como ela descreveu.

Ana acerta, diz que a afirmacao é falsa. Ela justifica apenas dizendo que
depende da funcao, novamente nao da exemplo.
2
x

241

223
W que possui a assintota vertical z = —1.
x

Ana acerta. Cita a funcao y = que possui a assintota horizontal y = 2.

Ana acerta. Cita a funcaoy =

203 + 1

——— que, de fato, possui uma
22+ 1 q P

Ana acerta. D& o exemplo da funcao y =

assintota inclinada y = 2z.

) . 222 + 1 ) , )
Ana acerta. Ela cita a funcao y = ? que possui assintotas vertical
x

xr = —1 e inclinada y = 2x — 2.

Ana escreve:
Quando x tende a infinito, d4 um numero constante chamado assintota.

Podemos perceber que, apesar da confusao entre o valor que determina a reta
e a assintota, Ana se aproxima mais do conceito desta vez. Podemos notar que

a sua definicao estd muito ligada com o como calcular.
Ana escreve:

O niimero que nao pertenca ao dominio, isto é, que zera o denominador da

funcéo racional.

Novamente Ana se refere a assintota por numero e, ao tentar defini-la, acaba
por explicar um critério para encontra-la. Notemos que ela ainda acha que
basta o denominador ser zero para garantir a existéncia de assintotas verticais,
o que sabemos nao ser verdadeiro, pois o numerador pode ser zero também e

termos uma indeterminacao, cujo limite nao seja 4-oo.
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Ana escreve:

E uma funcao racional que tenha no numerador um expoente n e no deno-

minador um expoente n — 1.

Mais uma vez podemos notar que Ana nao consegue definir com clareza, pois
chama a assintota inclinada de funcao racional, quando sabemos pelo contexto
que nao era isto que ela gostaria de dizer. Ela acaba descrevendo um critério

do que definindo propriamente.

Ana basicamente escreve o mesmo critério mencionado no pré-teste.

Idem ao item sobre assintotas verticais do exercicio anterior, o que prova mais

uma vez sua dificuldade em distingiiir definicao de critério.
Ana escreve:

Dividindo a funcao racional e igualando seu quociente a zero, encontramos

a assintota inclinada.

Ana com certeza se refere ao critério visto durante as atividades, apesar de sua
explicacao confusa. Este ponto mostra que, apesar de Ana saber usar o critério
corretamente como foi visto em varios momentos das atividades e dos testes,

ao tentar explica-lo, nao tem éxito.

Assim como no pré-teste, Ana continua encontrando as assintotas e aplicando
critérios corretamente, inclusive calculando as derivadas primeira e segunda,
mas curiosamente ela continua sem desenhar o esboco do gréfico, ela apenas

desenha os eixos, as assintotas, mas o grafico da fungao nao desenha.
Idem ao item anterior.

O grafico continua incorreto. Ela continua encontrando uma assintota vertical
no ponto em que x = 3. Desta vez ela encontra a assintota inclinada. Neste
trecho, se Ana fizesse o grafico correto: uma reta sem um ponto, ela poderia
ter percebido um conflito, ja que em geral os alunos nesta fase nao consideram

que retas possam ser assintotas delas mesmas.
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4.3.7 Esboco da imagem de conceito de Ana

Agora iremos fazer um resumo das principais idéias observadas durante a pré-atividades,
as atividades e a pos-atividades de Ana, afim de ajudar em nosso esboco de sua imagem

de conceito.

Esboco da imagem de conceito anterior

1. Definicao de conceito: Ela nao define limite, apenas escreve por extenso o signi-
ficado do simbolo de limite. Ela também tem dificuldade em definir assintotas. Cita
apenas algumas caracteristicas e critérios, ao invés de definir. Nao mostra muita

distingao entre definir e como encontrar.

2. Critérios: Para calcular assintotas horizontais, ela consegue calcular os limites no
infinito. Porém o mais interessante ¢ quando consegue explicar a semelhanca do
grafico de algurglas funcoes com parabolas apds o processo de reducao global; no
exemplo y = — efetua a divisdo e explica que 1 ¢ insignificante quando x é

xT

grande.
3. Exemplos: Consegue dar alguns exemplos de funcoes que possuem assintotas.

4. Idéias equivocadas: Se o denominador zera, entao afirma que hé assintota vertical.
Ana nao considera a possibilidade da indeterminacao quando o numerador também
é zero. Ela também acha que o gréfico de uma fungao nunca corta sua assintota.
Quanto aos limites no infinito, ela acha que, para as assintotas horizontais existirem,

os limites (quando x — 0o e x — —00) devem ser iguais.

5. Idéias corretas: Ana diz que nem toda fungao racional possui assintotas, mas nao
déd nenhum exemplo. Ela demonstra alguma habilidade para calcular e desenhar

assintotas.

6. Conexoes: Ela consegue identificar a existéncia de assintotas horizontais ao visua-
lizar os graficos em janelas com valores de x e y pequenos, mas inicialmente nao
sabe dizer as férmulas destas assintotas, mesmo as mais simples como y = 0. Apds
o processo de reducao global das fungoes, rapidamente relaciona as retas observadas
com as respectivas assintotas, inclusive as verticais que, no inicio das atividades,

nao identificava. Ela também percebe quando partes do grafico nao aparecem em
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certas janelas; isto mostra que ela consegue analisar algebricamente as fungoes es-
tudadas, sem confiar plenamente na maquina e relaciona os dados algébricos com

as caracteristicas gréaficas da fungao.

7. Reacao aos conflitos teérico-computacionais: Nao observamos nenhuma reacao

importante.

8. Incoeréncias momentaneas: Quando tenta dizer a férmula de uma assintota,
omite informacoes, como em y = 1, ela diz apenas 1. Ela também confunde
hipérboles com parabolas e, quando visualiza a suposta parabola, atribui o fato

ao polinomio do 2° grau que vé, por exemplo, no numerador da fungao racional.

Ana, antes das atividades, nao havia estudado assintotas inclinadas e seu contato
com o restante dos assuntos abordados durante as atividades havia tido apenas em seu

1° periodo de célculo, cujo desempenho, segundo ela, nao estava bom.

Processo de interagao entre abordagem e a imagem de conceito

Aqui vamos citar algumas caracteristicas importantes observadas durante o processo
de interacao entre as atividades e a imagem de conceito do participante, com isso, quere-

mos mostrar a evolugao deste processo.

Atividade 11
e Na etapa numérica, rapidamente percebe que os coeficientes das férmulas das retas
tendem a certos valores.

e Percebe que as aproximagoes das férmulas encontradas nos levam as formulas das

assintotas das fungoes estudadas.

e Relaciona as retas inclinadas encontradas com as assintotas inclinadas da funcao.

Atividade II1

O grande ponto positivo de Ana nesta atividade foi ter antecipado o método algébrico
para calcular assintotas. Contudo, nao temos mais o que observar, ja que Ana ficou muito

passiva e apenas realizou as atividades sem reacoes relevantes.



160

Esbogo da imagem de conceito posterior

Definicao de conceito: Ana consegue definir assintota horizontal. Também tenta
definir assintota inclinada, mas a definicao nao fica muito clara. Mas ela continua
sem definir limite, apenas escreve por extenso o significado do simbolo. Continua

nao mostrando muita distingao entre definir e como encontrar.

Critérios: Ana possui maior capacidade de calcular formulas de assintotas e deter-
minar a existéncia delas. Dentre os critérios, podemos destacar este conjecturado
espontaneamente por ela: se o polindmio do numerador tiver grau n e o polindmio

do denominador tiver grau n — 1, a fungao racional possui uma assintota inclinada.

Exemplos: Sua capacidade de dar exemplos pertinentes de fungoes que possuem

assintotas é bastante aumentada.

Idéias equivocadas: Ela continua achando que se o denominador zera, entao
necessariamente ha assintota vertical; nao considerando a possibilidade da indeter-
minacao quando o numerador também é zero. Além disso, continua achando que

para a assintota horizontal existir é necessario que os limites no infinito sejam iguais.

Idéias corretas: Desta vez acha que a assintota horizontal pode cortar o grafico
da funcao, mas nao sabe dar um exemplo, apenas descreve uma situacao possivel:
uma funcao que possui o préprio eixo x como assintota horizontal e também tem
raizes reais, o que significa que a funcao possui pontos pertencentes a assintota.
Ela também continua achando que nem toda funcao racional possui assintota, mas

continua sem dar nenhum exemplo de funcao que nao tenha.

Conexoes: Consegue fazer analogia do conceito de assintota com o conceito de

funcao limitante.

7. Reacao aos conflitos tedrico-computacionais: Nao observamos nenhuma im-

portante.
Incoeréncias momentaneas: Nao observamos nenhuma importante.

Impressoes: Ana fica surpresa na etapa de reconceituagao, quando apenas uma
das fungoes-diferenca explode. Fica intrigada com o fato de sugerirmos a multi-
plicagao da fungao-diferenca por x. Sozinha nao consegue descobrir a resposta, mas
demonstra ter entendido apds a explicacao. Por fim, ela gosta das atividades, pois

as visualizagoes ajudariam no entendimento da nocao de infinito.
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Analise da imagem de conceito de Ana

A seguir, para melhor compreensao dos resultados dos testes pré e pos atividades de

Ana, iremos resumi-los na tabela 3.

Algumas caracteristicas da imagem de conceito de Ana permanecem inalteradas apds
as atividades. Podemos destacar a sua dificuldade em definir os objetos matematicos,
sobretudo a nocao de limite. Ana permanece sem defini-lo, porém ela faz uma tentativa
bem sucedida de definir assintotas horizontais. Na verdade, ela continua confundindo as
nocoes definir e como encontrar. Este tipo de dificuldade é esperada neste estagio de

desenvolvimento de Ana como visto em estudos anteriores.

H4 outros pontos negativos como ela continuar supondo como obrigatéria a existéncia
de assintotas no ponto, onde ambos numerador e denominador de uma funcao racional
tendem a zero, isto é, sem levar em conta a possibilidade de uma indeterminagao, em
que o limite no ponto exista, mas a imagem da funcao, nao. Isto pode ter sido corro-
borado pelo computador, pois apesar das atividades oferecerem exemplos deste tipo, o
software nao evidenciava este aspecto. Por outro lado, Ana também nao se da conta
do conflito porque, neste caso, nao faz conexao entre aspectos algébricos e graficos da
funcao. Outro fato negativo importante observado, e este sim sem divida corroborado
pelas atividades, é Ana achar a necessidade dos limites no infinito de uma funcgao serem
iguais para existir a assintota horizontal, ja que nao foi mostrado nenhum exemplo de
funcoes que possuissem assintotas horizontais diferentes, justamente porque isto nunca

ocorre com fungoes racionais. Entendemos isto como uma limitacao da abordagem.

Por outro lado, ha muitos pontos positivos. Apods as atividades, Ana conhece mais
critérios de existéncia de assintontas e desenvolve mais habilidade para calcular suas
férmulas. Na verdade, mais do que isto, Ana por si mesma (antes de que fosse explicado)
chega a um critério algébrico para identificar assintotas. A sua capacidade de dar exemplos
de funcoes que possuem assintotas também é bastante aumentada como podemos observar

na tabela dos testes das pré e pds atividades.

Ao contrario de antes das atividades, Ana desta vez admite a possibilidade de uma
curva cortar sua assintota, porém ela tem dificuldades em expressar sua justificativa para
o fato e também de dar um exemplo para corroborar sua afirmacao, apenas tenta descrever
uma situacao possivel. Nao é para menos, pois nenhum exemplo explorado durante as
atividades mostrou tal propriedade. Por um lado, entendemos isto como uma limitacao
da abordagem que pode ser corrigida facilmente incluindo as fungdes que possuem a

propriedade de cortar sua assintota. Por outro lado, vemos isto como algo positivo no
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Pré-atividades e pos-atividades — Ana
Questoes itens correcao
antes | depois
1 — Definigao de conceito de limite (a) D D
(b) D D
(c) D D
(d) D D
2 — Verdadeiro ou falso (a) E E
(b) E CI
(c) CI CI
3 — Exemplos (a) E C
(b) C C
(c) B C
(d) C C
4 — Definigao de conceito de assintotas | (a) D D
b) | D D
(c) B D
5 — Critérios para encontrar assintotas | (a) CI CI
(b) E CI
(c) B CI
6 — Esboco de gréficos (a) CI CI
(b) CI CI
(c) E E

C — Correto

CI — Correto, mas incompleto

CE — Correto por razoes erradas

E — Errado

D — Escreve afirmagoes corretas, mas desvia do que foi perguntado

B — Em branco

Tabela 3: Tabela dos resultados dos testes das sessoes pré e pés atividades de Ana.
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sentido que, mesmo sem ter explorado exemplos de fungoes com a propriedade citada,
ela consegue deduzir e ainda descrever uma situacao: cita a possibilidade de existéncia
de uma funcao que possua a assintota y = 0 e tenha raizes reais. Acreditamos que esta
deducao tenha sido estimulada pelas atividades, ja que no pré teste ela tinha respondido

o contrario.

Outro fato interessante: apesar de Ana afirmar que nem todas as fungoes possuem
assintotas ja desde antes das atividades, e continuar afirmando apds, ela nao consegue
dar um exemplo de uma funcao deste tipo. Ela parece nao se lembrar destes exemplos
observados durante as sessoes. Ana pode simplesmente nao ter evocado a parte de sua

imagem de conceito necessaria no momento da observagao.

Ana muito naturalmente faz a analogia do conceito de assintotas com o conceito de
funcoes limitantes. Na realidade, mais do que uma analogia, ela entende a ampliagao ou

a generalizacao de um conceito para o outro.

E, finalmente, podemos citar os aspectos emocionais positivos como: a surpresa, a
curiosidade (durante a etapa de reconceituagdo ao pensar na razao da multiplicagdo por
x), o fato de ter gostado das atividades e achar que elas ajudaram na compreensao do

infinito.

4.4 Joao

4.4.1 Pré-atividade

1. (a) Joao responde:
Quando x se aproxima de a, a imagem se aproxima de b.
(b) Joao responde:

Quando z se aproxima de a, a imagem cresce, se aproxima de infinito. A

reta x = a é uma assintota vertical.

Joao se antecipa e ja relaciona a definicao de limite infinito com a definicao de

assintota vertical.
Nos outros dois itens, Joao define limite de forma anéloga.
2. (a) Joao erra, diz que a afirmagao é verdadeira. Ele explica a idéia de que quanto

mais o denominador se aproxima de zero, o quociente torna-se grande. Nao

percebe a possibilidade do numerador também ser zero.
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Joao erra, diz que a afirmacao é verdadeira. Ele responde que a fungao se

aproxima da sua assintota tanto quanto queiramos, mas nunca a intercepta.
Joao erra novamente, diz que a afirmagao ¢é verdadeira. Contudo, ele diz:

Se existir um valor real a que torne a fungdo do denominador nula, isto

ocorrera.

Notemos que, apesar dele dizer que a frase é verdadeira, ao dizer se existir,
fica implicito que tal valor de a pode nao existir e a assintota nao existir, o
que contradiz sua resposta. Aqui talvez nao seja um problema de imagem de

conceito, mas uma deficiéncia em entender expressoes como eziste e para todo.

Joao acerta. Da o exemplo da funcao y = — que possui a assintota horizontal
x

y = 0.

Joao acerta. Dd a fungao y = — como exemplo. Ela possui a assintota vertical
x

z = 0.
Ele deixa em branco.

. . . 1 ., . .
Joao acerta. Ele cita a fungao y = — que possui assintotas vertical e horizontal.
x

Joao escreve:
E uma reta do tipo y = b, onde b = xkrirlm f(x), com b € R.
Esta é a definicao de assintota horizontal.
Joao escreve:
E uma reta do tipo £ = a com a € R e ocorre quando %1_}112 f(z) = +o0.
Também escreve a definicao correta.

Joao escreve:

E uma reta com inclinagao que ocorre quando a imagem se aproxima desta

reta.
Apesar de Joao nao ter estudado assintotas inclinadas, ele se aventura em
definir um objeto desconhecido. Acaba fazendo isto por analogia.
Joao responde que, se lilil f(z) = L € R, a assintota horizontal existiré.
T— OO

Joao diz apenas que a funcao tem um ponto de descontinuidade. Aqui seu

critério esta incompleto, pois sabemos que isto nao é suficiente.

Ele deixa em branco.
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Em todos os itens, Joao desenha os graficos corretamente, explicitando as assintotas
horizontais e verticais quando existem. Observamos que ele sabe analisar os graficos
e as leis das fungdes. Por exemplo, na questao 2, item (a), apesar de ele ter dito
que bastava o denominador ser zero para existir uma assintota vertical, no item (c)
desta questao, mesmo o numerador também sendo zero para x = —3, ele nao erra
e desenha o grafico corretamente. Isto nos leva a crer que anteriormente ele apenas

nao tinha feito a conexao entre as possibilidades.

4.4.2 Atividade 1

(IT)

Joao observa o grafico desta fungao em uma janela do tipo A como mostra a figura 32.
Rapidamente ele identifica a existéncia da assintota horizontal, informando inclusive
a férmula: y = 0; e também identifica a presenca da assintota vertical, informando

a férmula: x = 0. Ele ainda complementa:

J: Quando x tende a —oo ou a 00, a func¢ao vai para zero. E quando a fungao

val para —o0 ou para +00, T val para zero.

Em seguida, alteramos a janela grafica para o tipo B e depois para o tipo C. Joao
observa e vé a semelhanca do gréafico de f com sua assintota horizontal. Perguntamos

por que ele acha que isto ocorre e ele responde:

J: Sei 14, parece que vocé estd enxergando de longe, ai ndo da para distinguir

qual é qual, parece que é tudo igual.

_x—i—l
Cr—1

9(x)
Joao visualiza o grafico desta funcao na janela grafica do tipo A como mostra a
figura 33 e identifica as assintotas vertical e horizontal, informando inclusive suas
formulas, que sao, respectivamente, x = 1 e y = 1. Alteramos a janela para os
tipos B e C, Joao relaciona o que ele observa na tela com a assintota horizontal.

Mudamos novamente a janela, desta vez para o tipo D e Joao diz:

J: D4 para a gente mudar aqui também, porque ficou confuso (ele aponta para
a regiao do gréfico, onde forma uma espécie de “pico”e onde sabemos estd a

descontinuidade, x = 1, ver grafico tipo D da figura 33).
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Neste ponto, ele propoe uma mudanca na janela grafica para melhor visualizar a
assintota vertical. Mais adiante, veremos que ele deseja encontrar uma janela onde
seja boa a visualizacao de todas as assintotas da funcao. Logo, ele percebe ser
impossivel visualizar a assintota vertical como ele observou a horizontal na janela

do tipo D sem perder esta de vista.

Perguntamos em seguida se ele acha que o gréfico de qualquer funcao pode cortar

sua assintota e ele diz:

J: Ah ... Eu acho até que ela pode cortar, nao sei, eu tenho que pensar. Talvez.

... Por exemplo, aqui (ele aponta para um trecho do gréfico do tipo A onde o

grafico se aproxima da assintota horizontal) ela nao pode cortar onde ela esta

se aproximando, mas em outra regiao sim.
W) = 25

x4+ 1

Joao visualiza o grafico desta funcao em uma janela do tipo A como mostra a
figura 34 e logo identifica a assintota horizontal, inclusive sua férmula: y = —2.
Mudamos a janela grafica, ficando dos tipos B e C. De imediato, Joao aponta o fato
do gréafico da fungao se parecer com sua assintota horizontal, que nesta tela apesar
de ser semelhante a reta y = 0 (perguntamos-lhe se ele acha que é y = 0), ele é
coerente com sua primeira afirmacao dizendo que nao. Em seguida, ele pergunta
se é comum ocorrer isto, ou seja, depois do processo de reducao global, retas como
neste exemplo, y = —2 se confundirem com o eixo x. Perguntamos o que ele acha e

logo responde:

J: Sei 14, pelo menos grande da ordem que esta aqui, talvez seja até normal
acontecer isto ... é um valor muito pequeno para uma distdncia muito grande

que a gente estd tentando enxergar.

Alteramos a janela grafica para uma do tipo D como mostra a figura 34. Ele confirma
sua expectativa com relacao ao grafico realmente se parecer com a reta y = —2 e
nao y = 0. Neste ponto, perguntamos se ele acha que o computador traca tudo

corretamente e ele prontamente diz que nao, com certeza nao.

, 52 + 1
="z

Tracamos o grafico desta funcao em uma janela do tipo A’ como mostra a figura 35.

Joao observa e diz:
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J: Parece com uma parabola mal feita.

Perguntamos se ele acha que o grafico como ele estd vendo nesta janela descreve
todos os sinais assumidos pela funcao. Pedimos para ele pensar na féormula. Ele
reflete um pouco e diz que nao, porque a funcao também assume valores positivos.
Ele lembra também que ela possui uma descontinuidade em x = 2 que nao aparece

nesta janela.

Mudamos a janela para o tipo A, Joao mostra bastante interesse e diz gostar desta
visualizacao. Neste momento, explicamos que neste exemplo existe uma assintota
inclinada, pois ele nao tinha visto este topico em seu curso de célculo. Rapidamente,
ele faz analogia com os outros tipos de assintota que conhece e diz que sim, existe
uma assintota inclinada nesta funcao. Ele também lembra a existéncia da assintota
vertical. Logo em seguida observamos os graficos em janelas dos tipos B e C,

ratificando o que ja haviamos estudado.

V) ja) = 5

Joao traga o gréafico desta fun¢ao em uma janela do tipo A como mostra a figura 36

e observa a existéncia de uma assintota vertical. Ele explica:
J: Porque nao pode ser zero o denominador e ela é zero pra x = —%.

Entao, perguntamos para Joao o que acontece quando x = 0, dizemos que neste
ponto o denominador também zera. Ele pensa sobre isto (ele ndo parecia ter visto
este fato) e nao diz nada. Lembramos-lhe que, diferente do fato apontado por ele e
do qual resultou uma assintota, quando x = 0 temos um tipo de indeterminacao e

nao ha assintota. Ele s6 balanca a cabeca e diz ter entendido.

Em seguida, alteramos a janela grafica para o tipo C como mostra a figura 36 e
Joao comenta sobre a semelhanca do gréfico da tela com a reta, que ele identifica

como assintota inclinada de j. Neste momento, Joao faz a pergunta:

J: Quando a gente sabe se uma func¢ao tem uma assintota horizontal ou incli-

nada apenas olhando para a féormula?

Pedimos para ele refletir sobre sua pergunta e tentar sozinho chegar a alguma res-
posta. Explicamos que no decorrer das atividades ele seria capaz de obter esta

resposta. Ele promete pensar nesta questao.
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Joao traga o gréafico desta fung¢dao em uma janela do tipo A como mostra a figura 37
e fala sobre a existéncia da assintota vertical x = 0. Perguntamos se existe mais

alguma assintota. Ele pensa e diz:
J: Nao sei o que ocorre com o comportamento desta funcao. Nao sei.

Mudamos a janela grafica para o tipo C e, entao, Joao tem certeza que nao existe
outra assintota e ainda comenta a semelhanca com uma parabola.

zt —10

2 +1

Joao procede de forma anéloga.

4.4.3 Atividade 11

(IT)

Voltamos a visualizar esta funcao nas janelas graficas mostradas na figura 32 e
vamos calcular uma aproximacao para a férmula da reta a qual o grafico da funcao
f se assemelha apods a reducao global. Um dos valores encontrados por Joao sao

mostrados na tabela abaixo:

x Y Férmula

200 | 0.005 |y = —0.0000083z + 0.0067
600 | 0.001666

Joao encontra outras férmulas a partir da escolha de outros pontos e observa que
os coeficientes parecem tender a zero.

_3:—1—1
Cr—1

9(x)
Visualizamos esta funcao em janelas graficas como mostra a figura 33. Ao procurar-
mos uma aproximacao através de uma reta para a g durante o processo de redugao

global, Joao obtém, por exemplo, a seguinte férmula dentre outras:

x Y Foérmula

20 | 1.040816 | y = —0.00062x + 1.07
60 | 1.033898
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Ele observa os resultados e conclui que o coeficiente angular esta tendendo para zero
e provavelmente o termo independente vai para 1. Lembra que a reta y =1 ¢ a

assintota horizontal.

—272
IT) h(x) =
(M) hz) =
Ele procede de forma analoga neste item.
5z + 1
IV) i(x) =
(V) i) = 2

Retornamos a esta funcao da atividade anterior. Visualizamos-na novamente em
janelas de tipos B e C como mostra a figura 35. Por exemplo, uma das férmulas

encontradas por Joao segue abaixo:

T y Férmula

20 | 111.166666 | y = 4.97x + 11.78
40 | 210.552631

Joao, apds observar outros dados e a reta calculada na tela, comenta que o grafico
da funcao 7 e a reta estao muito proximos, sendo esta muito proxima do que seria
a assintota inclinada. Ele estima que o coeficiente angular estaria tendendo a 5 e o

termo independente a 11.

V) o) = 5y

Joao procede de forma analoga neste item.

Ao final desta atividade, propomos a Joao que depois pensasse em uma outra forma de
calcular as assintotas, um método algébrico para obter suas férmulas. Dizemos que isto o
ajudaria, sem duvida, a responder aquela pergunta feita por ele préprio anteriormente na
primeira atividade (com relagao a poder reconhecer quando uma fungao possui assintota
inclinada ou horizontal apenas analisando a férmula) e que isto seria o nosso foco na

atividade seguinte.

4.4.4 Atividade III

No inicio desta atividade, Joao diz ter refletido bastante sobre a ultima questao pro-
posta na atividade anterior e diz ter encontrado uma forma algébrica de calcular assintotas.

Primeiro ele define assintota inclinada:
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J: E uma reta, né? Que tem uma inclinacao e que a fungao se aproxima dela quando

x val para +00 ou —o0.

Perguntamos se ele encontrou um artificio algébrico para calcula-la e ele responde:

J: S6 vai acontecer isto, eu acho, quando for um polinémio de grau n + 1 no nu-
merador e um polinémio de grau n no denominador. Af vocé pega o numerador e
divide pelo denominador ... o quociente vai ser a sua reta e o resto vocé coloca la

como ... é o resto.

Neste momento, ele olha se referindo ao resto como algo que nao vai interferir mesmo
no comportamento no infinito da funcao. Embora, sua explicacao tenha o foco em
assintotas inclinadas, mesmo porque talvez ele esteja mais preocupado com elas por ser
um assunto novo para ele (as horizontais, ele ja sabia calcular), ele logo percebe que este

seu método serviria para as horizontais também.

Aproveitamos este momento para colocarmos a questao:

Tutor: Vocé disse que, se a diferenca de graus entre os polinémios do numerador
e denominador for 1, teremos uma assintota inclinada, e naqueles exemplos da
atividade passada, o (VI) e o (VII), onde apds o processo de redugao global surgia

uma parabola, o que ocorre?
Joao, entao, responde:
J: Ah! Entéo neste caso a diferenca serd 2, nao?!

Voltamos, entao a questao do resto da divisao polinomial. Lembramos-lhe que todo

resto tem grau menor do que o grau do polinomio divisor. E o proprio Joao complementa:
J: Entao, quando z tender a infinito, esta parte vai tender a zero.

Prosseguimos durante esta atividade a obter aproximagoes para o célculo das assinto-
tas das fungoes dos itens (I) a (VII), utilizando o método proposto pelo préprio Joao e que
chamariamos de etapa algébrica. Também propomos, apés o célculo das férmulas, tragar
as assintotas na mesma tela da funcao e das retas calculadas pelo método numérico.

Ao observarmos todas estas retas na mesma janela, colocamos a questao de qual seria
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realmente a assintota da funcao estudada ou se todas as retas visualizadas poderiam ser
consideradas assintotas da funcao. Esta questao é levantada ao final desta atividade e

serve como motivagao para a atividade seguinte.

Prontamente, Joao diz que, para cada funcao estudada, apenas uma assintota é ver-
dadeira: a calculada pelo método algébrico, apesar das outras retas se confundirem com

a assintota apos a reducgao global. Perguntamos por que e ele responde:

J: E verdade, olhando aqui nao vemos diferenca, mas as calculadas pelo método
numérico, vocé pegou apenas dois valores e tentou, s6 com estes valores, achar a

reta toda, né ... pelo método algébrico, é mais geral.

Lembramos-lhe que, na etapa algébrica, também temos uma aproximacao, pois ha um

momento em que desprezamos o resto. Ele diz:

J: Mas ali é um ntimero muito pequeno dividido por um nimero muito grande,

muito muito grande.

Em todas as funcoes estudadas nesta sessao, realizamos a etapa de discriminacao

geométrica entre as assintotas e as curvas.

4.4.5 Atividade IV

Iniciamos esta atividade, propondo uma forma de visualizar no computador a melhor

reta que aproxima a curva no infinito.

Jodo, ao tracar inicialmente as diferencas y = [f(z) — f(x)] e y = [f(x) — f(z)] no
computador e realizar o processo de reducao global, nao observa nenhuma alteragao entre

elas. Porém, quando multiplica por z sua reacao é:
J: Neurético!! Muito estranho!

Explicamos novamente o que foi feito para ter certeza se ele estava acompanhando qual
é o objetivo da atividade e o que estava sendo feito. Prosseguimos com a atividade,
realizando a mesma tarefa com todas as funcoes de (I) até a fungdo do item (V). Joao

fica curioso e pensa bastante. Ao perguntarmos por que ele acha que isto ocorre, ele diz:

J: Estou sem palavras.
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22+ 1
Jodo novamente visualiza o grafico da fungao k(z) = — om0 mostrado na fi-
gura 37. Ele muda a janela gréafica até ficar do tipo C e procede da mesma forma que nas
outras atividades para encontrar aproximagoes numeéricas e algébricas para a férmula da
parabola da qual o grafico de k se aproxima no infinito. Apds a etapa de discriminagao,
Joao fala da analogia do que ele observa com o conceito de assintota (ja haviamos lhe

explicado fungoes limitantes):

J: Assim como no caso das assintotas, existe uma aproximacao ali ... da funcao

limitante com a curva que a gente deseja tracar.

Ao final desta atividade, perguntamos como ele definiria assintota inclinada depois

do que ele observou até agora e ele diz:

J: E uma reta quando vocé calcula a diferenca entre as duas, a curva e a assintota,

a diferenca é muito pequena.

Perguntamos se ele pensasse nisto que ele falou em termos de limite como ele definiria e

ele continua:
J: Ah, o limite para infinito desta diferenca é zero.

Em seguida, perguntamos se poderiamos aplicar esta mesma defini¢ao para assintotas
horizontais e ele responde que sim, dizendo apenas que, neste caso, a reta nao terda uma
inclinagao, isto é, ela sera paralela ao eixo x. Prosseguimos perguntando como ele definiria

funcoes limitantes:

J: Quando vocé analisa o comportamento da fungao que vocé quer ... para valores
muito grandes, ela toma uma forma de uma outra fungao, né? ... Se aproxima de

uma outra funcao.
Por fim, perguntamos o que ele achou das atividades. Ele responde:

J: Ah, ajuda pra caramba! ... Porque quando a gente comeca a estudar assim,
a gente tem a mente muito fechada, principalmente quando joga conceito como
assintota que é um conceito novo para mim, entdo vocé fica com a mente muito

fechada pra aquilo, vé uma reta ali que vai chegar muito perto e tal, quando tende
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a infinito, mas quando a gente comeca a experimentar, ainda mais quando fungoes

parecem parabolas ou quando tem as assintotas obliquas, abre mais a mente para

a gente entender o que é ... tenho certeza que tem muito mais coisa ... Gostei pra

carambal

4.4.6 Pobs-atividade

1. Em todos os itens, Joao repete as defini¢oes dadas no pré-teste.

2. Em todos os itens deste exercicio, nao observamos qualquer mudanca substancial

3.

em suas respostas.

(a)

(b)
()

1
Neste item, Jodo cita a fungao y = — que possui, de fato, a assintota horizontal
x

y=0.
- . r+1 : ) :
Joao dé o exemplo da funcao y = que possui a assintota vertical x = 0.
_ - x° —1 : .
Desta vez, Joao da o exemplo da funcao y = T due possui a assintota
x

inclinada ¥y = z. Lembramos que no pré-teste ele nao havia dado exemplo

algum por nao ter estudado este tipo de assintota.

1
Ele da exemplo da funcao y = — que possui duas assintotas, uma vertical z = 0
x

e outra horizontal y = 0.

Lembramos que a definicao de assintota horizontal dada por Joao no pré-teste
foi correta e bastante formal. Desta vez, ele d4 uma explicagao mais intuitiva.

Ele escreve:

E uma reta horizontal da qual a f(z) se aproxima, toma forma, para valores

grandes de z.
Sua explicacao é analoga a explicagao do item anterior.
Joao escreve:

E uma reta inclinada da qual os valores de f(x) se aproximam, f(z) toma

a forma desta reta no infinito.

Podemos observar a influéncia de nossas atividades neste trecho. Além disso,
apesar da maior facilidade de Joao em se expressar matematicamente, ele co-
mete a impropriedade de dizer que f(x) toma forma de uma reta, quando
sabemos (e, com certeza, Joao também sabe) que é o grafico de f que se

aproxima da reta. Isto é perfeitamente natural, tendo em vista o estdgio de
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desenvolvimento em que o participante se encontra e, inclusive, por se tratar
na verdade de uma descri¢ao de conceito e nao propriamente de uma definicao

de conceito de assintotas.

Neste item, nao observamos mudanca em seu critério em comparacao com o

pré-teste.
Desta vez, seu critério é completo e formal. Ele escreve:
Calculamos limjE f(x) = o0, onde a € R nao pertence ao dominio de f.
r—a

Joao escreve:
Seja f(z) = —=, f(x) terd assintota inclinada se p(x) tiver graun+ 1 e
q
q(x), grau n.

Podemos observar que Joao, apesar de nunca ter estudado este tipo de assintotas,

ap0s as atividades consegue criar um critério correto para identifica-las.

6. Em todos os itens deste exercicio, assim como no pré-teste, Joao faz corretamente

todos os esbocos dos gréaficos e ainda acrescenta a assintota inclinada no caso do

item (b).

4.4.7 Esboco da imagem de conceito de Joao

Agora iremos fazer um resumo das principais idéias observadas durante a pré-atividades,

as atividades e a pos-atividades de Joao, afim de ajudar em nosso esbogo de sua imagem

de conceito.

Esbogo da imagem de conceito anterior

1. Definicao de conceito: Joao consegue com suas palavras definir o conceito de

limite. Apesar disto, ele mostra ter dificuldade em entender defini¢oes formais, ja

que nao compreende bem expressoes como existe ou para todo. De qualquer forma,

ele é capaz de citar defini¢oes formais de assintotas. E ainda, logo nas primeiras

sessoes tenta definir assintotas inclinadas, assunto nao estudado por ele até aquele

momento.

2. Critérios: Ele conhece critérios de existéncia de assintotas baseados em céalculos

de limites.

3. Exemplos: Joao consegue dar bons exemplos de fungoes que possuem assintotas.
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4. Idéias equivocadas: Ele acha que uma funcao se aproxima da sua assintota tanto
quanto queremos, mas nunca a intercepta. Ele também afirma que, se uma fungao

possui assintota vertical, entao ela tem um ponto de descontinuidade.

5. Idéias corretas: Ele sabe que quanto mais o denominador se aproxima de zero, o
quociente torna-se grande. Ele também desenha graficos de fungoes corretamente,
explicitando as assintotas. Durante a etapa de visualizacao, identifica corretamente
as assintotas horizontais e verticais das fungoes estudadas. Joao nao tem muita
certeza, mas acha que o grafico de uma funcao pode cortar sua assintota em algum
ponto; nao da nenhum exemplo. Além disso, ele mostra consciéncia dos efeitos da

escala sobre os graficos e tem consciéncia das limitagoes do computador.

6. Conexoes: Ele relaciona a defini¢ao de limite infinito com a definicao de assintota
vertical. Além disso, mesmo inicialmente sem pensar na possibilidade de, numa
funcao racional, o denominador e o numerador serem zero e, assim, nao existir
assintota vertical, ao se deparar com uma situacao como esta, acaba analisando
corretamente a funcao e nao afirma existir a assintota. FEle faz conexao entre os
aspectos gréaficos e algébricos quando informa as férmulas das assintotas apenas
visualizando-as no computador e também em varios outros momentos, como por
exemplo, quando percebe faltar partes do grafico em certas janelas. Também rela-
ciona as retas observadas durante o processo de reducao global com as respectivas

assintotas.

7. Reacao aos conflitos tedérico-computacionais: Em situagoes onde existe assin-
tota vertical e o software liga os pontos formando uma espécie de “pico”, Joao

percebe o conflito e sugere uma escala diferente para melhorar a visualizacao.

8. Incoeréncias momentaneas: Nenhuma incoeréncia importante foi observada.

Devemos lembrar que Joao nao havia estudado assintotas inclinadas antes das ativi-
dades e seu contato com o restante dos assuntos abordados durante as atividades havia

sido apenas em seu 1° periodo de célculo, cujo desempenho, segundo ele, estava sendo bom.

Processo de interagao entre abordagem e a imagem de conceito

Aqui vamos citar algumas caracteristicas importantes observadas durante o processo
de interacao entre as atividades e a imagem de conceito do participante, com isso, quere-

mos mostrar a evolugao deste processo.
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Atividade 11

Nesta secao, Joao realiza as tarefas pedidas e percebe que os coeficientes das férmulas
calculadas na etapa numérica tendem a certos valores que, por sua vez, sao coerentes com
os coeficientes das férmulas das respectivas assintotas. De resto, tudo que ele conclui nao

difere do que ja foi relatado na etapa anterior.

Atividade 111

e Ele responde a seu préprio questionamento quando encontra um critério de exis-
téncia para assintotas inclinadas. Ele diz que basta a diferenca entre os graus dos
polindmios do numerador e do denominador ser igual a 1. Ainda complementa,
dizendo que é possivel encontrar a formula da assintota, dividindo o numerador

pelo denominador da funcao racional.

e Faz analogia do que foi explicado no item anterior para a assintota horizontal e para

o caso de outras fungoes limitantes.

e Explica que o resto da divisao sugerida no primeiro item, quando o x tende a infinito,
sempre tende a zero justamente porque o grau do resto é sempre menor do que o

grau do divisor.

e Afirma que s existe uma assintota em cada caso estudado, as outras sdo apenas
aproximagoes. A calculada pelo método algébrico, segundo ele, é a melhor por ser
mais geral do que as calculadas no método numérico, que foram obtidas a partir
de valores particulares e por tentativa (notemos que ele nao coloca em jogo aqui
a propria definicao de assintota, isto €, ele nao recorre a ela para responder a per-

gunta).

Esbogo da imagem de conceito posterior

1. Definicao de conceito: Permance definindo assintota, mas desta vez, ora em
termos de limite da diferenga entre a férmula da funcao e a férmula da assintota
quando z tende a infinito e diz que este limite é zero, ora dizendo que assintota é
uma reta da qual a f(x) se aproxima, toma forma, para valores grandes. Desta vez,
Joao dd uma definicdo mais intuitiva e mais geral, independente do tipo. Apesar

disto, ele continua tendo problemas em compreender expressoes como eziste.
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2. Critérios: Joao nao esquece os critérios aprendidos por ele, mas cria outro como
conseqiiéncia de seus proprios questionamentos e antes de o explicarmos. Ele divide
o numerador pelo denominador da func¢ao racional e diz que o quociente é a férmula

da assintota e o resto é desprezivel quando x tende a infinito.

3. Exemplos: Ele continua dando bons exemplos de func¢oes que possuem assintotas,
mas observamos um enriquecimento nos tipos de exemplos, sobretudo no caso das

assintotas inclinadas.

4. Idéias equivocadas: Ao responder as questoes de verdadeiro ou falso, afirma que
basta o denomindador ser zero para garantir a existéncia de uma assintota vertical,
nao considerando a possibilidade do numerador também assumir aquele valor, o
que nao acarretaria na existéncia de uma assintota. Porém, ao se deparar com
uma situacao como esta, ele analisa corretamente a fungao. Além disso, desta vez
afirma que o grafico de uma funcao pode se aproximar de sua assintota tanto quanto

queremos, mas nunca corté-la.

5. Idéias corretas: Joao continua achando que, quanto mais o denominador se
aproxima de zero, o quociente torna-se grande. Ele também afirma a unicidade
de assintota e justifica este fato. Ha& uma série de outras idéias ja descritas no

esbogo da imagem de conceito anterior.

6. Conexoes: Ele faz analogia entre o conceito de assintotas e o conceito de fungoes
limitantes. Ele continua relacionando a defini¢ao de limite infinito com a defini¢ao de
assintota vertical. E também continua fazendo boa conexao entre aspectos graficos

e algébricos de fungoes.

7. Reacao aos conflitos teérico-computacionais: Nenhuma reagao importante foi

observada.
8. Incoeréncias momentaneas: Nenhuma incoeréncia importante foi observada.

9. Impressoes: Tem a iniciativa de procurar uma janela grafica melhor para visualizar
assintotas verticais. Joao mostra muita curiosidade. Sempre faz perguntas e, quando
nao obtém as respostas, tenta busca-las sozinho, como quando questiona se é possivel
saber qual o tipo de assintota uma funcao possui, analisando apenas a férmula.
Também fica bastante surpreso ao visualizar as fungoes-diferenga multiplicadas por
x no computador apés a reducao global. Joao diz gostar bastante das atividades

porque, segundo ele, elas abrem a mente dele para o conceito de assintota (que
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ele afirma ser novo para ele), pois permitem experimentar. E, enfim, ele fica bem
motivado por ter certeza que ha muito mais pela frente a ser estudado com o auxilio

da maquina.

Anailise do esboco da imagem de conceito de Joao

A seguir, para melhor compreensao dos resultados dos testes das sessoes pré e pds

atividades de Joao, iremos resumi-los na tabela 4.

Conforme observado durante as primeiras sessoes, Joao ja possuia uma imagem de
conceito relativamente rica de assintotas para seu estagio, mas que nem por isso deixava
de conter algumas idéias equivocadas. Algumas destas idéias nao sao alteradas pela abor-
dagem, como por exemplo, sua dificuldade em entender o quantificador existe, porém ja
vimos em nosso referencial tedrico que tais dificuldades sao esperadas nesta fase. Mesmo
assim, o interessante é que Joao ja mostrava uma maturidade grande para entender de-
finicoes formais, pois ele é o tnico dos participantes que da definicoes corretas de limite e

de assintotas.

Outra idéia nao alterada de Joao é sua resposta para a primeira afirmacao da questao
de verdadeiro ou falso. Ele continua dizendo que basta ambos numerador e denominador
serem zero para garantir a existéncia da assintota vertical, porém quando se depara com
um exemplo em que isto ocorre ele analisa corretamente e nao acusa a existéncia de uma
assintota. Acreditamos que tal afirmacao no contexto formal e genérico de um verdadeiro
ou falso soou muito abstrata para Joao (e na verdade, também soou assim para os ou-
tros participantes, mas os outros mostraram real desconhecimento quando confrontaram
situagoes mais praticas) que, na verdade, sabia ser falsa a questdo, mas nao pensou na
hipotese da indeterminagao 0 fazendo-o cometer o engano. Outro aparente erro de Joao
cujas razoes sao semelhantes é quando afirma que uma curva pode sempre se aproximar
de sua assintota, mas nunca cortd-la. Em outros momentos, Joao chega a afirmar que
pode cortar. Sabemos que as atividades nao ajudaram Joao neste sentido, porque nao
foram explorados exemplos deste tipo. De qualquer forma, acreditamos que o contexto

do verdadeiro ou falso é muito abstrato e distante para ele, fazendo-o se equivocar.

Antes das atividades, Joao diz que, se uma funcao possui uma assintota vertical,
entao necessariamente ela possui um ponto de descontinuidade. Esta afirmacao é falsa,
pois sabemos, por exemplo, que a funcdo f : R\ {0} — R definida por f(z) = 31;
possui uma assintota vertical x = 0 e é continua. Na verdade, achamos que ele mesmo

depois permaneceu com esta idéia, apenas nao conseguimos detecta-la explicitamente
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Pré-atividades e pds-atividades — Joao
Questoes itens correcao
antes | depois
1 — Definigao de conceito de limite (a) C C
(b) C C
(c) C C
(d) C C
2 — Verdadeiro ou falso (a) E E
(b) E E
(c) E E
3 — Exemplos (a) C C
(b) C C
(c) B C
(d) C C
4 — Definigao de conceito de assintotas | (a) C C
(b) C C
(c) CI C
5 — Critérios para encontrar assintotas | (a) C C
(b) CI C
(c) B C
6 — Esbogo de graficos (a) C C
(b) C C
(c) C C

C — Correto

CI — Correto, mas incompleto

CE — Correto por razoes erradas

E — Errado

D — Escreve afirmagoes corretas, mas desvia do que foi perguntado

B — Em branco

Tabela 4: Tabela dos resultados dos testes das sessoes pré e pos atividades de Joao.
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durante as sessoes. Neste caso, podemos observar que o problema nao estda no conceito
de assintota, mas sim no conceito de continuidade, ainda muito recente e superficial
para Joao. Provavelmente ele tem a idéia de que uma funcao é continua quando, ao
desenharmos seu grafico, nao pudermos retirar o lapis do papel. Esta idéia é muita usada
em abordagens iniciais por ser intuitivamente simples, mas nao corresponde sempre a
verdade. De qualquer forma, este aspecto nao constitui o foco de nossa pesquisa, nem de

nossa proposta e deixaremos esta discussao para um outro momento.

Por outro lado, ha diversos pontos positivos. Apds as sessoes, Joao continua dando
definig¢oes corretas de limites e assintotas, sé que ainda mais ricas, pois elas tém um carater
mais geral e uma interpretacao mais geométrica. Um ponto surpreendente é quando Joao
consegue um critério algébrico e mais geral de existéncia de assintotas por sua prépria

iniciativa, antes disto ser sugerido.

Os tipos de exemplos dados por ele sao mais diversos, principalmente com relacao
as assintotas inclinadas. Além disso, Joao nao perde as suas idéias corretas ja descritas
e compreende bem a nocao de unicidade de assintotas. Sua analogia do conceito de
assintotas com o conceito de fungoes limitantes se mostra bem natural. De fato, ele
entende uma nocao como a generalizacao da outra. Particularmente, sua habilidade para

fazer conexoes entre os aspectos algébricos e graficos continua forte.

E finalmente, hd muitos aspectos emocionais positivos. Ele mostra iniciativa ao pro-
curar janelas graficas mais adequadas para a visualizacao antes disto ser pedido pelo
tutor. Ele se mostra muito curioso em diversos momentos e, assim, se questiona ao ana-
lisar os exemplos. Ele fica surpreso varias vezes durante as tarefas e diz gostar muito das
atividades por elas permitirem a exploragao das idéias e, assim, abrirem sua mente. E, so-
bretudo, ele se sente bastante motivado para estudar muitos outros topicos mais adiante.
Portanto, mais do que os ganhos observados durante as atividades, ¢ importante ressal-
tar também, e talvez aqui esteja a importancia maior da proposta, que esta motivacao

causada em Joao lhe permitira ir em frente em seus estudos com autonomia.

4.5 Analise Geral

Apoés observarmos com cuidado as reacoes de cada participante diante das atividades,

podemos compara-las e destacar alguns pontos comuns negativos e positivos.

O ponto que mais nos chama a atencao é a pouca experiéncia dos participantes com

defini¢oes formais ou nao formais. Vemos que, no estagio em que se encontram, definir
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é algo complicado e muitas vezes é confundido com como encontrar. Alids, a dificuldade
nao estd somente na acao de definir, mas também em entender o seu significado. Com
excecao de Joao, neste aspecto todos mostraram grandes dificuldades e a abordagem nao
mostrou muitos ganhos. Para deixarmos claro que nao foi um problema de formulagao
do teste, vale a pena citarmos novamente o episédio em que Alexandre, tendo apenas
escrito por extenso o significado do simbolo de limite, mantém sua resposta mesmo apds a
orientacao do tutor sobre o que realmente havia sido pedido no exercicio. Até mesmo Joao
tem dificuldades em entender quantificadores como existe, o que compromete sem divida
o entendimento de defini¢bes formais. Este fato é previsto por Cornu (1991), conforme

discutido na secao 1.3.

De qualquer forma, observamos alguma melhora na capacidade de definir dos par-
ticipantes, nem tanto no teste escrito, porém mais presente em algumas atividades de
laboratério. Apesar da dificuldade, alguns estudantes se arriscaram a dar algumas de-

finigoes de assintotas com suas proprias palavras, algumas mais completas, outras menos.

Figura 41: lirggf(x) = —6, mas a imagem f(—3) nao esta definida.

Outra caracteristica inalterada da imagem de conceito dos estudantes ¢ o fato de eles
nao considerarem a possibilidade da indeterminacao 0 nao gerar uma assintota vertical
(mas sim, uma funcdo cujo limite no ponto existe). A figura 41 ilustra a situacao que
desejamos descrever: o grafico da fungdo f : R\ {—3} — R definida por f(z) = (z* —
9)/(x+ 3) préximo ao ponto x = —3. Para trés dos participantes bastaria o denominador
tender a zero para existir uma assintota vertical e esta idéia equivocada nao é modificada

pela proposta. Apesar de terem sido abordados exemplos em que tal situagao ocorre,
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talvez pelo software nao evidenciar tal detalhe, os estudantes nao questionaram o que
observaram na tela, isto é, nao perceberam o conflito entre o grafico construido pelo
computador e os aspectos algébricos observados. Joao, apesar de responder a esta questao
de forma semelhante aos colegas é o tnico que, ao se deparar com um exemplo onde
ocorre a indeterminacao 0 no teste escrito, analisa e constréi corretamente o grafico,
mostrando que na verdade nao havia problemas com sua imagem de conceito. Mas apenas
Joao nao havia pensado na possibilidade da indeterminacao no contexto mais abstrato
de uma questao de verdadeiro ou falso. Alids, isto s6 evidencia ainda mais a dificuldade
de compreensao em contextos mais formais neste estagio de desenvolvimento do aluno.
Além disso, é preciso frisar que esta caracteristica da imagem de conceito de Joao nao
foi provocada pela proposta, pois ele ja havia reagido da mesma maneira na primeira

avaliacao.

Uma limitagao (aparente) de nossa proposta foi nao ter explorado nenhum exemplo
de fungao cujo grafico corta a sua assintota. Apesar disto, trés dos alunos acreditam
ser possivel que isto ocorra, sendo que um deles nao da nenhuma justificativa. Outra
estudante, Ana, tenta descrever uma possibilidade sem dar um exemplo e, Alexandre,
antes das atividades ja achava que é possivel a existéncia de uma funcao com a propriedade
de cortar sua assintota, mas apds as atividades da o exemplo da funcao definida por
f(x) =24z —2%/(x—1)? que, de fato, corta sua assintota horizontal y = —1 conforme
mostra a figura 42. Acreditamos que as atividades computacionais o estimularam a buscar
a resposta a questao proposta (j4 no primeiro teste) fora do horario das sessoes, pois,
segundo comunicagao pessoal, ele comegou a usar o software Graphmatica em casa para

estudar célculo.

Figura 42: Um exemplo dado por Alexandre — uma fun¢ao cujo grafico corta sua assintota.
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Uma limitagao importante da proposta é causada pela escolha de explorarmos apenas
funcoes racionais. Fungoes deste tipo tém sempre no maximo uma assintota horizontal, o
que reforgou a idéia de que quando os limites de uma funcao com z — +o0 ou r — —00
existem, entao eles devam ser necessariamente iguais. Esta idéia foi compartilhada por
Ana e Alexandre. Para trabalhos futuros poderemos incluir outros tipos de func¢oes que

nao tenham esta propriedade para eliminarmos esta limitacao.

Antes e depois das sessoes, Alexandre e Lucas permanecem achando que toda funcao
racional possui pelo menos uma assintota, mesmo tendo visto exemplos de funcoes ra-
cionais que nao possuem esta propriedade durante as sessoes. Isto pode ter ocorrido
simplesmente por terem incluido, por exemplo, parabolas na categoria de assintotas. Na

verdade, existem autores que nao fazem esta distingao.

Alguns conflitos tedrico-computacionais observados durante as atividades ajudaram
a detectar problemas na imagem de conceito de Lucas. Podemos citar o caso de algumas
janelas graficas do tipo B, nas quais o computador ligava pontos formando uma espécie
de pico e resultando na visualizagao de graficos desconexos como conexos. A partir do
conflito, observamos que Lucas compreendia assintota como um objeto pertencente ao
grafico. Acreditamos que o confrontamento das diferentes descrigdes ajudou Lucas a
transformar o conflito potencial existente em sua imagem de conceito em um conflito
cognitivo, que, por sua vez, foi também transformado em uma unidade cognitiva coerente
com a teoria matematica: Lucas passou a compreender que assintotas de funcgoes sao
objetos externos ao grafico destas. Efeitos positivos de conflitos sao previstos por Giraldo
(2004). Além disso, antes das atividades pudemos verificar a imagem de conceito pobre

sobre assintotas de Lucas, tnico aluno a ter estudado calculo anteriormente.

Um outro efeito interessante observado em nosso estudo empirico foi a tentativa equi-
vocada de dois dos participantes, Ana e Alexandre, em buscar conexao entre a observacao
do que parecia uma pardbola (na verdade se tratava de uma hipérbole) e algo na férmula
da funcao que lembrasse um polinomio de 2° grau. Este fato é muito semelhante aos des-
critos por Abrahao (1998) (citado na se¢ao 1.6) em sua pesquisa sobre o comportamento
de professores de ensino médio frente a questdo da escala em gréficos (nao usuais) de
funcoes reais construidos com auxilio tecnoldégico, na qual a autora relata a tentativa de
um professor em aplicar propriedades algébricas de uma funcao quadratica apds visualizar

um grafico que ele acreditava ser uma parabola.

Outra observacao nossa semelhante as descritas por Abrahao é, por exemplo, o fato

de Alexandre visualizar um tipo de janela que mostra um grafico totalmente abaixo do
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eixo x e nao ser capaz de deduzir a existéncia de uma outra parte desconexa a primeira
situada acima do eixo. Este tipo de caracteristica sé poderia ser deduzida por alguém ca-
paz de relacionar aspectos graficos com algébricos da funcao. Conforme nosso referencial,
Williams (1993) sugere que tal habilidade é dificil para estudantes e, segundo Abrahao,
também para professores de ensino médio. Nosso estudo indica que a exploracao das dife-
rentes descrigoes feita pelos estudantes ajudou-os a relacionar melhor as anélises algébrica

e grafica de funcoes.

O fato do computador evidenciar certas “armadilhas” apontadas por Lucas pode
parecer, em um primeiro momento, um problema a ser evitado, mas na verdade elas
reforcam a necessidade do estudante em confronta-las com outros tipos de representagoes
como, talvez, a propria definicao matematica. Isto é favoravel em contextos formais e
desejado no ensino de um conceito, conforme também apontado em nosso referencial

tedrico.

Nao podemos esquecer a grande dificuldade apontada por Alexandre em entender
graficos durante as atividades, contudo, como podemos verificar na tabela 2 da pagina 147,
pudemos observar a sua significativa melhora na construcao de esbocos de graficos ao final

das sessoes.

Com excecao apenas de Alexandre, todos conseguem fazer analogia entre as repre-
sentagoes observadas na tela e o conceito de assintota e também entre este e o conceito
de funcao limitante, o que se mostrou bem natural. Além disso, mesmo nao tendo eles
estudado assintotas inclinadas antes, todos reagiram de forma positiva a introducao deste
tema. Talvez isto seja um indicio de que a nocao de polinomorfizacao global seja uma
raiz cognitiva para o ensino de assintotas, ja que se mostrou familiar aos estudantes e
sugere servir de base para o estudo do tépico em questao. Pelo menos, podemos citar a
reacao de Joao quando diz ter certeza que existe muito mais para ser estudado a partir
da exploragao proposta durante as atividades. Contudo, nao é nosso objetivo demonstrar

que esta no¢ao seja uma raiz cognitiva por razoes ja apresentadas em nosso referencial.

Em todos os casos, houve significativa melhora na capacidade dos estudantes de dar
exemplos de fungoes que possuem assintotas como podemos observar nas tabelas 1, 2, 3
ed. E preciso frisar que na maioria dos casos os exemplos apresentados foram diferentes
dos observados durante as sessoes. Acreditamos que isto sugira sobretudo uma habilidade

deles de aplicar os critérios de existéncia de assintotas.

Na verdade, outro ponto positivo da proposta foi o fato de ter possibilitado a Joao

estabelecer um critério de existéncia de assintotas inclinadas, mais geral do que aquele
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conhecido por ele. Joao chega ao critério antes deste ser sugerido. Ana também revela uma
boa conexao entre aspectos graficos e algébricos quando explica corretamente a semelhancga

do grafico de uma fun¢ao com uma parabola apds o processo de reducao global.

Acreditamos que a méaquina e o carater de aproximacao das descricbes numérica e
algébrica ajudaram os participantes na familiarizacao da idéia de limite, sobretudo aqueles

que nao mostravam seguranga nem com o fato de um limite do tipo lim — ser zero.
T—00

Temos certeza que o carater surpresa — proporcionado pela visualizacao dos gréficos
das fungoes racionais em janelas apos o processo de reducao global — ajudou a estimular
a exploracao do conceito, que se tornou intrigante para o aluno. Isto é, nenhum dos
participantes esperava ver os graficos das funcgoes se transformando em suas assintotas
ou muito menos em parabolas apds a reducao global. Acreditamos que este fato tenha

estimulado a curiosidade deles para prosseguir no estudo.

E por fim, todos se sentiram agentes efetivos durante a interacao com a abordagem
e estimulados a explorar exemplos com rapidez, ao contrario do que acontece na aborda-
gem tradicional, em que eles se sentem muito passivos e presos aos graficos estaticos do
professor feitos no quadro-negro, o que, segundo eles, dificulta a compreensao de gréficos

e, sobretudo, a nocao de limite e de infinito.
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Consideracoes finais

Nossa escolha em lidar com imagens de conceito iniciais de limite nos levou a res-
tricao de explorarmos somente fungoes racionais. O fato de quaisquer fungoes deste tipo
poderem ser aproximadas no infinito por um polinémio acabou por resultar em uma li-
mitagao importante para a abordagem proposta: eliminou a possibilidade de manipulacao
de nao-exemplos durante as atividades. Isto é, nao houve a chance de propormos visua-
lizagoes de fungoes que nao se comportassem como polindomios em graficos reduzidos
globalmente. Com isso, a no¢ao de organizador genérico nao pode ser plenamente experi-
mentada conforme prevé sua definicao. Contudo, temos o intuito de ampliar futuramente
o estudo empirico para outros tipos de fungoes e observar o efeito das descrigoes propostas

aqui e suas limitagoes associadas em contextos mais gerais.

Uma limitagao de carater metodolégico foi o lapso de omitirmos funcoes cujos gréaficos
cortam suas assintotas. Este problema nao parece grave, ja que, além de ser resolvido
acrescentando-as na proposta, dois dos estudantes nao se deixaram influenciar pelo re-
pertério de exemplos sugerido e acabaram por conjecturar a possibilidade da intersecao

da curva com sua assintota, sendo que um deles chegou a encontrar um caso deste tipo.

Em trabalhos posteriores também nao precisaremos ficar restritos a aproximagao do
comportamento das funcoes por retas e pardbolas. Poderemos introduzir também os casos

de aproximacao por polinomios de graus maiores do que dois.

Uma questao interessante é como uma estrutura finita, na qual sao baseados os com-
putadores, pode auxiliar na compreensao do conceito de infinito. A resposta talvez esteja
na complexidade da mente humana, diferente da estrutura matemaética. Esta é coe-
rente, légica e organizada, ao passo que a outra é mutavel, temperamental e muitas vezes
confusa. A Matematica ensina que, se uma propriedade é satisfeita cem vezes, nao ne-
cessariamente funcionara na centésima primeira vez. Nossa mente, ao contrario, pode
compreender quantidades muito grandes como muito préximas do infinito. No entanto,

tal compreensao pode criar armadilhas.

Qualquer modelo que criarmos para a compreensao do infinito (ou para qualquer

outro assunto) sempre tera limitagoes. Dai a necessidade da fundamentagao teérica. Ela
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pode nos guiar onde nossos olhos nao véem. Esperamos que toda abordagem de qualquer
topico da Matematica possa estimular o estudante a entender isto e também seja concebida
como um meio de aproximéa-lo do conceito, deixando explicito que ela nao encerra em si
tudo sobre este. Uma abordagem que retina multiplas representagoes (de um mesmo
conceito) é uma tentativa de, ao mesmo tempo, suavizar e endurecer. Ela suaviza porque
dé oportunidade ao estudante de entrar em contato com o assunto de forma gradual e
ela endurece porque tenta nao omitir nenhum aspecto do conceito, mesmo que isto crie

dificuldades.

O computador nos permite experimentar no¢oes como a retidao local e a polinomor-
fizacao global que se harmonizam com a teoria matematica, mas que ainda sao pequenas
janelas para a compreensao dos conceitos. Felizmente elas existem. A méquina nos per-
mite nao s6 fazer calculos complicados ou construir graficos rapidamente, como também,

e principalmente, explorar ambientes para a criagao de conjecturas de idéias matematicas.

A partir da nossa proposta, a discussao sobre para onde a funcao tende no infinito
(da abordagem tradicional) pode ser generalizada para a discussdo sobre como a fungao
tende no infinito. Isto significa um enriquecimento do estudo qualitativo de funcgoes.
Consideramos que esta possibilidade vai além do simples estudar Matemdtica e caminha

ao encontro do fazer Matemdtica.
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APENDICE A - Formuldrio de Dados

Pessoais

Dados Pessoais

Atencao! Seus nomes permanecerao em segredo quando eu divulgar o meu trabalho.

1.Nome: Idade:

2.Em qual escola vocé cursou o Ensino Médio? Em que ano concluiu?

3.Viu Célculo no Ensino Médio?

4.Voce esta cursando a disciplina Célculo pela primeira vez?

5.Quais sao as suas primeiras impressoes sobre Calculo? Vocé gosta? Acha dificil?

6.Descreva a sua experiéncia com computadores. Vocé tem computador em casa?

Usa-o com freqiiéncia?

Obs.: Se precisarem de mais espaco para responder as perguntas, usem o verso
desta folha.



7.Voce ja usou computador para estudar matematica? Quando e com que contetidos?

8.Voceé acha que o computador pode ajudar no ensino de Matematica? Por quée?
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APENDICE B - Teste escrito das Pré e

pos atividades

Teste - 1% parte

Nome:

1.Explique, com as suas palavras, o significado de glﬂlirtll f(z) = b nos seguintes casos:

2.Diga se as afirmagoes abaixo sao verdadeiras ou falsas. Dé uma breve justificativa:

(a)Sejam p(z) e g(z) polinémios e f a fungao real definida por f(x) = M Se

q(x)

existe xg € R tal que ¢(xo) = 0, entdo podemos dizer que o gréfico de f possui

uma assintota vertical.

(b)Se uma funcéo g possui uma assintota horizontal, entdo o grafico de g nao corta

sua assintota em nenhum ponto.

(c)Toda fungao racional (fun¢do como a f do item (a)) possui pelo menos uma

assintota.

3.Dé exemplos de:

a)Uma fungao que possua uma assintota horizontal.

(a)

(b)Uma fungao que possua uma assintota vertical.
(c)Uma fungao que possua uma assintota inclinada.
)

(d)Uma fungao que possua pelo menos dois destes trés tipos de assintotas.



2% parte
4.Explique o que voceé entende por:

(a)Assintota horizontal
(b)Assintota vertical

(c)Assintota inclinada
5.Diga qual o critério vocé usa para saber se uma fungao possui:

(a)Uma assintota horizontal
(b)Uma assintota vertical
(c)Uma assintota inclinada

6.Faca um esbogo dos gréaficos das seguintes fungoes reais. Desenhe e indique as

assintotas quando existirem:

(a)f (@) = 12
b)ga) = =
22 -9

oz +3
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APENDICE C - Roteiro das Atividades

Atividade 1

Objetivo:  Estudar o comportamento no infinito de fungoes racionais (dizer o que
é fungao racional). Para isto, vamos utilizar o computador para simular este compor-
tamento. Nesta fase inicial, iremos nos concentrar na visualizacao grafica das fungoes,

buscando janelas e escalas mais adequadas para esta observacao.

1
1.Construa o gréfico da fungao f : R* — R com f(z) = — no computador.
x

a)Mude a cor e a espessura da linha para melhor visualizacao.
b)Faca um afastamento da janela.

¢)O que ocorreu?

z+1
xr—1

2.Construa agora o grafico da fungao g : R — {1} — R definida por g(z) =

a)Afaste a janela.

b)Quando afasté-la bastante, mexa apenas no intervalo de x e mantenha —5 <

y <5 (ver: Mudar os intervalos de x e y).

¢)O que ocorreu?

3.Agora, encontre vocé mesmo as janelas adequadas para simular o comportamento

das fungoes no infinito:

—2x?
h: R — R definid h(z) = ———.
a) — R definida por h(z) o
2
1
b)i : R— {2} — R definida por i(z) = +2 .
x_
¢)j : R* —{—1} — R definida por j(z) = i
I 2 POLI) = o
2+ 1

d)k : R® — R definida por k(z) = pa



4
~1
e)l : R — R definida por I(z) = ZzHO

4.0 que voce ve? Estes graficos se parecem com graficos de outras fungoes? Quais?

5.Por que vocé acha que isto acontece?

Atividade 11

Objetivo:  Encontrar os coeficientes dos polinomios, cujos graficos no infinito se

assemelham aos graficos das fungoes estudadas na atividade anterior utilizando artificios

numeéricos.

Vamos retomar as cinco primeiras fungoes da atividade anterior. Suas leis de formacao

0f() =~
(g(a) = T2
(IT)h(x) = ;ﬁ
)ity = 221

(Vi) = o

Vamos comegar com a fungao do item (I). Construa seu gréfico e faga o afastamento
da janela como foi feito na atividade passada. O gréfico fica parecido com o grafico de

outra fungao. Vamos calcular agora aproximadamente a formula desta outra fungao.

1.Como podemos encontrar a férmula desta fungao usando o computador?

2.Quantos pontos definem este grafico?
3.Faca uma tabela de pontos da funcao original para valores grandes de x a sua

escolha.
4. Trace o grafico desta funcao de aproximacao na mesma janela grafica da primeira

funcao, passando pelos pontos que vocé achou.



5.Veja os coeficientes deste polinomio. Anote-os e compare-os com os encontrados por
seus colegas.

6.0 que vocé observou? (o aluno deverd dizer que os coeficientes encontrados estao
se aproximando de certos valores)

7.0 que vocé acha que vai acontecer se aumentarmos cada vez mais os valores de x
para o calculo da equacgao da reta? O que vai acontecer com a equacao da reta?

Podemos encontrar estes valores exatos?

Atividade 111

Objetivo:  Encontrar os coeficientes dos polinomios, cujos graficos no infinito se
assemelham aos graficos das fungoes estudadas na atividade anterior utilizando artificios
algébricos. Depois construir o grafico da fungao encontrada em uma janela grafica para

valores de x pequenos e discriminar o objeto matemaético estudado. Ao final refletir sobre

a unicidade das assintotas.

Vamos retomar as cinco primeiras fungoes da atividade anterior. Suas leis de formacao

0f() =
(M) = 212
(I h(z) = ;fl
(IV)i(x) = 55_*21
— 43

(V)j(z) = P rw

1.Use o algoritmo da divisao
p(x) = q(z)d(z) +r(z)

para calcular o limite de pé:l:'; quando x — ©0.
q(x

2.0 que voceé encontrou?



3.Compare o resultado encontrado agora com os resultados encontrados no item 5.
4. Trace o grafico desta tltima fungao encontrada na mesma janela gréfica.

5.Dé zoom-in e observe o que ocorreu.

6.Que objeto matemaético relacionado com a fungao original vocé encontrou?
7.Repita todos passos com todas as outras funcoes de (II) a (V).

8.Voceé observou que as retas encontradas tanto na etapa numérica, quanto na etapa
algébrica se confundem com o grafico da funcao racional. Serd que podemos di-
zer que todas as retas encontradas se aproximam do grafico da fungao racional no

infinito? Qual é a melhor reta?
Atividade IV

Objetivo:  Continuar o estudo das fungoes da atividade anterior, agora pensando
em determinar qual é a melhor reta que se aproxima do grafico da funcao no infinito. E

também repetir o procedimento das atividades II e 111, agora com outras funcoes racionais.

Vamos identificar qual é a melhor reta que se aproxima do grafico da funcao racional
no infinito. Consideremos a func¢ao f do item (I). Vamos chamar de n uma das fungoes

encontradas na etapa numérica e de a a funcao encontrada na etapa algébrica.

1.Trace os graficos das seguintes fungoes:

(a)[f(z) = f(2)]

(b)[f(z) = f()]a
2.Reduza a janela grafica. Procure uma boa escala para a visualizagao.
3.0 que voce observou? Por que isto ocorreu? Qual é a melhor reta?
4.Repita os itens anteriores para as outras funcoes estudadas na atividade II.

5.Considere as seguintes funcoes reais:

P41
o

z* — 10
x?+1

(VDk(z)

(VIDI(z) =



5 — 2z*
VIII = —
(ViIlm(a) = 22

Vamos comegar com a funcao do item (VI).

6.Construa seu grafico e faga o afastamento da janela como foi feito nas atividades

passadas.

7.Veja se o grafico ficou parecido com o grafico de outra fungao. Se isto nao ocor-
reu, tente intervalos diferentes para x e y. Busque uma janela adequada para a

visualizacao.
8.Repita todos passos das atividades II e III com a fungao do item (VI).
9.Repita os itens 1, 2 e 3 ainda com a primeira funcao do item 5.
10.0O que vocé observou?
11.Que conclusoes vocé tira destas observagoes?

12.Agora, repita todos os passos das atividades II e III, mais os itens 1, 2 e 3 desta

aula com as fungoes [ e m do item 5.



