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Introducao

Nos tltimos anos, muitas pesquisas tém sido realizadas sobre ensino e aprendizagem
de calculo elementar, a maioria destas tratando de limites e derivadas e de conceitos
diretamente ligados (e.g. VINNER, 1983; TALL, 1989; WINIKI-LANDMAN & LEIKIN,
2000; GIRALDO, 2004; BIZA et al, 2006). No entanto, encontra-se¢ na literatura de
educagdo matemdtica um numero relativamente pequeno de trabalhos enfocando a
aprendizagem de integrais. O presente trabalho tem por objetivo geral investigar as
concepgoes de alunos em fase inicial de aprendizagem de calculo sobre o conceito de
integral definida e suas interpretagdes geométricas.

Utilizando como referencial tedrico as nogdes de imagem de conceito, definicdo de
conceito (TALL & VINNER, 1981) e raiz cognitiva (TALL, 1989), procuramos mostrar
que grande parte dos alunos adquire uma idéia imprecisa da definicao de integral definida,
€ que essa concepcao provoca erros até mesmo em situagdes consideravelmente simples.
Isso aliado a falta de contato com uma variedade ampla o suficiente de exemplos e
situagdes provoca um empobrecimento das imagens de conceito formadas. Nossas
conclusdes estdo baseadas em um estudo empirico realizado com alunos de graduagao em
Matematica da UFRJ. Estes resultados coincidem em grande parte com os de pesquisas
semelhantes realizadas em outros paises (ORTON, 1983; RASSLAN & TALL, 2002;
GONZALEZ-MARTIN & CAMACHO, 2004), o que reforga as conclusdes.

No capitulo 1, expomos o referencial tedrico mencionado acima. Algumas discussoes
sobre a teoria de area e suas dificuldades intrinsecas, além de uma pequena abordagem
historica sdo encontradas no capitulo 2, bem como referéncias a alguns trabalhos de
pesquisa relacionados com o conceito de integral e as questdes de pesquisa sdo
explicitadas. A metodologia da pesquisa consta no capitulo 3 e os dados empiricos sao
apresentados nos capitulos 4, 5 e 6, bem como as discussdes decorrentes da andlise desses
dados. Nossas conclusdes sdo relatadas no capitulo 7 e algumas considerac¢des finais sdo

encontradas no capitulo 8.



Capitulo 1

Referencial teorico

A teoria de imagem de conceito e definicao de conceito foi desenvolvida por David
Tall e Shlomo Vinner, em 1981, em um artigo que se tornou bastante conhecido na
comunidade de educagdo matematica (TALL & VINNER, 1981).

A teoria sugere que um determinado conceito matematico ndo deve ser introduzido
ou trabalhado tendo como unica referéncia pedagogica sua definicio formal'. Segundo os
autores, para que a definicdo formal seja satisfatoriamente compreendida pelo estudante, ¢
preciso que haja uma familiarizagdo anterior com o conceito em questdo, desenvolvida
com base em impressdes e experiéncias variadas.

A introdug¢do de um conceito matematico por meio da definicdo formal ndo ¢, em
geral, pedagogicamente aconselhdvel. Isso esta bem ilustrado em um exemplo dado por
Vinner (VINNER, 1991). Ele toma como exemplo a no¢do de valor absoluto e afirma que
uma boa caracterizagdo desse conceito ¢ “o nimero sem o seu sinal”. Segundo o autor,
seria uma idéia bastante clara para o aluno e seria o que este responderia quando
perguntado sobre valor absoluto. No entanto, o que a maioria dos professores e livros

textos utilizam € uma conceituacdo inicial que ¢ bem menos clara para o aluno:

x; sex=>0
[ =
x; sex<0

Apesar de defender que ¢ possivel ndo usar a definicdo formal inicialmente, o autor
afirma que ndo se pode ignorar a necessidade de, mais adiante, o estudante conhecer a
formula acima, justamente pela sua utilidade em resolucdo de equacdes e inequagdes

(VINNER, 1991). Ainda segundo Vinner:

! Entendemos aqui por defini¢io formal aquela largamente aceita pela comunidade académica

matematica em geral, em um dado contexto histdrico e social.
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[...] quando vier a decidir sobre a pedagogia de ensino de matematica
tem-se que levar em conta ndo apenas como se espera que os alunos vao
adquirir o conceito matematico, mas também, e talvez mais

significativamente, como os alunos realmente adquirem esses conceitos.

(VINNER, 1991, p.67), tradugo nossa

1.1. Imagem de conceito e defini¢do de conceito

Segundo a teoria de Tall e Vinner, imagem de conceito ¢:

[...] a estrutura cognitiva total que estd associada ao conceito, que inclui
todas as imagens mentais além de processos e propriedades associadas. E
construida através de anos de experiéncias de todos os tipos, mudando

quando o individuo encontra novos estimulos e amadurece.

(TALL & VINNER, 1981) tradugdo nossa

Por exemplo, a imagem de conceito de um aluno sobre poligonos pode englobar
exemplos prototipicos, tais como um triangulo genérico ou um mais especifico (isosceles,
equilatero, retdngulo), um quadrilatero genérico ou um mais especifico (retangulo,
trapézio, quadrado), um poligono com niimero de lados qualquer, teoremas, como a soma
dos angulos externos ser constante igual 360° propriedades, como ser regular ou
eqiiidngulo ou algo envolvendo diagonais; a nocdo de area e perimetro, etc. Ou seja,
imagem do conceito poligono pode ser considerada como sendo tudo que existe na mente
do aluno, relacionado a idéia de poligono. Segundo a defini¢do, essa imagem sofre
modificagdes de acordo com as experiéncias vividas pelo aluno no que diz respeito ao
conceito de poligono. Essas experiéncias ocorrem sob a forma de exercicios, problemas
propostos, questdes a serem respondidas, teoremas, e assim por diante.

Além disso, € necessario chamar atencao para o fato de que nao s6 as experiéncias de
natureza matematica exercem influéncia na formacdo da imagem de conceito. As
experiéncias externas a matematica ou ao processo de aprendizagem do conceito, como
experiéncias do dia-a-dia, também podem moldar a imagem de conceito (o que, segundo
Tall e Vinner, pode vir a se tornar uma fonte de conflitos, como veremos mais adiante).

Um exemplo disso € o conceito de limite. A palavra limite, em seu uso cotidiano, se refere
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a um obstaculo intransponivel. Quando um aluno comega a ter os primeiros contatos com o
conceito de limite, o significado da palavra no cotidiano influencia na formagao da imagem
do conceito. Pesquisas ja feitas confirmam esse fato (eg. CORNU, 1991). Nesse caso, a
influéncia pode nao ser benéfica, pois, matematicamente, o termo limite nao significa
necessariamente um ponto que ndo se pode ultrapassar. Pode ocorrer entdo a formacao de
uma fonte de conflitos.

Desse modo, fica bastante claro que a imagem de conceito ¢ um atributo subjetivo do
individuo, ndo fazendo sentido falar em imagem de conceito intrinseca de um determinado
conceito. Segundo os autores, a aprendizagem da definicdo formal de um conceito requer o
desenvolvimento anterior de uma imagem de conceito suficientemente rica.

Portanto, a imagem de um determinado conceito inclui todas as idéias que permeiam
a mente do individuo em relagdo ao dado conceito. Dentre essas idéias, pode estar um
conjunto de palavras que encerra o conceito, chamada pelos autores de definicio de
conceito. Esta sentencga pode tanto ser meramente decorada como aprendida de forma mais
significativa pelo aluno. Pode também ser uma construgao pessoal do proprio aluno, ou
seja, uma forma de palavras usada por ele para explicar o conceito do seu ponto de vista,
utilizando para isso sua imagem de conceito. Assim, a defini¢cdo de conceito pode ou ndo
ser consistente com a definicdo formal correspondente (TALL & VINNER, 1981).
Segundo Tall, a definicdo de conceito faz parte da imagem de conceito, ou seja, dentre
tudo que permeia a mente de um aluno em relagdo a um determinado conceito pode estar
uma defini¢ao para 0 mesmo.

Entretanto, a definicdo de conceito ¢ pessoal e pode ndo ser compativel com a
defini¢dao formal. Para isso, basta que o individuo tenha uma defini¢ao de conceito calcada
na sua propria imagem de conceito e que esta seja pobre. Por outro lado, uma defini¢ao de
conceito decorada do livro (portanto consistente com a definigdo formal) pode fazer parte
de uma imagem de conceito absolutamente pobre ou até inexistente.

Uma imagem de conceito rica pode ser considerada como sendo aquela que inclui,
muitas propriedades, experiéncias e impressdes sobre um determinado conceito. No

entanto, ainda assim ela pode ser traicoeira, como mostra o exemplo dado por Giraldo:

[...] Uma defini¢dao de conceito comumente encontrada entre estudantes
em cursos iniciais de geometria euclidiana é a seguinte: ‘um retangulo é
um quadrilatero com quatro angulos retos, lados opostos iguais e lados

consecutivos diferentes’. Podemos facilmente imaginar que um estudante
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com esta definicdo de conceito forme uma imagem de conceito incluindo
propriedades matematicamente corretas, como: ‘todo retangulo possui
lados opostos paralelos’, ou ‘a area de um retangulo a igual ao produto
dos comprimentos de seus lados’, e assim por diante. Assim, tal estudante
teria uma imagem de conceito rica e poderia ser confiante ao desenvolver
raciocinios matematicos a partir dela. Entretanto, sua imagem de conceito
sempre podera trai-lo, uma vez que, segundo sua defini¢do de conceito,
um quadrado ndo seria considerado um retangulo (diferindo, portanto da
definicdo formal usualmente aceita). Um segundo estudante pode ser
capaz de recitar a defini¢do correta: ‘um retangulo é um quadrilatero
equiangulo’, sem ter conhecimento das propriedades da figura
geométrica, ou construir uma imagem de conceito com propriedades

incorretas como: ‘todo retdngulo possui diagonais perpendiculares entre

bl

S1.

(GIRALDO, 2004)

Dessa forma, ¢ possivel que um individuo possua uma imagem de conceito rica, mas
possua uma defini¢do de conceito inconsistente, o que pode se constituir em uma fonte de
conflitos cognitivos, como veremos em mais detalhes mais adiante. Por outro lado, um
individuo pode possuir uma defini¢ao de conceito compativel com a definigdo formal, mas
ter uma imagem de conceito pobre. Esse ultimo, em muitos casos, ¢ conseqiiéncia de uma
definicdo de conceito decorada, introduzida sem que o aluno tenha a oportunidade de
experimentar o conceito, nao permitindo a formagdo de uma imagem de conceito
relacionada. Ainda segundo Giraldo, uma defini¢do de conceito incompativel com a
defini¢do formal pode fazer parte de uma imagem de conceito rica. (GIRALDO, 2004).

Vinner fornece outro exemplo das possiveis relagdes entre imagem e defini¢do de
conceito (VINNER, 1991). Segundo o autor, um estudante poderia ter uma imagem de
conceito da nocao de sistema de coordenadas baseada na experiéncia dele com graficos.
Essa imagem conteria o fato de que os eixos do sistema de coordenadas sao
perpendiculares. Mais tarde, o professor definiria sistema de coordenadas como sendo
quaisquer duas retas que se interceptam (podendo ndo formar um angulo reto). Trés casos

poderiam ocorrer:
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1. A imagem de conceito poderia ser alterada para conter também
sistemas de coordenadas cujos eixos ndo formam um angulo reto (isso

seria o desejavel).

2. A imagem de conceito poderia continuar como estava, com a
definigdo do professor ficando armazenada na estrutura cognitiva do
aluno por enquanto, mas logo sendo esquecida (nesse caso, a

defini¢do ndo foi bem assimilada).

3. Tanto a imagem de conceito quanto a defini¢do de conceito poderiam
permanecer inalteradas. Quando ao aluno fosse pedido para definir
sistema de coordenadas ele repetiria qualquer uma das defini¢des
(dele mesmo ou do professor), mas estaria, realmente, pensando em

sistema de coordenadas com eixos perpendiculares.

(VINNER, 1991)

Com base no que foi discutido acima, podemos afirmar que a formag¢ao da imagem
de conceito e da defini¢do de conceito sdo atributos independentes, e por isso, devem
constituir objetivos pedagdgicos diferentes.

Um modelo pedagdgico bastante comum em ensino superior de matematica ¢ aquele
em que a apresentacdo dos contetidos ¢ organizada nos moldes de sua estrutura formal. Em
particular, os conceitos sdo introduzidos a partir de sua definicdo formal. Segundo Vinner

(VINNER, 1991), as concepgdes que norteiam esse modelo sdo as seguintes:

1. Conceitos sdo significativamente adquiridos através de suas

defini¢Ges.

2. Alunos usardo defini¢des para resolver problemas e provar teoremas,

quando necessario, de um ponto de vista matematico.

3. Definigdes devem ser minimas. (Ou seja, uma definicdo ndo deve
conter partes que possam ser deduzidas de outras partes da propria

definicdo).
4. E desejavel que defini¢des sejam elegantes.
5. Definigdes sdo arbitrarias. (Definir, em matematica, ¢ dar um nome).

(VINNER, 1991)
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Essas concepgdes guardam uma inversao no que diz respeito a pedagogia matematica
e a matemdtica propriamente dita. Em geral, a constru¢do historica dos conceitos
matematicos mais avangados ndo se deu de uma forma logicamente encadeada e
formalmente correta como sugerem as concepcdes acima. No entanto, ¢ assim que as
teorias matematicas sdo apresentadas. Assim, este tipo de abordagem traz o pressuposto
implicito de que o que ¢ imprescindivel para que a teoria seja matematicamente consistente
¢ também determinante da ordem pedagodgica, o que sugeriria que o objetivo do ensino €
simplesmente fazer com que o aluno seja capaz de imitar a teoria, € ndo que ele a
“domine”, isto ¢, que tenha uma compreensdo suficientemente significativa do
encadeamento l6gico da teoria, e que seja capaz de estabelecer relagdes de forma auténoma
com a propria teoria em questdo € com outras.

Por outro lado, esse modelo encerra o pressuposto tacito de que a definicdo de
conceito molda a imagem de conceito — enquanto a teoria proposta por Tall e Vinner
sugere justamente o contrario. O comportamento esperado pelos professores ¢ que os
alunos sempre recorram a defini¢ao de conceito antes de dar a resposta, mas nao € isso que
se observa em geral. Essa crenca, por parte dos professores, no papel central da defini¢ao
na formagdo de um conceito ¢ reforcada pelos livros textos em matematica avancada.
Muitos, se ndo a maioria, sdo baseados nas concepgdes listadas acima.

A teoria de imagens de conceito indica que a compreensao adequada da defini¢ao
formal demanda uma imagem de conceito bem formada. Isto ¢, a definicdo ¢ uma maneira
de identificar um objeto ja familiar. Uma imagem de conceito ndo suficientemente
desenvolvida pode levar o estudante a ndo compreender o papel da defini¢do formal na
estrutura tedrica matematica, mesmo que a conhecga e seja capaz de recitd-la com sucesso
quando solicitado. Neste caso, a tendéncia serd que, em lugar de recorrer a defini¢ao
formal quando necessario, o estudante recorra, em geral de maneira confusa, a outros
atributos contidos na imagem de conceito (como por exemplo, analogias inadequadas com
a linguagem cotidiana, ou propriedades validas em outros contextos matematicos que nao
se aplicam ao contexto em questdo). Este processo pode causar grandes obstaculos a
aprendizagem, particularmente no caso de matemadtica avangada. Pesquisas ja foram
realizadas nesse sentido e comprovam esse fato (e.g. CORNU, 1991; VINNER, 1991;
TALL, 1992; SIERPINSKA, 1992).

E claro que o estudante de matemética avancada deve conhecer as defini¢des e ter
consciéncia da sua importancia. Elas desempenham um papel essencial no

desenvolvimento de uma estrutura tedrica, uma vez que um conceito s6 ganha existéncia
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matematica depois de formalmente definido. Afirmar que a defini¢do formal ndo deve ser
considerada um ponto de partida adequado para a introducdo de um conceito matematico,
como sugere a teoria discutida até aqui, de forma nenhuma deve significar que esta
defini¢do ¢ dispensavel. A definicdo deve ser considerada como um objeto muito
importante, pois possui um papel central no ensino. No entanto, esse papel ndo pode ser o
de ponto de partida para a introducdo de um conceito matematico, como em geral, no
ensino ocorre atualmente. A defini¢do deve representar um objetivo. Mas, para que isso
ocorra, ¢ necessaria uma familiarizagdo prévia com o conceito em questao.

De fato, a defini¢cdo ¢ fundamental em contextos tedricos mais aprofundados, como
identificacdo de exemplos ou contra-exemplos de um conceito ou em demonstragdes
matematicas. Porém, para que a compreensao absoluta de um conceito aconteca e, em
particular, justamente para que a definicdo fique significativamente compreendida, ¢

necessario mais do que somente a definicao.

1.2. Conflitos potenciais e conflitos cognitivos

Alguns autores tém demonstrado preocupagdo com o quanto certas percepcoes €
idéias, algumas anteriores a introdu¢do de um conceito, podem comprometer a
aprendizagem deste por parte dos alunos. Vinner, inclusive, afirma que o objetivo da
matematica deveria ser transformar os hébitos de raciocinio do cotidiano em habitos de
raciocinio necessarios para contextos técnicos (VINNER, 1991). Tadavia, ndo sdo so as
experiéncias anteriores da vida cotidiana que podem causar problemas na aprendizagem.

Em (TALL & VINNER, 1981), os autores definem imagem de conceito evocada
como sendo uma parte da imagem de conceito que ¢ ativada em um determinado momento
a partir de estimulos externos, como fornecer um contra-exemplo, demonstrar um teorema
ou resolver um problema. Também segundo Tall e Vinner, a imagem de conceito nao ¢
necessariamente sempre coerente, de maneira que por¢des de uma mesma imagem de
conceito podem ser contraditorias em determinados momentos. Os autores chamam de
fator de conflito potencial uma parte (ou partes) da imagem de conceito que pode (ou
podem) estar em oposicdo com outra parte (ou outras partes) dessa imagem de conceito.
Quando a imagem de conceito evocada contém um fator de conflito potencial, temos o
fator de conflito cognitivo (TALL & VINNER, 1981). Isto é, quando a parte da imagem
de conceito que ¢ ativada em um determinado momento contém uma se¢do conflitante, esta

secdo passa a ser denominada fator de conflito cognitivo, ou seja, o conflito vem a tona.
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Por exemplo, consideremos um aluno que possua na sua imagem de conceito para
seqiiéncias numéricas a concep¢ao de que, para que uma seqiiéncia seja convergente, ela
tenha que ser monotona (crescente ou decrescente) — o que, de fato, ¢ bastante comum. Se

esse aluno fosse levado a estudar a convergéncia da seqiiéncia cujo termo geral ¢ dado por

-1) - , . N -
a :u, que claramente ndo ¢ mondtona, e a simples aplicacdo da defini¢do de
n

n

convergéncia utilizando limite do termo geral mostrasse que tal seqiiéncia converge, o
conflito potencial poderia ocorrer. E isso poderia se tornar um conflito cognitivo se essas
duas situagdes fossem evocadas ao mesmo tempo. Esse exemplo mostra bem a necessidade
de o conflito ser evocado, como sera discutido a seguir.

De fato, fatores de conflito potencial podem nunca ser evocados, permanecendo
inativos na imagem de conceito, fazendo com que o conflito real nunca aparega. Em alguns
desses casos, pode ocorrer uma inquietude em relagdo a um determinado conceito, como
quando um aluno, em alguma tarefa, tem a impressdo de que ha algo errado em algum
lugar, mas ndo ¢ capaz de identificar o que ¢ e nem onde esta o erro.

Desta forma, Tall e Vinner afirmam que, apesar de causar problemas no decorrer da
aprendizagem de um determinado conceito, fatores de conflito potencial devem ser
convertidos em fatores de conflito cognitivos, de maneira a se tomar consciéncia deles e,
entdo, resolvé-los. Segundo Vinner, uma forma de fazer isso € o professor propor questdes
e problemas que ndo possam ser resolvidos somente usando as impressoes e experiéncias
contidas nas imagens de conceito dos alunos, mas que sejam necessarias também
definicdes formais (VINNER, 1991). De fato, o aluno hipotético do exemplo anterior
poderia ndo ter problemas em responder sobre a convergéncia da tal seqii€ncia se estivesse
habituado a usar também defini¢des como critério na hora de decidir sobre a resposta de
uma questao.

Em (VINNER, 1991), o autor recomenda categoricamente duas atitudes em relagdo a
conflitos cognitivos:
1. Ocultar conflitos cognitivos desnecessarios aos alunos.
2. Iniciar conflitos cognitivos com alunos somente quando esses conflitos forem
necessarios para a ascensao a um estagio matematico superior.

O autor afirma ainda que conflitos s6 devem ser estimulados em alunos candidatos a
uma matematica de nivel mais elevado, e que, para os demais, o melhor ¢ omiti-los. De
certa forma, isto contraria o que foi defendido em (TALL & VINNER, 1981), quando o

confronto com os conflitos foi sugerido sem qualquer restri¢do, visando a superagdo destes
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em prol de uma total compreensdo do conceito em questdo. E este trabalho se baseia nessa

ultima concepcao.

1.3. Unidades cognitivas

Alguns anos apos o desenvolvimento da teoria de imagens de conceito, Tony
Barnard e David Tall propdem em (BARNARD & TALL, 1997) o termo unidade
cognitiva para indicar a por¢ao da imagem de conceito que um individuo pode manter no
foco de sua atencdo em um determinado momento. Isso poderia ser um simbolo (como o
sinal das operagdes basicas), uma propriedade (como o fato de todo numero multiplo de 4
ser par), um teorema (como a soma dos angulos internos de um tridngulo ser 180°), uma
relagdo, um passo em um argumento ou até mesmo um fato especifico (como o resultado
de uma operagdo). Por exemplo, ao ter que tragar o grafico de uma fun¢ao quadratica, um
aluno pode ativar como unidade cognitiva em sua mente o fato de que a forma do grafico
de uma fun¢do quadratica € uma pardbola. A partir desse ponto, outras informagdes sobre
funcdes quadraticas podem ser “desempacotadas” e utilizadas pelo aluno na tarefa.

Segundo Giraldo, a teoria de unidades cognitivas enfoca a capacidade do ser humano
de comprimir informacdo matemadtica em novas estruturas que podem ser usadas como
elementos de um novo desenvolvimento tedrico mais geral ou reabertas, dando acesso aos
elementos primarios que as compuseram originalmente (GIRALDO, 2004).

Tall e Barnard destacam ainda dois fatores que sao importantes na constru¢ao de uma
estrutura de pensamento poderosa:

1. A habilidade de comprimir informa¢ao em unidades cognitivas.

2. A habilidade para fazer conexdes entre unidades cognitivas tal que
informacdes relevantes possam ser colocadas ou retiradas do foco de atengao
quando for conveniente.

Uma vez que faz parte da imagem de conceito, a unidade cognitiva ¢ absolutamente
pessoal. O que ¢ unidade cognitiva para um individuo pode ndo ser para outro. Depende
das informacgdes relacionadas ao conceito que sao conhecidas e de que modo elas foram
comprimidas em unidades cognitivas. Portanto, se para o aluno do exemplo anterior o fato
de o grafico de uma fung¢dao quadratica ser uma pardbola consistia em uma unidade
cognitiva, para um segundo aluno hipotético, essa mesma idéia pode ndo significar nada.

A fun¢do de uma unidade cognitiva ¢ substituir por um item (um simbolo ou um
fato) uma colecao de informagdes conectadas, com o objetivo de poupar espago mental, de

forma que deste modo seja mais facil que a estrutura permanega no foco de atengao. Dessa
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forma, uma unidade cognitiva pode ser concebida como uma compressdo de elementos,
porém possuindo uma conexao ativa com as informagdes que a compde. Barnard afirma

que:

Pode-se dizer que o seu valor (de unidades cognitivas) em pensamento
matematico reside no fato dessas se constituirem em um todo que € ao
mesmo tempo menor € maior que a soma de suas partes — menor no
sentido de ser capaz de caber no foco da atengdo de curto periodo, € maior
no sentido de possuir caracteristicas holisticas que sdo capazes de orientar

a sua manipulacdo.

(BARNARD, 1999), tradugao nossa

Segundo os autores, em uma estrutura de pensamento poderosa, a imagem de
conceito contém varias unidades cognitivas, todas conectadas umas com as outras. Seria
desejavel que a por¢do da imagem de conceito que ¢ ativada em algum momento
especifico, isto €, a imagem de conceito evocada, fosse exatamente uma unidade cognitiva.
Dessa forma, tudo que seria necessario vir a tona na mente do aluno para resolver um
problema viria, porém sob a forma de estruturas compostas de informagdes comprimidas,
mais faceis de manipular e que ocupam menos espago. Dessa forma, pode-se perceber que

ha uma relagdo natural entre imagem de conceito evocada e unidades cognitivas.

1.4. Raizes cognitivas

Como ja foi dito, a defini¢do formal ndo constitui uma boa alternativa para a
introdugdo de um conceito matematico. E plausivel, portanto, uma discussdo de qual
estratégia utilizar na abordagem inicial de um determinado conceito.

Em oposicdo a uma abordagem inicial baseada na defini¢do, pode-se pensar em uma
estratégia em que o professor “simplifica” os contetdos, apresentando conceitos
matematicos em um contexto mais restrito do que aquele em que estes serdao aplicados. O
que ocorre neste caso ¢ que, na esperanca de “facilitar a vida” do aluno, com omissdes de
detalhes teoéricos mais delicados (como casos particulares ou patologicos, interpretacdes
mais sofisticadas, relacdes com outros pontos do conteudo, etc), o professor acaba por
contribuir para a formagdo de uma imagem de conceito pobre. Portanto, essa op¢ao de

abordagem também nao ¢ ideal.
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Entdo, uma estratégia pedagdgica ndo deve ser nem apenas centrada na definicdo,
uma vez que dessa forma a definicdo pode ndo se tornar um atributo ativo da imagem de
conceito e por isso perder o sentido para o aluno. Nem ser demais simplificada, sob pena
de implicar em uma imagem de conceito restrita.

Assim, surge a necessidade de discutir a questdo de como inserir novos conteudos
matematicos, principalmente os mais avancados, sem pecar pelo excesso ou falta de
formalismo. Como solugdo a esta questdo, a nocao de raiz cognitiva ¢ proposta por Tall
(TALL, 1989) como sendo um conceito ancora com duas caracteristicas fundamentais:

1. ser familiar ao aluno;
2. mas ao mesmo tempo conter as sementes de um desenvolvimento tedrico
futuro mais avancado.

A raiz cognitiva ndo coincide, de forma geral, com a definicdo formal de um
conceito — a primeira ¢ um porto de partida para a abordagem pedagogica, enquanto a
segunda deve se colocar como um objetivo instrucional.

Onze anos mais tarde, Tall (TALL, 2000) define raiz cognitiva como sendo uma
unidade cognitiva que faz sentido para o aluno no estdgio em questdo, mas ainda assim
permite a expansdo do conceito a desenvolvimentos tedricos mais elevados. Essa
formulag@o do conceito de raiz cognitiva em termos de unidade cognitiva aponta para uma
implicacdo crucial: sendo uma unidade cognitiva, uma raiz cognitiva deve fazer parte da
imagem de conceito (TALL, 1989 e TALL, 2000), isto ¢, fazer parte do repertério de
idéias ja& familiares para o estudante.

Também em (TALL, 1989), buscando facilitar a transi¢ao entre o que o aluno ja sabe
€ 0 que a nova teoria ira apresentar, o autor define organizador genérico como um
ambiente (ou micromundo) que permite ao aluno manipular exemplos e (se possivel) nao-
exemplos de um conceito matematico especifico ou de um sistema de conceitos
relacionados. O objetivo ¢ ajudar o aluno a adquirir experiéncias que o fagam refletir sobre
a constru¢do de conceitos mais abstratos.

A concep¢ao de um organizador genérico esta diretamente relacionada com a

existéncia de uma raiz cognitiva para o conceito em questdo. Tall deixa isso claro:

Confeccionar um organizador genérico requer a selecdo de uma
importante idéia fundamental para se basear. Entretanto, essa idéia ndo é
um fundamento da teoria.[...] Para obter sucesso inicial e a longo prazo,

um ponto de partida desejavel é o que seja familiar ao aluno e também
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que abilite o aluno que deseja se aprofundar na teoria [...] Com isso em

mente, eu formulei a no¢do de raiz cognitiva [...].

(TALL, 2000) tradugdo nossa

Portanto o organizador genérico, segundo Tall, deve ser baseado em uma idéia ancora
j& familiar para ao aluno, para que este possa de fato manipular o ambiente, e deve
possibilitar a exploragdo do conceito tendo como objetivo a evolugdo da teoria, sem com
isso, entretanto, esgotar todas as possibilidades do conceito. Como ja foi discutido
anteriormente, esses sao atributos de uma raiz cognitiva.

Ainda em (TALL, 2000) o autor faz uma afirmagao do que ele espera, em geral, a

respeito de um organizador genérico:

Mais geralmente, eu espero que todo organizador genérico “contenha as
sementes da sua propria destruigdo”, no sentido de que ele seja
suficientemente sofisticado para mostrar as limitagdes do seu processo de
modelagem e a necessidade de uma abordagem tedrica mais completa.

(TALL, 2000), tradugdo nossa

Essa afirmagdo terd uma implicagdo importante neste trabalho. Voltaremos a ela

mais adiante.

1.5. Raizes cognitivas e o caso da derivada

Nessa se¢do, analisaremos algumas questdes sobre o ensino do conceito de derivada
que serdo importantes para discussdes posteriores sobre o conceito de integral definida,
bem como para a formulacao das questdes de pesquisa.

No caso do conceito de derivada, a raiz cognitiva proposta por Tall ¢ a nocdo de
retiddo local® (para mais detalhes, ver TALL, 1989; TALL, 2000; GIRALDO &
CARVALHO, 2002; GIRALDO, 2004), que se baseia na percep¢ao humana de que um
objeto curvo parece reto quando observado de muito perto.

No entanto, a grande maioria dos livros textos de calculo introduz o conceito a partir
da defini¢do como limite da razdo incremental, acompanhada da figura de retas secantes

“aproximando-se” da tangente (GIRALDO, 2004). A nocdo de limite ndo se caracteriza

% No original, local straightness.
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como raiz cognitiva adequada para o conceito de derivada, j& que sua clara compreensao
(considerando toda a complexidade matemadtica inerente ao conceito) ndo ¢ imediata para
grande parte dos alunos dos cursos iniciais de calculo. Idéias imprecisas da nocao de limite
sdao apontadas por diversos autores como uma origem de obstaculos no desenvolvimento
cognitivo do conceito de derivada (e.g. CORNU, 1991). Assim, a teoria de raizes
cognitivas sugere que a compreensao formal da nogao de limite deve ser um objetivo e ndo
um ponto de partida da abordagem pedagdgica.

Além disso, o uso inadequado da representagdo de derivadas por meio de retas
tangentes também estd associado com diversos problemas na aprendizagem de derivadas
(VINNER, 1991; GIRALDO, 2004; BIZA et al, 2006). Vinner aplicou um questionario a
um grupo de bons alunos (afirma¢ao do autor) universitarios do primeiro ano cursando a
disciplina de Célculo (VINNER, 1991). Nesse questionario havia trés esbocos de graficos

de fungdes, a saber:

2
— 3 _ X7 x=20
l. y=x 2.y—,/|x| 3.y—{0; <0

As leis de formacdo acima ndo foram fornecidas aos alunos, somente os respectivos

graficos sobre os quais havia um ponto P marcado, como a figura abaixo.

~ Y

Para cada grafico havia trés afirmacdes sobre tangentes no ponto P:

A. Pelo ponto P ¢é possivel tracar exatamente uma tangente a curva (trace-a).

B. Pelo ponto P ¢ possivel tragar mais de uma tangente (especifique quantas, uma,
duas, trés, infinitas. Trace todas no caso de um numero finito e algumas no caso de serem
infinitas).

C. E impossivel tragar pelo ponto P uma tangente a curva.

O aluno deveria assinalar a op¢do que considerasse correta e desenhar as tangentes
conforme instrugdes. Poucos conseguiram responder utilizando a definicdo formal de
derivadas, como seria o correto. Em alguns casos, ficou nitida a associagdao a nogao de

tangéncia relacionada ao circulo, tanto que algumas respostas evidenciavam que o aluno
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forcou um tragado que tocasse a curva em um Unico ponto ou que impedisse que a reta
tangente interceptasse a curva. Ambas estes idéias sdo herdadas da tangéncia ao circulo,

como mostram os exemplos abaixo, retirados da pesquisa em questao.

A B

O exemplo A mostra que o aluno procurou desenhar a tangente de forma que ela ndo
tocasse a curva em mais de um ponto. O ndo prolongamento parece ter sido proposital, de
forma a evitar que a reta interceptasse a curva em um segundo ponto. Além disso, a
tangente ndo foi tracada no ponto pedido, pois, dessa forma, a tangente teria que
interceptar horizontalmente a curva no ponto P. No exemplo B, mais uma vez fica explicito
o desconforto em tragar a tangente de forma correta, uma vez que esta coincidiria com a
parte horizontal do grafico (uma semi-reta contida na reta y = 0). Em ambos os casos, os
alunos tracam a reta tangente de forma que haja um e somente um ponto em comum com a
curva.

Os resultados mostram que a idéia de tangente relacionada ao circulo, aprendida
em cursos iniciais de geometria fora da universidade, ainda persistia, embora os alunos ja
tivessem sido apresentados a defini¢do formal e tradicional de derivadas, utilizando limite
de secantes. Quando ndo havia uma mistura entre as concepgdes antiga € nova, a que
prevalecia na maioria dos casos era a idéia associada ao circulo.

Sem a defini¢do prévia do conceito de derivada, a definicao de tangéncia s6 pode ser
enunciada em contextos matematicos restritos, em que aparece associada ao estudo do
nimero de pontos de interse¢do (como no caso de curvas convexas). Esta idéia,
evidentemente, ndo se generaliza para a nogdo de tangéncia a que se refere o calculo
diferencial. Portanto, no contexto do calculo, a nocdo de derivada ¢é anterior a de
tangéncia. Assim, a afirma¢do de que “o valor da derivada no ponto ¢ a inclinagdo da reta
tangente” pode ser considerada como uma definicdo para reta tangente, mas ndo para
derivada — como esta em muitos casos ¢ apresentada por livros didaticos e professores.

Essa abordagem tradicional encerra dois problemas. O primeiro, de natureza

cognitiva, diz respeito ao fato de que o aluno recém ingressado no ensino superior traz
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consigo a no¢do de tangéncia por ele utilizada até o ensino médio. Isto é, a nogdo de
tangéncia a circulos, que leva em conta o nimero de pontos de interse¢do. No momento em
que o professor de calculo afirma “reta tangente a curva”, € razoavel esperar que o que o
aluno entende esteja diretamente relacionado com tangente a circulos, o que faz com que
sua compreensao se torne restrita.

O segundo problema, de natureza matematica, se refere a propria “definicdo” de
derivada como inclinacao da reta tangente. Pode-se dizer que da maneira como ¢, em geral,
apresentada, essa afirmagdo se caracteriza como uma imprecisdo matematica bastante
consideravel, pois se trata de uma afirmacdo recursiva. O objeto que se quer definir
(derivada) precisa de um outro objeto que ndo estd definido (tangente), e este, por sua vez,
necessita do primeiro para defini-lo.

Este uso impreciso pode se constituir em uma fonte de conflitos cognitivos entre a
defini¢do de conceito e a imagem de conceito de derivada desenvolvida por estudantes
(TALL, 1989).

Em (TALL, 2000), o autor afirma que “area sob a curva” seria raiz cognitiva para o
conceito de integral. No entanto, faz essa afirmacdo sem embasamento empirico, ao
contrario da no¢ao de retidao local, que foi largamente pesquisada antes de ser considerada

raiz cognitiva para o conceito de derivada.

Raizes cognitivas para o calculo sdo simplesmente a nogdo de retiddo
local (para taxa de variacdo/diferenciagdo) e drea sob a curva (para
integracao).

(TALL, 2000), tradugdo e grifo nossos

Neste trabalho, abordaremos essa possibilidade de drea como raiz cognitiva para o
conceito de integral, discutindo suas implicagdes para o ensino a luz da teoria de imagem

de conceito e definicdo de conceito. Iniciaremos essa discussao no proximo capitulo.
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Capitulo 2

A problematica do ensino do conceito de area

Neste capitulo, faremos algumas discussdes sobre o conceito de area, dando énfase ao
ensino desse conceito e os problemas envolvidos nesse processo. Faremos também
algumas consideracdes de carater historico que nos permitirdo analisar com mais detalhes
as questdes referentes ao conceito de 4drea em toda sua generalidade.

Apesar de bastante conhecido e muito difundido entre alunos e professores, tanto do
ensino basico quanto do ensino superior, o conceito de area ndo é simples. E claro que em
niveis iniciais de ensino, pode ser suficiente trabalhar o conceito de area totalmente
baseado em nogdes intuitivas, relacionadas com problemas praticos envolvendo o célculo
da area de retangulos ou tridngulos. A idéia de contar quantos quadrados de lado unitéario
podem ser colocados dentro de um determinado retangulo ¢ muito usada. A partir dela,
pode-se chegar a formula da area do retangulo e, com base nesta, as que fornecem as areas
de figuras poligonais mais conhecidas.

No entanto, a necessidade de uma defini¢ao formal de area aumenta a medida que o
nivel de ensino se eleva. A propria iniciativa de usar quadrados unitarios para cobrir uma
determinada &rea, por exemplo, retangular pode causar problemas se o retangulo tiver
lados incomensuraveis. Nesse caso a idéia inicial falha por ndo conseguirmos um quadrado
com lado de medida u# pequena o suficiente de tal forma que os lados do retangulo sejam
ambos multiplos inteiros de u. J4 ha, nesse ponto, necessidade de utilizar um raciocinio
infinitesimal.

Quando surgem os estudos de figuras circulares essa necessidade se torna ainda mais
contundente, j& que nao ¢ possivel preencher um circulo com um numero finito de
quadrados ou (considerando um circulo de raio 1) construir, com instrumentos euclidianos,
um quadrado de lado m. Este ¢ o problema da quadratura do circulo, um dos problemas
mais conhecidos da matematica e que remonta a Grécia antiga. Este problema persiste,
quando ocorrem os estudos sobre figuras bidimensionais que possuem superficie limitada
por curvas quaisquer.

As duas defini¢cdes seguintes podem servir para que tenhamos uma noc¢do do quao

complicada ¢ a defini¢do formal do conceito de area.
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Hartshorne, em seu livro de geometria, faz a seguinte afirmacao:

Na geometria na escola secundaria muitas vezes vocé aprendeu a calcular
area de varias figuras, mas nunca viu uma defini¢do de area ou uma prova
de que isso exista.

(HARTSHORNE, 2000) traducao nossa

A seguir, define area como sendo:

O valor de uma fun¢do o em um plano, definida no conjunto P de todas as
figuras, com valores em um grupo abeliano G, tal que: (1) Para qualquer
triangulo T, o (T) > 0 em G; (2) Se T e T’ sdo tridangulos congruentes
entdo o (T) = a (T); (3) Se duas figuras P ¢ Q sdo disjuntas entdo o (P
VQ)=a(P)+a(Q).

(HARTSHORNE, 2000) traducao nossa

Pogorelov afirma que toda teoria estrita de area deveria comecar com a prova do

seguinte teorema:

Em um conjunto de figuras que admitem particdo em um nimero finito de
tridangulos sem pontos internos comuns, uma fungdo S chamada area pode
ser definida tal que possua as seguintes propriedades:

1) Para figuras com pontos interiores, S > 0;

i1) Se uma figura G é formada por duas figuras G1 e G2, ndo tendo
pontos interiores comuns, entdo S (G) =S (G1) + S (G2);

1ii) Figuras congruentes tém areas iguais;

iv) Para um quadrado com lado unitario, S = 1.

(POGORELOV, 1987) tradugao nossa

A falta da passagem de uma nogao elementar de drea para uma noc¢ao mais elaborada,
que talvez pudesse ser ao menos iniciada no ensino médio, em geral ndo ocorre. Os livros-
texto de matematica nesse nivel de ensino, raramente fornecem algo além de férmulas para
calcular a area das figuras planas poligonais mais conhecidas e a area do circulo. Além
disso, em geral, ndo mencionam o processo usado para chegar a esses resultados. Desse

modo, a no¢do de area que permanece na imagem de conceito dos alunos ¢ a tUnica
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trabalhada até entdo, ou seja, aquela baseada na ado¢do de um ponto de vista intuitivo para
compreender o que ¢ area de uma figura plana. E esse ponto de vista esta diretamente
ligado ao ato de descobrir sua medida através de céalculos usando férmulas, em detrimento
de uma concepcao baseada na idéia de que area ¢ um atributo de figuras planas.

Euclides, no Livro I de Os Elementos, desenvolve o conceito de area através de uma
seqiiéncia de proposicdes conhecida como 4reas paralelogramicas (que se inicia na
proposi¢ao 35 e vai até a proposi¢do 48 e ultima do Livro I). Entretanto, ao invés de
atribuir valores numéricos as medidas das areas, os argumentos usados para provar as
proposicdes dessa seqiiéncia sdo baseados nas chamadas “nog¢des comuns” estabelecidas
por Euclides como axiomas, como por exemplo: se de coisas iguais se tirarem outras
iguais, os restos serdo iguais.

A matematica grega consistia, na maior parte, de uma matematica retérica. O
tratamento das 4reas na matemdtica grega era feito por comparagdo e ndo pelo
estabelecimento de formulas. Surgem, entdo, os problemas de quadratura. Encontrar a
quadratura de uma figura significa encontrar um quadrado cuja area seja igual a da figura
dada. Isso mostra que nao sdo necessarios numeros e calculos para se compreender o que ¢
area, quanto propriedade de uma figura plana.

Essa falsa compreensdo do conceito de area pautada nas formulas estd presente nos
professores. Em (BELFORT, GIRALDO & CARVALHO, 2004), os autores relatam o
ocorrido quando da aplicagdo de um problema em turmas de professores de matematica em
formagao inicial e em formacao continuada. O problema consistia basicamente em analisar
a situagdo encontrada na proposi¢do 35 do Livro I de Os Elementos (em que dois
paralelogramos com mesma base e lados opostos a base contidos na mesma paralela t€ém
areas iguais) em um ambiente de Geometria Dindmica com livre interacdo, no qual era
possivel, através das funcionalidades do software, obter o valor numérico referente a area
das figuras na tela. Segundo os autores, a resposta padrdo foi recorrer as formulas e, “quase
que sem excecdes, 0s professores participantes ndo se mostram capazes de conceber a
nocao de area a nao ser através de sua medida obtida através da aplicacdo de uma
formula”. E de se esperar que essa visdo restrita de area como calculo de medida seja
absorvida pelos alunos e mantida quando estes ingressam no ensino superior, passando a

existir na imagem de conceito deles como idéia chave para o conceito de area.
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2.1. A importancia do método de exaustio

O método de exaustdo era o método usado na Grécia antiga como solucdo,
principalmente, para se determinar a area de superficies curvas usando a area de superficies
poligonais, estas mais simples de serem calculadas. Segundo ROQUE, (2008), esse
processo também ¢ atribuido a Eudoxo (por volta de 400 a.C.), embora Arquimedes (278-
212 a.C.) tenha uma maior notoriedade pelo seu uso para o calculo de =, entre outros
problemas.

Embora utilizada desde a antiguidade, essa técnica ficou conhecida como método da
exaustdo apenas no século XVII. O método consiste em enquadrar a superficie da qual se
quer calcular a area usando duas outras superficies e fazer, através de refinamentos, com
que a diferenca entre as areas seja tdo pequena quanto se queira (ver ROQUE, 2008).

Um exemplo que ilustra bem a aplica¢do do método de exaustdo ¢ o célculo de =, feito
por Arquimedes com um bom grau de aproximacdo. O processo baseia-se na constru¢do de
poligonos regulares inscritos e circunscritos a um circulo de raio unitario e, por meio de
refinamentos, aumentar o nimero de lados desses poligonos a fim de aproximar cada vez
mais o perimetro desses poligonos do comprimento da circunferéncia, criando assim duas
seqiiéncias de perimetros, uma crescente e outra decrescente, que convergem para o valor
de m.

A quadratura do circulo e a quadratura da pardbola sdo também exemplos classicos do
uso do método de exaustdo para determinar a area de um circulo e de um segmento
parabolico, respectivamente. Este tltimo, atribuido a Arquimedes, trata do problema de
comparar a area da superficie compreendida entre uma parabola e um segmento de reta que
a intercepta em dois pontos com a area de um tridngulo inscrito nessa superficie, tendo o
segmento de reta como base. O método de exaustdo ¢ utilizado para mostrar que a area do
segmento parabolico ¢ equivalente a 4/3 da area do tridngulo em questao.

Apesar de Euclides e até mesmo Arquimedes evitarem o uso da palavra infinito, o
método de exaustdo pode ser considerado como uma indicacdo de que € necessario um
processo infinitesimal para o calculo da area de superficies curvas, uma vez que os
processos menos elaborados para medida de area ndo possibilitam essas aproximagdes. O
tratamento das 4areas como simples comparagdes entre grandezas envolvendo um
determinado quadrado de lado ideal ndao ¢ suficiente. Muito menos a manipulacdo de

formulas soltas extraidas de raciocinios sobre regides poligonais. E a propria
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incomensurabilidade das dimensdes de uma figura, como dissemos anteriormente,
demanda uma reflexao ligada ao infinito.

Em (ROQUE, 2008) encontramos mengdes de que no século XVII os trabalhos de
Cavalieri e Pascal foram fundamentais para a formalizagdo de argumentos antigos
pautados na intui¢do. No Renascimento, as obras gregas foram traduzidas e o método de
Arquimedes para o calculo das quadraturas passou a ser conhecido na Europa. Um pouco
antes da metade do século XVII, Cavalieri (1598-1647) publicou um método inovador para
o calculo de quadraturas, no qual propde a divisdo da figura em tiras, que ele chama de
indivisiveis, de modo que a area da figura seja igual a soma das areas dessas tiras que eram
muito numerosas e, por isso, muito estreitas. O argumento segue com o fato de que quando
as larguras das tiras diminuem infinitamente, o nimero de tiras também aumenta
infinitamente.

Usando séries, que foram muito estudadas no século em questdo, Blaise Pascal (1623—
1662), também aborda problemas da quadratura, porém de uma forma menos intuitiva e
mais aritmética. Por exemplo, para calcular a area da pardbola y = x?, Pascal constroi
retangulos sobre as abscissas de pontos em d, 2d, 3d,..., nd, de forma que todos os
retangulos tenham base medindo d, e com altura d?, 4d? 9d°...., n’d? de acordo com a
equagdo da pardbola. A soma das areas dos retdngulos ¢ dada pela expressdo
dd? + d4d? + d9d? + ... + dn’d?> = d° + 4d° + 9d° + ... + n’d?’ = d3(1 + 27 + 32 + ... nd).
Pascal usa métodos aritméticos para deduzir que a expressdo entre parénteses ¢ igual a

3 2
n n n

?+7+g. Quando o nimero n de retangulos aumenta muito, Pascal argumenta que os

termos de graus 1 e 2 tornam-se muito pequenos em relagdo ao termo de grau 3, de modo

d’n X

que podem ser desprezados. Entdo, a soma das areas dos retangulos ¢ dada por 3 = 3

Nao ¢ dificil notar que esse ¢ exatamente o mesmo resultado que seria encontrado se o
problema tivesse sido resolvido através dos procedimentos que conhecemos hoje, ou seja,
do uso da teoria de integral.

Como ja dito antes, a importancia do método de exaustdo no desenvolvimento da
matematica desde a Grécia antiga mostra que o uso de um argumento infinitesimal se faz
indispensavel quando se trata do problema de calcular area de superficies que tenham

fronteiras curvas, ou seja, quando se trata do conceito de area de uma forma mais geral.
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2.2. Algumas concepcoes sobre integral definida

No inicio da década de 80, em (ORTON, 1983), o autor realizou uma pesquisa sobre a
compreensdo do calculo elementar, incluindo integral, por alunos das séries terminais do
ensino secundario e alunos das primeiras séries da universidade. O objetivo era identificar
os erros comuns e as concepgdes erradas que surgiam quando os alunos trabalhavam com
integral. Essa pesquisa, no entanto, foi bastante calcada no aspecto formal, buscando
encontrar falhas no entendimento dos alunos na formalizacdo do conceito. O autor
concluiu que, apesar de sua importancia para o entendimento do conceito de integral, a
nog¢do de limite tem pouco espago nos curriculos e que, sendo desse modo, ndo se pode
esperar do aluno mais do que saber aplicar o algoritmo. Além disso, muitos alunos tiveram
problemas em entender a relacao entre a integral definida e a area sob a curva.

Tall também foi autor de alguns trabalhos sobre o conceito de integral. Por exemplo,
em (TALL, 1986), ha uma proposta sobre o uso do computador para uma mais profunda
compreensdo do teorema fundamental do calculo, utilizando, para isso, representacdes
graficas que sdo potencializadas pelo uso da maquina. O autor defende o uso do
computador como facilitador para calculos numéricos, bem como para uma mais precisa e
mais rapida visualizacdo. Através da exploracdo do software Graphic Calculus, os alunos
tém oportunidade de desenvolver uma percepcdo significativa sobre alguns pontos
conflitantes da teoria, como o porqué do sinal de menos no resultado da integral quando a
fun¢ao esta abaixo do eixo das abscissas.

Mais recentemente, em (ASPINWALL & MILLER, 2001), através de uma pesquisa
envolvendo respostas escritas de alunos de primeiro semestre de calculo em uma
universidade americana, os autores concluiram que esses alunos, em geral, possuem a
imagem de conceito fortemente atrelada a defini¢do de conceito com que eles t€ém contato
em sala de aula, mas que essa definicdio de conceito normalmente ndao ¢ bem
compreendida. Essa definicdo de conceito diz respeito a integral definida como limite das
somas superior e inferior. A pesquisa revela que ha muitos erros relacionados a essa
defini¢do de conceito, pois poucos alunos tém uma nogao correta do que ocorre nesse
processo.

De forma semelhante, em (RASSLAN & TALL, 2002), os autores identificam, por
meio de um questiondrio escrito contendo 6 questdes aplicado a 41 alunos do ultimo ano

do ensino secundario (English High School), uma série de problemas na formacgao de suas
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imagens de conceito de integral, como por exemplo o fato de que os alunos nao
necessariamente sabem calcular a area de fungdes que mudam de sinal.

O foco principal da pesquisa realizada pelos autores em (GONZALEZ-MARTIN &
CAMACHO, 2004) ¢ a compreensdao do conceito de integral imprdpria, mas parte do
trabalho ¢ dedicada ao conceito de integral definida. A pesquisa feita com 31 alunos
universitarios ja familiarizados com célculo foi baseada na aplicagdo de um questionario

com 9 questdes, sendo todas relacionadas com integrais improprias, exceto a primeira. Esta

b
pedia que os alunos explicassem o significado de I f (x) dx. Dos 31 alunos, 29 alunos

a
responderem que ¢ usado para calcular areas, mas somente quatro mencionaram o sinal da
fungdo. Além disso, apenas 17 fizeram algum gréafico em sua explicagdo. Esses resultados
vao ao encontro dos obtidos nesta pesquisa, como sera mostrado mais adiante.

TALL (2000) sugere que a idéia de area seria uma raiz cognitiva adequada para o
conceito de integral definida, pois atende as duas condi¢des fundamentais de ser familiar
para os estudantes e propiciar desenvolvimentos teéricos subseqiientes. No entanto, pouca
pesquisa tem sido feita para comprovar esta hipotese. Se considerarmos os resultados de
pesquisa sobre o ensino de derivada, citados anteriormente, uma reflexdo por analogia
sugere que esta imprecisdo na definicdo de integral pode levar a conflitos cognitivos na
imagem do conceito desenvolvida por estudantes em estagios iniciais de aprendizagem de
calculo. Esta discussdo constitui a questao central deste trabalho.

No momento em que ¢ apresentado a teoria de integral no curso de calculo, tudo que o
aluno conhece sobre area vem de estudos anteriores a universidade. O aluno tem uma idéia
de area que depende diretamente das ferramentas disponiveis até o ensino médio, isto &,
basicamente ferramentas da geometria euclidiana plana. Por mais bem trabalhado que seja
o conceito de area, enriquecido com diferentes abordagens, manipulacdes praticas de
medicoes e exemplos praticos do cotidiano, as limitagdes inerentes ao nivel restringem a
concepgao do aluno. Qualquer raciocinio fica limitado as figuras poligonais mais simples,
para as quais sdo conhecidas formulas que fornecem a medida da area da regido dada.

Quando ocorre a generalizagdo do conceito de area no célculo, surgem conflitos com
as nogoes antigas de area que o aluno detém, e que ja estdo enraizadas em sua imagem de
conceito. Por exemplo, a possibilidade de haver area para uma regido plana nao limitada
ou, em um caso mais extremo, haver area sem mesmo haver uma regido, como sera

mostrado mais adiante, podem criar uma sensac¢ao de confusao para o aluno.
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Algumas potenciais fontes de conflito podem ser associadas a concepg¢des da idéia de
area em geometria euclidiana plana que sdo se generalizam para o contexto do calculo
integral. Por exemplo, ¢ possivel que a integral de uma funcdo exista e fornega um
resultado positivo, mesmo que ndo haja uma regido limitada por seu grafico (como ilustra a

figura 1 abaixo).

Figura 1. Uma funcio cuja integral existe e € positiva,

mas cujo grafico nio forma, com o eixo x, uma regifio limitada.

Um outro exemplo, talvez mais extremo, para esse caso ocorre na funcdo real
f:[0,1]] > R definida por:

1 sexgQ

S (%)=

1 p . .
—+1, comx==—, p e q primos entre si
q q

1
Temos que J- f(x)dx =1, mas seu grafico ndo fornece, com o eixo x, nenhuma regido
0

limitada.

Além disso, em calculo integral, dizer que a area limitada por uma curva é zero nao ¢
o mesmo que dizer que ndo existe area limitada pela curva (isto €, que a curva ndo ¢
integravel no sentido de Riemann), como ilustra o exemplo das duas fungdes reais

g:[0,]] > R e h:[0,]] > R definidas abaixo.

1 sex=1 1 sexeQ

g(x):{() sex#1 h(X):{O sex ¢
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Para a funcdo g, a integral existe e seu valor em [0,1] ¢ 0. J4 a funcdo 4 ndo ¢
integravel (no sentido de Riemann) no mesmo intervalo [0,1] (nem em nenhum outro). Em
ambos os respectivos graficos ndo ha éarea limitada pela curva. No entanto, para a
generalidade do calculo, a area relacionada a funcao g € zero e para a fungdo /4 a area nao

existe.

2.3. As questoes de pesquisa

O conceito de integral definida (no sentido de Riemann) € tipicamente absorvido pelos
alunos em turmas iniciais de calculo como a drea determinada entre o grdfico da fung¢do e
o eixo horizontal em um intervalo fechado e limitado do dominio. Nesse ponto, faremos
uma analogia ao problema da “definicao” de derivada como inclinagdo da reta tangente, ja
discutida no capitulo anterior.

Para a generalidade do célculo diferencial, a idéia de tangéncia nao pode ser a mesma
utilizada em niveis basicos de matematica, pelo carater restrito desta tltima. Para o célculo,
a defini¢ao de reta tangente deve ser mais abrangente, ndo sendo suficiente uma nogao que
leve em conta apenas o numero de pontos de intersecdo com a dada curva.

Um exemplo bem claro desse fato ¢ a reta tangente a uma parabola. Uma reta que
intercepte a parabola em exatamente um ponto ndo ¢ garantidamente uma tangente nesse
ponto. Se a reta em questdo ¢ paralela ao eixo de simetria da parabola, hd somente um
ponto de interse¢cdo, mas, claramente, nao se trata de uma reta tangente.

Como ja foi discutido nesse trabalho e em outros (GIRALDO, 2004), no contexto do
calculo, o conceito de tangente adquire um carater local, sendo necessario, portanto, um
artificio infinitesimal para defini-lo em toda sua generalidade. Podemos conceber a idéia
de tangente a circulos como um caso particular da definicdo de tangente da forma mais
geral, obtida no célculo diferencial. Portanto, para o célculo, o conceito de derivada ¢
anterior ao de tangente e o primeiro se faz necessario para definir o segundo.

E possivel estabelecer nesse ponto uma analogia entre a problematica da defini¢do
equivocada de derivada no ponto como inclinagdo da reta tangente e a problematica da
definicdo, que veremos que ¢ também equivocada, de integral como area sob a curva.

Para compreender o conceito de area em toda sua generalidade, ¢ necessario um
processo de aproximagao infinitesimal (como o método da exaustdo utilizado na Grécia

antiga — que j4 mencionamos anteriormente - ou a no¢do moderna de integral de Riemann)
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sem o que so € possivel definir drea de figuras poligonais, calculadas através de métodos
da geometria euclidiana, e cujos lados ndo sejam incomensuraveis.

A concepcao de area relativa ao ensino basico, isto ¢, aquela mais restrita, limitada a
regides poligonais de lados mensuraveis, pode ser vista como caso particular da concepgao
de area relativa ao célculo, esta mais generalizada e mais abrangente.

A frase “a integral ¢ a 4rea sob a curva”, comumente utilizada nos cursos de calculo,
nao pode ser considerada uma defini¢do para integral porque depende do significado geral
do conceito de area e este, por sua vez, sO pode ser satisfatoriamente atingido (como
mostra a argumentacao feita anteriormente) através de algum processo infinitesimal, como
a construg¢do da integral de Riemann. Ou seja, sem a definicdo anterior do conceito de
integral (ou de outro recurso infinitesimal), o conceito de area s6 pode ser enunciado em
contextos teoricos restritos. Esta nocdo ndo se generaliza para a idéia de area a que se
refere o célculo.

Portanto, no contexto do calculo, o conceito de integral ¢ anterior ao de area, sendo o
primeiro imprescindivel para definir o segundo. Assim, a afirmacao de que “a integral ¢ a
area sob a curva” pode ser admitida como uma defini¢do para area, ndo para integral.

Isso acarreta um problema de natureza matematica, pois a “defini¢do” de integral
como area sob a curva torna-se recursiva, de forma analoga que ocorre com as tangentes e
derivadas. A definicdo de derivada como inclinacdo da reta tangente ndo pode ser
considerada matematicamente satisfatoria porque, depende da nogdo geral de tangéncia
que se faz necessaria no calculo diferencial. No entanto, esta ltima sé pode ser vista em
toda sua generalidade mediante um processo infinitesimal, que fundamenta justamente o
conceito de derivada. No caso de integral e area, o conceito que se deseja definir (integral)
depende de um outro (area) que nao esta satisfatoriamente definido, do ponto de vista do
calculo.

Do ponto de vista pedagogico, essa imprecisdo também pode provocar um problema.
Ao ouvir a frase “a integral ¢ a area sob a curva”, o aluno pode recorrer a idéia de area com
a qual ele teve contato em seus estudos anteriores. O aluno passa a associar imediatamente
o conceito de integral com o conceito de area insuficientemente generalizado que ele
conhece. Com isso, a relacdo com integral adquire um aspecto muito restrito. A integral,
como indicam os resultados que mostraremos mais adiante, passa a se caracterizar na
imagem de conceito dos alunos apenas como uma ferramenta a mais para calculo de area

de figuras planas.
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ANALOGIA : DERIVADA / RETA TANGENTE X INTEGRAL / AREA SOB A CURVA

A nocdo de tangéncia do ensino A concepcdo de area dos niveis
basico (baseada no nimero de pontos de basicos de matematica (calcada na geometria
contato) nao ¢ suficiente para o euclidiana) ¢ restrita
contexto do calculo. para a generalidade do célculo.
E necessario um argumento E preciso um artificio infinitesimal (integral)
infinitesimal (derivada) para definir tangéncia para compreender o conceito de
em toda sua generalidade. area em toda sua generalidade.
Para o calculo, o conceito de derivada No contexto do calculo, o conceito
¢ anterior ao de tangéncia. de integral ¢ anterior ao de area.

“A derivada é a inclinagdo da reta
o “A integral é a area sob a curva” pode
tangente”’pode ser admitida como uma
) ser considerada uma definigdo para
defini¢@o para reta tangente, ndo para ]
area, ndo para integral.

derivada.
Dificuldades na aprendizagem de Problemas na aprendizagem de integral
derivada surgem em virtude dessa podem se atribuidos a concep¢ao de area
relagdo equivocada. que ndo se generaliza para o calculo.

Tabela 1: Analogia entre derivada / reta tangente e integral / area sob a curva

E necessario, nesse ponto, estabelecer uma diferenca entre as problematicas da
derivada com tangente e da integral com area, apesar da analogia explicita. A nogao restrita
de tangéncia trazida do ensino basico, ndo carrega dificuldades intrinsecas. Isto ¢, o aluno
ndo possui, de forma geral, grandes dificuldades para compreender a idéia de tangéncia
que leva em conta apenas o nimero de pontos de contato com a curva (quase sempre
circulo). Ja o conceito de area, mesmo aquele a que se refere o ensino basico, ou seja,
restrito a nogdes simples de geometria euclidiana e figuras de lados comensuraveis, possui
dificuldades inerentes ao proprio conceito. Como ja discutimos anteriormente, o conceito
de area nao pode ser considerado de facil ensino e aprendizagem. Este fato tende a
potencializar o problema pedagodgico a que nos referimos no paragrafo anterior. Além de
os alunos recorrerem a uma nogao de area que ja € restrita, esta ainda pode ser equivocada.

Como ja mencionamos, em (TALL, 2000) o autor defende que a nogdo de area seria
raiz cognitiva para o conceito de integral. Entretanto, consideramos que ha um ponto
passivel de discussdo na propria teoria de raiz cognitiva. Esta teoria ndo prevé que a
estratégia pedagdgica usada inclua situacdes que deixem explicitas as limitagdes da idéia
usada como raiz cognitiva. Ou seja, ndo ¢ esperado que uma raiz cognitiva contenha “as

sementes da sua propria destrui¢ao”, como ocorre com a idéia de organizador genérico, de
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acordo com Tall, como j&4 mencionamos anteriormente. E importante ratificar que a
confeccdo de um organizador genérico deve ser baseada em uma raiz cognitiva adequada
ao conceito em questdo, segundo Tall em (TALL, 2000).

Esse ponto tem uma implicacdo fundamental para este trabalho. Ao usarmos a idéia de
drea como raiz cognitiva para integral, sem incluir uma abordagem pedagdgica que
explicite suas limitagdes, a idéia de area pode nunca se desassociar do conceito de integral.
Isto ¢, a relag@o entre os conceitos de area e integral pode ganhar carater de identificacao,
de modo que, na imagem de conceito dos alunos, um conceito signifique o outro.

Essa relagdo indiscriminada de area com integral, além de ndo ser considerada
compativel com os preceitos do céalculo, ainda ¢ agravada pelo fato de que o conceito de
area nao ¢ aprendido a contento no ensino basico.

A nocao de raiz cognitiva ndo prevé também a ocorréncia de conflitos que podem ser
“herdados” das tais “nocdes familiares” a que se refere. Esses conflitos estdo previstos na
teoria de imagem de conceito, em que esta incluida a nog¢do de raiz cognitiva.

A investigacdo sobre a adequagdo da nocdo de area como raiz cognitiva para o
conceito de integral definida demanda cuidadosos estudos sobre as concepgdes e possiveis
obstaculos na aprendizagem do conceito de integral definida. Este trabalho tem por
objetivo contribuir para esta discussdo, através de um levantamento destas concepgdes em
alunos ja familiarizados com integral e da comparagdo com os resultados de outras
pesquisas, como as mencionadas anteriormente. Mais especificamente, este trabalho
procura auxiliar na busca pelas respostas as seguintes questoes:

¢ (Quanto a idéia de area se atrela ao conceito de integral definida?

e Em algum momento, o aluno abandona a concep¢ao de que a integral
definida sempre fornece o resultado do célculo da area de uma regiao?

e No que diz respeito a uma abordagem inicial pedagogicamente satisfatoria, a
noc¢ao de area pode ser considerada uma raiz cognitiva adequada para o

conceito de integral definida?
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Capitulo 3
Metodologia

A metodologia deste estudo foi concebida para servir como um instrumento capaz de
nos auxiliar na obtengdo de respostas referentes as questdes de pesquisa. Principalmente no
que diz respeito a adequacdao da nocao de area como raiz cognitiva para o conceito de
integral definida.

Nao objetivamos realizar nenhum tipo de quantificacdo na coleta dos dados nem
analisa-los a luz de métodos estatisticos. Portanto, o enfoque dado a esta pesquisa ¢ de
natureza qualitativa por acreditarmos que uma andlise mais detalhada e mais subjetiva,
procurando compreender a forma de pensar dos alunos, atenderia aos nossos propdsitos de

uma forma mais completa. Em (GODOY, 1995), a autora afirma:

A pesquisa qualitativa ndo procura enumerar ¢ / ou medir os eventos
estudados, nem emprega material estatistico na analise de dados. Parte de
questdes ou focos de interesse amplos, que vao se definindo a medida que
o estudo se desenvolve. Envolve a obtengdo de dados descritivos [...] pelo
contato direto do pesquisador com a situacdo estudada, procurando
compreender os fendmenos segundo as perspectivas dos sujeitos, ou seja,
dos participantes da situagdo em estudo.

(GODOY, 1995)

Desse modo, os participantes desta pesquisa foram selecionados de acordo com os
pressupostos acima descritos. Consistiram sempre de alunos de graduagdo em matematica,
uma vez que o estudo considera o ensino e a aprendizagem da teoria de integral definida,

ensinada em cursos iniciais de calculo.
3.1. Planejamento do estudo empirico
O estudo empirico desta pesquisa foi estruturado na forma de 3 etapas. A primeira

delas, etapa 0, ocorrida em dezembro de 2006, consistiu em um estudo exploratdrio sob a

forma de um questionario com 8 questdes abrangendo a teoria de integral definida. Esse
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questionario foi aplicado aos alunos de uma turma de graduagdo em matematica da
Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ) que dispuseram de 40 minutos para
responder, individualmente e sem qualquer tipo de consulta, a0 maximo de questdes que
pudessem. Nao foi obrigatoria a identificagdo e o ambiente foi a propria sala de aula da
turma.

A segunda etapa, etapa 1, aconteceu em marco de 2008 e se deu através da aplicacao
de um questionario contendo 8 questdes sobre a teoria de integral definida aos alunos de
duas turmas de graduacdo em matematica da UFRJ. Para essa etapa, o tempo
disponibilizado foi de 60 minutos. Mais uma vez ndo foi obrigatoria a identificagdo e os
ambientes de pesquisa foram as salas de aula das turmas mencionadas.

A ultima etapa do estudo, etapa 2, ocorreu por meio de entrevistas clinicas semi-
estruturadas, realizadas conforme a disponibilidade dos alunos participantes. As entrevistas
foram feitas na biblioteca do Instituto de Matematica da UFRJ, entre julho e outubro de

2008.

3.2. Descriciao dos participantes

Como o foco deste trabalho ¢ o ensino e aprendizagem do conceito de integral, a
pesquisa foi realizada com alunos universitarios de matematica que concluiram
recentemente cursos iniciais de calculo. Precisamos observar que foram utilizados alunos
diferentes para as diferentes etapas da pesquisa como passaremos a esclarecer a partir de
agora.

A etapa 0 — estudo exploratorio — ocorreu em uma turma de graduagao em matematica
na UFRJ, que cursava a disciplina Calculo de Uma Variavel II. Nessa disciplina, o aluno ¢
apresentado a teoria de integral. A época em que transcorreu essa etapa 0, o curso da
disciplina ja se encontrava em fase de finalizagdo, de forma que os alunos j& haviam
cumprido o programa habitual, segundo relato do entdo professor da disciplina.
Participaram da etapa 0 um total de 16 alunos, que o fizeram espontaneamente. Alguns
desses cursavam a disciplina pela segunda vez.

A etapa 1 foi desenvolvida em duas turmas de graduacdo em matematica da UFRJ que

cursavam a disciplina Fundamentos III. Essa disciplina tem como pré-requisito a
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aprovacdo no curso de Calculo I ou equivalentes’. Todos os alunos das duas turmas
presentes ao dia da aplicacdo participaram de forma espontanea, em um total de 33 alunos.

A selegdo para a participacdo na etapa 2 foi feita dentre 11 alunos voluntarios das
turmas de Fundamentos III, que participaram da etapa anterior. Com isso, todos os alunos
participantes da etapa 2, participaram também da etapa 1. Por fim, 5 alunos participaram,
de fato, das entrevistas da etapa 2. O critério estabelecido para a escolha desses 5 alunos
foi a disponibilidade dos préprios em comparecer em dia e hora marcados fora de seu
horario normal de aulas.

E importante deixar claro que a participagdo ou ndo de qualquer aluno em qualquer
uma das trés etapas desta pesquisa, bem como o desempenho ndo influenciou nas
avaliagoes feitas pelos professores das disciplinas mencionadas. Todos os alunos estavam

cientes desse fato.

3.3. As etapas

Como ja foi dito anteriormente, este trabalho esta baseado em uma pesquisa realizada
em trés etapas, etapa 0, etapa 1, e etapa 2. Essas etapas ndo tiveram papéis isolados na
pesquisa. Os resultados de uma etapa influenciaram na confec¢do das outras. Vamos a um

detalhamento delas.

3.3.1. A etapa 0

Como primeiro passo de toda a pesquisa, a primeira etapa teve como objetivo observar
as concepcodes de alunos de graduacdo em matematica sobre o conceito de integral
definida, onde ficaria estabelecido o inicio das nossas investigagdes sobre as influéncias da
nocao de area na aprendizagem de integral.

Optamos por um estudo exploratorio elaborado sob a forma de um questiondrio, em
que os alunos responderiam ao maximo de questdes que conseguissem dentro de um

determinado tempo.

* Na UFRIJ, o curso de Calculo I ¢ equivalente aos cursos de Calculo de Uma Variavel I e Calculo de
Uma Variavel II somados, estando o primeiro incluido no curriculo do curso de Bacharelado em Matematica

e os dois ultimos incluidos no curriculo do curso de Licenciatura em Matematica.
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Uma vez que buscdvamos as primeiras impressdes em relacdo ao que os alunos
compreendiam e aos possiveis problemas que poderiam existir, organizamos um
questionario bastante amplo, constituido de 8 questdes de variados tipos. Havia questoes
praticas e teoricas, algumas consideradas faceis e outras mais elaboradas. O questionario
na integra se encontra no anexo I.

O tnico critério para a escolha da turma onde seria aplicado o questiondrio foi o fato
de os alunos ja conhecerem a teoria de integral. Por isso, ndo nos fixamos a nenhuma
turma especifica, nem nos influenciamos por desempenho de alunos.

Os resultados obtidos nessa etapa 0 serviram como base para a elaboragdo da etapa
seguinte, a etapa 1.

Na tabela abaixo, estdo os objetivos gerais para cada uma das 8 questdes que

formaram o questionario do estudo exploratdrio.

QUADRO RESUMO DOS OBJETIVOS GERAIS DAS QUESTOES DO
ESTUDO EXPLORATORIO
Questoes Objetivos
Observar se o aluno seria capaz de resolver uma questdo sobre integral em
: que ndo houvesse nenhuma relagdo explicita com area.
Identificar, se possivel, qual seria a defini¢do de conceito de integral do
2 aluno, caso existisse.
Verificar se haveria alguma relagdo, na imagem de conceito dos alunos,
3 entre o fato de uma fung@o ser integravel ou ndo e o fato de haver ou ndo
alguma area a ser calculada.
Observar se o que os alunos haviam respondido para as primeiras questoes
! se traduziria em exemplos que ndo os contradissessem.
Verificar se a nogao de area influencia na hora de resolver uma questao
: pratica sobre a integral de uma fungao, e o quanto influencia.
Verificar se o aluno considera que calcular a area é o mesmo que calcular a
¢ integral, indiscriminadamente.
Verificar o nivel de formalizagdo que o aluno possui em relagdo ao
7 conceito de integral, e, mais uma vez, observar se ¢ capaz de decidir sobre
a integrabilidade de uma func¢do sem recorrer a area.
Observar se a defini¢do de conceito de integral do aluno ¢ semelhante a
; defini¢@o formal, caso ela seja capaz de escrevé-la.

Tabela 2: Resumo dos objetivos gerais de cada questio do estudo exploratério
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3.3.2. Aetapa l

Depois de uma anélise cuidadosa e de natureza qualitativa das respostas fornecidas
pelos alunos ao estudo exploratorio na etapa 0, identificamos alguns tipos de respostas que
eram recorrentes, bem como a falta de respostas para determinadas questdes, o que fez com
que, para essas questdes, o estudo exploratdrio ndo se tornasse de grande valia.

Com isso, elaboramos um questionario a ser aplicado a alunos de graduagdo em
matematica ja familiarizados com a teoria de integral. Esse questionario, que também
contou com 8 questdes, teve como base o questionario da etapa anterior. Houve a inclusdo
de algumas questdes e a exclusdo de outras, de forma que boa parte do questiondrio era
igual ao questionario do estudo exploratério.

As quatro primeiras questdes e a ultima foram mantidas. Isso foi feito porque houve
um alto numero de alunos que ndo responderam a essas questdes na etapa anterior.
Gostariamos de observar respostas para as tais questdes por se tratarem de questdes
tedricas, uma vez que as questdes praticas foram as mais respondidas.

As questoes 5 e 6 também foram mantidas, mas parcialmente. Em ambas as questdes,
dos 6 itens, excluimos trés, e acrescentamos um semelhante a um dos que foram retirados.
O motivo para as exclusoes foi o fato de considerarmos que esse questionario da segunda
etapa deveria ser um pouco mais restrito e direcionado do que o estudo exploratorio. Isso
possibilitaria que os alunos se dedicassem mais a cada uma das questdes, 0 que nos
proporcionaria respostas mais completas e, conseqiientemente, mais valiosas. Retiramos,
entdo, os itens referentes as fun¢des menos comuns e mais problemadticas, para que as
possiveis dificuldades dos alunos com fungdes tivessem uma influéncia minima em nossas
analises.

Esse também foi 0 nosso pensamento ao retirarmos a questao 7 do estudo exploratorio
e substitui-la por uma questao pratica, semelhante as questdes 5 e 6, porém com os graficos
hachurados dados. Nossa meta, para essa questdo, foi estender os objetivos das questdes 5
e 6, eliminando a influéncia de um grafico mal construido ou construido de forma errada.

Como boa parte do questionario utilizado na etapa 0 ¢ igual ao utilizado na etapa 1, os
objetivos gerais das questdes especificados na Tabela I se mantém. Excecao feita a questdo
7, j& mencionada antes. No entanto, a andlise feita pode ser comparada, em algumas
situagdes, com os resultados obtidos na etapa anterior. Isso influenciou na elaboragao da
estrutura das entrevistas da etapa seguinte. O questiondrio da etapa 1 completo se encontra

no anexo II.
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3.3.3. A etapa 2

A etapa 2 teve como principal objetivo confirmar conjecturas levantadas sobre a
maneira de pensar dos alunos em relagdo as respostas dadas por eles ao questiondrio da
etapa 1 anterior.

Em algumas oportunidades, quando da analise do questionario da etapa 1, ndo ficou
claro que raciocinio alguns alunos utilizaram para responder as questdoes. Consideramos
entdo que somente entrevistas individuais com esses alunos poderiam confirmar ou nao as
impressodes deixadas por suas respostas e aprofundar nossas investigagdes. Em relagdo as

entrevistas clinicas John Clement observa:

Seus pontos fortes incluem a habilidade de coletar e analisar dados em
processos mentais no nivel de significados e idéias auténticas de um
individuo, e expor estruturas e processos ocultos no pensamento do
sujeito.

(CLEMENT, 2000) tradugdo nossa

Mais especificamente:

Mesmo quando a detec¢do de conhecimento académico é solicitada,
entrevistas clinicas podem dar mais informagdes sobre a profundidade dos
entendimentos conceituais porque explicagdes orais e graficas podem ser
coletadas.

(CLEMENT, 2000) tradu¢do nossa

Temos consciéncia de que a participagdo de um ntimero reduzido de alunos (ao todo
foram cinco alunos entrevistados, como ja foi dito) ndo possibilitou que verificassemos as
respostas dadas por todos os alunos que participaram da etapa 1. Mas, ainda assim, as
entrevistas foram de uma relevancia enorme para nossas conclusdes. Até porque muitas
respostas duvidosas que continham as mesmas imprecisdes € que demandavam maiores
investigacdes foram dadas por mais de um aluno. Dessa forma, mesmo nao entrevistando
todos os alunos, esses tiveram uma boa representatividade em relagdo ao total.

As entrevistas semi-estruturadas possuiram algumas perguntas padrdo, que foram

feitas a todos os alunos entrevistados. Dependendo das respostas de cada aluno, outras
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perguntas foram feitas, ocasionalmente. Havia perguntas relacionadas com as questdes do
questionario respondido na primeira etapa e a forma como foram respondidas. Os
entrevistados foram sempre estimulados a explicarem o raciocinio que os levaram a
responder de determinada forma. As perguntas padrio serdo mostradas no capitulo 7,

dedicado as entrevistas.

QUADRO RESUMO DAS ETAPAS DE PESQUISA
ETAPA INSTRUMENTO PARTICIPANTES

Estudo exploratério por meio ]
0 ) ) 16 alunos de graduagdo em matematica da UFRJ
de questionario

) ) 33 alunos de graduagdo em matematica da UFRJ
1 Questiondrio ) o
(diferentes dos que participaram da etapa 0)

2 Entrevistas clinicas 5 alunos que participaram da etapa 1

Tabela 3: Resumo das etapas, instrumentos e participantes.

3.4. A analise dos resultados

Vamos relatar nesta se¢cao como foi realizada a analise dos resultados obtidos nas trés
etapas de pesquisa, devidamente esclarecidas na se¢do anterior.

Como ja mencionamos anteriormente, optamos por uma andlise qualitativa, em
detrimento de uma andlise pautada em dados estatisticos de natureza quantitativa. Nosso
interesse era buscar ao maximo compreender as formas de raciocinio e as conexdes
utilizadas pelos alunos para responder as questdes. Com isso, procuramos verificar a
consisténcia de suas imagens de conceito e identificar conflitos, caso existissem.

Para os questionarios, utilizamos categorizacdo de repostas apenas para as questoes 5
e 6 do estudo exploratorio e para as questdes 5, 6 ¢ 7 do questiondrio da etapa 1, que
explicaremos em tempo. Para as demais questdes, expomos todos os tipos de respostas
dadas, quantificando-as e exemplificando-as. Para as entrevistas, citamos as respostas
dadas pelos alunos para as perguntas e comentdrios livres, em trechos ou integralmente,
conforme conveniente. Apos a exposi¢ao das respostas, tecemos comentarios para cada
uma das entrevistas realizadas, contendo nossas conclusdes e impressoes observadas a luz
da teoria de imagens de conceito.

Para cada etapa foi dedicado um capitulo, a fim de que as andlises e as conclusdes

posteriores fossem feitas de uma forma mais clara.
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Capitulo 4

Etapa 0 - O estudo exploratorio

Como ja foi dito no capitulo anterior referente a metodologia desta pesquisa, a
primeira etapa, chamada por nos de etapa 0, consistiu em um estudo exploratorio sob a
forma de um questionario amplo aplicado a uma turma de Calculo de Uma Variavel II, na
UFRJ, na qual todos os alunos eram de graduagdo em matematica.

Nem todos os alunos responderam todas as questdes. Isso pode ter ocorrido devido ao
tempo relativamente curto que foi fornecido. Contudo, acreditamos que nao seja absurdo
presumir que os alunos tendem a responder primeiro as questdes que lhes sdo mais
familiares, isto €, aquelas questdes que eles pensam conseguir resolver mais facilmente.
Portanto, a propria selegdo feita pelos alunos das questdes resolvidas pode se converter em
um dado a ser analisado. Entretanto, ¢ importante salientar que mesmo com o tempo
consideravelmente curto, a maior parte dos alunos terminou de responder antes da
chamada final para a entrega. Algumas questdes foram respondidas por poucos alunos,

incluindo aqueles que terminaram antes do tempo limite.

4.1. Resultados
Serd apresentada a seguir a andlise das questdes. Como as questdes 5 e 6 foram as
unicas respondidas por uma parte significativa dos alunos, elas tiveram suas respostas

categorizadas. As categorias e os detalhes da categorizacdo serdo expostos mais a frente.

Questao 1: 4 figura abaixo representa um arame de metal de extremidades A e B

e de comprimento I. A temperatura em um ponto P sobre o arame depende da
distancia x até a extremidade A do arame e é dada pela funcio T(x) = x’. Determine a

temperatura média do arame.

f l I

A F B
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Essa questdo ndo foi respondida por nenhum aluno sequer. Isso pode significar que
essa foi, para estes alunos, a questdo mais dificil de todas. De fato, para a solu¢do dessa

questdo, a integral definida se relacionava com a no¢ao de somatorio, e nao de area.

Questao 2: Explique o que significa jb f(x)dx (a integral definida da funcio f no

intervalo [a,b] ).

A questdo 2 foi respondida por 4 dos alunos do grupo. Destes, 3 definiram

b
categoricamentej f (x) dx (a integral definida da fun¢ao f no intervalo [a,b]) como a area

a

sob o grafico de f, como mostram os seguintes exemplos de respostas:

b
“ I f (x) dx ¢ a area determinada pelo grafico da fungdo f(x), o eixo x e as retas x =

.,

aex=>5.",

“Com esta integral calculamos aproximadamente a area no intervalo de a até b’

Apenas um falou sobre limite da soma de Riemann, porém de uma maneira que
pareceu decorada, pois a resposta continha uma notacdo demasiadamente cuidadosa e
técnica, inconsistente com o restante das respostas dadas pelo aluno. Isso pode ser
evidéncia de que o aluno estd preso a defini¢do formal que lhe foi passada, e que esta se

encontra desconectada do restante de sua imagem de conceito.

Questao 3: Explique como é possivel determinar se uma dada funciao [ é ou nao

b
integrdvel em um intervalo [a,b] , isto é, se existe ou ndo a integral j f(x)dx.
a

A questao 3 foi respondida por apenas 3 alunos e todos eles responderam também a
questao 2. Destes, 2 deles responderam que € suficiente saber se a dada fungdo € ou nao
continua. Uma das respostas dadas foi:

“O critério suficiente é a continuidade da funcdo neste intervalo”.

Um outro aluno deu uma resposta que segue uma outra linha:

“Primeiro, integra a fun¢do utilizando um dos métodos de integragdo, e depois,
utiliza-se a segunda parte do Teorema Fundamental do Calculo™.

A segunda resposta nos mostra que o aluno acredita que para determinar se uma

fungdo ¢ integravel ou ndo, deve-se aplicar o Teorema Fundamental do Célculo, que ele
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parece conhecer ao menos superficialmente. Se no final chega-se a um resultado utilizando

o algoritmo, entdo a fun¢do ¢ integravel. Caso contrario, nao é.

Questio 4:

a) Dé um exemplo de uma funcdo integrdavel em um intervalo [a,b], isto é, tal que
. . b
exista a integral I f(x)dx.

b) Dé um exemplo de uma fungdo ndo integrdvel em um intervalo [a,b], isto é, tal

b
que ndo exista a integral .[ fx)dx .

A questdo 4 foi respondida por uma quantidade maior de alunos. Dez alunos
responderam o item (a). Destes, 9 deram exemplos aceitdveis. A maioria de fungdes
polinomiais. Alguns exemplificaram com fung¢do exponencial ou trigonométrica simples,

como f(x) = cos x. Apenas 1 ndo forneceu um exemplo plenamente satisfatério. Um dos

alunos escolheu f(x) = —, mas ndo especificou o intervalo [a,b] que, além de ter sido

1
X
pedido no enunciado da questdo, seria importante nesse caso, uma vez que esta funcao nao

esta definida para x = 0.

Apenas 5 alunos deram algum exemplo para o item (b), e todos incorretos. Um deles

forneceu como exemplo f(x) = % num intervalo [a,b] (que supomos ser qualquer). Isso

pode indicar que, para esse aluno, descontinuidade em um ponto torna a fun¢do nao
integravel. Pode haver confusdo no que diz respeito a continuidade como condicao
suficiente, porém nao necessaria para que uma fungao seja integravel. Dois outros alunos
escolheram como exemplo f(x) = tg x, que apesar de ndo ser um caso simples, ¢
absolutamente integravel.

Como dito anteriormente, as questdes 5 e 6 foram as Unicas categorizadas. Essa
categorizagao foi feita de maneira semelhante a encontrada em RASSLAN & TALL
(2002). Para cada uma das questdes, sdo expostas as categorias, cada uma delas
acompanhadas da quantidade de alunos incluidos, em relagdo ao total de alunos que
responderam a questdo, além de alguns exemplos caracteristicos das respostas dadas. As

categorias sao as seguintes:

I.  Teoria de integragdo correta com resposta correta.
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II. Teoria de integracdo correta com resposta incorreta devido a outro tipo de erro
(como erros aritméticos ou no tracado de graficos).

ITII. Teoria de integragdo incorreta.

Questao 5: Em cada um dos casos, encontre a drea pedida.

(a) Entre o eixox, asretas x=0 e x=27 e acurva y = sen(x).

A questao foi respondida por 10 alunos. Segue o niumero de respostas encontradas
em cada categoria:
I. 2 respostas.

II. 1 resposta:

Figura 2. Grafico desenhado por um aluno.

III. 7 respostas. Destas, 4 ndo consideraram o sinal da funcdo no intervalo.

Exemplo:

2
j senx dx =—Ccos x 2” =—cos(0)+cos(27r)=0.
0

Outras 3 cometeram outro tipo de erro. Exemplo:

2z
Area = I senx —(—l)dx )

0

(b) Entre o eixox,asretas x=0 e x=2 eacurva y=x" —5x+6.

A questao foi respondida por 12 alunos.
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I. 7 respostas.

II. 5 respostas. Um destes participantes ndo fez nenhum célculo, apenas fez o
desenho da area a ser encontrada no grafico. Nao ¢ possivel afirmar que o
aluno deixou de fazer os calculos por ndo saber. Os demais erros ocorreram por

falhas na aplicacdo do algoritmo ou por erros aritméticos. Exemplo:

2 3 2 2
jx2—5x+6dx:%—5i+6 _6-8,40 .88
0

III. Nenhuma resposta.

(c) Entre o eixo x, as retas x=—1 e x=3 eacurva y =x> —5x+6.

A questao foi respondida por 10 alunos.

I.  Nenhuma resposta.

II. 1 resposta. O participante ndo fez nenhum calculo, apenas fez o desenho da
area a ser encontrada no grafico. Nao ¢ possivel afirmar que o aluno deixou de
fazer os célculos por nao saber.

III. 9 respostas. Todos esses erros ocorreram pela ndo consideracao da variagdo de
sinal da fun¢@o no intervalo pedido. Exemplo:

3
area = jx2—5x+6dx
|

(d) Entre o eixox, asretas x=—1 e x=2 eacurva y = |x| .

A questao foi respondida por 6 alunos.

I. 2 respostas. Exemplo:

20

‘ ‘ X x’ 1 5
érea=j—xdx+jxdx:—— +— :—(——j-i-Z:—
’ 0 20, 2, 2 2
II. 1 resposta:
0 210
j—xdx:—— =O+%:%
;l \ - Area=%+%=%:l4
2
J-xdxzx— 22—022
0 2, 2 2
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III. 3 respostas. Todos cometeram o mesmo erro. Calcularam a integral como se
fosse f(x)=x, simplesmente ignorando o sinal de mdédulo. Exemplo:

2 xz2
area = J-|x| dxz; =2-

—1 -1

N | —
N | W

x sex<l

(e) Entreoeixox,asretas x=0e x=2 eacurvay= .
2—x sex2>1

A questao foi respondida por 6 alunos.
L. 3 respostas.

II. 1 resposta:

1 2|2

+ox-
2

1 2 x2
dex+.1[2—xdx=7

0

:l+4—2—1+l:2.
2 2

0 1

ITII. 2 respostas. Exemplo:

2
A= J-—x+(2—x) dx = ...
0

(f) Entre o eixo x, as retas x=0 e x=3 e a curva y= [x], onde [x] denota a parte

inteira do numero real x.

Nenhum aluno respondeu a questao.

No quadro abaixo, vemos um resumo de nimero de respostas classificadas em cada

uma das categorias, para item da questdo 5.

Itens Total de Categorias
Respostas I I I
(a) 10 2 1 7
(b) 12 7 5 0
(c) 10 0 1 9
(d) 6 2 1 3
(e) 6 3 1 2
(f) 0 0 0 0

Tabela 4: Resumo das categorias de respostas da questao 5
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Questio 6: Em cada caso abaixo, verifique se a funcdo f dada é integravel,

Jjustificando sua resposta. Em caso afirmativo, encontre a integral pedida.

Para esta questdo, estamos considerando respostas com erro na teoria de integral

(categoria III) aquelas que apresentam erro no algoritmo ou na afirmagdo sobre a

integrabilidade.

2z

(a)f(x):senx, jf(x) dx.

0

A questao foi respondida por 13 alunos. Segue o niumero de respostas encontradas em

cada categoria.

I. 2 respostas.

II. 5 respostas. Todos os erros encontrados neste item ocorreram por falha no calculo

do valor numérico de f(x) = cosx. Exemplo:
2z
I senx dx = —cosx|z” =—cos(27)—(-cos(0)) =—(-1)+1=2
0

I11. 6 respostas.

2z
I senx dx = cosx|;” =cos(27)—cos(0)=1-1=0
0

(b) f()c)=x2 -5x+6, j-f(x) dx.

A questao foi respondida por 13 alunos.
I. 7 respostas.

II. 4 respostas. Exemplo:

2
jx2—5x+6dx:x—3—£+6 :§—§+12:§.
0 32 3 2 3

0

III. 2 respostas. Um dos alunos afirmou que a funcdo ndo ¢ integravel, mas ndo

forneceu nenhuma justificativa. Exemplo:

sz —Sx+6dx=(2(2)-5)-(2(0)-5)=-1+5=4
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(c) f(x):|x|, j-lf(x)dx.

A questao foi respondida por 12 alunos.
I. 2 respostas.
I1. Nenhuma resposta.

III. 10 respostas. Exemplo:

2 2 22 ) . 2
j|x|dx=.[xdx:x— zz—_ﬂzé
2 2 2 2

-1 -1 -1

3

(d) f(x):[x] , If(x)dx.

0
A questao foi respondida por 6 alunos.
I. Nenhuma resposta
I1. Nenhuma resposta.
IIL. 6 respostas. Duas delas foram de alunos que afirmaram que a funcdo ndo ¢
integravel. Os outros 4 cometeram o erro de calcular a integral como se a fungdo

fosse f(x) = x.. Exemplo:

3 3 x23 32 0 9
.([[x]dx:'l-de:70:?_E:E
1 sex=1 3%
(e f(x)={0 R [ £ (x)dx.

A questao foi respondida por 2 alunos.

I. Nenhuma reposta.

I1. Nenhuma resposta.

IIL. 2 respostas. Um dos alunos afirmou que a func¢do ¢ integravel, mas ndo

justificou. Exemplo:

2

[f(x)dx=0-1=-1.

1

0 sexeQ
1 sexegQ

® f(x):{

Nenhum aluno respondeu.

, :[f(x)dx:
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No quadro abaixo, vemos um resumo de numero de respostas classificadas em cada

uma das categorias, para item da questdo 6.

Total de Categorias
Itens
Respostas I I I
(a) 13 2 5 6
(b) 13 7 4 2
() 12 2 0 10
(d) 6 0 0 6
(e) 2 0 0 2
® 0 0 0 0
Tabela 5: Resumo das categorias de resposta da questiio 6
. . . . 0 se xeQ
Questao 7: Considere a fungcdo [ :; — ; definida por f (x) = .
1 se x¢Q

Leia atentamente o seguinte argumento: consideremos 0=x,<...<x,6 =1
uma particdo qualquer do intervalo [0,1], isto é, uma subdivisdo de [0,1] em
subintervalos menores. Qualquer que seja o subintervalo [x,.,xm], temos que o
minimo da funcdo f em [x,.,xm] é igual a 0 e o maximo da funcdo f em
[x,.,xm] éiguala l.

O que se pode concluir, com respeito a integral de f no intervalo [0,1] com

base neste argumento? Justifique sua resposta.

Esta questdo teve efeito semelhante a questdo 1 e foi respondida por somente um
aluno, que o fez de forma errada. Ele utilizou como justificativa apenas o fato de a funcao
ndo ser continua no intervalo, mas fez de forma muito precaria. Além disso, mostrou
confusdo no que diz respeito ao fato de que continuidade ¢ uma condigdo suficiente, porém

ndo necessaria para que uma funcao seja integravel.

Questao 8: Vocé saberia dar uma definicao formal para a integral definida de uma

funcgdo real f?
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Apenas um aluno respondeu essa questdo, mas de uma forma obscura, mostrando
muita confusdo para fazer uso do formalismo. E importante esclarecer que esta questdo e a
questdo 2 possuem aspectos diferentes, apesar de envolverem a mesma idéia. Nesta
questdo 8, o que ¢ pedido ¢ uma defini¢do baseada no formalismo, ou seja, uma defini¢ao
de acordo com o que a comunidade entende por formalmente correto. Enquanto que na
questdo 2, o aluno deve responder usando suas idéias, como uma explicacdo, livre de

qualquer formalismo.

4.2. Discussao

Faremos agora alguns comentdrios sobre os resultados obtidos em cada questdo, de
acordo com nossa interpretagao.

A questdo 1 ndo foi respondida por nenhum aluno. Acreditamos que isso pode ter
ocorrido por se tratar de uma questdo em que a teoria de integral definida ndo esta ligada a
nocao de area. Nesse caso, a integral funcionaria como uma ferramenta para um
“somatorio infinito” dos valores da fung¢dao em cada um dos pontos do arame. Parece
plausivel acreditar que esta idéia de integral ndo faz parte da imagem de conceito desses
alunos, embora, como ja foi dito, a professora tenha introduzido a teoria através de somas
de Rieman. A unica idéia que parece estar presente € a de area.

Sobre a questdo 2, como ja mencionado anteriormente, apenas um aluno deu uma
resposta baseada na teoria de soma de Riemann (mesmo assim, de forma que pareceu
memorizada). Os outros que responderam fizeram, de alguma forma, referéncia a area. Por
outro lado, ¢ importante chamar atengao para o nimero muito baixo de alunos que tentou
dar alguma resposta. Este resultado se torna ainda mais contundente se considerarmos que
a questdo ¢ uma das primeiras questdes a serem lidas (¢ a segunda na ordem do
questionario) e possui enunciado relativamente simples e curto. Mesmo assim foi deixada
sem resposta por trés quartos do grupo.

Isto sugere que a definicdo de conceito desses alunos (se ¢ que hd uma) ndo estd
conectada com o restante de suas imagens de conceito de integral e, portanto nao figura
como um atributo ativo para o pensamento matematico, o que pode gerar uma sensacao de
inseguranga que os leva a ndo responder. Isto ¢ apontado por TALL & VINNER (1981)
como uma importante fonte de conflitos cognitivos. Para estarmos certos desta conclusao,
serd necessaria uma pesquisa mais aprofundada, envolvendo entrevistas clinicas

individuais. Fato semelhante foi verificado em (GONZALEZ-MARTIN & CAMACHO,
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2004), quando uma questdo praticamente idéntica (diferindo apenas por algumas palavras
no enunciado) teve um indice bastante alto de respostas que mencionavam o uso da
integral para célculo de areas. Esse resultado também se assemelha ao encontrado em
(RASSLAN & TALL, 2002), quando cerca de 64% dos alunos ndo responderam a uma
questdo bastante semelhante.

Para a questdo 3 houve 3 respostas. Duas delas afirmavam ser a continuidade da
fun¢do no intervalo um critério para garantir se a dada fungao ¢ integravel ou ndo, o que ¢
incorreto, haja vista que a continuidade ¢ uma condicao suficiente, mas ndo necessaria para
integrabilidade. A outra resposta mostra que a parte tedrica do conceito ndo foi apreendida,
j& que, para o aluno em questdo, o critério a ser usado ¢ conferir se a aplicacdo do
algoritmo resulta em algum valor. Essa resposta, aliada a grande quantidade de alunos que
nao responderam, nos leva a acreditar que a compreensao do conceito de integral definida,
quando ocorre, se d4 apenas em nivel procedimental. A maioria dos alunos que ndo
responderam esta questdo responderam as questdes 5 e 6, de carater mais pratico.

O item (a) da questdo 4 mostra que na pratica muitos alunos sabem exemplificar
fungdes integraveis. Apesar de os exemplos citados serem em sua maioria de fungdes
consideradas mais comuns, o fato é que a experiéncia dos alunos com integracdo, se ndo ¢
excelente, ¢ pelo menos basica. J4 o item (b) mostra o contrario em relagdo as fun¢des ndo
integraveis. Todos os alunos que exemplificaram o fizeram de forma errada. E interessante
notar que dois deles deram como exemplo a funcdo #g(x), porém sem especificar o
intervalo de integracdo. A integral dessa func¢do existe e, qualquer intervalo /a,b] em R, no
entanto seu calculo ndo pode ser considerado simples. Em comunicacdo pessoal com a

professora, ficou esclarecido que essa funcdo foi trabalhada em sala de aula. Outro
. C N 1 N )
exemplo importante a ser discutido ¢ o da fungdo f(x) = ol O aluno nao precisou o
x_

intervalo /a,b] de integracdo. Ainda assim, parece claro que a possivel descontinuidade no
ponto x = [ foi o que motivou o aluno a escolher essa fungao como exemplo de fun¢do nao
integravel. Como ja foi dito, pode haver confusdo sobre a continuidade da fungdo ser
suficiente, mas ndo necessaria para que a integral exista.

De qualquer forma, a imagem de conceito desses alunos parece estar bastante carente
de exemplos de fun¢des ndo integraveis. Os alunos nao parecem ter contato com fungdes
menos “comportadas”, sejam elas integraveis ou ndo. Ao encontro disso, a falta de uma

defini¢@o de conceito coerente com a defini¢do formal, pode colaborar também para o mal
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resultado nessa questdo, ja que uma defini¢do de conceito consistente ¢ um bom critério na
busca de exemplos e contra-exemplos.

Em relacdo a questdo 5, faremos uma discussao sobre cada item. No item (a), ¢
interessante mencionar que a maioria dos alunos inclusos na categoria III encontrou
resposta zero, o que significaria que a area seria nula. Destes, metade fez o gréfico, que
mostrava claramente o contrario. De fato, apenas 3 dos 10 alunos que resolveram esse item
tiveram a iniciativa de desenhar o grafico (o outro foi classificado na categoria I). O baixo
indice de acertos, assim como o indice dos que desconsideraram o sinal da func¢do no
intervalo, ¢ semelhante ao encontrando em (RASSLAN & TALL, 2002) para uma questao
idéntica.

No item (b) € possivel perceber que quando o céalculo da area coincide com o calculo
algébrico da integral, isto ¢, quando a fun¢do ¢ positiva no intervalo, ndo parece haver
problemas sérios para os alunos. E importante ressaltar que apenas dois dos alunos que
responderam fizeram o grafico, ambos da categoria I. J4 no item (c), o fato marcante é que
nenhum aluno apresentou a teoria correta de integracdo. Mesmo sendo semelhante ao item

anterior, que teve bom indice de acertos, o resultado foi quase o oposto. Parece bastante
b
plausivel concluir que a idéia de que o calculo da integral I f(x)dx fornece sempre a area

a ser calculada estd completamente enraizada. Além disso, nenhum dos alunos das
categorias I e II desenhou o gréfico, o que ajuda a explicar o fato de nenhum deles ter
atentado para a variacao de sinal da funcao.

O que ¢ interessante notar no item (d) ¢ que apenas 6 alunos do grupo tentaram
responder, o que mostra que a fungdo modulo causa algum desconforto. Isto
provavelmente ocorre porque a fungdo modulo é pouco familiar para os alunos, ou pelo
menos nao faz parte do repertorio de fungdes cujas integrais definidas podem ser obtidas
pela aplicagdo direta do algoritmo (Teorema Fundamental do Célculo). De fato, apenas um
aluno fez o grafico da fun¢do (o que teria facilitado, j4 que a area a ser encontrada se
resume a soma das areas de dois triangulos retdngulos), mas nem mesmo este tentou
responder usando o desenho exclusivamente. Todos os alunos precisaram recorrer ao
algoritmo.

No caso do item (e), podemos supor que a falta de experiéncia com funcdes definidas
por duas sentengas seja uma explicacdo para o baixo niumero de alunos que apresentaram
alguma resposta. Somente um aluno (classificado na categoria II) desenhou o grafico que

deixa claro que a area pedida poderia ser calculada usando somente areas de triangulos.
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Isto confirma a conclusdo sobre a quase completa auséncia de estratégias por parte dos
alunos para lidar com fungdes que escapem de seu repertdrio usual. Da mesma forma que
na questao anterior, todos que deram alguma resposta, o fizeram recorrendo ao algoritmo.

Os resultados dos itens (d) e (e) sdo confirmados também pelo do item (f). Assim, ndo
¢ surpreendente que nenhum aluno tenha tentado resolvé-lo. Isto mostra que os alunos nao
estdo habituados a exemplos menos comuns, mesmo que estes ndo oferecam grandes
dificuldades de célculo, como ¢ o caso aqui. Mais uma vez, o grafico teria tornado a tarefa
facil.

Os trés ultimos itens mostram a necessidade de questionar os alunos que participardo
das entrevistas sobre o que eles sabem de fun¢des, para que se possa incluir na analise de
resultados quais obstaculos sao adquiridos com o conceito de integral e quais sdo trazidos
da formagao anterior.

Para a questdo 6, os 4 primeiros itens se referiam a fun¢des que ja estavam presentes
na questdo 5, inclusive com o mesmo intervalo de integragdo. Foi feito dessa forma porque
era nosso interesse verificar a relacao entre calculo da area e calculo da integral para esses
alunos. Faremos algumas comparagdes entre os itens analogos.

O item (a) apresentou um alto numero de respostas, o que também o correu no item
analogo da questdo 5. As fungdes trigonométricas simples, como essa, sdo bastante
presentes nos cursos de calculo. E provavel que esse grande nimero de respostas se deva a
este fato. Porém, de todos os 13 alunos que responderam, apenas um deu uma justificativa
para o fato de a fungdo ser integravel, dizendo: “E integravel, pois f(x) = sen(x) é
continua”. Este aluno foi um dos dois cuja resposta se encontra na categoria I. Todas as
respostas incorretas inclusas na categoria III ocorreram por erros no calculo da fungao
primitiva. E possivel que a falta de justificativa de alguns alunos tenha ocorrido por
acreditarem que o fato de terem conseguido chegar a uma resposta final com o uso do
algoritmo deixa implicito que a funcdo ¢ integravel. Entretanto ndo ha possibilidade de
garantir esta afirmag@o. Serd necessaria uma investigagdo mais aprofundada.

Em relacdo ao item (b), o resultado foi muito semelhante ao item (b) da questao 5, que
fazia referéncia a mesma funcdo. Era esperado que esse fato ocorresse, uma vez que as
duas questdes sdo resolvidas exatamente da mesma forma. Como a fungdo ¢ positiva no
intervalo, na questdo 5, o céalculo da area se resume a aplicacdo imediata do algoritmo,
como ja foi dito. Isso reforca o que ja havia sido concluido anteriormente sobre o fato de
que quando o calculo da area se limita a direta aplicagdo do algoritmo, os alunos parecem

ser mais eficazes. Principalmente em relacdo a fungdes mais simples, como ¢ o caso da
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polinomial. A observar que apenas um aluno, da categoria I, justificou o fato de a fungdo
ser integravel dizendo: “E integrdvel, pois um polinémio é continuo em toda a reta”. E um
dos alunos afirmou que a fun¢do nao ¢ integravel. Esse aluno nao havia respondido o item
(b) da questao 5.

O item (c) ¢ andlogo ao item (d) da questdo 5 e, ao contrario do que ocorreu neste
ultimo, houve um nimero expressivo de alunos que tentaram responder. Apesar disso,

apenas 2 dos 12 alunos que responderam fizeram corretamente. Todos os outros erraram e,

na maioria das vezes, por calcular a integral para f(x) = x em lugar de f(x) = |x| . Apenas

um aluno afirmou que a funcdo nao ¢ integravel. A justificativa foi: “Nao é integravel, pois

fix) = |x| ¢ descontinua quando x — 1 pois lim|x|¢ 1irq|x

x—0" x—0

”. Essa justificativa mostra

desconhecimento das teorias de limite e de continuidade de fun¢des. Como de todos os
alunos que resolveram, apenas um respondeu se a funcdo era integravel ou ndo, o que foi
dito anteriormente sobre uma possivel explicagdo para a ndo justificativa dos alunos fica
reforgado. Os alunos podem ter considerado ser suficiente resolver a integral para mostrar
que a funcdo era integravel.

No item (d), que era semelhante ao item (f) da questdo 5, houve poucas respostas.
Embora esse nimero seja superior ao encontrado na questdo 5 (nenhum aluno respondeu),
todos os alunos erraram na teoria de integral. Dois responderam que a funcdo ndo era
integravel. Isso pode ter ocorrido por se tratar de uma funcdo incomum, com a qual os
alunos possivelmente nunca tiveram contato. Os outros que tentaram dar alguma resposta o
fizeram utilizando a fungdo f(x) = x, desconsiderando totalmente a notacdo de parte inteira.
Fica claro mais uma vez que essa funcdo ndo faz parte da imagem de conceito dos alunos.

Ja o item (e) foi respondido por apenas dois alunos, todos de forma errada. Um deles
afirmou que a fun¢do ndo ¢ integravel, mas ndo justificou. O outro parece ter tentado
aplicar o algoritmo, mas o fez de maneira incompreensivel. Esse resultado reforga o que ja
havia sido dito sobre potenciais fontes de conflito causadas pela idéia restrita da nocdo de
area que nao se generalizam para o contexto do calculo. Essa fun¢do foi dada como
exemplo dessas fontes de conflito. Nesse caso, geometricamente parece nao haver
nenhuma area a ser calculada. Isso pode ter levado os alunos a afirmar que ndo existe a
integral definida para esta funcdo, isto ¢, que ela ndo ¢ integravel. O que ndo ¢ verdade,
pois existe ¢ igual a zero.

Outra fungdo que pode gerar conflitos ¢ a do item (f). J4 era esperado que poucos

alunos respondessem, mas acreditivamos que pelo menos alguns dos alunos a
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conhecessem, uma vez que esta ¢ uma fun¢do que constitui um exemplo cldssico de fungao
ndo integravel. Mesmo que ndo soubessem formalmente quais sdo os motivos que fazem
com que a integral dessa fungdo ndo exista. Isso reforga a afirmagao de que a imagem de

conceito desses alunos ¢ bastante restrita a exemplos mais comuns € menos patoldgicos.
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Capitulo 5

Etapa 1 — O questionario

O questiondrio referente a etapa 1 da metodologia de pesquisa foi aplicado a alunos
de turmas da disciplina Fundamentos da Matematica III, na Universidade Federal do Rio
de Janeiro (UFRJ), no 1° semestre de 2008, nas proprias salas de aula das turmas. Essa
disciplina tem como pré-requisito o curso concluido de Calculo I (curso onde sdo
apresentadas as teorias de limite, derivada e integral, entre outras nog¢des fundamentais do
calculo).

Trinta e trés (33) alunos participaram da etapa 1. No entanto, dois alunos tiveram
seus questiondrios desconsiderados, pois ndo desenvolveram a tarefa com seriedade,
inclusive se ausentando da sala por longo tempo, e um deles entregou o questionario
praticamente em branco. Portanto, em consideragao, trinta € um (31) alunos. Todos foram
identificados por numeros de 1 a 33, para facilitar as analises e discussdes. Os alunos que
foram desconsiderados sdo os de nimeros 22 e 23.

A seguir, vamos expor os resultados apurados das respostas dadas pelos alunos.
5.1. Resultados

Questao 1: A figura abaixo representa um arame de metal de extremidades A e
B e de comprimento l. A temperatura em um ponto P sobre o arame depende da
distancia x até a extremidade A do arame e é dada pela funcio T(x) = x> Determine a

temperatura média do arame

f l I

|
| | |
A P B
22 alunos responderam (todos, exceto alunos 1, 2, 3, 10, 16, 21, 29, 30 ¢ 31)
Respostas corretas: 7 alunos (6, 7, 8, 12, 13, 25, 27)
Exemplo:

“AB=1 AP=x T(x)=x?
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13
, L
.[xzdxz— =T =%=?.”(alun07)

Os outros quinze alunos cometeram erros variados. O mais comum foi calcular
apenas a integral de x? e considerar o resultado como a temperatura média do arame (aluno
5). Oito alunos fizeram isso. Dentre os outros sete alunos, ha aqueles que até parecem ter
percebido a necessidade de dividir o resultado da integracao de x?, mas efetuaram a divisao
por 2 e ndo por l. Um outro aluno tentou resolver de alguma forma a questdo, mas ndo
conseguindo, escreveu que ndo lembrava como fazer. O restante cometeu erros diferentes,

mas sem nenhum padrio.

b
Questao 2: Explique, com suas palavras, o que significa If (x)dx (a integral

definida da funcido f no intervalo [a,b]).

26 alunos responderam (todos, exceto 1, 2, 27, 29 e 30)

Dezenove alunos fizeram referéncia direta a area, como mostram o0s seguintes
exemplos de respostas dadas:

“Pelo principio fundamental do calculo,

a integral vai determinar uma certa drea.” (aluno 4)

b
“J-f(x) dx = A (Area sob a curva).” (aluno 12)

©

T(s)

figura 2: Desenho feita pelo aluno 12 para a questao 2

“Area abaixo do grdfico de f{(x) entre a e b.” (aluno 24)

b
I f(x)dx definida no intervalo [a,b] corresponde ao valor da area compreendida,

a

no plano cartesiano, entre o grdfico de f(x) e o intervalo [a,b].” (aluno 32)



60

figura 3: Desenho feito pelo aluno 32 para a questio 2.

“Calcular a darea sob o grafico de f(x), no intervalo de a < x <b.” (aluno 33)

Alguns desses alunos parecem se preocupar em dar explicagdes mais completas,
utilizando termos mais formais e conceitos ligados a teoria de integral, como o Teorema
Fundamental do Célculo, bem como desenhos. Outros se limitam a respostas imediatas,
usando apenas algumas palavras.

Somente um aluno mencionou a soma de Riemann, mas o fez depois de afirmar que

a integral definida era area:

b
“A integral I f(x)dx significa a area da curva f(x) no intervalo [a,b] que pode

também ser calculada pelo limite da soma de Riemann.” (aluno 3)
Dentre os outros sete alunos, encontram-se dois que deram respostas que ndo faziam
referéncia a area (alunos 6 e 14). Essas respostas continham termos mais especificos como

parti¢des, soma superior € soma inferior. Uma delas foi:
b b
“Quando a I f (x)dx;t I f (x)dx, dizemos que f é integravel. Basicamente, o

problema da integralizacdo surge na impossibilidade do cadlculo de areas com
extremidades curvas.
Precisamos através disso criar uma parti¢do do intervalo onde definimos a fun¢do e

4

aproximamos ao maximo da extremidade. Deste modo, definimos que f :[a,b]—> R é

integravel, s.s.s.,a soma das dreas superiores for idéntica a soma das dreas inferiores,
quando diminuimos, ou refinamos, ao maximo a dada parti¢do.” (aluno 6)
Os outros cinco alunos deram respostas que ndo podem ser consideradas corretas,

como esta:

b
“ .[ f(x) dx distancia entre 2 pontos no intervalo dado.” (aluno 9).

a



61

Questao 3: Explique, com suas palavras, como é possivel determinar se uma

dada funcdo f é ou nao integravel em um intervalo[a,b], isto é, se existe ou nfdo a
b
integral I f(x)dx.

22 alunos responderam (todos exceto alunos 1, 2, 9, 10, 13, 19, 29,30 ¢ 31)
Onze alunos (4, 7, 11, 12, 15, 16, 18, 20, 24, 26, 33) responderam considerando a
continuidade da funcdo no dado intervalo o critério para decidir se uma determinada

funcdo € ou ndo integravel, como mostram os seguintes exemplos de respostas:

b
“De acordo com o intervalo [a,b]. Para existir a integral I f (x)dx, a fungdo f(x) tem

que ser continua no intervalo [a,b].” (aluno 16)
“Ela é integravel se for continua em todo o intervalo [a,b].” (aluno 18)

“Se a fungdo for continua no intervalo, existe integral.” (aluno 12)

Dos outros onze alunos, quatro deram respostas que levam em consideragdo ndo se a
funcdo ¢ continua ou ndo ¢, mas sim o numero de pontos de descontinuidade (alunos 5, 14,
17 e 27), como os exemplos:

’

“Uma fun¢do é integravel se ela so é descontinua em um numero finito de pontos.’
(aluno 5)
“f e[a,b] é integravel se e somente se o conjunto dos pontos de descontinuidade do

dominio [a,b] possui medida nula”. (aluno 27)

“(...) A questdo da descontinuidade deve ser levada em consideragdo, tendo, desta
maneira, que recorrermos ao conjunto dos pontos que tenha medida nula, ou seja, é

enumerdvel, uma possibilidade para ‘integralizagdo’.” (aluno 14)

Dois alunos deram respostas que levavam em consideragao outros critérios. Sao elas:
“Uma fungdo ¢ integravel se a soma superior (S) é igual a soma inferior (s).” (aluno

8)
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b b
“Caso basico é contrariando a defini¢do, onde Jf(x)dx# Jf(x)dx(...) ”. (aluno

a

14)*

Os seis alunos restantes deram respostas que ndo podem ser consideradas corretas, por
serem vagas ou desprovidas de sentido, como:

“Para existir basta que o intervalo [a,b] seja coerente com o dominio de f.” (aluno 6)
b
“Se If(x)dx ndo for definido.” (aluno 28)

“Se for possivel calcular o limite no intervalo ‘a’ e ‘b’.” (aluno 21)

Questao 4(a) : Dé um exemplo de uma funcio integravel em um intervalo|[a,b], isto é,

b
tal que exista a integral J.f (x)dx.

a

27 alunos responderam (todos exceto alunos 1, 3, 9 e 30)

Todos os alunos deram exemplos corretos de funcdes integraveis em um determinado
intervalo. A grande maioria exemplificou com fung¢des polinomiais de graus 1 ou 2.

Apenas trés alunos fizeram de forma diferente. Dois exemplificaram com a fungao sen(x),

no intervalo /0,2 / ¢ um, com a fungao |X , mas ndo mencionou o intervalo de integragao.

Questao 4(b): Dé um exemplo de uma fun¢io nio integravel em um intervalo [a,b]

b
isto ¢, tal que exista a integral J.f (x)dx.

a

21 alunos responderam (todos exceto alunos 1, 3, 4,9, 10, 13, 18, 21, 29 e 30).
Treze alunos forneceram exemplos corretos, a maioria (7 deles) de funcdes racionais

em um intervalo conveniente, como os exemplos que seguem:

2
“f(x) = Lz [0.2] J.izdx .”(aluno 2)
x ) X

* A resposta dada pelo aluno 14 foi dividida para que pudesse ser vista em duas situagdes de respostas
diferentes. Deve ficar claro, no entanto, que as duas partes compdem a totalidade da resposta dada, ndo

havendo nenhum trecho omitido.
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3
“Seja o intervalo [0,3], e f(x) = al —)J. . (aluno 20)
x=2 gx-2

“f(x)=L, [-1,1].” (aluno 33)
X

Nenhum desses alunos fez qualquer comentario sobre a sua escolha. Apenas dois
(alunos 7 e 24), que exemplificaram com a func¢do f(x) = I/x em [0,1], resolveram a
integral e mostraram que o resultado era divergente, embora para isso, tenham utilizado
conceito de integral impropria.

Ainda dentre os onze, trés deram um dos exemplos classicos de fungdo nao integravel,
que € f(x) = 0, quando x ¢ irracional e f(x) = I, quando x ¢ racional. Diferiram apenas no
intervalo, um pos em /0,1], o outro em /-2,2] e o terceiro ndo colocou intervalo algum.

Outros dois deram exemplos semelhantes, sao eles:

0, xeR\Q | , ., . PR
"f(x)= S0 é continua no zero, logo ndo é R — integrdvel.” (aluno 5)
2
x, xeQ
3
x, x€R\ , L,
“f(x)= 0 © descontinua em todos os pontos do seu dominio.” (aluno 14)

b

Apenas um aluno (aluno 19) escreveu uma funcdo menos comum, que foi f (x) =

¢ em [2,3]. Esta fun¢do € integravel, apesar de sua primitiva ndo poder ser expressa
analiticamente. Isto ¢, ¢ possivel mostrar que essa fungdo € integravel através de limites
das somas superior e inferior, mas ndo € possivel exibir uma primitiva. Talvez tenha sido
esse 0 motivo que levou o aluno a considerar que a func¢ao ¢ ndo integravel. Uma vez que a
primitiva ndo pode ser expressa de forma analitica, ndo ¢ possivel utilizar o Teorema
Fundamental do Célculo para determinar o valor da integral. Dai entdo considerar que a
integral ndo existe. Esse caso mostra como o conceito de integral esta sendo considerado
como apenas um procedimento, livre de compreensao conceitual.

Portanto, 8 alunos nao tiveram suas repostas consideradas corretas, por diferentes
razoes. Em dois casos (alunos 11 e 26), a fun¢do dada como exemplo foi f(x) = I/x, mas
sem intervalo de integra¢do especificado, o que ¢ imprescindivel para exemplos como esse,
de funcdes racionais. Outro aluno (aluno 32) também deu o mesmo exemplo, mas no

intervalo /0,+ /.
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Dois alunos (alunos 28 e 31, respectivamente) deram como exemplo fungdes
integraveis nos respectivos intervalos, a saber, a fun¢do f(x) = 1, sex < [ e f(x) = 2, se x >

1, no intervalo 0,2/, e a fungdo f(x) = |x

, no intervalo /-1,1]. Acreditamos que o que

motivou a escolha da primeira funcdo foi o fato de a mesma néo estar definida no ponto x
= 1. Ha também uma descontinuidade em forma de “escada”, que poderia influir, na
concepgao do aluno, na existéncia da integral. O que ndo ocorre com a funcao modulo de x,
também citada, pois ¢ uma fungdo continua, freqiientemente trabalhada nos cursos de
calculo. Podemos supor que o fato de a funcdo ndo ser diferenciavel em um ponto pode ter
causado alguma confusdo ao aluno. Ndo encontramos outras justificativas, até porque se
tratam de fungdes simples.
A fun¢do moddulo de x também dada como exemplo de fun¢do ndo integravel

Os trés alunos restantes deram as seguintes respostas erradas:

b
“fix) = \/;, J.\/;dx pode ou ndo existir, dependendo de a e b.” (aluno 6)

“F(x) =i+ 1.” (aluno 12)
0

“ J. xdx."” (aluno 16)

0

Questio 5: Em cada um dos casos abaixo, encontre a area pedida.

Para todos os itens da questao 5, consideramos duas categorias de respostas: I — teoria
correta de integral, e II — teoria incorreta de integral. Nao foram considerados os calculos, e
sim a modelagem da integral a ser determinada, conforme o caso. Portanto, se um aluno
hipotético escreveu a integral com os limites de integracdo de maneira correta, mas errou
em algum ponto no desenvolvimento, ele foi inserido na categoria I. As respostas finais s
foram consideradas quando conveniente. No final desta se¢ao ha uma tabela que indica as

questdes que foram respondidas por aluno.

Questiao 5(a): Entre o eixo x, as retasx =0 e x = 2@ e a curva y = sen(x).
27 alunos responderam.

I: Teoria correta de integral: 12 alunos (11, 12, 15, 16, 17, 19, 24, 25, 27, 29, 31 e 33).

Exemplos:

“A=A4 +(-4,)
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4= J.sen(x) dx = —cos(x)|g =1+1=2
0

2z
4, = I sen(x) dx = —cos(x)|i” =—1-1=-2
A=2—-(-2)=4ua ”. (aluno 24)
“Z-Isen(x) dx =2-[-cos(x)]; =2-[1-(=1)]=4 ”. (aluno 31)
0

Dois desses doze alunos (alunos 11 e 16) encontraram resposta final diferente de 4 por
causa de erros aritméticos na resolugdo da integral. E importante ressaltar que oito dos

doze alunos (inclusive o aluno 16) fizeram um esbocgo do grafico da funcao.

II: Teoria incorreta de integral: 15 alunos (1, 2, 3, 5,6, 7, 8, 9, 10, 14, 18, 20, 21, 26 ¢
32)

A maioria das respostas contidas nessa categoria estdo erradas porque os alunos nao
consideraram a variagdo de sinal da fun¢do sen(x) no intervalo /0,2m /. Onze alunos
cometeram esse mesmo erro.

Exemplos:

2z
“ I sen(x) dx”. (aluno 1)

0

2z
“A = I sen(x) dx = —cos(x)

0

x=2r
x=0

=—cos(27)—(—cos0)=—cos(27)+cos0=0".

(aluno 7)

Além do aluno 7, outros sete alunos encontraram zero como resposta para a area.
Somente um deles ndo fez o desenho do grafico da fungdo sen(x). O aluno 32, inclusive,

fez o seguinte comentario:

2z
“Sendo y = sen(x) uma fun¢do par, temos que a I sen(x) dx=0". Esse aluno foi um
0

dos que fez o desenho do gréfico da fungdo.

Outros trés alunos escreveram respostas sem sentido, como essa:

“f(x) = 0, g(x) = 2x, h(x) = sen(x)
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A= j F(x)dx+ j 2(x) dx + j h(x).” (aluno 21)

O ultimo aluno dessa categoria (aluno 5) escreveu a seguinte resposta além de ter feito

o gréafico hachurado da fun¢@o corretamente:

V4 2z
“J-sen(x) dx — .[ sen(x) dx =0 (por simetria)”.
0 V4

X

Figura 4: Desenho feito pelo aluno 5 para a questio 5(a)

Acontece algo semelhante com o aluno 33, que deu a seguinte resposta além de ter

feito também o desenho hachurado do grafico da fun¢do de forma correta:

2z
“ I sen(x) dx = —cos(x)|i” =—cos(27) +cos(0) =0

0
NAO!

Sera 2 vezes a area do meio caminho!

= 2]£ sen(x) dx = 2[—cos(7) +cos(0)] =2x2=4".

Figura S: Desenho feito pelo aluno 33 para a questio 5(a)



67

Questio 5(b): Entre o eixo x, asretasx=0ex=2eacurvay =x?-5x + 6.
28 alunos responderam.
I: Teoria correta de integral: 24 alunos

Exemplos:

2

“4 = sz +5x+6dx . (aluno 6)

0

2 3 2 2
“Ix2+5x+6dx:%—%+6x :%—10+12:% »_ (aluno 25)

0 0

Desses, apenas trés nao chegaram a resposta final correta, por erros nos célculos e
quinze fizeram o desenho do grafico. E interessante mencionar que, dos alunos que
desenharam o grafico, trés (alunos 3, 5 e 6) o fizeram de forma errada, mas, ainda assim,
modelaram corretamente a integral. E possivel afirmar que, para esses trés alunos, o

grafico nao influenciou na resposta.

II: Teoria incorreta de integral: 4 alunos (9, 14, 18 e 28)

Exemplos:
gl

“y=x"+5x+6

x> +5x+6dx ”. (aluno 9)

S C— 1O

5) 25 25
'=2x-5 —|===-=+6
4 f(2j 4 2
xzé —£+6:—l” (aluno 14)
4 4

Figura 6: Desenho feito pelo aluno 14 para a questao S(b)
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Todos os quatro alunos incluidos nessa categoria desenharam o grafico, mas apenas o

aluno 28 o fez de forma correta.

Questiao 5(c): Entre o eixo x, as retasx=-Iex =3 eacurvay=x?-5x + 6.
25 alunos responderam.

I: Teoria correta de integral: 8 alunos (11, 12, 15, 17, 19, 24, 25 ¢ 27)

Exemplos:
2
J-x2 +5x+6dx=ﬂ—(—l—§—6j:g
b 3 3 2 3141
”3 ?”. (aluno 25)
J-xz +5x+6dx:9—£+18—ﬂz_l
2 3 6

2
Desses nove alunos, trés nao fizeram o desenho do grafico (alunos 12, 15 ¢ 19).

II: Teoria incorreta de integral: 17 alunos

Doze dessas respostas erradas ocorreram pela ndo consideracdo da variagao do sinal
da funcdo no intervalo dado. E desses doze alunos, apenas um (aluno 3) fez o grafico, mas
de forma errada.

Exemplo:

3 3 2 3
[ +5x+6dx= XY ex| = 9—£+18—(—1—§—6j _20 (aluno 31
302 B 2 3

-1

Um dos outros quatro alunos dessa categoria deu a seguinte resposta:

3 2 3
“J-xz+5x+6dx=.[xz+5x+6dx+.[x2+5x+6dx=...:? ”. (aluno 29)
2

-1 -1

Dois outros alunos (alunos 5 e 16) cometeram o mesmo erro, consideraram apenas o

intervalo [-1,2]:

r X 5x? ’
“J-x2+5x+6dx= —+—+6x| =..".
3 2 »

-1

O aluno restante (aluno 9) deu uma resposta sem sentido:
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« .T j(x2+5x+6) dx”.

—o —1

1 sex<2

Questio 5(d): Entre o eixo x,asretasx=/ex=3eacurva y= .
x+3 sex>2

20 alunos responderam.
I: Teoria correta de integral: 18 alunos

Exemplos:

2 3
“4 =j1dx+jx+3 dx . (aluno 6)
1 2

» 3 L xz x=3 9 4
“jldx+jx+3 dx=x|" +| = +3x :[2—1]+[(—+9j—(—+6ﬂ:
! ) =1 9 . 2 2

x=

:14_2_&: 2+11 :%ua . (aluno 17)

2 2 2
L(5+6)-1

=5,5+1=6,5". (aluno 25)

”j[f(x)dxzjf(x)dx—i—if(x)dx 1+%:%”. (aluno 27)

142 483 142 48
=1 (6+5).1
2

Dos dezoito alunos dessa categoria, onze fizeram o grafico da fun¢do no intervalo,
inclusive os alunos dos exemplos anteriores. E quatro alunos (14, 15, 25 e 27) resolveram
sem utilizar o calculo da integral (pelo algoritmo), ou seja, resolveram apenas utilizando a
area do quadrado adicionada a area do trapézio. Todos os quatro desenharam o grafico

corretamente.

II: Teoria incorreta de integral: 2 alunos (7 e 11)
Um desses (aluno 11) desenhou o grafico hachurado da fun¢do corretamente, mas
afirmou: “Nao recordo se existe integral”. O aluno 7 deu a seguinte resposta:

“Como a fungdo ndo esta definida no 2, temos:

a—2" a—2"

1imj1dx:hm(a—1):2
1



a—>2*

3
1imj(x+3) dx=lim (18—a>-3a’)=2
a'—2"

A=2+2=4" (aluno 7)

Numero | Categorias
Itens
de respostas | 1 I
(a) 27 12 15
(b) 28 4 24
(c) 25 8 17
(d) 20 18 2

Tabela 6: Resumo das categorias de resposta da questio 5

Questio 6: Em cada um dos casos abaixo calcule a integral pedida.

A categorizagao das respostas para essa questao ¢ feita de forma semelhante a feita

anteriormente na questao 5.
2n
Questio 6(a): f(x) =sen(x), jf(x) dx.
0

28 alunos responderam.
I: Teoria correta de integral: 25 alunos
Exemplos:

A resposta do aluno 6 se resumiu ao desenho encontrado abaixo.

W

&
)

oo
i
[
4 r’/ -

.-P’V
Figura 7: Desenho feito pelo aluno 6 para a questio 6(a)

2z

“ j sen(x) dx =[~cos(x)]." =~1+1=0". (aluno 15)

0

2z
“Pelo mesmo motivo do item 5(a) j sen(x) dx=07. (aluno 32)
0
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Figura 8: Desenho feito pelo aluno 32 para a questio 6(a)

II: Teoria incorreta de integral: 3 alunos (11, 17 e 29)
Todos cometeram o mesmo erro. Levaram em considera¢do a variagao de sinal da
fun¢ao no intervalo.

Exemplos:
2z

“ .[ sen(x)dx=4". (aluno 11)
0

“6— a)4”. (aluno 17)

2r V.4
“ j sen(x) dx=2- j sen(x) dx =2 -cos(x)|| =—2-[~1-1]=4". (aluno 29).
0 0

Questio 6(b): f(x) =x7-5x+6, [f(x)dx.

28 alunos responderam.
I: Teoria correta de integral: 25 alunos

Exemplo:

2 3 2 2
”sz —5x+6dx :{%—%4-6% 2% ”. (aluno 15)

0 0
Seis alunos (7, 11, 17, 25, 27 e 31), apesar de terem dado a resposta correta da
questdo, ndo fizeram nenhum célculo.
Exemplos:
“6)
b) 14/3”. (aluno 25)
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[ 14
“J-xz —5x+6dx= 3 ”. (aluno 27)
0

Outros (alunos 5, 19 e 32) fizeram meng¢ado a questdo 5b, que tratava da mesma fung¢ao
no mesmo intervalo, mas pedia a area.

Exemplos:

“Idem ao 5 (b)”. (aluno 32)

“ja feita item 5b”. (aluno 5)

II: Teoria incorreta de integral: 3 alunos (16, 21 e 28)

Todos os alunos dessa categoria cometeram erros ao efetuarem o calculo da integral.

Exemplos:
2

“J-xz —5x+6dx= 2x—5|§ =...=4 " (aluno 16)
0

“f(x)=x"—-5x+6; .[f(x) dx

[22=(5-2)+6]-[0> —(5-0)+6]=...= 4 ”. (aluno 21)

— 2
1 sex=1 .[f(x)dx.

1

Questio 6(c): f(x) ={

0 sex=1'

20 alunos responderam.

I: Teoria correta de integral: 12 alunos

Exemplos: (na verdade, s6 houve esses dois tipos de respostas)
“Questdo 6

¢) 0. (aluno 6)

“J-f(x) dx=07. (aluno 15)

Figura 9: Desenho feito pelo aluno 5
para a questdo 6(c)
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Cinco desses onze alunos (7, 11, 12, 15 e 29) fizeram o desenho correto do grafico no
intervalo desejado. O aluno 11, apesar de ter chegado a resposta certa, demonstrou
inseguranga no seu raciocinio:

“Ndo me recordo se esta integral existe ou ndo, porém, pela axiomatiza¢do de

Euclides, ponto ndo tem dimensdo, logo, ndo tem drea, logo a integral desta [ é zero.”
(aluno 11)

II: Teoria incorreta de integral: 8 alunos ( 5, 14, 18, 20, 21, 24, 26, 31)
Ha erros de varios tipos. Vamos apresentar todos:

Exemplos:

1

“!f(x) dx:.'.d—i

~.—17. (aluno 18)
0
2
“ j F(x)de=f(2)- f(1)=0-1=~1". (aluno 20)
1
1 2
“jl dx+j0 dx=0". (aluno 5)
1 1

2
“J-l dx = )c|12 =1". (aluno 26)
1

2
“ j 1dx=0 ", (aluno 24)
1

2
“ I 1 dx = ndo existe Nao existe limite no ponto x = 1 descontinuidade”. (aluno 21)
1

“ndo tem derivada = ndo existe j f(x)dx . (aluno 32)

“f é descontinua em todos os pontos do seu dominio, portanto ndo existe a integral”.
(aluno 14)

O ultimo aluno (31) dessa categoria fez apenas o grafico (correto) da funcdo no
intervalo no espago reservado para a questao, mas nao deu nenhuma resposta. De todos os
alunos dessa categoria, somente o aluno 21, além do aluno 31 j& mencionado, fez o

desenho (correto) do grafico.
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2x sex<l1

3 sex>1'

Questdo 6(d): f(x) ={

21 alunos responderam.

I: Teoria correta de integral: 15 alunos

A maioria desses alunos (treze) responderam aplicando diretamente a teoria de
integral e fazendo os célculos, como a resposta dada pelo aluno 8 mostrada a seguir.
Desses, apenas um fez o grafico (aluno 15). Porém, dois alunos (25 e 27) responderam
utilizando conceitos de geometria plana, depois de desenharem o grafico da fungdo, sem
fazer uso de integral.

Exemplos:
3 1 3 ! 3

“[ £ () dx=[2x dr+ [3dx=x*| +3x] =1+9-3=7 . (aluno 8)
0 0 1

“] + 6 =7". (aluno 25)

Figura 10: Desenho feito pelo aluno 25
para a questio 6(d)

3
“ j f(x)dx=1+6=7". (aluno 27)
0

—
(@

Figura 11: Desenho feito pelo aluno 27
para a questio 6(d)
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II: Teoria incorreta de integral: 6 alunos (3, 7, 9, 11, 20 e 30)
O aluno 11, depois de ter esbogado o grafico da funcdo, afirmou: “Nao recordo.”

Seguem as demais respostas erradas:

1 3
“jzx dx+j3 dx=..=4" (aluno 3)
0 2
3 3
“ j 2x dx + j 3dx . (aluno 9)
0 0
3
“[f(x)dx=f(3)=f(0)=3-2-0=3". (aluno 20)
0
1 2x2
“jzx di+3==—+3 =x*+3 . (aluno 30)
0

b—>1"

3 a 3
“jf(x) dx:limjzx dx+lim [3dx...=1+9-3=7". (aluno 7)
a—1"
0 0

Numero | Categorias
Itens
de respostas I 11
(a) 28 25 3
(b) 28 25 3
(c) 20 12 8
(d) 21 15 6

Tabela 7: Resumo das categorias de resposta da questio 6

Questao 7: Em cada um dos casos abaixo calcule a area da regido hachurada.
A categorizagao das respostas para essa questdo ¢ feita de forma semelhante a ja feita

anteriormente na questao 5.
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Questdo 7(a): f(x)=-x"+2x+8

A Aal

28 alunos responderam (todos exceto alunos 4, 9 e 33)
Todos os alunos que responderam o fizeram de maneira correta. Alguns ndo
encontraram a resposta final exata porque cometeram erros nos calculos.

Exemplos:

4
“ j —x* +2x+8dx ... ”. (aluno 6)
0

“J-f(x) dx 7. (aluno 28)

4 3 4 _
“ [+ 2048 dv=| - 42> +8x =[—g+l6+39}=—g+48=M=@ ua”.
) 3 EE 3 3 3

(aluno 29)

Questdo 7(b): f(x)=-x"+4x

»p

- |
N

I [=]

.

.

.

.

y

.

R
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27 alunos responderam (todos exceto alunos 4, 9, 16 e 33)

I: Teoria correta de integral: 10 alunos (5, 8, 11, 12, 15, 19, 24, 25, 27 e 30)

Exemplos:
0 3 0
“Are I -x +4x =l - +2x 21
’ 3 o3
4 X 64 32
Area—j —X +4x)d = —=—+2x | |=——+32="C=
[0.4] 3 o 3 3

Area hachurada = % + % = ? =13". (aluno 8)

—j —x" +4x dx+j—x +4xdx=A". (aluno 19)

-1

II: Teoria incorreta de integral: 17 alunos
A maior parte dos erros nas respostas ocorreram por causa da ndo consideragdo da
variacdo do sinal da func¢do no intervalo, ainda que o grafico ja estivesse feito. Dos

dezessete alunos dessa categoria, quinze cometeram esse erro.

Exemplos:
4 p 4

“ j —x" +4xdx = [—?+ 2x2} =...”. (aluno 29)
-1 -1
0 4

“ j —x* +4x dx+j—x2 +4x dx=...". (aluno 21)

-1
0 4
“ j F0)+ j f(x)=...”" (aluno 18)
-1 0
Os outros dois alunos restantes cometeram os seguintes erros:
4 0
“j—xz dx + j 2xdx=..". (aluno 1)
0 -1

0 0
“ j —X* +4x dx + I—xz +4x dx”. (aluno 3)
-1

-1
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x+1, 0<x<1

Q ti 7() f( ) 2) I<x<2
uestao 7(c): xX)=
2x+6, 2<x<4

2x-10, 4<x<95

p

21 alunos responderam (todos exceto alunos 3, 4, 5, 9, 16, 28, 30, 31, 32 ¢ 33)
I: Teoria correta de integral: 10 alunos (8, 11, 12, 15, 17, 19, 20, 24, 25 ¢ 27)

Sete (alunos 11, 12, 15, 17, 20, 25 e 27) desses alunos nao calcularam a area
utilizando integral definida. Dividiram a regido em questdo em regides menores e

determinaram a area dessas regides através de conceitos da geometria euclidiana plana:

Exemplos:
y 1 3 ( +h)
Oal:-Ad=1+2x==2 la2:A=1x2=2  2a4:A4=2x""T )
2 2 2
das a=12_ A =324241=345-5 o 15)
2 2 2 2
3

C—+2+1+2 _13 ”. (aluno 25)
2 2

Dois utilizaram corretamente o conceito de integral:

[0.3]

“A'rea:j-x+ldx+.2[2 dx+j—2x+6dx=...
0 1 2

4 5
drea :£—2x+6dx+£2x—10 dx=...". (aluno 8)
1 2 3 4 5
“A=[x+1dc+[2dx+[(-2x+6) dv—[(-2x+6) dx—[(2x=10)dx=...”.  (aluno
0 1 2 3 4

24)
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O tltimo aluno dessa categoria utilizou um misto de teoria de integral com calculo de
area de triangulo:

1 3
“jx+uh+2+-ax+6dp¢%3=A”4mmm1%
0 2

II: Teoria incorreta de integral: 11 alunos
Dos onze, nove (alunos 1, 2, 6, 10, 14, 18, 21, 26 ¢ 29) calcularam usando integral

definida e dois usando area de figuras planas simples. Todos os que usaram integrais

erraram porque nao consideraram a varia¢ao do sinal da fungdo no intervalo.

Exemplos:
1 2 4 5
“jx+hh+ 2¢»gﬁax+6mﬁj2x—unu="ximhmo1m
0 1 2 4
1 2 3 4 5
“jx+1dx+j2dx+j+2x+6dx+j+2x+6dx+j2x—10dx=”:t@hmo1&
0 1 2 3 4

(este ainda errou ao considerar +2x+ 6 em lugar de —2x+6 como estava no enunciado).

Os dois alunos que usaram area de figuras geométricas simples deram as seguintes

reSpOStaS:
) B+1)x2
Avss = Arapizio = T 4
2%x2 .
A3~>5 = ATMNGULO =—=2 ATOT =6". (aluno 7)
+ +
" ATrapézio + AA AT = W—F%}l = (3 ;) - 2 + 2;2 = 6 ”. (alul’lo 13)

Fica claro que o erro ocorreu porque confundiram a regido acima do eixo X no

intervalo /0,3] com um trapézio.

Nimero Categorias

Itens
de respostas | 1 I
(a) 28 28 0
(b) 27 10 17
(©) 21 10 11

Tabela 8: Resumo das categorias de resposta da questio 7
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Questdo 8: Vocé saberia dar uma defini¢do formal para a integral definida de

uma funcio real f ?

14 alunos responderam (alunos 1, 6, 7, 8, 11, 12, 13, 15, 19, 24, 25, 26, 27 ¢ 32).

Cinco responderam que nao saberiam dar uma defini¢ao formal para integral definida
(alunos 1, 7, 11, 13 e 15). Dois alunos (alunos 8 e 12) responderam que saberiam dar uma
defini¢do formal, mas ndo o fizeram. Responderam simplesmente “saberia”. Trés fizeram
referéncia a anti-derivada ou tentaram enunciar o TFC. Sdo elas:

“Seja f(x) uma fungdo continua e definida em [a,b], com antiderivada F.

Entao, _Iif(x) dx = F(b)—F(a).” (aluno 24)

”fff(x) dx =g(b)—g(a) para uma g, tal que g'(b) = f(b) e g’(a) = f(a).” (aluno 25)

“Seria o valor de uma fun¢do que a derivada resultaria em f, isto é, F'= f.” (aluno
32)

Um aluno (aluno 27) deu uma resposta bastante completa:

“(Ndo lembro direito!) Vou tentar!

Seja [a,b] < R um intervalo da reta. Seja P o conjunto de todas as parti¢oes do

intervalo [a,b]. Por exemplo, tomep € P, P ={a=Xx,,X,X,,....X, =b }.

S, = ZMI. “(x;=x_), M, =sup{f(x)} x_,<x<x, Soma Superior
i=1

s, = Zml. (x,—x,_,), m=mf{f(x)} x_,<x<x,  Soma Inferior
i=1
Se inf{S,/p € P} = sup{s,/p € P} entdo dizemos que [ ¢é integravel no intervalo

[a,b].”

Um outro aluno (aluno 6) deu a seguinte resposta:

“Integral:  Defini¢do: Fiz tudo sem ela.”

As duas respostas restantes foram as seguintes, claramente erradas:

b
”jf(x) corresponde ao lim S, n-(n—1)- f(x) para a<n<b.” (aluno 19)
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“Ndo estou muito lembrado, mas é algo do tipo: Y6 >03¢g > 0/|F(x2)—F(x1)| >0

X, X, € R. Por ai.” (aluno 26).

alunos/questdo| 1 | 2 | 3 [4a|4b |5a |Sb |[Sc|5d |6a |6b |6c|6d|7a|T7b|7c| 8
1 X | X | X X | x X | x| x
2 X | X X X | x
3 X | x X | x| x| x| x| X X | x| X
4 X | X | x| x
5 X [ x| x| x| x| x| x|x|x|x|x|x|x|x]X
6 X [ x| x| x| x| x| x|x|x|x|x|x|x|x]|x|x|Xx
7 X [ x| x| x| x| x| x|x|x|x|x|x]|x|x]Xx
8 X [ x| x| x| x| x| x|x|x|x|x|x|x|x]|x|Xx|X
9 X | X X | x | X X | x X
10 X X X | X | X X | x X | x| x
11 X | X | x| x| x| x| x| x| x| x| x| X X X | X | x
12 X | X X | X | x| x| x| X | x| X | X X | x X | X
13 X | x X X | x| x| X | X X | X | X
14 X | x | x| x| x| x| X X | x | x X | x| X
15 X | X | x| x| x| X X | X X | X X | x X | x X | X | x
16 X | x| x| x| x| X X | x X
17 X | X [ x| X | x| x| x| X|X|Xx]| X |X X | x| x
18 X | X | X | X X X X X | X X | X X | X
19 X | x X | X | X | X X | x| x| x| x| x| x| x|X
20 X | x| x| x| x| X X | x| x| x| x| x|x]| x| X
21 X | x| x X | x X | x| x X | x| x
24 X | X | x| x| x| x| x| x| x| x| x| X X | x X | X | x
25 X [ x| x| x| x| x| x|x|x|x|x|x|x|x]|Xx|Xx|X
26 X | x [ x| x| x| x| x| x| x| x| x|x|xX|x|Xx|x]|X
27 X X | x| x| x| x| x| x|x|x|x|x|x]|x]|Xx]|X
28 X | X | x| x| X X X | x X | X
29 X X | X | x| x| x| x| x| x|xX|Xx|X
30 X | x X | X | X
31 X X | x | x| x| X X | x X | x
32 X [ x| x| x| x| x| x|x|x|x|x|x|x|x]|x|x|Xx
33 X | x| x| x| x| x| x|Xx

Tabela 9: Questdes respondidas por aluno na etapa 1. O “x” marca as questdes respondidas.

5.2. Discussiao

Faremos agora algumas observacdes acerca dos resultados apresentados em cada
questdo, de acordo com nossa interpretacgao.

A primeira questdo tinha como objetivo tentar verificar o quanto a nogao de integral
definida estava dissociada da idéia de area, isto €, até que ponto o aluno poderia pensar em
integral de uma maneira que ndo fosse pra calcular a area de alguma regido. A questao

tratava de uma média continua em uma linha, cuja solugdo correta ¢ determinar a soma da
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temperatura em cada ponto da linha através da integral definida de x* no intervalo /0,/] (ou
[A,B]) e depois dividir esse resultado pelo comprimento 1 (ou B — A) da linha.

O nuamero de alunos que responderam pode ser considerado satisfatorio, se
comparado ao resultado obtido no estudo exploratorio que continha a mesma questao, em
que nenhum aluno respondeu. Este foi, inclusive, o motivo principal da manutengdo desta
questdo no questionario da etapa 1. Como nenhum aluno havia respondido, pouco se pode
concluir. Houve apenas a crenga nossa de que a idéia de usar o conceito de integral
definida com um objetivo diferente de calcular a area de alguma regido ndo parecia estar
presente na imagem de conceito dos alunos.

No entanto, na etapa 1, 22 alunos responderam. Isso faz com que possamos atribuir a
falta de respostas do estudo exploratorio também a outras causas, como o tempo menor
disponivel ou ao fato de o professor do curso ndo ter trabalhado questdes desse tipo.

Dos 22 alunos que responderam, sete o fizeram corretamente. Porém, o que mais
chama a ateng@o ¢ que, mesmo errando, alguns alunos identificaram que se tratava de uma
questdo que envolvia média. Mas, no lugar de dividir por 1, que representava o
comprimento do fio, efetuaram a divisdo por dois. Isso pode ser devido ao fato de muitos
alunos terem a idéia de média diretamente ligada a operagdo de soma, seguida de uma
divisdo por dois, independente de quantos termos participaram da soma anterior. E claro
que se trata de conjectura € uma pesquisa nessa dire¢ao ¢ necessaria para ter certeza dessas
afirmacgoes.

Outro fato importante a ser mencionado ¢ que quase um ter¢o dos que responderam,
o fizeram calculando somente a integral de x? e considerando o resultado como resposta
final. Parece plausivel concluir que a idé¢ia de média ndo esteve presente na mente dos
alunos que deram essa resposta, pois se estivesse, haveria alguma divisdo depois de
encontrado o resultado da integral de x? como fizeram outros, mesmo de forma errada,
como ja mencionamos. Portanto, ¢ provavel que a idéia de calcular a integral tenha surgido
apenas porque se tratava de um questionario sobre integral, e porque x? era a Unica fung¢do
que poderia ser integrada na questao.

Diferentemente do que ocorreu no estudo exploratério, podemos concluir que o uso
da integral definida desvinculada da nogao de area esta presente na imagem de conceito de
alguns alunos, embora esses ndo sejam a maioria. Esta discussdo serd mencionada quando
das entrevistas da etapa 2.

O objetivo da questdo 2 era fazer com que os alunos mostrassem, sem a preocupacao

de fornecer uma resposta formal, o que eles entendiam por integral definida, deixando-os a
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vontade para escreverem o que eles realmente pensam sobre o conceito. E essa
preocupacdo, salvo algumas excegdes, realmente ndo existiu. Todos pareceram ter
compreendido que ndo estava sendo cobrada uma definicdo formal do conceito de integral
definida.

Houve um bom niimero de respostas e a maioria delas fazendo referéncia direta a
area, o que ja era esperado, principalmente levando em considera¢do os resultados do
estudo exploratério, nao s6 para a mesma questdao, que também estava presente, como para
as demais existentes no estudo. O fato ¢ que, de uma forma ou de outra, drea quase sempre
fazia parte da resposta. Apenas dois alunos ndo fizeram mencdo a area, e suas respostas
continham um nivel de formalismo consideravel.

Nao podemos afirmar que esses alunos tém uma definicdo de conceito desconectada
do restante de suas imagens de conceito, como fizemos no estudo exploratorio. No estudo
houve poucas respostas, mas dessa vez, ndo. O que houve foi uma evidéncia de que a
nocao de area estd muito enraizada na mente dos alunos como quase uma defini¢ao para o
conceito de integral definida. E isso fica ainda mais claro no decorrer do questionario, nas
respostas dadas para as outras questoes.

Mais uma vez podemos comparar esses resultados com os mostrados em
(GONZALES-MARTIN & CAMACHO, 2004), onde uma questio praticamente igual
apontou um grande numero de respostas que identificavam o uso da integral com o calculo
de areas.

O objetivo da 3* questdo era tentar perceber se o aluno tinha alguma idéia do que
ocorre quando a fun¢do ndo ¢ integravel, e identificar que critérios sao usados para decidir
se uma determinada fungdo ¢ ou nao integravel. O niimero de respostas dadas foi apenas
razoavel, com 9 alunos deixando de responder. Para a metade dos que responderam, a
questdo da continuidade da fungdo ¢ o critério a ser usado para decidir se uma funcao ¢
integravel ou ndo, o que ndo ¢ verdade, uma vez que fungdes que apresentam pontos de
descontinuidade no intervalo de integracdo podem ser integraveis.

Essa confusao entre a continuidade ser uma condicao suficiente, mas nao necessaria
para decidir se uma fun¢do ¢ ou ndo integravel ja havia ocorrido no estudo exploratorio,
porém com um numero muito menor de respostas, o que nos motivou a manter a questao
para a etapa 1.

Ainda sobre a 3* questao, dois alunos deram respostas que levavam em consideragao
a igualdade entre as somas inferiores e superiores para uma particdo do intervalo [a,b].

Essas respostas mostram conhecimentos mais avancados e mais formais dos que os que sao
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aprendidos nos cursos iniciais de calculo, uma vez que nesses cursos, em geral, a teoria de
integral ndo ¢ abordada de forma tdo especifica.

Se somarmos aos onze alunos que ndo responderam os seis que deram respostas
consideradas erradas, temos que mais da metade do total de alunos que participaram tém
problemas com a questdo de decidir se uma determinada fun¢do tem ou ndo integral
definida. Isso nos permite, pelo menos, suspeitar que a compreensdo do conceito de
integral definida ocorre como um procedimento apenas, ja que veremos mais adiante que
nas questoes praticas o numero de alunos que deixa de responder ¢ bem menor.

A 4 questdo estd inteiramente relacionada com a 3* O objetivo, em ambos os itens,
era verificar o quanto os alunos estdo familiarizados com fungdes integraveis e,
principalmente, ndo integraveis, inclusive apurando se os critérios explicados na questao 3
foram usados na hora de fornecer os exemplos.

Para o item (a), houve muitas respostas e todas corretas. Isso mostra que os alunos
sabem exemplificar fung¢des integraveis, mesmo que os exemplos dados tenham sido de
fungdes mais simples, como polinomiais que foram mencionadas pela esmagadora maioria
dos alunos. De fato, isso vai ao encontro do que foi respondido pela maior parte dos alunos
na questdo anterior, que afirmaram ser a continuidade o critério para saber se uma fungao ¢
integravel ou n3o. Como as fungdes polinomiais sdo exemplos cldssicos de fungdes
continuas, usar essas fungdes como exemplos de funcdes integraveis ¢ quase imediato.

Entretanto, no item (b) o resultado ndo foi tdo bom. O nimero de alunos que
responderam diminuiu, mas ndo muito. A questdo a ser ressaltada ¢ o nimero de alunos
que deram exemplos errados, o que nao havia ocorrido no item (a). No total, oito alunos
forneceram exemplos incorretos. Trés desses mencionaram a fun¢do //x, mas dois deles
nao forneceram o intervalo de integracdo. Embora ndo possamos confirmar, ¢ possivel que
os dois alunos tenham considerado que, ja que se trata de uma funcao descontinua em x =
0, o intervalo de integracdo ¢ dispensavel, o que ndo ¢ verdade, pois em intervalos que ndo
contenham o 0, a fungdo ¢ integravel. Essa conjectura esta baseada no fato de que esses
mesmos alunos, na questdo 3, assumiram a continuidade como critério tinico para decidir
se uma funcdo ¢ ou nao integravel. Dessa forma, nada mais natural do que dar como
exemplo uma fun¢do que possui uma descontinuidade.

Esse aspecto fica refor¢ado também pelos alunos que deram respostas corretas, pois,
sete forneceram exemplos de fungdes racionais, que podem ser integraveis, mas nao nos

intervalos que foram dados, todos contendo o valor de x que anularia o denominador.
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Dessa forma, os alunos conseguiram “encaixar” seus exemplos no critério mencionado por
eles na questdo 3.

Dentre os outros alunos que deram exemplos incorretos, alguns exemplificaram com
fungdes que sdo integraveis. Isso pode ter ocorrido devido a pouca familiaridade desses
alunos com fungdes com mais de uma sentenca e com a fungcdo modulo, o que tentaremos
confirmar nas entrevistas da etapa 2.

A questdo 5, de carater mais pratico, teve um bom indice de respostas dadas em
relacdo ao total de alunos, um pouco mais de 80%, na média dos quatro itens. O objetivo
dessa questdo foi verificar se os alunos saberiam diferenciar o calculo da integral de uma
fungdo do célculo da area da regido compreendida entre o grafico da func¢do e o eixo das
abscissas, em um determinado intervalo. Ou seja, verificar o quanto estdo relacionados os
conceitos de area e integral e se ha uma dependéncia entre esses conceitos. Nesse aspecto,
essa questdo esta muito relacionada com a questdo 6, inclusive com alguns itens tratando
da mesma fung¢ao, no mesmo intervalo.

No item (a), apenas quatro alunos deixaram de responder, mas apenas doze deram a
resposta correta. O que causou a maior parte dos erros foi a desconsideragdo da variagao do
sinal da func¢do no intervalo dado. Dos quinze alunos que erraram, onze cometeram esse
erro. E desses onze, oito encontraram resultado igual a zero para a drea da regido, mesmo
tendo desenhado o grafico da funcao corretamente, como fizeram sete, desses oito alunos.
Esse resultado ¢ semelhante ao encontrado no estudo exploratorio e ao encontrado em
(RASSLAN & TALL, 2002), para uma questao exatamente igual.

Interessantes foram os casos dos alunos 5 e 33. O primeiro escreveu as integrais
corretamente, levando em consideracdo a mudanca de sinal da funcao, no entanto, deixou
de considerar o valor absoluto das integrais e “anulou” esses valores sem fazer nenhum
calculo, apenas pela simetria do desenho e encontrou zero como valor da area, o que vai de
encontro ao que havia esbogado.

Esses casos onde o resultado final obtido vai de encontro ao grafico esbogado sdo
mencionados em (TALL & VINNER, 1981), em que um fator de conflito potencial parece
ter sido evocado, mas ainda assim o conflito cognitivo ndo se concretizou.

J& o aluno 33, estava para cometer 0 mesmo erro, mas em algum momento depois de
ja ter dado a resposta, a corrigiu. A diferenca entre as duas respostas ¢ que o aluno 33
(incluido na categoria I), depois de encontrar zero como resposta para a area da regiao,
percebeu o equivoco que estava cometendo, provavelmente ao comparar sua resposta com

o proprio desenho que mostrava que havia uma regido hachurada e, por isso, a area ndo
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poderia ser nula. Nesse caso, o conflito de fato veio a tona, e possibilitou que ele reparasse
0 erro.

No item (b), houve um elevado nimero de respostas corretas, como ja era esperado,
principalmente tendo em vista os resultados do estudo exploratdrio para a mesma questao.
Os poucos alunos que ndo acertaram cometeram erros sem fundamento e estdo no grupo
daqueles que erraram também os demais itens. Devemos salientar que nesse item, o calculo
da area da regido se identificava com o célculo direto da integral entre os limites, sem
nenhuma restri¢ao. No entanto, no item (c), quando a fungao foi mantida, mas o intervalo
foi modificado, com a inten¢do de provocar uma mudanga no sinal da fun¢do, houve uma
queda brusca no numero de respostas certas, chegando préximo a somente um ter¢o das
respostas dadas. E, mais uma vez, a ndo consideragdo da variacdo do sinal da funcao foi a
grande causadora dos erros, sendo responsavel por trés quartos das respostas incorretas.

O aluno 29, que teve sua resposta mostrada na se¢do anterior, parece ter percebido a
necessidade de considerar (de alguma forma) a mudanca no sinal da fungdo, uma vez que
separou duas integrais, a primeira para valores positivos e a segunda para valores negativos
da funcdo. Porém, como somou uma a outra acabou, de fato, por ndo considerar a tal
variagdo. Calculando dessa forma, foi como se tivesse calculado diretamente a integral em
[-1,3].

Parece bem plausivel concluir que a idéia de que a resolugao da integral diretamente
de um ponto a outro do intervalo sempre ira fornecer a area da tal regido constitui um
atributo absolutamente ativo na imagem de conceito dos alunos. Essa conclusdo ¢
reforcada pelo fato de que, para a resolu¢do do item (c), 14 alunos ndo desenharam o
grafico e para o tem (b), esse nimero foi de 9 alunos. Esses nimeros englobam tanto
alunos que erraram como que acertaram. Ou seja, o grafico da fungdo ndo parece ser
relevante para grande parte dos alunos na hora de calcular a area de uma regido, como as
que foram dadas na questdo. Para muitos, parece suficiente saber quais sdo os valores de x
que servem como limites de integracdo, pois, a partir dai, basta calcular a integral e a
resposta dara a area procurada.

Como ja havia ocorrido no estudo exploratério, ha grande diferenca no resultado dos
itens (b) e (¢). No primeiro, quando nao ha variag@o no sinal da fungdo, e o calculo da area
pedida coincide com o calculo da integral no intervalo, ha grande numero de respostas
corretas. Enquanto no item (c), com a mesma fungdo, porém com o sinal da funcao
variando, ¢ a necessidade de considerar essa variagdo na modelagem, esse nimero diminui

bastante.
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Fechando a questdo 5, o item (d) apresentou um numero apenas razoavel de
respostas, perto de dois tercos do total de alunos. Essa queda no numero de respostas pode
ter ocorrido por se tratar de uma fun¢do definida por mais de uma sentenga, haja vista que,
dos quatro itens, esse € o Unico com esse tipo de fungdo. Entretanto, apenas dois alunos
erraram. E o fato de a fung¢do apresentar descontinuidade no ponto x = 2 parece ter causado
esses erros. O aluno 7 levou em consideracdo essa descontinuidade e fez o calculo
utilizando o conceito de integral imprdpria e acreditamos que o aluno 11 que afirmou ndo
ser capaz de lembrar se existe ou ndo a integral o fez por causa da descontinuidade, ja que
fez o gréafico corretamente e conseguiu resolver os itens anteriores sem grandes problemas.

J4 em relacdo aos alunos que acertaram, ¢ importante mencionar que, apesar do
grafico da fungdo ser conveniente para o calculo da area sem utilizar a teoria de integral,
ou seja, apenas usando métodos geométricos basicos, como area de tridngulo, apenas
quatro alunos escolheram esse caminho, sensivelmente mais facil. Além desses quatro
alunos, mais sete alunos que acertaram a questdo desenharam o grafico da fungao.

Esses resultados reforcam o que parece cada vez mais claro. Quando se trata de
calcular area de regides limitadas por fungdes, ha uma ligagdo direta com integral definida
na imagem de conceito dos alunos que os impede de enxergar solugcdes muito mais
simples, que langariam mao de conceitos basicos, mais familiares dos que os relacionados
a teoria de integral.

Na questao 6, o objetivo ¢ mais uma vez saber o grau de identificacao entre calculo de
integral definida e calculo de area. Tentar perceber como os alunos relacionam as questdes
5 e 6, principalmente os itens (a) e (b) de ambas, que tratam da mesma fun¢do no mesmo
intervalo. Também verificar se ha confusdo nos itens (c) e (d) que possuem
descontinuidades. Essa questdo teve um indice de respostas semelhante ao da questdo 5,
préximo a 80% do total de alunos, em média.

Como era esperado, o item (a) teve um excelente numero de respostas e uma taxa de
acertos muito alta. Entretanto, ao analisarmos com mais cuidado, percebemos que apesar
do grande nimero de respostas corretas, ha razdes para acreditarmos que boa parte dessas
respostas podem nao ser fruto de uma compreensao correta da teoria. Isso porque, dos
vinte e cinco alunos que acertaram, onze deram resposta igual a zero também para a
questdo 5(a) (erradamente) que tratava da mesma funcdo no mesmo intervalo, mas pedia a
area. Mesmo que nao seja possivel garantir essa hipotese para todos os onze alunos, alguns

deixaram Obvia essa relacao indiscriminada entre as duas questdes, como o aluno 5, cuja
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resposta e desenhos feitos estdo registrados na secao anterior, e o aluno 14, que na questao

5(a) fez referéncia direta e clara a questdo 6%, como mostra a seguinte figura:
b

N
- 92
Yravus 44
.
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o
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Figura 12: Desenho com parte da solu¢cdo dada pelo aluno 14 para a questiao 5(a).
H4 uma referéncia direta ao item a da questio 6

Até mesmo as poucas respostas erradas servem para ratificar o que foi dito acima. Os
unicos trés alunos que responderam erradamente cometeram o mesmo erro de considerar a
variagdo do sinal da fung¢do no intervalo, como seria o correto se fosse pedida a area, como
na questao 5(a), que todos esses trés responderam corretamente.

Ou seja, do total de alunos que responderam a questao, quatorze (onze da categoria |
e trés da categoria II) repetiram a resposta dada na questao 5(a), seja ela certa ou errada.

Algo parecido ocorreu no item (b). Novamente muitas respostas € um bom indice de
acertos, mas observando mais a fundo, notamos que alguns alunos ndo efetuaram nenhum
calculo para chegar ao valor correto da resposta. Alguns montaram a integral, mas
colocaram a resposta direto, como o aluno 27, e outros nem sequer montaram a integral,
como o aluno 25, ja registrados na se¢do anterior. E um indicio de que esses alunos
levaram em conta o fato de ja terem feito os célculos para o item (b) da questdo 5, que
tratava da mesma fun¢do no mesmo intervalo, até porque, desses alunos, trés (alunos 7, 11
e 17), fizeram a mesma coisa em relacao as questdes 5(a) e 6(a), respondendo uma igual a
outra indiscriminadamente, como ja foi mencionado anteriormente. Os alunos 5, 19 e 32
foram ainda mais enfaticos e mencionaram claramente a questao 5(b).

Esses resultados indicam que existe confusdo entre célculo da integral e calculo da
area limitada pelo grafico da funcdo, que muitas vezes sdo tratados como sendo a mesma

coisa, quando, na realidade, nao sdo.
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Para o item (c), houve uma diminuicdo sensivel no nimero de alunos que
responderam, e uma diminui¢do maior no indice de acertos. Pouco mais da metade acertou.
Um fato interessante ¢ que apenas cinco alunos que acertaram a questao fizeram o grafico
de forma correta.

J&4 em relagdo as respostas erradas, o que chama atencdo ¢ a variedade dos tipos de
erros. Para alguns alunos, o fato de a fungdo apresentar um ponto de descontinuidade ¢
razao para causar problemas, como para os alunos 5, 14 e 21. Outro fator que parece ter
proporcionado duvida a alguns alunos foi a presenca de duas sentengas, agravada pela
descontinuidade no ponto x = /, que era justamente o limite de integracdo a esquerda,
como mostram as respostas dos alunos 21, 24 e 26. Até mesmo um dos alunos que
respondeu corretamente se mostrou em divida, pelo que escreveu.

Mais uma vez, ha evidéncias de que a descontinuidade da funcdo em algum ponto
causa dificuldades. Parece haver realmente algo na imagem de conceito de alguns alunos
que os faz considerar a continuidade como necessaria para que se possa calcular a integral
de uma funcao.

Finalizando a questao 6, o item (d) foi respondido por pouco mais de dois tercos dos
alunos, sendo que desses, quinze acertaram. No entanto, ¢ importante destacar que, embora
fosse facil desenhar o grafico da funcgdo, apenas trés dos que acertaram o fizeram, e dois
desses, provavelmente encorajados pela simplicidade do gréafico, preferiram resolver
usando apenas area de figuras geométricas planas, nesse caso, triangulo e retangulo.

Alguns fatos ja observados aparecem novamente. O fato de a fungdo ndo estar
definida no ponto x = /, causou problemas a alguns alunos, como ¢ o caso do aluno 7 que,
por causa disso, utilizou a teoria de integral impropria. E mais uma vez fica claro, pelo
baixo numero de alunos que ndo desenharam o grafico, apenas quatro no total, que o
grafico pouco influencia no procedimento para resolver questdes sobre integral definida.
Nem mesmo para facilitar a resposta ou para valida-la. H4 também algumas respostas
erradas que mostram que os respectivos alunos possuem dificuldades quando se trata de
calcular a integral de fungdes definidas por mais de uma sentenga, como as dadas pelos
alunos 3, 9 e 30.

O objetivo da questdo 7 ¢ muito semelhante aos das questdes 5 e 6, com o diferencial
de que, nessa questdo, hd o grafico da funcdo no intervalo desejado devidamente
construido e hachurado. O indice de respostas ¢ semelhante aos das questdes 5 e 6, cerca
de 80 %, em relacdo ao total de alunos. Mais uma vez a nao consideragdo da variacao de

sinal da fun¢do causou a diferenga brusca nos resultados dos itens (a) e (b). Enquanto no



90

primeiro ndo houve respostas erradas, no segundo esse numero chegou a pouco mais de
60% das respostas dadas. E praticamente todos os erros ocorreram devido & mudanga de
sinal da fun¢dao. Como ja havia ocorrido nas questdes 5(b) e 5(c), parece claro que quando
a fungdo ¢ totalmente positiva no intervalo, e por isso a integral coincide com o calculo da
area, ha um grande niimero de respostas corretas. Caso a fun¢do mude de sinal, o nimero
de erros cresce bastante. Isso nos faz crer que o indicio de que ha uma identificagdo
incondicional entre integral definida e area ¢ cada vez mais forte.

Os resultados para o item (c¢) mostram uma diminui¢dao consideravel no numero de
respostas dadas. Esse fato, na verdade, também ocorreu para o item (d) da questdo 6, que
também tratava de uma fun¢@o definida por mais de uma sentencga. Isso pode representar
mais um fator de dificuldades para os alunos. E essa conjectura ndo esta baseada no
nimero de erros, mas sim no numero de respostas. E fato que nas questdes 5, 6 e 7,
respectivamente itens (d), (d) e (c), ha uma queda no nimero de respostas quando se trata
de questdes que abordam fungdes definidas por mais de uma sentenga. Parece que os
alunos nao se sentem tao a vontade com esse tipo de fun¢ao. Uma conclusdo mais precisa
deve ser possivel apos as entrevistas da etapa 2.

Nos parece interessante observar que no item (c), que apresentou menos da metade
das respostas certas, boa parte dos que acertaram solucionaram a questdo sem recorrer a
teoria de integral. Estes aproveitaram a conveniéncia do grafico e usaram métodos
exclusivamente geométricos de célculo de areas de poligonos simples, o que ¢ realmente
mais facil. Os que utilizaram integral cometeram outra vez mais o erro de ndo considerar a
variagdo do sinal da fung¢do no intervalo.

Para a questdao 8, cujo objetivo era saber se os alunos eram capazes de formalizar o
conceito de integral definida, ocorreu um baixo numero de respostas. Pesquisas ja foram
feitas que mostram que a defini¢do formal, muitas vezes, ndo permanece ativa na imagem
de conceito dos alunos, principalmente quando se trata de matematica em niveis mais
elevados. A propria forma como a teoria matematica normalmente ¢ exposta aos alunos,
seguindo o encadeamento logico de lemas seguidos de teoremas e demonstragdes, nao
facilita a aprendizagem da definicdo formal (ver VINNER, 1991). Aliado a isso, temos os
resultados das questdes anteriores que sdo um prenuncio de que a defini¢do formal do
conceito de integral definida praticamente ndo ¢ lembrada. O resultado deixa isso claro, ja
que dos poucos que responderam, cinco afirmaram nao saber definir formalmente o

conceito e dois, apesar de responder que saberiam, nao o fizeram.
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Talvez a resposta que sintetize boa parte dessa discussdo seja a que foi dada pelo
aluno 6, que afirmou que fez tudo sem a defini¢do. Esse aluno respondeu todas as questdes

do questionario, nao deixando sequer uma sem resposta, mas errou varias delas.
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Capitulo 6

Etapa 2 — entrevistas

A segunda etapa da pesquisa, como ja foi dito anteriormente, foi realizada através de
entrevistas clinicas com alguns alunos que participaram da etapa 1. Foram entrevistados 5
alunos dentre os que participaram da etapa 1 que, por vontade propria, aceitaram participar.
As entrevistas foram realizadas na UFRJ, fora do horario das aulas. O teor das entrevistas
ndo foi levado em consideracao para fins de avaliagdo dos alunos em qualquer disciplina
cursada no periodo em curso na ocasido das entrevistas, ou em qualquer periodo de aulas
futuro. Os alunos foram comunicados desse fato.

As entrevistas continham uma série de perguntas comuns a todos os alunos, que podem
ndo ter sido feitas na mesma ordem, mudando de um aluno para outro dependendo do
decorrer da entrevista. Os alunos foram deixados livres para se expressarem como
quisessem, sem determinagdo de tempo.

Durante as entrevistas, foi utilizado o questionario da etapa 1, bem como as respostas
originais dadas pelos alunos participantes, para que eles pudessem também analisar suas
respostas e para que algumas questdes levantadas quando da discussdo das respostas do
questionario pudessem ser esclarecidas.

Para que a analise das respostas dadas durante a entrevista pudesse ser feita da forma
mais completa possivel, evitando qualquer tipo de ma interpretagdo, as entrevistas foram
todas 4dudio-gravadas e posteriormente transcritas totalmente. No decorrer das entrevistas,
tomamos notas auxiliares para registrar atos ndo verbais dos alunos que pudessem ser
relevantes na analise. Nos trechos transcritos que forem citados, colocaremos tais atos
entre parénteses, por exemplo (indica a regido a ter a area calculada). Indicaremos pausas

ou hesita¢des dos entrevistados com [...]. Seguem as perguntas contidas na entrevista.

1. Vocé tem alguma dificuldade com fung¢des de um modo geral? Ha algum tipo de
fun¢@o com o qual vocé fique mais desconfortavel ou que vocé tenha problemas para tragar
ou esbogar o grafico?

2. Explique, com suas palavras, o que vocé¢ entende por integral definida. Sem se

preocupar com formalismo algum, sem definir formalmente. O que vem a sua mente?
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3. Explique, com suas palavras, como ¢ possivel determinar se uma dada fungdo f ¢ ou

b
ndo integravel, ou seja, se existe ou nao j f(x)dx.

a
4. Na sua concepcao, ha alguma relagdo entre existéncia da integral e existéncia de
area a ser calculada?
5. (Somente se o aluno fizer mengao direta a area para decidir sobre a existéncia de
integral) Observe as seguintes funcdes e seus graficos: Essas fun¢des sdo integraveis? Ha
uma area a ser calculada?

a)f(x) =1, sex=1ef(x) =0,sex# 1, x € [1,2]; (figura A)

figura A

b) f(x) = 1, se x é racional e f(x) = 0, se x é irracional, x € [0,1], (figura B)

11 o e L] L] L] e o o o L] L] L] L] e o

figura B



94

1
¢) f(x) = 0, se x é irracional e f(x) = —, se x ZB, onde p e q sdo primos entre si, x €
q

[0,1[; (figura C)

¥

172 .

1/4 . .

1/8 . . . .

1/16 . . . . . . . .

0 1 1 3 1 5 3 b S
] 4 8 2 8 4 g
figura C

6. Qual ¢ a area hachurada na figura D (f(x) = cos(x))?

A

5
n%\)ﬁ OIS -f;:f////ar > .

figura D
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7. Calcule a area da figura E.

figura E

8. Qual ¢ a area da regido limitada pelo grafico da fun¢do g e o eixo x, entre x = 0 e x
=4 (figuraF)? (g(x) =2,se 0 < x<1;g(x)=3,sel <x<2;,gx) =2, se2<x < 3;gx)
=1,se3<x<4,g()=0sex=1ex=2).

y
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& Y
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figura F

9. Vocé saberia dar uma defini¢do formal para o conceito de integral definida?

Todas os graficos expostos acima foram retirados de (SPIVAK, 1970).

6.1. Os participantes

Os alunos participantes, como ja foi dito, eram todos alunos de graduagdo em
matematica e foram escolhidos entre o grupo de 31 alunos que tiveram suas respostas

analisadas quando da participagdo na etapa 1. A partir de um grupo de 11 alunos que se
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voluntariaram a participar das entrevistas da etapa final, foram escolhidos 5. O critério
adotado na escolha desses 5 alunos foi simplesmente a disponibilidade em comparecer ao
local das entrevistas nos dias e horas determinados, sem que isso prejudicasse sua
participacgdo nas aulas regulares.

Usaremos pseudonimos para nos referimos aos participantes. Sdo eles: Marcos,
Ravena, Luiza, Marcelo e Pedro. Eles cursavam, na ocasido da pesquisa, o 8° periodo, 7°

periodo, 9° periodo, 5° periodo e 4° periodo, respectivamente.

6.2. Resultados e discussao

Faremos agora a analise acerca das respostas dadas pelos alunos durante as entrevistas
clinicas da segunda etapa da pesquisa. Os nomes dos alunos encontrados nesse trabalho sao
todos pseudonimos. Durante essas discussdes, faremos mencdes as respostas dadas por
esses alunos para as perguntas do questionario da etapa 1, a fim de sanar possiveis duvidas
que permaneceram apos a analise dos resultados do questionario feita no capitulo anterior,
bem como tentar conhecer de forma mais aprofundada o raciocinio que levou os alunos a

fornecer tais respostas. Reservamos uma se¢ao para cada um dos alunos participantes.

6.2.1. Entrevista com Marcos

Com referéncia a numeragdo imposta na andlise dos resultados do questionario da
etapa I, Marcos ¢ o aluno 14. Ele deixou de responder apenas as questdes 5(c) ¢ 8 do
questionario.

Quando perguntado se possuia alguma dificuldade com fun¢des de um modo geral e
se tracaria tranqiiillamente o grafico de uma funcao dada naquela hora, que nao fosse uma

fun¢do de um tipo que necessitasse de calculo de derivadas e etc, ele respondeu:

Nado, eu faco normalmente. Mas eu tenho um defeito cronico de errar em
conta. Por exemplo, na analise, eu sei como é o método, eu sei como faz.
Mas dependendo da analise, eu acabo errando. [...] Vocé sabe o que
fazer para fazer o esbogo, s6 que as vezes vocé erra um detalhe. Uma

coisa que ¢ para modular, vocé esquece de modular...
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Ao ser perguntado se saberia explicar com suas palavras o que seria integral definida,
o aluno confirmou o que havia respondido no questionario. Mencionou sobre area, mas nao

exclusivamente. Mencionou também parti¢des e somas inferior e superior. Ele comenta:

Eu comecaria falando da questdo da area, né. Da area sob a figura [...]
quando ela & curva (faz o gesto de uma linha curva) vocé tem que
procurar aquilo ali (faz o gesto que indica algo abaixo da linha). Falaria
sobre a questdo dos intervalos, dividiria um intervalo de R. Entdo vocé
define o intervalo ¢ vai dividindo o intervalo [...] eu falaria isso [...]
sobre que vai aproximando, vai tendendo o nimero de intervalo ao
infinito. Vocé vai aproximando ao méaximo, ai vocé tem a area superior,

a area inferior [...] ¢ ai, quando elas forem iguais...

Sobre o critério usado por ele para decidir se uma dada fungao ¢ integravel ou ndo, ele

responde:

Eu costumo [...] a primeira coisa que me vem a mente € a questdo da
descontinuidade. Se ela for descontinua em um niimero finito de pontos,
eu sei que eu posso manobrar aquilo e ela € integravel. Entdo, quando ela
¢ descontinua em um numero infinito ndo enumeravel, eu sei que aquilo

vai dar problema.

E explica:

Quando eu comecei a estudar essa questdo dela ser integravel eu ndo |[...]
do numero ser finito [...] faz sentido porque se eu tirar aquela linha (faz o
gesto de uma linha vertical), se eu tirar aquele ponto do dominio, a area
vai continuar a mesma, se eu tirar dois pontos, a area vai manter a

mesma [...] se eu tirar um nimero finito, ndo vai dar alteragdo nenhuma.

Apobs mostrarmos o exemplo correto que ele deu no questiondrio de uma fun¢do nao
integravel, ele volta a afirmar que a primeira coisa que ele pensa na hora de decidir se uma
fungdo ¢ integravel ou ndo ¢ a questdo da descontinuidade. Marcos afirma também

acreditar que existam fung¢des que sdo integraveis, mas que nao possuem uma area a ser



98

calculada no seu grafico. No entanto, diz que essas funcdes sdo “esdruxulas” e afirma

ainda:

Vocé consegue provar matematicamente que elas sdo integraveis,

mesmo nao tendo uma area associada.

Nesse ponto, mostramos o item (c) da questdo 6 do questionario, que pedia a integral

1l sex=1
da fungdo f(x)= 0 sores ™ intervalo /1,2], e perguntamos o que ele pensava do

resultado. Ele respondeu: “E zero, né?”. Depois de confirmarmos, ele espontaneamente
afirmou que a funcdo era integravel. Ao revelarmos que ele havia respondido no
questionario que a fungdo nao era integravel, ele se assustou, perguntando “Eu disse que
nao?”. E ao lermos e mostrarmos a resposta original dada por ele, que dizia que a fungao
era descontinua em todos os pontos do seu dominio, ele exclama: “Ih, entdo errei feio ai”.

Marcos demonstra estar confuso com o fato de ter respondido que a fun¢do ndo era
integravel. Ao confirmar que a fungdo possuia apenas um ponto de descontinuidade no
intervalo pedido. Ele reafirma: “Ela ¢ integravel. Eu respondi que nao?”

E possivel que, no momento em que respondia ao questionario, Marcos tenha pensado
na fun¢do de Dirichlet (f(x) = 0, se x é racional ou f(x) = 1, se x ¢ irracional) que ¢, de
fato, descontinua em todos os pontos de seu dominio.

Sobre outras interpretagdes para integral definida que nao sejam o calculo de areas,

Marcos responde:

Tem uma [...] sobre aplicagdes na fisica, em derivadas multilplas, que € a
questdo da integralidade, vocé calcular, d4 a idéia de soma, né, de
totalidade. Vocé pode usar, por exemplo, calor [...] acho até que tinha
uma questdo dessa no questionario. [...] Vocé tinha que calcular o calor,
né, depois o ‘negodcio’ médio, alguma coisa assim [...] temperatura

média.

Depois de mostrarmos a questdo 1 do questiondrio, ele reafirma:
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Isso [...] entdo tem outras aplicagdes sim, outras idéias. Mas, acho que
essas sdo secundarias, né. Quer dizer, na minha mente elas sdo

secundarias.

Quando revelamos sua reposta para a questdo 1, ele mesmo percebe seu erro ao ndo

dividir o resultado da integral calculada pelo comprimento do arame:

Ah, ¢ [...] realmente. Ele quer a temperatura média, tem que dividir pelo

comprimento do arame. Eu ndo dividi. Porque ndo fiz, ndo sei.

Levado a responder se seria capaz de fornecer uma definicdo formal para integral
definida, ele respondeu negativamente, afirmando que esqueceria muitos detalhes. Afirmou
também que, apesar de ter visto a definicdo em mais de uma oportunidade, esta ndo “fica”
na sua mente, e que muitas idéias que ele tem de integral “estdo na defini¢do formal e
outras ndo estdao”.

Marcos da exemplos de professores com os quais ja cursou disciplinas anteriores para

sustentar uma opinido propria sobre o sistema de ensino de matematica. Segundo ele:

E o sistema de ensino da UFRJ, né. Nem ¢ s6 da UFRIJ, ¢é o sistema de
hoje, é o sistema de ensino de matematica hoje, vocé pega um livro é

defini¢io, exemplos, teorema. E a ‘formula de bolo’.

Para calcular a area hachurada limitada pela fung@o cos(x) e o eixo x no intervalo de 0

a 2mn (figura D) Marcos deu a seguinte solucdo e justificou:

V3 3z o

.[02 cos x dx + j 2 cosx dx +J.3,[ cos x dx

z
2

Eu dividiria em partes ¢ modularia a parte de baixo, de n/2 a 3n/2. [...]
Porque aqui (aponta para a parte hachurada do grafico abaixo do eixo x)

o valor da integral seria negativo. E como vocé que saber a area...

Para a area a ser calculada na figura F a solugdo de Marcos foi a seguinte, seguida de

sua justificativa:
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1 2 3 4
.[2 dx+j3 dx+J-2 dx—i-'[ldx
0 1 2 3

E isso aqui. Integrarde 0 a 1, 2; de 1 a 2, 3; depois de 2 a 3, 2; de 3 a 4,
1.

Entdo, depois de mostrarmos a figura E e pedirmos para que ele calculasse a area,
Marcos afirma prontamente: “Nao tem como calcular”.
Voltamos a mostrar a figura F, questionando por que nesse caso, havia como calcular,

e Marcos responde, mais uma vez, imediatamente:

Ai também ndo tem (risos). O problema ¢ que dentro da teoria de

integral, vocé ja associa direto.

Nesse momento, quando pedimos que ele desenvolvesse o que havia acabado de
afirmar, Marcos faz uma analogia com uma espécie de ‘anedota’ para esclarecer seu ponto
de vista. Ele acredita que o fato de estarmos falando sobre integral deixa implicito que ¢
uma questao que deve ser resolvida usando integral, e com isso, ha uma associagdo com

area. Ele explica:

Vocé ta falando direto integral, integral, integral, vocé direto ja pensa.

[...] Vocé ja ta imerso naquela realidade.

De posse das solugdes originais de Marcos para as questdes do questionario da etapa I,
comparamos o que ele respondeu nas questdes 5(a) e 6(a), bem como nas questdes 5(b) e
6(b). Como ja foi dito no capitulo anterior, havia uma suspeita de que essas respectivas
questdes tiveram suas respostas diretamente associadas por alguns alunos, por tratarem de
fungdes iguais no mesmo intervalo. E Marcos foi um desses alunos (p. 70). A diferenca ¢
que na questdo 5 foi pedida a area e na questdo 6 foi pedida a integral, o que significa que
os resultados ndo necessariamente devem ser iguais. Procuramos, entdo, conhecer os
motivos que o levaram a fornecer tais respostas.

Mostramos, primeiramente, o que ele havia respondido na questdo 5(a), na qual havia
o grafico da funcdo sen(x) tracado e hachurado corretamente, mas sem reposta, apenas com
a indicagdo ‘item 6(a)’. A seguir, mostramos sua resposta da questdo 5(b), que possuia um

esbogo errado do grafico, além de algumas contas (p. 51), também com a indicagdo ‘item
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6(b)’. Ele confirmou e acrescentou ainda: “Acho que foi nessas ai que eu sai colocando
idem, idem [...]”.

S6 entdo mostramos suas resolucdes (corretas) das questdes 6(a) e 6(b),
respectivamente 0 e 14/3, e perguntamos se, de fato, era “idem”, como ele havia afirmado.

Ele respondeu:

Deixa eu olhar [...] (I€ suas respostas para as questdes 5(a), 5(b), 6(a) e
6(b)) (pensa). Pois ¢, eu tenho pra mim que nao ¢ idem, mas eu coloquei
isso, eu lembro. Porque pra mim, a area seria essa parte aqui (mostra o
que ele pensou que fosse, indicando no seu proprio desenho do grafico a
regido complementar da regido correta). Mas ai eu pensei, ndo teria
sentido calcular isso, teria mais sentido calcular aqui (indica a regido
hachurada corretamente). [...] Por ter mais sentido calcular aqui (indica

novamente a regido correta), para ter um valor [...] idem a 6(a).

Vamos reproduzir agora um trecho do nosso didlogo com Marcos, onde ¢ possivel
perceber claramente o momento em que o conflito potencial vem a tona. Esse trecho ¢

continuagdo da resposta dada por Marcos, citada acima.

Pesquisador (P): E ai no seu item 6(a) [...]

Marcos (M): (interrompe) Deu isso aqui, deu zero (indica sua propria
resposta).

P: Foi pedida a area (indicando o enunciado da questdo 5) e seu
resultado deu zero (mostrando a referéncia feita por ele ao item 6(a)).

M: Exato.

P: Essa area ¢ zero?

M: Nao [...] Ah, entendi, entendi! Entendi seu ponto.

P: Como vocé interpreta essa diferenca de resultado?

M: E questdo realmente do que foi pedido, em uma vocé pediu a area e
na outra vocé pediu a integral, e vocé tem que levar em consideragdo o
sinal negativo, que foi o caso do mddulo, que eu modulei na outra (se

referindo a fungdo cos(x) que ele havia trabalhado minutos antes).

Em relagdo as questdoes 5(b) e 6(b), depois de ler suas respostas, Marcos percebe

rapidamente que, nesse caso, trata-se do mesmo resultado:
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No caso de 0 a 2, como as raizes sdo 2 e 3, ela vai estar positiva, entdo
vai ser a mesma coisa (olhando para sua resolugdo da questio 6(b). Esse
¢ o ponto que vocé quer chegar, né? [...] E ai, seria isso, né? A area seria

0 mesmo que a integral por ela ter valor positivo, né?

Consideracoes

Se levarmos em consideracdo o que Marcos respondeu na entrevista em relagdo a
teoria de integral, podemos afirmar que a idéia de area esta relacionada com o conceito de
integral na sua imagem de conceito, mas nao de uma forma indiscriminada. Parti¢cdes e
somas inferior e superior também fazem parte da sua imagem de conceito.

Ele reconhece a existéncia de fungdes que sdo integraveis, porém que nao possuam
nenhuma 4rea a ser calculada, ou a possibilidade de mostrar que uma funcao ¢ integravel,
sem relacionar essa integral com uma area. Isso indica que a relag@o entre integral definida
e area feita por Marcos em sua imagem de conceito, ndo ¢ uma relagdo de identificacdo de
uma com a outra.

Nossas suspeitas sobre as questdes 5(a) e 6(a), bem como sobre as questoes 5(b) e 6(b)
foram confirmadas. De fato, Marcos nao resolveu o item (a) dessas questdes por acreditar
que se tratava da mesma coisa. Apesar de a questdo 5 tratar da area, enquanto a questdo 6
tratava de integral, Marcos associou diretamente uma a outra. Isso produziu um resultado
sem sentido para a questdo 5(a), uma vez que, mesmo se confundido inicialmente, ele
havia desenhado o grafico da fun¢do e hachurado a regido correta da qual se queria saber a
area. Somente depois de chamarmos atengdo para a falta de nexo do resultado por ele
obtido, ele reagiu e compreendeu seu erro.

Em seguida, em relacdo as questdes 5(b) e 6(b), Marcos compreendeu de forma mais
rapida porque realmente as solugdes teriam que coincidir. No entanto, quando respondeu o
questionario durante a etapa I, ele ndo teve esse discernimento. Isso fica evidente por um
certo tom de duvida expresso por ele, procurando confirmar se suas afirmagdes estavam
corretas (“E ai, seria isso, né? A 4rea seria 0 mesmo que a integral por ela ter valor
positivo, né?”, p. 102).

Apesar de sua imagem de conceito de integral ndo estar totalmente pautada na idéia de
area, esta possui grande influéncia na forma de pensar de Marcos. Ele tem como atributo

ativo na sua imagem de conceito a questdo do niimero de pontos de descontinuidade do
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dominio e o utiliza como primeiro critério para decidir se uma fungdo ¢ integravel ou ndo.
No entanto, no momento em que justifica esse critério, o faz pensando diretamente na area
sob a curva e se esta seria modificada se fossem retirados os tais pontos de
descontinuidade.

Portanto, podemos afirmar que, apesar de particdes, somas superiores e inferiores
fazerem parte de sua imagem de conceito, como ele deixou claro, estas idéias ndo sdo
ativas. Elas sdo acessadas somente no momento em que ele ¢ levado a expressar com
palavras o que pensa sobre integral definida. Isto €, essas idéias fazem parte apenas de sua
defini¢do de conceito.

Com isso, apesar de possuir uma definicdo de conceito satisfatoriamente semelhante a
defini¢do formal, a imagem de conceito de Marcos parece ser restrita, sem estar
relacionada com a definicdo de conceito. Isso pode ser uma fonte de conflitos, na medida
em que o que deveria ser evocado para resolver um problema, s6 e feito quando ¢

solicitada uma expressdo com palavras.

6.2.2. Entrevista com Ravena

Em relag@o ao questionario da etapa 1, Ravena foi a aluna 17. Deixou de responder
apenas as questoes 6(d) e 8.

Ravena diz nao ter dificuldades em relagdo ao conceito de fungdo nem no tragado de
graficos, de uma forma geral. Ao ser levada a responder o que seria integral definida, com
suas palavras, sem formalismo, ela respondeu, sem pestanejar, de forma quase igual a que

fez no questionario da etapa I para a questao 2:

Integral definida seria a area do grafico entre o desenho da fungdo ¢ o

€1xo X.

E quando foi perguntada se essa relagcdo com area era imediata, respondeu, mais uma vez,
de forma rapida: “Sim. Para mim é. Bem clara na minha cabega”.
Sobre seu critério para determinar se uma funcao ¢ integravel ou ndo, Ravena

responde:
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Uma funcdo [...] por exemplo, se ela for uma fungdo que néo € continua
em nenhum ponto, ela ndo ¢ integravel. Acho que so ¢ integravel se ¢é

descontinua num numero finito de pontos.

ApoOs essa resposta, mostrarmos sua resposta original dada no questionario para a
mesma questdo (questdo 3 do questionario), que dizia: “Se f for uma fungdo continua ou
descontinua em um ntimero finito de pontos do intervalo /a,b/, entdo é sempre possivel
calcular a area abaixo do seu grafico e, portanto, f é integravel”. Sobre, mais uma vez, ter

feito relagao com area, ela explica:

Quando penso em integral vem na minha cabeca exatamente essa idéia
de area. Por exemplo, uma fung@o que vale x nos racionais e —x em, R-Q.
Vocé nao tem como calcular “raiz de linhas”, né. Isso ndo existe. Ela ndo

¢ integravel em nenhum ponto [...].

Ela confirma que o critério usado ¢ aliar continuidade a idéia de area. Se for possivel
fazer a area se o numero de descontinuidades permitir, a funcdo ¢ integravel. Em sua
justificativa, Ravena acaba por fornecer uma idéia de defini¢do para o conceito de integral,

que, segundo ela, ¢ mais simples:

Porque eu aprendi que a maneira mais facil de vocé calcular uma area ¢
através de areas de retangulos. E a maneira mais trivial. E quando a
gente olha para o conceito de integral, ¢ exatamente através desses
retangulos. Porque vocé pega o intervalo [a,b/ de uma fungdo e quer a
integral nesse intervalo, vocé vai parcelando ela em intervalos tdo
pequenininhos, infinitesimais ¢ vocé vai somando ¢ a integral ¢ o limite
da soma desses pequenos retangulos que vocé fez entre o grafico da
funcdo e o eixo x. Seria mais ou menos isso. [...] S6 que é aquela
historia, vocé me perguntou como ¢ que eu fago para saber se €
integravel ou ndo. Essa defini¢do que eu dei ¢ uma defini¢cdo informal.
Nao ¢ a defini¢do certa. A certa, pela analise, diz que o limite das somas
superiores ¢ igual ao limite das somas inferiores. Mas como eu nio
estava com tempo para escrever isso, definir soma superior ¢ inferior, eu

usei uma defini¢cdo mais simples.
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No entanto, ela confirma que ndo seria capaz definir o conceito de integral definida
de maneira formal, o que justifica o fato de ela ndo ter respondido a questdo 8 do
questionario. Diz que pecaria em muitos detalhes, mas que sabe a idéia principal. Confirma
ainda que o que ela usou para responder as questdes nao foi a idéia da definicdo formal, e

sim a que ela dera, considerada mais simples por ela:

E [...] é tipo assim, eu acho uma maneira mais simples. Eu acho muito
mais facil vocé chegar e explicar dizendo que uma fungao ¢ integravel
nesse sentido, usando esse critério da continuidade e descontinuidade do
que dizer que o limite da soma superior ¢ igual ao limite da soma
inferior, porque vocé teria que definir muita coisa no meio do caminho.

E no fundo no fundo é a mesma coisa.

L 1
Mostramos a funcao f(x) = 0, se x ¢ irracional e f(x) = —, se x =P , onde p e q sdo
q

primos entre si, x €[0,1], com seu respectivo grafico (figura C) e perguntamos se, baseada
no seu critério, poderia afirmar que a fun¢ao ¢ integravel ou nao. Ela diz: “Parece que ndo.
Parece que nao ¢ integravel”. Ela ficou surpresa quando confirmamos que a funcao ¢

integravel e, apds pensar por alguns instantes, tenta entender:

Deve ser por causa do dominio. Deixe eu ver (observa o grafico
atentamente) [...] O dominio ¢ entre 0 e 1, né? [...] Porque isso acontece
muito com [...] Pois &, porque ¢ aquela historia, a nogdo de continuidade
depende do dominio, entendeu? Porque as vezes vocé olha uma fungdo e
diz assim, ela ndo ¢é continua, mas se vocé olhar o dominio, por exemplo,
exclui aquele ponto dominio e ela ¢ continua. [...] o que eu falei, vai
depender dominio. Porque se a noc¢do de integral, pelo menos a que tem
na minha cabega, depende da nocdo de continuidade ¢ a nogdo de
continuidade depende do dominio, entdo é razoavel que dependa do

dominio. Que tenha a ver com dominio.

Ravena demonstra certa incredulidade quanto ao fato da funcao ser integravel. Olha
o grafico por longos instantes e afirma: “Mas ¢ muito estranho porque [...] porque ela ¢
parecida com essa (indica a fun¢do de Drichlet). [...] E muito parecida e eu ja tenho na

cabega, poxa, como ¢ que vocé vai calcular isso? Ai fica complicado”. Ao tomar
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conhecimento de que a integral para a tal funcdo ¢ zero, e depois de pensar por mais alguns

instantes, ela observa:

E razoavel que dé zero. [...] Porque se vocé levar em conta esse conceito
de area abaixo e tal, vocé tem linhas aqui. E tipo, pra vocé pegar e
formar linhas [...] voc€ ndo tem como calcular area de linhas. Entdo tipo,

¢ zero. Pra mim é zero, entendeu?

Para calcular a area hachurada na figura D, Ravena deu a seguinte solugdo, sem

problemas:

Bom, eu separaria.

3z

O o |y

T 7 2r
coS x dx+jcosx dx + j cos x dx+ I cos x dx
T T 3l

2 2

Seria isso. A integral total. Seria a soma dos intervalinhos.

Mostramos a questdo 5(a) do questiondrio e sua resolucdo correta (ela calculou o

dobro da integral de sen x, entre 0 e ). Observando sua propria solucgdo, explicou:

Nao fiz direto, estd vendo? Eu separei em dois intervalos. [...] Porque
tinha uma area abaixo do grafico. Se eu juntasse ia dar zero. Como ndo ¢
zero, porque a gente consegue enxergar visualmente, pelo grafico vocé
vé que ndo é zero. E diferente daquela que dizquey =1 parax=1¢ey=
0, se x diferente de 1. E diferente, entendeu? (Fazendo referéncia a

questdo 5(¢)).

Reproduziremos agora um trecho da entrevista que nos permite compreender a forma
de pensar de Ravena quando resolveu as questdes 5(a), 5(b), 6(a) e 6(b) do questionario.
Como ja foi dito anteriormente, um dos objetivos da entrevista era esclarecer sobre a
resolucdo dessas questdes, principalmente se foram relacionadas indiscriminadamente,
como suspeitamos para alguns alunos. Ravena se encaixa nesse caso, pois resolveu
corretamente as questdes 5(a) e 5(b), mas apenas escreveu as respostas das questdes 6(a) e

6(b) idénticas a 5(a) e 5(b), respectivamente, sem fazer nenhum calculo (p.55).



Pesquisador (P): Olhe a questdo 6(a) agora.

Ravena (R): (Lé o enunciado) E a mesma coisa, né?

P : Olhe o que vocé respondeu na 6(a). (Ela respondeu somente “4”)

R: Ué, mas ndo é a mesma coisa?

P: Eu que vou te perguntar isso agora. E a mesma coisa ou ndo ¢?R: Eu
entendo como a mesma coisa.

P: Mesmo lendo os enunciados?

R: Sim.

P: Ok. E por isso que vocé colocou direto “4” aqui?

R: E. Eu olhei a resposta 1. Eu ndo fiz de novo a conta. Eu ndo fiz a
conta porque eu olhei 14.

P: Vocé nao fez a conta porque olhou aqui? (Indicamos a sua solugdo da
questao 5(a))

R: Exatamente

P: Agora olhe a 5(b) e a 6(b), por favor.

R: (L& a questdo 5(b)) E uma parabola, né...

P: Agora a 6(b).

R: (1é a questdo 6(b)) Também ¢é a mesma coisa, né?

P: Ai vocé tratou do mesmo jeito. Fez aqui a conta (indicamos sua
resolugdo da questdo 5(b)), que esta certa, e aqui idem? (Mostramos que
ela respondeu na questdo 6(b) somente “14/3”)

R: Exatamente.

P: Ok. Sera que [...]

R: (Interrompe) E o que estou te falando. No caso eu relacionei
diretamente com a area. Por isso que eu fiz a mesma coisa. Esta pedindo
a mesma coisa.

P: No item (a) e no item (b)?

R:E.

P: Aqui ¢ pedida a area e aqui ¢ pedida a integral. (Mostramos os
enunciados das questdes 5 e 6, respectivamente).

R: Nesse caso (questdes 5(b) e 6(b)) coincidiu, entendeu?

P: Existe diferenca?

R: Nao. Nesse caso coincidiu [...] quer dizer, na verdade ndo coincidiu,
acho que ¢ a mesma coisa. Pra mim a integral estd muito atrelada a essa
coisa de area. Entdo, realmente ¢ a mesma coisa. Tanto que achei até

estranho estar pedindo a mesma coisa. Eu olhei e falei: ué, ele esta
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pedindo a mesma coisa de maneira diferente? Por isso nio fiz a conta de

novo.

Quando mostramos a figura E e pedimos que calculasse a area, Ravena afirmou:

Tipo, s6 que € uma figura aberta. Nao tem como calcular. Tipo, quer
dizer, se fosse fechada aqui [...] (indica as descontinuidades existentes no

grafico).

A seguir, quando pedimos para ela calcular a drea da regido limitada pelo grafico da
fungdo g (referente a figura F) e o eixo x entre 0 e 4, Ravena respondeu sem utilizar a
teoria de integral, usando apenas area de retangulos, e o fez de forma correta, sem

dificuldades. E explicou:

Al entdo o que acontece [...] supondo que ela seja descontinua s6 nesses
pontos aqui que estdo marcados. Entdo ¢ um numero finito de pontos.
Entdo pelo meu critério, ela ¢ integravel. Entdo existe uma area e eu
posso calcular a area disso aqui. [...] E aquela histéria, como eu vou
calcular a area de uma linha? Uma linha é uma coisa desprezivel. Nao
entraria. (Indicando os trechos das retas x = 1, x = 2 e x = 3 que deixam

claras as descontinuidades nesses pontos).

Acrescentou ainda que poderia ter feito usando a teoria de integral, dividindo o
intervalo de forma semelhante a que foi feita por ela, mas que da maneira como ela fez
seria mais facil. Entdo, questionada se o que a incomodou na figura E nao incomodou da

figura F, ela argumenta:

Nao porque [...] no caso de geometria plana, isso aqui ndo é uma figura
fechada (figura E). Entdo no conceito de Geometria plana ndo faz
sentido vocé falar em area. Mas, no contexto de integral, faz todo
sentido. Essa que ¢ a diferenca. Foi o que falei pra vocé. Isso aqui tem
que usar conceito de integral, pois no caso de Geometria Euclidiana,
vocé ndo tem como calcular area de coisas abertas. Pelo menos eu nunca

Vi.
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Sobre as aberturas no grafico da funcdo da figura F, que vém a ser a mesma figura E,

ela afirma:

Mas o fato ¢ que elas [...] como se pudessem ser desprezadas no caso da

teoria de integral, aqui na Geometria Euclidiana nao.

Sobre uma outra interpretagdo para integral, que ndo fosse area, ela afirma que ¢
possivel que haja, mas que ndo saberia. Depois de mostrarmos a primeira questdo do
questionario, ela reafirma que nao a relacionaria com integral. Somente depois de ver sua
propria solugdo (errada) e pensar por alguns instantes, ela conclui, lembrando-se do que

pensou para resolvé-la:

Acho que entendi. Vocé trabalha com um critério, ndo ¢? Em cada ponto
vocé tem uma temperatura. Aquela coisa do infinitesimal. Tao pequeno
quanto se queira. Acho que foi mais ou menos nessa idéia que eu fiz essa
questdo. Mais ou menos isso. Para fazer a temperatura total, seria um
somatorio das possiveis temperaturas. E realmente, a idéia de integral
esta relacionada ao somatério. Mas eu ja havia falado isso porque € o
somatorio dos retangulozinhos [...].Deve ser por isso que usei integral,
porque me veio na cabega a idéia de somatorio. Exatamente. Foi por isso
que eu fiz. Faz todo sentido. Vocé perguntou, pode relacionar a outra

coisa? Sim, pode, a0 somatorio. Somatorio de coisas infinitesimais.

No entanto, afirma mais uma vez que, em sua mente, quando o assunto ¢ integral, a
idéia que surge primeiro ¢ a de area. Levada a explicar se ela sabe porque isso acontece,
ela finaliza prontamente: ‘“Porque me ensinaram. Foi como entrou em mim. Como

internalizou em mim”.

Consideracoes

O que ha de mais importante na entrevista com Ravena sdo seus esclarecimentos sobre
a relacdo entre integral e area, que ela faz de forma quase imediata. Durante véarios
momentos ele deixou isso claro. Sua definicdo de conceito para integral definida contém

somente a nogao de area.
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Essa relagdo indiscriminada salta aos olhos no momento em que Ravena ¢ perguntada
sobre o que a levou a responder as questdes 6(a) e 6(b) do questionario da etapa I de forma
idéntica as questdoes 5(a) e 5(b), respectivamente, sem fazer nenhum célculo, apenas
escrevendo o valor final. Nesse ponto o objetivo era conduzi-la a uma situagao de conflito.
No entanto, a afirmacdo categérica feita por ela de que acreditava se tratar do mesmo
objetivo em ambas as questdes 5 ¢ 6 e que por isso deveriam ser resolvidas da mesma
forma, mesmo sendo levada a reler o enunciado varias vezes, nos faz concluir que integral
e area tém uma relacdo de identidade na imagem de conceito de Ravena. E essa relacao
ndo foi estremecida frente a um conflito potencial.

Apesar de a questdo do nimero de descontinuidades também pertencer a sua imagem
de conceito, essa idéia atua em parceria com a no¢do de area. Juntas, essas duas idéias
formam o critério usado por Ravena para decidir se uma funcao ¢ integravel ou nao. Esse
critério foi explicado por ela e foi posto em pratica durante a entrevista quando foi levada a
explicar sobre suas concepgdes em relacdo as questdes referentes as figuras B, C, E e F.
Ela se mostrou muito surpresa e intrigada com o fato de a fungao referente a figura C nao
obedecer seu critério, principalmente depois de compara-la a funcdo de Drichlet, que foi
usada por ela como exemplo de fun¢@o ndo integravel na questdo 4(b) do questionario, e
cujo grafico também lhe foi mostrado.

Até mesmo para explicar seu raciocinio ao resolver corretamente a questdo 5(a) do
questionario da etapa I, Ravena justificou sua resposta afirmando que levou em
consideracdo a variagdo do sinal porque, se ndo considerasse, o valor da area seria zero, o
que ndo poderia ocorrer ja que, visualmente, era possivel perceber que havia uma area a ser
calculada. Esse raciocinio ndo poderia ser usado na questao 6, que pedia a integral, mas ela
simplesmente copiou o resultado obtido na questao 5, como ela mesma afirmou (p. 70/71).

Ravena teve um bom desempenho nas questdes de carater mais pratico do
questionario da etapa I, ou seja, nas questdes 5 e 6 - apesar de alguns acertos terem sido
fundamentados em concepgdes erradas, como ja foi observado - e na questdo 7. Entretanto,
para as demais questdes, o resultado ndo foi 0 mesmo, como mostram suas respostas para
as questdes 2 e 3, praticamente iguais as dadas durante a entrevista, ambas pautadas em
area.

Depois de mostrar de varias formas que integral e drea estdo presas uma a outra em
sua imagem de conceito, torna-se compreensivel o fato de Ravena ter dito ndo conhecer

outra interpretagdo para o conceito de integral que nao fosse area.
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A entrevista com Ravena nos permite concluir que o que funciona ativamente em sua
imagem de conceito de integral definida ¢ a no¢do de area, uma vez que nem mesmo

quando foi exposta a uma situagao conflitante, houve mudanga em sua forma de pensar.

6.2.3. Entrevista com Luiza

Em relagdo ao questionario da etapa 1, Luiza foi a aluna 24. Ela respondeu todas as
questoes.

Primeiramente, Luiza responde que nao possui nenhuma dificuldade com fung¢des em
geral, principalmente no tragado e interpretacdo de graficos.

Sobre uma explicagdo ndao formal para o conceito de integral definida, Luiza

responde:

Eu escreveria que € a area abaixo do grafico. Tentaria aproximar a area
com aqueles retangulos. Seria a soma das areas daqueles retdngulos,
naquele intervalo. [...] [a somar as areas dos retdngulos, fazer o limite

para tentar aproximar a area abaixo daquele grafico.

Quando perguntada como faz pra saber se uma funcao ¢ integravel ou nao, qual ou
quais critérios usa, ela responde, depois de pensar por alguns instantes: “Pelo que eu me
lembre, se ela é continua, ela ¢ integravel, ndo € isso?”. Entdo, questionada se realmente
usa esse critério, ela responde que nao. Logo em seguida, pede a confirmag¢dao do que
significa a fun¢do ser integravel ou ndo. Nesse momento, mostramos as respostas dadas
por ela para o questionario da etapa 1, na questdo 3, que pedia exemplos de fungdes
integraveis e ndo integraveis. Como exemplo de fun¢do integravel, ela deu a funcao f{x) =
x e justificou sua escolha: “Porque eu ja sabia que no final ia dar um ntimero bonitinho”. E
para exemplificar uma func¢do ndo integravel ela deu f(x) = I/x, no intervalo [0,1/, e

explica:

Mesma coisa. Aqui eu sei que no ponto zero ela ¢ descontinua, ai eu [...]
Eu tentei ver alguma que de repente ia dar infinito ou uma constante
mais infinito, que eu ia saber que ndo ia convergir, né? Eu ndo lembro se

eu pensei se ela ¢ continua ou ndo no zero. Eu acho que sim, porque se
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agente tem um ponto em que ela ndo é continua, ali a gente vai ter algum

problema.

Questionada se poderia relacionar o fato de existir a integral de uma determinada
fungdo com o fato de haver uma regido para se calcular a area, ela responde, sem
demonstrar seguranga: “Acho que sim porque a gente usa a integral para calcular as areas,
né?” No entanto, nesse momento, Luiza demonstra ndo ter compreendido bem a pergunta.
Entdo reformulamos e perguntamos se o fato de ela encontrar algum valor no céalculo da
integral implica que existe uma regido da qual se pode calcular a area e ela confirma que
sim, prontamente.

Pedimos entdo que ela analisasse a funcdo f(x) = 1, sex = 1 e f{x) = 0, se x # 1 no
intervalo /1,2] bem como o respectivo grafico e respondesse se ¢ integravel ou ndo e qual
seria o valor da integral. Depois de fazer seu proprio grafico e pensar por um bom tempo,
respondeu que a integral ¢ zero, mas hesitou muito na justificativa e acabou mudando sua

resposta:

Porque ¢ a integral de 1 a 2. Af aqui seria[...] ¢[...] de 1 a 2 ela vale zero
[...] se bem que nesse ponto aqui ela vale 1, né? Deixa eu pensar [...]
Entdo ela ndo ¢ continua [...] Acho que ela ndo ¢ integravel [...] Eu acho

que ela ndo ¢ integravel.

Luiza demonstrou muita inseguranca em sua explicacdo. Em um primeiro momento
afirmou que o resultado seria zero, mas depois de pensar por um tempo, concluiu, ainda
sem certeza, que a funcdo nao seria integravel. Tentou justificar usando argumentos da
teoria de integral imprdpria, por causa do ponto x = /, segundo ela. Ao afirmarmos nao ser
0 caso para integral impropria porque o ponto x = / pertencia ao dominio, sua confusdo
aumentou ainda mais. Nesse momento, mostramos a ela sua resposta para a mesma questao
no questionario da etapa 1, onde ela deu reposta igual a zero, mas sem nenhuma

justificativa. Depois de ler, ela comenta:

Acho que esse ponto aqui, ele ndo vai influenciar (indica o ponto x = 1)
[...] Primeiro eu disse que ndo ¢ integravel e aqui eu to falando que da
zero [...] Acho que esse aqui (indica o ponto x = / novamente) € como se
fosse uma regido degenerada, entdo ndo vai [...]. Estou totalmente

confusa!
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Luiza ainda pensou mais alguns instantes, mas ndo conseguiu chegar a uma conclusio
definitiva para a questao.
Apresentamos em seguida a fungdo f(x) = I, se x é racional e f(x) = 0, se x é

irracional, x € [0,1], que ela reconheceu imediatamente pelo nome de fungdo de Drichlet,

O~

e seu respectivo grafico (figura B). Depois de pensar um pouco, concluiu que a funcao

O~

integravel, mas ndo foi capaz de justificar: “Eu ndo me lembro, mas sei que ela
integravel.”

No momento seguinte, mostramos o grafico da funcao f(x) = 0, se x ¢ irracional e f(x)

1 p ~ . . .
= —, se x = —, onde p e ¢g sdo primos entre si, x € [0,1/ (figura C). Primeiramente ela
q
afirma que a funcdo ¢ integravel, mas pede para confirmarmos que a fun¢do anterior
(Drichlet) era realmente integravel como ela havia respondido. Ao afirmarmos que a
funcdo anterior ndo ¢é integravel, ela se surpreende, mas muda seu discurso, dizendo que
chutaria que a funcdo da figura C ndo ¢ integravel porque a de Drichlet ndo é, numa clara
comparagdo entre os dois graficos. Mais uma vez demonstra surpresa ao revelarmos que a
fungdo da figura C ¢ integravel, enquanto a de Drichlet, ndo ¢é. Luiza afirma que ficou
confusa porque os dois graficos eram muito parecidos (“‘com vdrios pontinhos”), que
sugeriam que ambas as fung¢des eram descontinuas, e que, por isso, deveriam se comportar
da mesma forma.

Mostramos a figura E e pedimos para que ela calculasse a area da figura, ao que ela
imediatamente comegou a completar a figura com segmentos de reta onde ndo havia
nenhuma linha, de modo a completar retingulos. Perguntamos porque ela tragou os
seguimentos auxiliares, se eles ndo estavam na figura original e ela respondeu: “Eu faria
assim. Aqui ¢ um retangulo...” (dividindo a figura em quatro retangulos de base igual a 1).
Luiza ndo conseguia pensar em nada diferente de fechar a figura usando segmentos de
retas, mesmo que disséssemos seguidas vezes que a figura original ndo continha tais
segmentos, € que era uma figura aberta.

Como Luiza demonstrou ndo ter compreendido bem a tarefa anterior, o objetivo do
que foi pedido, acrescentamos uma outra pergunta. Perguntamos se era possivel calcular a

area da seguinte figura:
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O trecho da entrevista a seguir mostra 0 momento em que Luiza percebe uma situagao

de conflito.

Luiza (L): Acho que pelo mesmo modo que eu tava pensando, da pra
calcular.

Pesquisador (P): Ok. Entdo seu raciocinio seria fechar? Como?

L: (Pensa por algum tempo) E verdade! Eu posso fechar de varias
formas, né?

P: Vocé quer responder de novo essa pergunta aqui? (pergunta sobre a
area da figura E, feita momentos antes).

L: Quero

P: Aquela pergunta anterior que eu tinha te feito sobre essa figura (indico
a figura E), ¢ possivel calcular a area disso?

L: Nao

P: Porque?

L: Porque nao ¢ limitado. (continua pensando)

P: Tem mais algum outro motivo?

L: E porque ndo ¢ continua.

Podemos afirmar que quando se tratou de uma regido que ndo era formada por
segmentos de retas, Luiza percebeu que fechar tal regido nio era tdo imediato como ela
havia feito antes, usando segmentos de retas de forma automatica.

Sobre o célculo da area hachurada da figura D, Luiza deu a seguinte solugao:

/2
A =|cosx dx:senx|0 =1

O o |y

3772
2

A, =—| cosx dx:—senx| 2

NW"—:N‘(.{;
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A=A =1=A=1+2+1=4

E respondeu a questdo 8 da seguinte forma, sem usar a teoria de integral.

A =2= 4

4,=3

A,=1
A=2+3+2+1=8

Luiza afirmou que poderia ter usado integrais para calcular a area pedida, mas nao era
necessario.

Perguntamos a Luiza se ela concordaria que o grafico da figura F e a figura E sdo
regiodes iguais e ela respondeu que nao, e justificou dizendo: “Nesses pontos tem diferenca”
(indicando os pontos x = / € x = 2), mas ndo soube responder porque haveria tal diferenga
(“Nao sei te responder ™).

Sobre uma defini¢do formal de integral definida, Luiza foi capaz apenas de mencionar

alguns itens, mas sem nenhum encadeamento:

Partigdes num intervalo [...] Ai seria o limite do somatdrio das areas

mesmo, f(X,) vezes um Ax,, com limite de delta x indo pra zero...

Em relagdo as respostas dadas por ela no questionario da etapa 1, Luiza afirma nao se
lembrar do que pensou quando respondeu a primeira questdo, que tratava da temperatura
média em um arame. Ela errou a questdo (apenas fez a derivada da fungdo x?). Nesse
ponto, perguntamos se ela conhecia alguma outra aplicagdo ou interpretacdo do conceito de
integral definida que ndo fosse o célculo de areas e Luiza respondeu “somatorio”, depois
de pensar por alguns instantes.

Levada a justificar a diferenca de resultados nas suas respostas (corretas) para as
questoes 5(a) e 6(a) que tratavam da mesma fungdo no mesmo intervalo, com a diferenca

que a questao 5 pedia a area e a questao 6 pedia a integral, Luiza respondeu:

Porque como ¢ pra calcular a area, ndo faz sentido calcular uma area

negativa, ai tem que rebater pra parte positiva do eixo. (em relagdo a
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questdo 5(a)). Nesse caso, é a integral mesmo, ndo ¢ a area que ele esta

pedindo, né? (em relagdo a questdo 6(a)).

Quando pedimos que ela comparasse suas respostas (também corretas) para as
questoes 5(b) e 6(b), e explicasse porque nesse caso nao houve diferenga no resultado, ela

respondeu:

Porque na verdade a integral ¢ aquela area que a gente falou desde o
inicio. Calcular a area abaixo da regido. Como aqui a regido esta na parte
positiva do eixo, aqui ¢ a integral justamente da area, ndo tem que fazer

nenhuma troca de sinais.

Consideracoes

Luiza demonstrou na entrevista que o que lhe vem a mente quando pensa em integral
¢ justamente a nogdo de area. No entanto, area nao estd explicitamente contida em seu
critério para decidir se uma fungdo ¢ integravel ou ndo. Luiza afirma claramente que o
critério utilizado por ela ¢ simplesmente saber se, através dos célculos, chega-se a um
nimero como resultado. Se sim, é porque a fun¢do ¢ integravel (p. 111). Seguindo esse
critério, para que uma fungdo seja nao integravel, ndo deve ser possivel chegar a algum
valor por intermédio de célculos utilizando o algoritmo (Teorema Fundamental do
Célculo). Por isso ela buscou, como exemplo, uma fun¢do e um intervalo tais que houvesse
algum ponto para o qual a funcdo escolhida ndo estivesse definida naquele intervalo.
Segundo Luiza, ela sabia que nesse tal ponto “haveria um problema” por causa da
descontinuidade (p.111/112). Ela procurou um exemplo de funcdo cuja integral nao
convergisse. Nesse momento fica nitida a confusdo feita por Luiza ao relacionar o exemplo
a teoria de integrais improprias.

Esse ndao foi o unico momento em que Luiza demonstrou desconforto com
descontinuidades. Dois outros momentos mostraram isso. Quando levada a analisar a
funcdo de Drichlet, que ela ja conhecia, Luiza rapidamente afirmou se tratar de uma fungao
integravel. Ela ndo pensou nem por alguns segundos. E como se fosse um exemplo
classico, disse ndo lembrar da justificativa, mas sabia que era integravel. De fato ¢ um

exemplo classico, porém de funcao nao integravel (no sentido de Rieman).
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A dificuldade em lidar com as descontinuidades aparece quando ela tenta comparar os
graficos das fungdes de Drichlet e da figura C. Como os dois graficos apresentam pontos
desconectados de curvas, o que ela associou automaticamente a vdarios pontos de
descontinuidades, Luiza pensou que as fungdes deveriam ter o mesmo comportamento. E
interessante notar que nem mesmo o fato de termos dito que a fungdo de Drichlet era ndo
integravel, o que a surpreendeu muito, a impediu de langar mao da comparagao entre os
graficos. Ela simplesmente aceitou o que dissemos e afirmou que entdo a outra funcao
também nao era. E mais uma vez se surpreendeu quando revelamos que a fungdo na figura
C era integravel.

Como ela de fato ja havia demonstrado antes quando afirmou que a fung¢ao f{x) = x era
integravel porque ela sabia que os calculos levariam a um resultado final real, o nimero de
descontinuidades ndo faz parte de sua estratégia para saber se uma dada fungao ¢ integravel
ou ndo. O que figura ¢ a nocdo de 4rea. Descontinuidades causam desconforto quando se
trata de buscar uma regido para ter a area calculada. Luiza teve muita dificuldade para
reconhecer que, na fung¢do f(x) = 1, sex = I e f(x) = 0, se x # I no intervalo [/1,2], o ponto
x = I ndo influenciaria no resultado. E mesmo assim nao podemos dizer que ela o fez com
total segurancga e certeza.

Outro momento que mostra problemas na sua concepcdo em relacdio a
descontinuidades ocorre quando Luiza afirma que hé diferenga entre as figuras E e F e que
essas diferengas seriam os pontos x = / e x = 2, que estdo desconectados dos segmentos de
retas que fazem parte do gréfico da func¢do correspondente. Ela afirma “Nesses pontos tem
diferenga”, mas diz ndo saber responder o porqué. Esse comportamento ¢ caracteristico de
um aluno em conflito potencial, quando percebe que algo ndo vai bem, mas ¢ incapaz de
perceber o que ¢ exatamente (TALL & VINNER, 1981). Nesse caso o conflito cognitivo
ndo veio a tona e Luiza seguiu em sua sensacao de inquietude.

Nao ¢ possivel afirmar que os conceitos de integral e area tenham uma relagdo de
identidade na imagem de conceito de Luiza. Ela justificou corretamente as diferengas e
semelhangas entre os resultados das questdes 5(a) e 6(a), assim como das questdes 5(b) e
6(b) do questionario da etapa I. Mostrou que suas respostas corretas dadas no questionario
tinham fundamento. Luiza sabe o que fazer quando uma questdo pede para calcular a area e
quando outra pede para calcular a integral, pelo menos do ponto de vista pratico.

Porém, o que prevalece em sua imagem de conceito para a teoria de integral ¢ a idéia
de area. Ela chega a afirmar: “[...] a gente usa a integral para calcular as areas, né?”

(p.112). Quando perguntada se conhecia alguma outra aplicagdo ou interpretacdo para o
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conceito de integral, Luiza responde “somatério”, sem maiores explicacdes ou
detalhamentos. Mas, isso ndo se configura como atributo ativo na sua imagem de conceito.
Quando deu essa resposta durante a entrevista, Luiza pensou bastante antes de responder,
como se quisesse lembrar de algo, alguma coisa que tenha aprendido. Isso fica refor¢cado
pelo fato de ela ndo ter conseguido responder a questdo 1 do questionario, que fazia
referéncia a uma média continua, nem durante o questionario, nem durante a entrevista,
quando novamente lhe apresentamos a questdo, inclusive mostrando a resposta incorreta
que havia dado. Ela afirmou nao lembrar o que pensou quando respondeu o questionario,
mas no momento seguinte responde somatdrio como outra aplicacao de integral definida.
Essa outra interpretagdo para integral até existe na sua imagem de conceito, mas parece
desconectada do restante.

Luiza tem na idéia de area sob a curva toda a base para sua compreensao do conceito
de integral definida. Tanto ¢ assim, que curvas com poucos ou muitos pontos de
descontinuidades lhe causam desconforto e sdo suficientes para lhe colocar em situacdo de

séria davida e inseguranca.

6.2.4. Entrevista com Marcelo

Em relacdo a etapa 1, Marcelo foi o aluno 29 respondeu apenas as questoes 4(a), 5, 6 e

Marcelo afirma que ndo possui nenhuma dificuldade com fun¢des de um modo geral,
bem como com analise e interpretacao de graficos. De fato, todos os graficos que poderiam
ser necessarios para responder as questoes foram feitos pelo aluno de forma correta.

Ao ser levado a dizer com suas proprias palavras o que ¢ integral definida, Marcelo foi
bastante rapido e econdmico: “Bom, calcular a area entre aquela curva e o eixo x naquele
intervalo”. E ndo teceu nenhum outro comentario. J& com relagdo ao critério usado para

decidir se uma fungao ¢ integravel ou nao, Marcelo explicou:

Tentando integrar, se ndo conseguir [...] Tentando, dando uma olhada,
vendo, serd que eu consigo integrar por substituigdo, por partes, por
fragdes parciais? Ai, vou olhando, se eu ndo conseguir [...] ndo tentando
até o final. Chegar e olhar [...] igual quando vocé bate o olho em uma
questdo e diz “ah, isso aqui da pra resolver por substituicdo simples, esse

aqui resolve por partes, esse aqui ndo da, ndo da para integrar”.
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Perguntamos se Marcelo em geral associa o fato de existir a integral de uma
determinada fungao, isto €, de ser integravel, com o fato de existir alguma regido a ter sua

area calculada, e ele responde:

Associo, associo. Quando eu fiz calculo eu sempre procurava desenhar a

funcao e o intervalo, ai hachurava area que tava sendo calculada...

Marcelo também afirma que no caso de a funcdo ndo ser integravel, ele nao faz
nenhum tipo de associagdo com area.

Mostramos, a fun¢do f(x) = 1, sex = 1 e f(x) = 0, sex# I, x € [1,2], bem como seu
grafico (figura A) e perguntamos se a fung¢do em questdo € integravel, ao que Marcelo
responde afirmativamente. No entanto, quando perguntamos qual seria o resultado,
Marcelo responde como se tivesse nos explicando o procedimento para resolver a integral
da func¢do: “Seria x se x igual a 1 e seria uma constante k qualquer se x diferente de 1 [...]".
Perguntamos entdo se ele ndo sabia quando seria o valor final e ele reponde negativamente

e afirma que teria que calcular embora nao soubesse muito bem como fazer:

E, nem sei como se calcula essa constante. Eu acho que ndo tem nenhum
jeito de calcular o zero. Acho que nao tem como calcular. O 1 tem como

integrar, agora o zero [...] ndo sei nem qual € a constante.

Com relagdo a uma possivel associagdo com area, Marcelo diz: “Nao consigo fazer
nao. Porque aqui ¢ s6 um ponto [...]” e volta afirmar que ndo sabe o valor da integral.

Em seguida, mostramos a funcdo de Drichlet com seu respectivo grafico (figura B) e
perguntamos se ele tem alguma coisa a afirmar sobre a existéncia ou nao da integral e

Marcelo responde:

Nao. (olha fixamente para a fun¢do) Eu faria da mesma forma. Eu faria x
se X pertence aos racionais e k se ndo pertence aos racionais. Agora

relacionar com area eu ndo conseguiria nao.
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1
Mostramos o grafico da funcao f(x) = 0, se x é irracional e f(x) = —, se x = £, onde
q q
p € ¢ sdo primos entre si, x € [0,1/, acompanhada de seu grafico (figura C) e Marcelo
pensa por um longo tempo e depois conclui: “Nao sei, acho que ela nao ¢ integravel”. Ao

ser levado a explicar os motivos de sua conclusao, ele diz:

Porque ela ndo segue uma ordem (aponta para os pontos), ndo segue uma
coisa continua, eu acho que ¢ isso. Porque quando vocé tem f(x) igual a
x?, al vocé tem aquilo tudo direitinho (faz no ar com as maos uma

parabola) e esse aqui ndo segue.

Pedimos que calculasse a area da regido hachurada na figura D (fungdo cosseno, entre

0 e 2m). Marcelo leva alguns minutos para resolver e mostra trés tentativas feitas no papel.

Sdo elas:

2z
2 . . .
j CoS X = senx| 0” = sen (Zx) —sen (0) (primeira tentativa)
0
2 Vg 2z
V4 2z .
j cosx = .[ cosx+ j COS X = sen x| , Tsen x|” (segunda tentativa)
0

0 V3

2r %
jcosxdx:4-.[cosxdx=4-sen x|70[/2 =4-(1-0)
0

0

4 (terceira

tentativa)

Em seguida, explica:

Eu tentei fazer assim (mostra sua primeira tentativa), mas eu vi que dava
zero. Aqui daria zero (mostra sua segunda tentativa). Ai eu vi que essa
area aqui ¢ igual a essa aqui, que ¢ igual a essa aqui, que ¢ igual a essa
aqui (indica no grafico uma parti¢do da regido hachurada em 4 regides
iguais, de 0 a /2, de n/2 a w, de mw a 3nw/2 e de 3n/2 a 2x). Entdo pode ser
4 vezes a integral de cos(x), de 0 a n/2. [...] Eu fui vendo como resolver.
Porque eu sei que tem algumas integrais que vocé tem que dividir, as

vezes, o intervalo. Tem que ver se acontece de a area poder ser dividida
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em partes. Al eu fiz dessa forma aqui (indica sua resolugdo correta, sua

terceira tentativa).
Perguntamos porque ele procurou uma solucdo que ndo desse zero como resultado e
Marcelo responde: “Porque eu sei que a area nao pode ser zero ai”.
Em seguida, lhe mostramos a figura E e pedimos para que ele determinasse a area da
regido, ao que ele imediatamente interfere: “P6, mas [...] o desenho ta falhado?” Ao
receber nossa negativa e a confirmacdo de que se trata exatamente da regido que ele esta

vendo, ele afirma que ndo € possivel calcular area nenhuma e explica:

Pra mim, ndo da. (pensa) Porque vai calcular a area de qué? Eu acho
que ndo da, porque tem uns espagos abertos. Nao da pra saber qual ¢ a
regido que vai ser calculada a area. (pensa) Eu acho que ¢ essa aqui
(traca segmentos verticais, completando retangulos, de forma a tornar

fechada a regido).

Perguntamos como ele poderia ter certeza de que a regido deveria ser completada com
segmentos de reta e ndo de outra forma e ele responde, depois de pensar por alguns
instantes: “Bom, porque eu acho que t4 faltando pedagos aqui, né. E um chute. A principio
ndo da”. Nesse ponto da entrevista, Marcelo demonstra estar bastante confuso e da sinais
de que realmente ndo tem certeza do que havia respondido.

Esse estado de confusdo permanece para a pergunta seguinte. Mostramos a funcao
gx)=2,5e0 <x<1;g(x)=3sel <x<2;,gx)=2se2<x<3;,gx)=1se3<x<
4, g(x) = 0, se x = 1 e x = 2, acompanhada de seu grafico (figura F) e pedimos que
calculasse a area da regido limitada pelo grafico da fungdo e o eixo x , entrex = 0 e x = 4.
Marcelo pensa por alguns instantes e afirma: “Acho que nao tem como calcular a area”.
Mas, ndo consegue, em um primeiro momento, explicar por qué. Nos perguntamos entao o
que o perturbava em relacdo a esse pergunta, e ele responde: “os espagos abertos” e
confirma que essa perturbacdo ¢ a mesma que lhe causou a figura E, da regido mostrada

anteriormente. Depois de pensar e analisar a fungdo por alguns instantes, ele diz:

A integral vai dar a area abaixo [...] ter, tem [...] fazendo [...], mas eu
acho que ndo tem uma area abaixo. Eu acho que se eu tentar calcular vai
dar alguma coisa errada. (muita incerteza). Deixa eu tentar. (comega a

resolver).
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A resolugdo, correta, de Marcelo € a seguinte:

jZ dx+j3 dx+j2 dx—i—jdx

0 1 2 3

2}dx+3jdx+2jdx+jdx
0 1 2 3

2-x|;+3-x|12+2-)c|i+x|;1
2-(1—0)+3-(2—1)+2-(3—2)+(4—3)
2+3+2+1=8ua

Entdo perguntamos se o resultado que acabara de encontrar o deixava mais confuso,

uma vez que ele havia pensado ndo poder calcular a area pedida. E explica seu raciocinio:

Bom, eu acho que, como integral se relaciona a area, eu, olhando isso
aqui, eu acharia que isso ndo teria integral. Eu olhando o grafico. Mas,
olhando a fungdo, eu vejo que tem como calcular. Eu olhei o grafico e
achei “poxa, isso ndo tem como calcular”. Mas, ai eu olhei para as
fungdes eu achei “pela funcao, tem como calcular. E até vi que esse aqui
(indica a figura F) ¢ igual a esse aqui (indica a figura E). Igual ao

anterior.

Pedimos que ele comente o final de sua explicagdo, no qual ele diz que as figuras E e

F sdo iguais:

Bom, inicialmente eu acho que esse aqui (indica a figura E) ndo tem
como porque aqui ndo tem nem as fungdes. E, ndo se sabe qual é a
regido. Aqui agente ndo sabe se vai ser uma curva, se vai ser uma linha

reta ligando aqui (indica as aberturas na regido da figura E).

No momento seguinte, perguntamos se ele seria capaz de fornecer uma defini¢ao
formal para o conceito de integral definida e ele responde imediatamente: “Calcular area”.
Reiteramos que pedimos uma defini¢do formal e ele afirma: “Isso, formalmente, ndo?”.

Comecamos, entdo, a perguntar-lhe sobre suas respostas para o questionario da etapa
I, inclusive mostrando suas solu¢des. Primeiramente perguntamos porque desenhou todos

os graficos da questdo 5, e ele responde ja explicando sua solucdo para o item (a):
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Para poder ajudar a visualizar. Nessa aqui (indica o item (a)), se eu
fizesse a integral direta, de 0 a 2w, como uma parte estd acima e a outra
parte esta abaixo, ia zerar, né. Ai eu vi, essa regido aqui (de 0 a ) ¢
simétrica a essa (de 0 a 2m). Entdo a soma das duas vai ser igual a duas

vezes essa (de 0 a 7).

Pedimos que Marcelo explicasse sua resolugdo para o item (c) da questdo 5, na qual
havia um erro. Ele somou a integral no intervalo de -1 a 2 com a integral no intervalo de 2

a 3, apesar de, nesse ultimo intervalo, a fun¢do estar abaixo do eixo x.

Eu vi que teria que calcular a area dessa regido aqui (indica corretamente
a area que devia ser calculada no seu préprio desenho). Aqui seria
abaixo (entre x = 2 e x = 3), depois subiria. Calcularia a integral dessa
funcdo aqui nesse intervalo de -1 até 2 e depois de 2 até 3. Entdo tem que
calcular até o ponto 2 e depois do ponto 2 até o ponto 3. Eu achei que

fosse dar algum problema igual aqui (indica o item (a)).

Perguntamos sobre os itens (a) e (b) das questdes 5 e 6 que tratavam da mesma fungao
no mesmo intervalo, com a questdo 5 pedindo a area e a questdo 6, a integral.
Reproduzimos o trecho da entrevista para que ndo se percam os detalhes das perguntas e

respostas.

Pesquisador (P): Leia o enunciado da questdo 6. Agora olhe o item (a),
que ¢ o mesmo da questdo 5(a) (mostramos sua resolucdo para a questdo
6(a), que foi exatamente a mesma dada para a questdo 5(a)).

Marcelo (M): Entdo, eu acho que ¢ a mesma resposta da outra (indica
sua resposta para a questdo 5(a)).

P: E a mesma coisa mesmo?

M: (imediatamente) Seria a mesma coisa.

P: A questdo 5 ¢ uma questdo e a questdo 6 ¢ outra...

M: (interrompe) Eu até vi isso, mas ai eu pensei, sera que eu colocando
“¢ a mesma resposta da anterior”, ndo sei se teria algum problema fazer
isso. Mas, eu vi que era a mesma coisa.

P: No item (b) das questdes 5 e 6, também ¢ a mesma fun¢ao no mesmo

intervalo, concorda? (mostramos os itens)
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M: E a mesma coisa, mesmo intervalo.

P: Porque a questdo 5 pedia a area e a questdo 6 pedia a integral.
Resolve-se da mesma forma? (mostramos as suas resolugdes idénticas
para os itens (a) e (b) das questoes 5 ¢ 6)

M: E isso mesmo.

Abaixo, mostramos a resolucdo de Marcelo para a questdo 5(c), acompanhada do

grafico feito pelo aluno:

3 2 3
jx2—5x+6dx: J-x2 —5)c+6dx+'|-)c2 —S5x+6dx]...]
2

-1 -1

A seguir, perguntamos sobre sua resposta para o item (c) da questdo 6. No inicio da
entrevista, haviamos perguntado sobre essa funcdo e ele afirmara que ndo havia drea. No
questionario, porém ele deu zero como resposta para a integral da funcdo, mas sem
nenhuma justificativa. Perguntamos porque a reposta seria zero e ele explica
automaticamente: “Porque na minha opinido ndo existe area”.

Passamos, entdo, a questdo 7 do questionario, pedindo que ele nos explicasse como
resolveu o item (b). Marcelo havia dado uma resposta errada no questionario, sem
considerar a variacao de sinal da fun¢do no intervalo. E ele parece reconhecer o erro logo
que analisa a resposta dada por ele: “Essa aqui eu teria que dividir, desmembrar, de -1 até 0
e depois 0 até 4. E eu fiz direto”. No entanto, ao perguntarmos o que ele faria com os
resultados das integrais separadas, e ele responde: “Ai, somaria”.

Ao explicar sua resolugdo para o item (c), também errada, Marcelo também parece, a
principio, encontrar seu erro. Mas continua afirmando que deveria somar as integrais
provenientes da subdivisdo do intervalo, mesmo quando se trata de regides abaixo do eixo

das abscissas. Sua resolugdo para o item (c) foi a seguinte:

.l[x+1dx+.2[2 dx+i—2x+6dx+j2x—10dx[...]
1 2 4

0

Ele afirma:
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Sdo varias fungdes diferentes. Eu teria que colocar de 2 até 3, ai depois,
mais, essa outra parte aqui (indica o trecho do grafico entre x =3 e x =
4). Teria que desmembrar aqui (indica o trecho do grafico entre x =2 e x

=4) em dois. (grifo nosso)

Marcelo afirma, quando perguntado, que haveria outra maneira de resolver o mesmo

item (c) sem usar integrais:

Teria. Eu separaria. Aqui ¢ a area de um trapézio (indica o trecho do
grafico de x =0 a x = 1), aqui ¢ a area de um retangulo (indica o trecho
do grafico de x = 1 a x = 2), aqui um tridngulo (indica o trecho do
grafico de x = 2 a x = 3), aqui mais um tridngulo (indica o trecho do

grafico de x =3 ax =5). Ai, soma.

Neste momento, mostramos mais uma vez, o grafico da funcao referente a figura F, e

Marcelo afirma que também seria possivel encontrar a drea solicitada sem usar integrais:

Dessa aqui teria (indica o grafico da figura F), seriam varios
retangulos, para bater com o resultado. Mas, como esta aberto, fica

mais dificil de visualizar.

Marcelo, com ja foi dito, respondeu apenas as questdes 4(a), 5, 6 e 7 do questiondrio,
ou seja, as de carater pratico. Perguntamos, entdo, porque, ele ndo respondeu as demais

questdes. Marcelo explica que teve problemas para escrever seu raciocinio:

Nao sei. (pensa) Bom, porque na hora para escrever o que eu
penso, fica mais complicado. Igual aqui (indica a questdo 2 do
questionario), a integral definida seria a area dela entre a curva e o

eixo x. Acho que senti um pouco de dificuldade de escrever isso.

Finalmente, perguntamos se, na sua concepg¢do, haveria uma outra interpretacao ou
aplicacdo para o conceito de integral definida que ndo fosse area e Marcelo responde de

forma imediata: “N3do. Pra mim ¢ area”.



126

Consideracoes

Com base nas respostas de Marcelo na entrevista € possivel afirmarmos que a sua
imagem de conceito para integral definida se resume a idéia de area e ao algoritmo para
calcular a integral de uma fun¢do em um dado intervalo.

Em vérios momentos da entrevista, Marcelo deixou claro que a idéia de area esta
sempre associada ao conceito de integral. Fez isso de forma explicita, quando, por
exemplo, afirmou que a integral definida ¢ calcular a area (p.118) ou quando afirmou que
ndo havia nenhuma outra interpretacdo ou aplicacdo do conceito de integral definida que
ndo fosse area (p.125).

Outras passagens da entrevista também mostram essa associagdo entre integral e area
em niveis elevados. Nao ¢ absurdo afirmarmos que, em sua forma de pensar, a existéncia
da integral depende de haver area. Fica demonstrado isso quando se refere a funcdo cujo
grafico ¢ a figura F, “[...] olhando o grafico, eu achava que ndo tinha integral. Mas,
olhando a fun¢do eu vi que dava para calcular” (p. 122). Ou seja, se fosse dado a ele s6 a
lei de formacdao da funcdo, ele ndo teria pensado se existiria ou nao a integral. Ele
simplesmente resolveria, como fez. Nao haveria grafico para que ele ficasse em duvida.

Essa relacdo indiscriminada entre area e integral faz com que Marcelo se confunda e
entre em contradi¢io. E possivel perceber isso quando ele analisa sua propria resposta para
a questao 6(c) do questionario, “coloquei zero porque nao tinha area” (p.124). Nesse ponto,
procuramos forgar o aparecimento de algum fator de conflito a0 mostrarmos sua resposta
para a questdo 6(c), tendo em vista o que ele havia respondido anteriormente na entrevista
para a mesma fungdo, que nao conseguiria fazer nenhuma associacdo com area (p.119).
Mas o conflito ndo se deu, porque, nesse caso, para Marcelo, nao haver area e a integral ser
igual a zero significam a mesma coisa. Isso vai de encontro ao que havia afirmado
anteriormente. Se a existéncia da integral depende de haver alguma area a ser calculada,
entdo quando essa area ndo existe, ndo deveria haver a integral. Isto &, ele deveria afirmar
que a fun¢do nao ¢ integravel, e ndo que a integral ¢ igual ¢ zero.

Essa discussdo nos leva a um outro ponto da entrevista com Marcelo. Quando levado
a explicar sobre seus critérios para decidir se uma determinada funcdo ¢ integravel ou nao,
Marcelo nos permite enxergar o quanto ¢ limitada sua compreensdo sobre o conceito de
integral definida. Marcelo nos revela que, para descobrir se uma fungdo ¢ integravel ou
ndo, ele simplesmente tenta integra-la (p.118). Ele tenta perceber, olhando a lei de

formagao da fungdo, se € possivel, por algum método de integragdo conhecido, chegar a
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um resultado. E como se ele deixasse transparecer que sua imagem de conceito em relagéo
a integral ¢ formada por um mecanismo para encontrar area. Além de que, mais uma vez
de forma contraditéria, Marcelo ndo menciona area quando fala de fun¢des nao integraveis.

Como fizemos com os demais alunos que foram entrevistados, procuramos esclarecer
alguns pontos obscuros em relagcdo as suas respostas para as questdes do questionario da
etapa 1. No caso de Marcelo, nosso objetivo era confirmar algumas suspeitas que surgiram
em relagdo a forma de pensar do aluno, quando da resolucao do tal questionario. E nossas
suspeitas se confirmaram. De fato, os itens (a) das questdes 5 e 6, ambos referentes a
funcdo seno no intervalo [0,2x], foram respondidos por Marcelo exatamente da mesma
forma porque ele realmente acredita se tratar de questdes idénticas (p.123/124). Convém
ratificar que os enunciados das questdes 5 e 6 sdo diferentes, com a primeira solicitando a
area e a segunda, a integral. Isso evidencia que ndo ha diferenca entre integral e area na
imagem de conceito de Marcelo. Em nenhum momento, qualquer fator de conflito se
manifestou quando mostramos suas resolucdes para os referidos itens, lado a lado, e
chamamos atencao para a diferenga dos enunciados. Ao contrario, Marcelo revela ter
achado estranho o fato de haver duas questdes repetidas no questiondrio e afirma,
inclusive, que esteve inclinado a escrever que a questdo 6(a) era resolvida da mesma forma
que a questdo 5(a), invés de resolver novamente, como fez.

E interessante ressaltar a explicacdo dada por Marcelo sobre sua resolugdo da questio
5(a). Ele deixa claro que sua primeira idéia era integrar de 0 a 2m diretamente, mas
percebendo que o resultado seria zero, passou a outra alternativa. Marcelo justifica
corretamente, inclusive, que o resultado seria zero porque “[...] uma parte estd acima e a
outra parte esta abaixo [...]” (p.123). Ele usa mais uma vez esse raciocinio quando
pedimos, durante a entrevista, que calculasse a drea hachurada na figura D (p.120), em que
faz duas tentativas que resultam em resposta igual a zero, que ele mesmo despreza, antes
de resolver de forma correta. No entanto, ainda no questiondrio da etapa I, para as questoes
5(c), 7(b) e 7(c), Marcelo ndo usa esse raciocinio. Ele ndo considera a variagao do sinal da
fun¢do no intervalo em questdo, apesar de ter feito isso anteriormente, no questionario. Se
ele afirma, para a questdao 5(a), que o resultado seria igual a zero, se integrada diretamente,
porque as regides estdo uma acima e outra abaixo do eixo X, ¢ porque ele sabe, mesmo que
ndo perceba, que as integrais provenientes das regides acima e abaixo do eixo x tém sinais
opostos, o que leva a anulagdo do resultado final, se forem somadas, ja que tais regides sao
iguais. Mas, ignora esse fato em outras questdoes. Na questao 5(c), por exemplo, Marcelo

subdivide o intervalo de integracdo, reconhecendo que a fungdo muda de sinal, mas soma
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as duas integrais, sem considerar que a segunda integral, proveniente da regido abaixo do
eixo das abscissas, possui sinal negativo.

Isso refor¢a o que ja dissemos, que a teoria de integral definida ndo esta bem
compreendida para Marcelo, além de que, para ele, a relacao entre integral e area se da em

um nivel de quase identidade.

6.2.5. Entrevista com Pedro

Pedro respondeu todas as questdes do questiondrio referente a etapa 1.
Com relagdo a teoria de fungdes, Pedro garante que ndo possui nenhum tipo de
dificuldade, seja na construcao de graficos ou na interpretagao destes.
Sobre o que entende por integral definida, em uma explicagdao nao formal, Pedro diz:
Eu entendo a integral como sendo mesmo a area entre o grafico e o eixo,
limitado por essas retas, que seria o limite da integral. E isso que vem a

cabeca.

Ao ser levado a explicar como costuma decidir se uma determinada funcdo ¢

integravel ou nao, Pedro afirma:

A primeira coisa que eu vejo ¢ se a funcdo ¢ continua. Se a fungdo ¢
continua ela ¢ integravel em qualquer ponto. Outra coisa que eu vejo sao

as assintotas verticais, que sdo os pontos de descontinuidade do grafico.

Quando perguntado se relaciona a existéncia da integral de uma funcao a existéncia de

alguma regido a ter sua area calculada, Pedro responde:

Depois que eu fiz equagdes diferenciais, ndo. Se vocé fizesse essa
pergunta quando eu estava no segundo periodo, ou até no terceiro, eu
responderia facilmente que sim. Mas, depois que eu vi equagdes
diferenciais, que a integral ndo ¢ basicamente isso, ¢ tipo uma
ferramenta, entdo eu enxergo de forma diferente. [...] A forma de
utilizar, como se fosse realmente uma operagdo. Derivada e integral
mudou um pouco o sentido, como se fosse uma operagdo e nio a reta
tangente ou a area. Eu entendo também como isso, porque eu ndo

consigo ver integral de outra forma. Mas eu consigo ver também como
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uma ferramenta. Eu ainda ndo consigo achar o que seria a outra coisa a

ndo ser area, mas eu consigo ver como uma ferramenta.

Quando mostramos a fung¢do referente a figura A, f(x) = 1, sex =1 ef(x) = 0, sex # I,
x € [1,2], bem como seu grafico, Pedro responde rapidamente o que pensa sobre tal
funcdo em relagdo a integral. Mas, ao final, fica confuso e acaba ndo conseguindo encerrar

a questao:

Eu diria que ndo existe uma area. O problema ¢ s6 esse ponto 1, mas eu
acho que ndo interferiria tanto assim. Por ser um ponto solto. Porque o
limite existe. Ela s6 ndo ¢ continua nesse ponto. Pensando na integral,
calculando a integral, eu conseguiria ver que a integral d4 uma constante.
Mas, seria meio estranho porque ndo tem uma area, mas o resultado ¢

uma constante... (observa avidamente o grafico da fungao)

Pedro ndo demonstrou nenhuma dificuldade com a fungao referente a figura B, f(x) =
1, se x é racional e f(x) = 0, se x é irracional, x € [0,1]. Imediatamente, respondeu que a

fun¢do nao ¢ integravel porque ¢ descontinua em todos os pontos. Ele afirmou em seguida

. 1
que conhecia a fun¢do. J4 com a fung¢ado da figura C, f(x) = 0, se x é irracional e f(x) = —,
q

,, onde p e g sao primos entre si, x € [0,1/, Pedro disse que também ja a

sex =L
q

conhecia, mas nunca havia feito nenhuma anélise sobre a integrabilidade da funcao. Ele
afirma, ao olhar o grafico da fungdo fornecido por nos, que a fungdo nao ¢ integravel, sem

pensar muito. E explica:

Eu imagino que ela ndo seja integravel. Por ela ser descontinua mesmo,
porque como a derivada ¢ a operagdo inversa da integral e se uma fungao
¢ descontinua ela ndo ¢ derivavel, imagino que ela ndo seja integravel

também.

E demonstra muita surpresa, quando revelamos que a fun¢do em questdo ¢ integravel.
Depois de pensar por alguns instantes, diz que ndo consegue pensar em um valor para a

integral a funcao.
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Ao solicitarmos que calculasse a area hachurada na figura D (funcdo cosseno, no

intervalo de 0 a 2m), Pedro resolve da seguinte forma, sem levar nem 1 minuto.

/2
A= I cosxabc:senx|g/2 =4.1=4
0

Ele explica que sabia que poderia dividir a regido em quatro partes iguais e que, por
isso, calculou a area de uma delas, no intervalo de 0 a w/2, e multiplicou o resultado por 4.

Em seguida, pedimos que calculasse a area da regido mostrada na figura E. Pedro, ao
olhar a figura, imediatamente comeca a tracar segmentos retos verticais onde se encontram
as aberturas da regido. Apos pensar um pouco, responde que a area ¢ 8. Pedimos que ele
confirmasse qual foi seu primeiro passo na resolucdo e ele prontamente afirma: “Foi
pontilhar a parte que nao tem linha”. Ratificamos que a regido dada ndo pertence a nenhum
eixo de coordenadas, o que ele confirmou, e entdo pedimos que explicasse porque tragou
os segmentos retos. Ele responde: “Para formar varios retdngulos”. Ao ser perguntado
como sabia que as aberturas deviam ser completadas com segmentos de reta, ele responde:
“E verdade. Foi mais pela figura, ela me induziu a fazer isso. Mas poderia ndo ser. Eu
poderia fechar como eu quiser”. Nesse momento, voltamos a perguntar se ele queria mudar
a resposta dada anteriormente e ele responde que nao, afirmando que o resultado ¢ mesmo
8, e que o fato de a regido estar aberta ndo impede nada do que ele havia feito.

Mostramos a func¢do referente a figura F (g(x) = 2, se 0 < x < I, g(x) = 3, se ] <x <
2;g(x)=2,se2<x<3gx)=15se3<x<4 g(x)=0 sex=1ex=2),assim como
seu grafico, e pedimos que calculasse a area da regido limitada pelo grafico da fungdo e o
eixo X, entre os limites de integracdo. Pedro afirma prontamente que se trata da mesma
regido da figura E: “E a mesma figura, né. S6 que vocé colocou um eixo e uma fungo.
Imagino que seja a mesma coisa, seria 8 também”.

Procuramos, assim como foi feito com os outros entrevistados, esclarecer sobre
respostas dadas para algumas questdes do questionario da etapa 1, com o objetivo de
compreender a maneira de pensar do aluno ao responder. Comegamos pelas questdes 5(a) e
6(a). Ao mostrarmos o enunciado da questao 5, que pedia a area, e sua resposta para o item

(a), Pedro interrompe e logo comeca a explicar:

O problema ¢ que eu fiz aqui o que eu ndo fiz na questdo que vocé me

mostrou (questdo referente a figura D, feita alguns minutos antes). Que,
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na verdade, a fun¢do seno, quando vocé calcula a integral, eu ndo sei
também por que, a parte de cima com a parte de baixo, uma area vai ser
negativa, a outra vai ser positiva e elas vao se anular. E, na verdade, a
integral é zero. E se vocé fosse calcular a integral, vocé ndo faria isso,
né. Naquela que vocé me mostrou (questdo referente a figura D), como
eu sabia que as partes eram iguais, eu peguei uma pedago, calculei de 0 a

n/2 e multipliquei por 4.

Nesse momento, aproveitando a espontanea justificativa dada por Pedro, mostramos-
lhe sua resposta para o item (a) da questdo 6, que pedia a integral. Esse item fazia
referéncia a fungdo seno, no intervalo de 0 a 2w, assim como a questdo 5(a). No

questionario, Pedro deu a seguinte resposta, sem célculo algum:
2z
.[ sen (x) dx=0
0

Pedro, entdo, confirmou que deu resposta igual a zero diretamente, sem fazer nenhum
calculo, porque se baseou na resposta da questdo 5(a). Apenas repetiu a resposta. E fez o
mesmo em relagdo a questdes 5(b) e 6(b), que também se referiam a mesma fungdo no
mesmo intervalo. Repetiu na questdo 6(b) a resposta obtida na questdo 5(b), respondida
antes.

Uma vez que Pedro ndo desenhou nenhum grafico para resolver as questdes 5 e 6 do
questionario, perguntamos se o grafico era pouco relevante para que ele chegasse as
respostas das questodes e ele respondeu que, para tais fungdes, sim, por serem fungdes mais
familiares. Entretanto, quando logo em seguida perguntamos sobre sua resolucdo errada
para o item (c) da questdo 5, no qual a fun¢do quadratica varia de sinal, ele responde

mencionando a dependéncia do grafico para a resolugao:

Da pra ver que as raizes dessa fung@o sdo 2 e 3. O 2 esta aqui (indica o
intervalo /-1,3]) [...] E ail para fazer essa analise de como a funcdo
poderia mudar, a questdo de positivo e negativo, eu teria que dar uma
olhada no grafico mesmo. No item (c), as duas raizes estdo dentro do
intervalo que esta pedindo. [...] Aqui (indica a propria resolucdo da
questdo 5(c)) eu tinha que repartir os intervalos, a parte entre as raizes eu

tinha que colocar negativa [...]. (grifo nosso)
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Quando comecamos a analisar as respostas para a questdo 7 do questionario, Pedro,

mais uma vez, interrompe:

Aqui (indica o item (b) da questdo 7) eu ndo cometi aquele erro. Aqui
inclusive eu troquei (o sinal) encontrei -7/3. E depois eu troquei o sinal.
Exatamente o que eu deveria ter feito no outro. Talvez porque o grafico

estava na minha frente e eu vi a necessidade.

Pedro confirma que resolveu o item (c) da questdo 7, sem utilizar a teoria de integral,
assim como ja havia feito em uma das questdes na entrevista. Ele utilizou apenas area de
trapézio e area de tridngulo.

Perguntamos se ele seria capaz de fornecer uma defini¢ao formal de integral definida,

e Pedro responde:

Nao formal mesmo. Eu ndo me lembro bem, tem uma defini¢do que eu
vi em calculo I, que vocé pegava a integral definida, quebrava ela em
varios pedacos de n tamanhos, ai fazia o limite de n tendendo a zero, ai
esses retangulos, na verdade vocé calculava a area de cada retangulo, e

vocé estimava a area por aproximag@o. Mas nao lembro.

Finalmente, perguntamos se conhecia alguma outra interpretacdo ou aplicagdo para
integral que nao fosse area. Pedro responde que sim, e mais uma vez afirma sua
compreensdo de integral também como uma ferramenta para resolver problemas.
Mostramos, entdo, sua resolugdo correta para a questdo 1 do questiondrio, que tratava de
uma “média continua” da temperatura em um arame. Apds analisar atentamente sua

propria solucao, Pedro revela:

Isso tem muita cara de problema de Equagoes Diferenciais. [...] Eu usei a
idéia do contrario da derivada. E ndo tem nada a ver com area. Imagino
que seja isso mesmo. Quando eu respondi essa questdo, eu lembro que
eu olhei essa questdo e achei extremamente estranho. Ai eu pensei, SO
pode ser isso. Faz mais sentido agora, depois de algumas coisas que eu

aprendi em Equagdes Diferenciais.
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Consideracoes

Baseado na entrevista € possivel afirmar que Pedro possui em sua imagem de conceito
uma ligagdo entre integral ¢ area, que foi abrandada por suas experiéncias cursando outra
disciplina que também utilizava o conceito de integral. E o fato de esta utilizagdo ndo ser
imediatamente relacionada com a idéia de area permitiu a Pedro conhecer outras facetas
para integral.

Parece que o fato de cursado Equagdes Diferenciais fez com que sua mente se abrisse
para outras utilizacdes para integral diferentes do calculo de areas. No entanto, quanto a
interpretagdo do conceito, ele ainda se encontra preso a nocao de area. Isso fica explicito,
quando ele afirma “eu ainda nao consigo achar o que seria a outra coisa a nao ser area, mas
eu consigo ver como uma ferramenta” (p.128/129). Nesse ponto fica claro que Pedro
possui duas formas de compreender integral. Uma delas ¢ a integral quanto sua aplicacao,
utilizagdo. Nessa, Pedro diz que ja ndo pode afirmar que integral s6 € utilizada quando se
deseja calcular alguma area. Ele explica que integral pode ser utilizada como uma
ferramenta para resolver certos problemas que ele teve contato em seu curso de Equagdes
Diferenciais, no qual, de fato, integral aparece como uma parte do procedimento para
resolver equacdes.

A outra forma de compreender integral ¢ quanto sua interpretacdo. Com sua frase “eu
ainda nao consigo achar o que seria a outra coisa a ndo ser area, mas eu consigo ver como
uma ferramenta”, Pedro mostra que, em sua concep¢ao, uma coisa € usar a integral e outra
¢ interpretar a integral como conceito. E essa sua interpretacdo do conceito de integral ¢
baseada na nogdo de area sob a curva, segundo ele mesmo afirma na resposta para a
segunda pergunta da entrevista, quando foi levado a dizer, informalmente, o que entendia
por integral definida (p.128).

Apesar de haver um certo desprendimento de Pedro em relagdo a area, os conflitos
surgem quando ele € posto em situagcdo que os propiciem. Isso € notado no momento que
Pedro se depara com a fungao f(x) = 1, sex =1 e f(x) =0, sex# I, x € [1,2] e seu grafico
(figura A), pois, pelo que havia respondido antes, continuidade ¢ seu primeiro critério para
decidir se uma fun¢do ¢ integravel ou ndo, e a funcdo em questdo possui uma
descontinuidade no ponto x = /. Pedro, ao examinar o grafico, fica confuso com o fato de
nao ser capaz de identificar uma regido para determinar a area, apesar de estar certo de que
a integral existe. “Mas seria meio estranho porque ndo tem uma area, mas o resultado ¢

uma constante”. Ele ndo foi capaz de finalizar seu raciocinio.
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Em relagdo ao questionario da etapa 1, na entrevista Pedro confirma que respondeu os
itens (a) e (b) da questdo 6 baseado diretamente na resposta encontrada para os itens (a) e
(b) do questdao 5, que ele havia respondido antes, apesar dos enunciados de ambas as
questdes serem claramente diferentes, um pedindo a area e outro, a integral. Simplesmente
repetindo a resposta encontrada. Isso mostra que Pedro faz uma associa¢do de identidade
entre integral e drea, em alguns momentos. Nesses casos, Pedro percebe os erros e os
corrige oralmente, explicando o que deveria ter feito, dizendo ainda ser necessario o
grafico em um dos itens, apesar de ndo ter feito nenhum quando respondeu o questionario
(p.130 e 131). Isso vem ao encontro do que ja foi dito. Para esses itens, Pedro usou a
integral definida para calcular areas, indiscriminadamente.

A defini¢dao de conceito de Pedro para integral se identifica com a resposta dada por
ele quando lhe foi pedido para explicar o que compreendia por integral definida, com suas
palavras (p.128). E possivel afirmar isso, ja4 que ele ndo foi capaz de fornecer uma
definicdo formal para o conceito de integral definida, quando lhe pedimos na entrevista.
Porém, ele nao utiliza essa definicdo de conceito em todos os momentos. Seu critério para
decidir se a integral de uma fungdo existe leva em conta a continuidade ou ndo da funcao
em questdo. Estd presente, mais uma vez, a confusdo que muitos alunos demonstraram
fazer em suas respostas no questionario da etapa 1, de considerar continuidade como
condi¢do necessaria para que uma funcao seja integravel, e ndo suficiente.

E interessante mencionar que Pedro respondeu corretamente a primeira questio do
questionario da etapa 1, que pedia a temperatura média de um arame de comprimento I,
quando ¢ conhecida a fungdo que fornece a temperatura em cada ponto do arame. Uma
questdo que nao faz referéncia a area. No entanto, Pedro revela que ficou bastante confuso
na hora de responder e que o fez sem certeza. Nao parece ter interpretado a integral
definida como uma soma, como seria natural.

Portanto, ndo podemos afirmar que Pedro ¢ totalmente dependente de uma relacdo
entre integral e area, que o leve a identificar uma com a outra sempre. Ele parece saber que
o célculo de area ndo ¢ a Unica aplicagdo para o conceito de integral. Todavia, ndo
podemos dizer também que Pedro tem uma compreensao perfeita do conceito de integral
definida e que essa compreensdo ndo passa pela no¢do de area, em certas ocasides. Ele
cometeu erros e esteve em situacdes de conflito justamente porque integral e drea ainda se

relacionam na sua imagem de conceito.
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Capitulo 7

Conclusoes

Este trabalho de pesquisa foi desenvolvido com o objetivo geral de analisar o ensino e
aprendizagem do conceito de integral definida, este presente em todos os cursos iniciais de
calculo, que por sua vez, esta incluido no curriculo de grande parte dos cursos superiores
na area tecnologica.

A preocupacao em estabelecer um estudo sobre integral reside no fato de haver muitas
pesquisas em varias partes do mundo sobre o ensino e aprendizagem de fungdes, limite,
derivada e outros conceitos relacionados ao célculo infinitesimal (e.g. VINNER, 1983;
TALL, 1989; WINIKI-LANDMAN & LEIKIN, 2000; GIRALDO, 2004; BIZA et al,
2006), mas ndo existir um nimero semelhante de pesquisas sobre integral.

E importante chamar atengdo para as limitagdes desta pesquisa. Os participantes sdo
todos alunos de graduacao que fazem parte de uma mesma universidade. O nimero de
participantes, principalmente das entrevistas, foi reduzido. O carater qualitativo
estabelecido para a pesquisa demanda um numero restrito de alunos, de forma a garantir
que a analise possa ser feita com maior cuidado e que os resultados obtidos tenham maior
grau de profundidade. Portanto, os resultados encontrados neste trabalho nao devem ser
generalizados. No entanto, mesmo com as limitagdes referidas, acreditamos que o trabalho
pode contribuir para uma reflexdo sobre o ensino e aprendizagem de integral nos cursos
iniciais de calculo.

A partir de agora, faremos consideragdes em cardter de conclusdo baseadas nas
analises dos resultados de todas as etapas de pesquisa, detalhados nos capitulos anteriores.
Nossos comentarios foram feitos a luz das teorias de imagem de conceito, definicdo de
conceito e raiz cognitiva, que serviram como referencial tedrico, ja exposto do capitulo 1

deste trabalho.
7.1. A imagem do conceito integral definida

Podemos fazer algumas consideracdes baseadas nas analises realizadas. O aspecto

conceitual de integral definida parece estar bastante obscuro para os alunos. E possivel
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perceber que nas suas imagens de conceito a idéia predominante ¢ a de integral relacionada
diretamente com area.

As entrevistas confirmaram o que ja havia sido sinalizado nos resultados referentes a
etapa 1 e também ao estudo exploratério. Todos os alunos entrevistados, quando levados a
explicar o que entendiam por integral definida, fizeram mencdo direta a 4rea nas suas
respostas. Isso também foi observado no questiondrio da etapa 1, quando 19 de 26 alunos
que responderam a questao 2, mencionaram area imediatamente.

Isso mostra que a definicdo de conceito preponderante € a idéia de integral como area.
Outras noc¢des mais formais ligadas ao conceito de integral, tais como particdes do
intervalo de integracdo e limites das somas superior e inferior, ou outras menos formais
como a idéia de somatorio, quando existem na imagem de conceito dos alunos, sdo
desconectadas da defini¢ao de conceito. O que leva os alunos a recorrerem a elas somente
quando precisam langar mao de uma expressdo com palavras sobre integral, como frisamos
nas discussdes sobre a entrevista com Marcos (p. 103).

A baixa quantidade de respostas corretas para a primeira questdo do questionario vem
reforgar o que foi dito acima. Apesar de ser uma questdo de resolucao simples, a teoria de
integral diretamente ligada a noc¢do de 4rea ndo se aplica a resolu¢do da questdo. Ou seja,
associar indiscriminadamente a idéia de area com integral definida ndo levaria os alunos a
responder a questdo. Parece ter sido isso o que ocorreu, principalmente se considerarmos
que durante as entrevistas, Ravena e Marcelo afirmaram que ndo conseguiam pensar em
outra interpretacdo para integral que ndo fosse area (p. 109 e 125, respectivamente).

Da mesma forma que em (GONZALES-MARTIN & CAMACHO, 2004), pode-se
entender que os alunos aprendem em algum momento que a integral é uma area. Ravena
deixou isso claro nos momentos finais de sua entrevista. Quando perguntamos se ela
saberia explicar por que, em sua forma de pensar, area e integral estdo tdo associados ela
responde dizendo “foi como entrou em mim, como internalizou em mim” (p. 109).

Essa concepgdo restrita de integral como darea provoca erros em situagdes
consideravelmente simples. Em questdes que pedem o calculo de areas, como a questao 5
do estudo exploratério e do questionario da etapa 1, freqliientemente os alunos nao
consideraram variagdes de sinal das fungdes, por efetuar o célculo da integral diretamente
de um limite a outro do intervalo fornecido. Como conseqiiéncia, surgem resultados
absurdos como valores negativos ou nulos para areas positivas. Em alguns casos, como
relatamos, nem mesmo o grafico esbocado e hachurado de forma correta faz com que o

aluno perceba o erro.
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Um dos objetivos das entrevistas foi ratificar uma suspeita nossa de que alguns alunos
identificaram as respostas para alguns itens das questdes 5 e 6 do questionario da etapa 1.
Isso aconteceu para as questdes 5(a) e 6(a) e também para as questoes 5(b) e 6(b). Esses
pares de itens tratavam da mesma fung¢dao no mesmo intervalo de integracao (f(x) = sen(x),
x € [02x] e f{x) = x? - 5x + 6, x € [0,2], respectivamente). Alguns alunos simplesmente
repetiam a resposta encontrada para os dois itens semelhantes. Isto ¢, calculavam para a
questdo 5(a) e repetiam a resposta obtida para o item 6(a).

Ravena fez isso no questionario e durante sua entrevista, tivemos a oportunidade de
esclarecer sua maneira de pensar. Durante o didlogo entre nos e a aluna que expusemos na
secdo 6.2.2 do capitulo anterior (p. 107/108), fica claro que Ravena possui em sua imagem
de conceito uma relagcdo de identificacdo entre os conceitos de integral e area. Apesar de
confirmarmos que a questdo 5(a) solicitava a area da regido e a questdo 6(a), a integral,
Ravena foi incapaz de perceber o erro. Afirmou mais de uma vez que se tratava da mesma
coisa e que, inclusive havia estranhado o fato de estar sendo pedido o0 mesmo em questdes
diferentes.

O mesmo ocorreu com Marcelo. Ele confirmou o que havia respondido no seu
questionario da etapa 1. Associou diretamente uma questdo a outra. Mesmo salientando
durante e entrevista que se tratavam de questdes diferentes e fazendo perguntas diretas ao
aluno (“resolve-se da mesma forma?”), Marcelo ndo percebeu o equivoco. Afirmou que
chegou a pensar em escrever “¢ a mesma resposta da anterior” e s6 nao o fez com medo de
que isso pudesse causar algum problema de validacdo (p.123/124).

Esses casos mostram as conseqiiéncias da associagdo indiscriminada de integral com
area. Os conflitos que procuramos proporcionar sequer surgiram porque, na imagem de
conceito desses alunos, integral e area sao a mesma coisa.

Essa ligacdo de integral a area influencia na decisao sobre a existéncia ou nao da
integral de uma funcgdo. A percepcdo de haver uma area depende da forma que a dada
regido tenha. Como conseqiiéncia, haver integral dependera também do formato da regido
determinada pelo grafico da funcao e o eixo X, entre os limites de integracao.

Podemos verificar essa situacdo nas entrevistas. Em relacdo a fungdo cujo grafico ¢
dado na figura F, Marcelo explica que s6 conseguiu um resultado para a area da regido
pedida porque olhou a lei de formagado da fungdo. Em um primeiro momento, olhando s6 o
grafico, chegou a afirmar que ndo seria possivel dar um resultado porque nao teria uma
area (“Eu olhei o grafico e achei ‘poxa, isso ndo tem como calcular’. Mas, ai eu olhei para

as funcdes eu achei ‘pela funcdo, tem como calcular”, p.122).
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Pedro se mostra bastante confuso no momento da entrevista em que ¢ levado a
analisar a fun¢do f(x) = I, sex = [l e f(x) = 0, se x# I, x € [1,2], em rela¢do a existir
integral ou nao. Ele diz: “Mas, seria meio estranho porque ndo tem uma area, mas o
resultado € uma constante” (p. 129).

Luiza compara os graficos das fungdes de Dirichlet e da fun¢do da figura C para
decidir se a segunda ¢ integravel ou ndo. Isso gerou um conflito porque apesar de os
graficos conterem ‘“varios pontinhos”, como disse Luiza, a primeira fungcdo nao ¢
integravel, mas a segunda, €.

Muitos alunos recorrem a continuidade da fung¢do no intervalo como forma de analisar
a fung¢do em relacdo a sua integrabilidade. Esse aspecto esta relacionado a idéia restrita de
area, heranga de ensinos anteriores, quando a continuidade apenas serve para garantir que
as regioes sejam “bem comportadas”, sem patologias e mais parecidas com as regides com
que os alunos tém contato em niveis basicos de matematica. A continuidade aparece como
suporte, ja que os alunos, em geral, tendem a sé considerar um universo limitado de
regides e se baseiam nisso para decidir se a integral para a dada fungao existe ou ndo.

Alguns alunos mostraram esse aspecto em suas entrevistas. Pedimos que eles
calculassem a area de uma determinada regido plana, que lhes foi mostrada através da
figura E. Essa regido ndo era fechada, possuia varias lacunas. Luiza e Pedro completaram
imediatamente as lacunas com segmentos de reta horizontais. Com a regido totalmente
fechada, fizeram as contas e deram uma resposta. A questdo nao mencionava integral em
momento algum de seu enunciado e também nao havia nenhuma lei de formagao associada
a figura. Luiza e Pedro ndo pensaram, em um primeiro momento, que a figura ndo poderia
ter sua area calculada porque esta ndo estava fechada. As lacunas poderiam ser
completadas com qualquer linha, ndo necessariamente reta. Luiza conseguiu compreender
isso, mas Pedro, ndo. Ele confirma que seu pensamento foi completar para formar
retangulos, mas que poderia completar de outra maneira. No entanto, ainda assim, mantém

sua resposta.

7.2. A integral como féormula

A entrevista de Marcelo revela um outro ponto chave nas nossas conclusdes.
Interpretamos que a associacao direta e irrestrita do conceito de integral com area conduz a
cristalizacdo de uma concepg¢ao anterior para area, que ja € excessivamente simplificada e

restrita. No capitulo 2, mencionamos a problematica sobre o ensino de area. Esse conceito
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possui dificuldades intrinsecas e, em geral, ¢ visto em estudos em niveis bdasicos de
matematica de forma muito restrita, quase sempre associado a féormulas.

E claro que uma pesquisa mais aprofundada sobre o ensino e aprendizagem de 4rea
em niveis elementares se faz necessaria. No entanto, acreditamos que ndo seja absurdo
concluir que a identifica¢do entre integral e drea provoca uma incorporagdo da integral ao
repertorio de formulas para calculo de areas — ja tdo desprovidas de significado geométrico
— trazido do ensino anterior. A entrevista com Marcelo mostra bem isso. O aluno, em
varios momentos mostrou que trata o conceito de integral como um mecanismo. Quando
pedimos para que ele explicasse como faz para saber se uma funcdo ¢ integravel ou nao,
ele faz referéncia aos métodos de integracdo (“serd que eu consigo integrar por
substitui¢do, por partes, por fragdes parciais?”, p. 118). Também quando perguntamos
quanto seria a integral de uma determinada fung¢do e ele responde com um detalhamento do
método que usaria (“seria x se x igual a le seria uma constante k qualquer se x diferente de
17, p. 119).

Levando em consideracdo as respostas para o questionario, nao s6é das questdes
praticas, mas também das questdes teoricas, como a questao 2, o que nos parece € que a
integral ndo ¢ aprendida como um conceito matematico, € sim como mais uma formula
para calculo de areas, através do Teorema Fundamental do Célculo. No caso, uma féormula
que facilita a obtencdo da area de uma regido curva, até¢ entdo algo que nao era possivel
apenas com os resultados de ensinos anteriores ao superior.

Esses resultados sugerem que a imagem do conceito de integral que os alunos formam
ndo ¢ suficientemente ampla para servir como base para aprofundamentos tedricos futuros,
nem para ampliar a imagem do conceito de area trazida do contexto tedrico mais restrito
que ¢ estudado no ensino médio. Guardadas as devidas proporgdes, ¢ 0 mesmo que ocorre

com os conceitos de derivada e de tangente, como ja foi dito.

7.3. Area como raiz cognitiva para integral

Este trabalho ndo incluiu um estudo detalhado sobre o ensino e a aprendizagem do
conceito de area nos niveis de ensino anteriores ao ensino superior. Mas acreditamos que €
razoavel presumirmos que o conceito de area seja visto de maneira demasiadamente
calcada em formulas. Os resultados obtidos em (GIRALDO, V.; CARVALHO, L. M,;
BELFORT, E, 2004) reforcam esse aspecto do ensino de area. A referida pesquisa mostra

que essa visdo restrita do conceito de area fica nitida em professores dos ensinos
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fundamental e médio. Logo, ndo ¢ absurdo supor que essa visdo chegue aos alunos e que
estes, por sua vez, a levem até o ensino superior.

Com isso posto e a partir dos resultados desse estudo, acreditamos estar em condigdes
de responder a questdo principal desta pesquisa, isto €, sobre a adequacao da nogao de area
como raiz cognitiva para o conceito de integral definida.

Concluimos que, da maneira como ¢ concebido o conceito de raiz cognitiva, ndo
podemos considerar que area seja uma raiz cognitiva adequada para o conceito de integral
definida. Os resultados deste estudo mostram que a no¢do de area ndo satisfaz a uma das
condi¢des essenciais para uma raiz cognitiva que € propiciar o desenvolvimento teorico
mais avancado do conceito em questao.

A interpretacdo dos resultados sugere que o uso pedagdgico da idéia de area como
representacdo predominante para integrais definidas pode estar associado ao
desenvolvimento de imagens de conceito restritas. A determinac¢do de integral como area
através da aplicagdo (muitas vezes inadequada) do Teorema Fundamental do Calculo
domina a imagem de conceito dos alunos, ofuscando quaisquer outras concepg¢des ou
formas de representagao, e se constitui em um potencial fator de conflito.

Sugerimos que, para que area possa ser considerada uma raiz cognitiva adequada para
integral definida, seria necessaria uma adaptacdo na defini¢do de raiz cognitiva. Além de
ser familiar ao aluno e de permitir o aprofundamento da teoria, a definicdo de raiz
cognitiva deveria prever a ocorréncia de conflitos causados pelas “nog¢des familiares”. Uma
vez que, segundo a propria teoria de imagens de conceito, essas nogdes devem fazer parte
da imagem de conceito do aluno, os conflitos estariam previstos e apontariam para
expansdes cognitivas. Caberia incluir que a raiz cognitiva deveria ser capaz de se desfazer.
Isto ¢, em algum momento, através de conflitos surgidos, o aluno deve perceber que a raiz
cognitiva nao esgota todo o conceito em questao.

Nesse ponto, voltamos ao que foi dito na secdo 1.4 (p. 19), quando estabelecemos
parte do referencial tedrico que fundamenta este trabalho. Tall em (TALL, 2000) afirma
que um organizador genérico deve ser baseado em uma raiz cognitiva. Afirma também que
espera que um organizador genérico “contenha as sementes de sua propria destruicao, no
sentido de que ele seja suficientemente sofisticado para mostrar as limitacdes do seu
processo de modelagem e a necessidade de uma abordagem teodrica mais completa”. As
modificagdes na definicdo de raiz cognitiva a que nos referimos anteriormente fazem

sentido exatamente nesse ponto. Se uma raiz cognitiva for concebida podendo incluir o
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surgimento de conflitos e “contendo as sementes de sua propria destruicdo”, a nogdo de

area poderia ser considerada como raiz cognitiva para integral.
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Capitulo 8

Consideracoes finais

Em suma, nossos resultados sugerem que a idéia de area ndo se caracteriza como uma
raiz cognitiva adequada para o conceito de integral, pois falha em atender a segunda
condi¢do da nogao de raiz cognitiva: permitir desenvolvimentos tedricos subseqiientes. Isto
se relaciona com o fato de que a noc¢ao de 4rea seja em geral usada como referéncia para o
conceito de integral no ensino de calculo. Analogamente ao que se verifica com a idéia de
tangente em relagdo ao conceito de derivada, isso faz com que a imagem de conceito de
integral herde limitagdes da imagem de conceito de area, que ¢ desenvolvida em um
contexto matematico mais restrito. No caso do conceito de integral, este efeito ¢ agravado
pelo fato de que a propria imagem de conceito de area ja tenha, em geral, sérias limitagdes
por estar seriamente impregnada da idéia de area como formula e com percepgao
geométrica insuficiente. Assim, acreditamos que seria conveniente uma adaptacdo na
no¢ao de raiz cognitiva no sentido de apontar para a necessidade da abordagem pedagogica
incluir situagdes que explicitem as limitacdes da idéia usada como raiz cognitiva — isto &,
da raiz cognitiva “conter as sementes da sua propria destruicao”.

E importante frisar que ndo pretendemos afirmar aqui que 4rea ndo ¢ uma
representacdo adequada para integrais definidas, o que evidentemente seria uma afirmacao
absurda. No entanto, os resultados aqui apresentados evidenciam que a representacdo de
integrais definidas por meio de areas demanda um planejamento cuidadoso, do ponto de
vista pedagogico.

Nosso objetivo com este trabalho foi contribuir para uma reflexdo em relagdo ao
ensino e a aprendizagem do conceito integral definida, assim como acreditamos que outros
trabalhos sobre temas inerentes ao célculo infinitesimal tenham feito.

A criacdo do conceito de raiz cognitiva foi baseada na necessidade de buscar uma
estratégia pedagogicamente satisfatoria para introduzir um conceito matematico, sobretudo
em niveis avancados. Portanto, ¢ importante salientar que toda essa discussdo acerca da
adequacdo da nocdo de area como raiz cognitiva para integral definida ¢ valida como

forma de reflexdo de uma solucao pedagdgica.
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Procuramos também, através deste trabalho, demonstrar nosso apoio a pesquisa em
ensino de matematica em nivel superior, que ainda carece de mais espago, se comparada as
pesquisas relacionadas aos ensinos fundamental e médio. Como j& esclarecemos
anteriormente, essa pesquisa possui limitagdes a serem consideradas, mas que, a nosso ver,
ndo fazem com que o estudo seja menos importante. Talvez este trabalho possa ser visto
como um ponto de partida para investigacdes mais profundas sobre o conceito de integral
definida. E como parte de estudos mais completos sobre o ensino e aprendizagem de

calculo.
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Anexo L. O estudo exploratorio

1. A figura abaixo representa um arame de metal de extremidades 4 e B e de

comprimento /. A temperatura em um ponto P sobre o arame depende da distancia x
até a extremidade A4 do arame e ¢ dada pela fungio T(x)=x’. Determine a

temperatura média do arame.

2. Explique o que significa r f(x)dx (a integral definida da fungdo f no intervalo

[a,b]).

3. Explique como € possivel determinar se uma dada funcdo f ¢ ou ndo integravel em

b
um intervalo [a,b], isto &, se existe ou ndo a integral I f(x)dx.

a) Dé um exemplo de uma fun¢do integravel em um intervalo [a,b], isto é, tal que

exista a integral J-b f(x)dx.

b) Dé um exemplo de uma funcdo ndo integravel em um intervalo [a,b], isto &, tal

que nao exista a integral I ’ f(x)dx.

5. Em cada um dos casos abaixo, encontre a area pedida.

a) Entreoeixo x,asretas x=0¢ x =27 eacurva y =sen(x).
b) Entre oeixo x,asretas x=0e x=2 eacurva y =x" —5x+6.
¢) Entreoeixo x,asretas x=—le x=3 eacurva y=x> —5x+6.

d) Entre o eixo x,asretas x=—1 ¢ x=2 eacurva y:|x|.
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. x sex<l
e) Entreoeixo x,asretas x=0e x=2 eacurvay= .
2—-x sex=>1

f) Entre o eixo x, asretas x=0 e x=3 e a curva y = [x], onde [x] denota a parte

inteira do nimero real x.

6. Em cada um dos casos abaixo, verifique se a funcdo f dada ¢ integravel, justificando

sua resposta. Em caso afirmativo, encontre a integral pedida.

a) f(x)zsen(x),ff(x)dx b) f(x):x2—5x+6,jf(x)dx
¢) f(x)= d) f(x)=[x].[ f (x)dx
1 sex=1 ¢ 0 sexeQ ;
© f( ) {0 sex#1 jf(x)dx t)f(x) { sexeQ 3 jf
. - ) {O se xeQ
7. Considere a funcdo f : R — R definida por f(x)= .
1 se xgQ

Leia atentamente o seguinte argumento: consideremos 0=x, <K <x, =1 uma
parti¢do qualquer do intervalo [0,1], isto é, uma subdivisdo de [0,1] em subintervalos
menores. Qualquer que seja o subintervalo [xl , le] temos que o minimo da fun¢do f
em [xl.,xm] éigual a 0 e o maximo da fungdo f em [xl.,xl.ﬂ] éigualal.

O que se pode concluir, com respeito a integral de f no intervalo [0,1] com base

neste argumento? Justifique sua resposta.

8. Vocé saberia dar uma defini¢ao formal para a integral definida de uma fungao real [ ?
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Anexo II. O questionario da etapa 1

1. A figura abaixo representa um arame de metal de extremidades A e B e de comprimento
l. A temperatura em um ponto P sobre o arame depende da distancia x até a extremidade A

do arame e ¢ dada pela fun¢do T(x) = x?. Determine a temperatura média do arame

b
2. Explique, com suas palavras, o que significa .[ f (x) dx (a integral definida da fun¢do

/f no intervalo [a,b]).
3. Explique, com suas palavras, como ¢ possivel determinar se uma dada fun¢ao f ¢ ou

b
ndo integravel em um intervalo[a,b], isto €, se existe ou ndo a integral j f (x)dx.

a

4.a) D¢ um exemplo de uma fung¢do integravel em um intervalo[a,b], isto &, tal que exista

b
a integral .[f(x)dx.

b) D& um exemplo de uma fun¢do ndo integravel em um intervalo [a,b], isto &, tal que

b
exista a integral If(x) dx.

5. Em cada um dos casos abaixo, encontre a area pedida.
a) Entre o eixo x, as retas x =0 e x = 27 e a curva y = sen(X).
b) Entre o eixo x,asretasx =0ex=2eacurvay=x*-5x + 6

¢) Entre o eixo x, asretasx =-lex =3 eacurvay =x?- 5x + 6.



. 1 sex<?2
d) Entre o eixo x,asretasx=1ex =3 eacurva y = .
x+3  sex>2

6. Em cada um dos casos abaixo calcule a integral pedida.

a) f(x) = sen(x), Tf(x)dx. b) f(x) =x?-5x 16, jf(x)dx.
1 sex=1 % 2x sex<l1 3
©) f(x):{O Sexil’jf(x)dx' d)f(x):{?’ sex>1’jf(x)dx'

7. Em cada um dos casos abaixo calcule a area da regido hachurada.

a) f(x)=—x"+2x+8

AL}:

9

8

A al
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¢) f(x)

x+1,
2,
—-2x+6,
2x-10,

>
44

0<x<l1
I<x<2
2<x<4
4<x<5

-

-

152

8. Vocé saberia dar uma defini¢do formal para a integral definida de uma fungao

real f?



