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RESUMO

Nesta pesquisa pretendemos verificar o conhecimento do professor sobre o
conceito de funcdo. Apresentamos um questionario contendo questdes sobre o tema
funcdes a trinta e seis professores que participavam do curso de fungdes reais, que
integra o curriculo da pdés-graduacdo lato sensu em Ensino da Matematica do
Instituto de Matemética da Universidade Federal do Rio de Janeiro. Em um primeiro
momento analisamos as respostas dadas neste questionario e posteriormente, no
final do curso, entrevistamos dez professores. Nestas entrevistas retornamos as
questbes cujas respostas dadas nado atenderam as nossas expectativas.
Procuramos verificar a compreensdo do conceito de fungdo sob aspectos que
consideramos relevantes, segundo nosso referencial tedrico, na apropriacdo deste
conceito. Nas entrevistas verificamos que alguns desses aspectos ainda ndo eram
dominados por certos professores, mesmo tendo aprendido ou revisto teoremas e
estruturas pertencentes a Matematica avancada durante o curso. Observamos que
algumas crencas e afirmacdes sobre determinados aspectos deste conceito foram
mantidas, assim como certos procedimentos ou argumentos utilizados na resolucao
das questoes.

Palavras-chave: conceito de funcéo; formacao do professor; saberes docentes.



ABSTRACT

In this research we study teacher's knowledge about the concept of function.
We applied a questionnaire with questions about functions to thirty-six teachers who
were taking a course on functions of one real variable, part of the curriculum of
graduate studies (lato sensu) in Mathematics Teaching at the Instituto de Matematica
of Universidade Federal do Rio de Janeiro. At first we analyzed the answers given to
the questionnaire and, at the end of the course, ten teachers were interviewed. In
these interviews we looked back at questions whose answers did not meet our
expectations. We verified their understanding of the concept of function on aspects
that we considered relevant, according to our theoretical framework. In the
interviews we found that some of these aspects were not yet mastered by some
teachers, even if they had learned theorems and structures from advanced
Mathematics during the course. We noticed that certain beliefs and statements about
functions were kept, as well as certain procedures or arguments used in the
resolution of the questions.

Keywords: concept of function; teacher training; teaching knowledge.



SUMARIO

1N R 2T0] 51007\ TR 1
CAPITULO 1 - REFERENCIAL TEORICO ......cooiieiticieeeeeeeee ettt 5
e T I o T TS oo I o (= 1] (o - PSP 5
1.2 — O conceito de func@o na formacao do ProfeSSOr........cooveeiiiiiiiiiieeiieeee e 8
CAPITULO 2 - O QUESTIONARIO .......coeoieieeieeee ettt eee e 17
2.1 —Questdo 1 — O conceito de fUNGAD. ........coiveiviiiiiiiee e 18
2.2 — Questdo 3 — Quantas solucdes distintas exiStemM? ..........cceeeviiieiiieeiiiiii e, 19
2.3 — Questao 4 — Quando duas funGOES SA0 IGUAIS? ......ccoeeeeeeeeiieieeeeee s 20
2.4 — Questao 5 — Qual 0 grafiCo COMELO?......coiiiiieiee e 20
2.5 — Questdo 7 — Qual é a funcao inversa de uma funcdo exponencial? ............cccc........ 21
2.6 — Questdo 8 — Quantas funcdes podemos ter com umatabela?..................ccceeees 22
2.7 — Questao 9 — Composicao de uma funcao com a Sua INVErSa. ...........ccceeeeennnnnnnnnns 23
2.8 — Questdo 10 — Translacdo de grafiCos. ........couvvuiiiiiieiiiieeee e, 24
2.9 — Questao reaplicada — A definicdo de fUNCAO. ..........ccovveiiiiiiiii i, 25
CAPITULO 3 — METODOLOGIA ....oveieeeeeecee ettt eae e 26
CAPITULO 4 - ANALISE DO QUESTIONARIO ......cviiiiiiiieeieeeece e 33
4.1 — DistribDUICA0 dOS ACEIOS .......eeeiiiiiii i et e e e e e e e s 33
4.2 — AS QUESEDES OFGINAIS. .. .eeeeeeeeiiiiie ettt e et e e e e e e e e ettt e e e e e eeeeenena e ens 35
4.3 — A questao reaplicada sobre a definicdo de fuNGa0. ...........ccooviiiiiiiiiiiiiii, 46
CAPITULO 5 = ENTREVISTAS ...ttt ettt ettt ettt anae e sae e 49
TN Ry o 4 = o - PSR 49
A =TT 5 g =1 o [ TP 54
5.3 - ST s 58
D12 IS0 s 59
LR T O o o1 1 - TP 62
5.8 — TS SICA s 66
DT P aAIMBIAL. .. 69
LS T Lo o= ¢ (o T PSR 70
RS TR I 1 - Vo - PSR 74
B.10 — WSO s 76
5.11 — ANAIISE GIODAL ... 78
CAPITULO 6 — OS SETE ASPECTOS ..ottt ane e 81
6.1 — TraC0oS ESSENCIAIS ....cevvvuuiiiiieeeieeetiie s e e e ettt s e e e e e e e et s e e e e e e e e e et s e e e eeeeeeesranas 81
6.2 — Diferentes REPrESENIACOES ........ccuvvuii i e e et e e e e e e e e e eeeeeeaaraaa 83

6.3 — Modos alternativos de apreSeNntaCa0.........cceuuuuuiiieeeiiieeiiiie e 85



6.4 — REIEVANCIA O CONCEITO .. ceneee et 85

6.5 — RePErtOrio BASICO.....cccuiiiiii i 86
6.6 — Compreensao O CONCEILO........cuuuuuiii e e e e e aaaaaaaa 87
6.7 — Conhecimento da Natureza da MatematiCa...........ccooeeeiieiiiiieeeiieeeeeeeee e 88
CAPITULO 7 — CONSIDERAGOES FINAIS .....ooovivieeeeeieeeeeeeee e 89
BIBLIOGRAFIA ...ttt et e e e e e ettt e e e e e e e s st bbb e e eeeeeesennnbareeeeeeeenans 95

APENDICE ...ttt ettt ettt ettt ettt ettt et et e et e et e et e et et e et et e e eaeeteete e eneenen, 98



INDICE DE FIGURAS

Figura 1: QUuadro tEOrCO 08 EVEN ... s 14
Figura 2: Respostas da questéo trés envolvendo solucdes algébricas ..............cccevvvvvnnnnnn.. 37
Figura 3: Resposta da professora REJANE.............uuuiiiiiiiiiiiiie e 38
Figura 4: Respostas dos professores Walter € JUNO ........cooeeeeieeieiiieiiiieeieeeeeeeeeeeeeeeee e 39
Figura 5: Resposta de RODEIMO .........couuuiiiii i 40
Figura 6: Resposta da questéo contendo erro grafico e sem o calculo da area.................... 44
Figura 7: RESPOSIA 08 CeISO... ..o i e e e e 45
Figura 8: Resposta correspondente a primeira Cate€goria.........coeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 47
Figura 9: Resposta correspondente a segunda Categorial.........ceeveeeeeveeeriiiiiiieeeee e 47
Figura 10: Resolugcdo da questao trés Por Adrana ........cooeeeeeeeeeieieeeeeeeeeeeee e 51
Figura 11: Resolucdo da questao sete por Adriana ..........ooeeuveieiiiieeeiieeeee e 52
Figura 12: Resolucdo da questao 0ito por Adriana ...........cceuvviieiiiieeiieeee e 53
Figura 13: Resolucdo da questao um por BErnardo...........ccouvuieiiieeeiieeeiiiiie e 54
Figura 14: Resolugdo da questao cinco por Bernardo..............cceiiieiiiiiiiiiiiiiieeeeeee e 55
Figura 15: Resolucdo da questao 0ito por Bernardo. .............uveeiiieiciiieeiiiiie e 56
Figura 16: Resolucdo da questao dez por Bernardo..........ccouvvveeiiiieiiieeiiiiis e 57
Figura 17: Resolug8o da qUESLA0 treS POI CESAN .....ccceeeeeeeeeeeeeeee e 58
Figura 18: Resoluc&o da questao Um PO CeISO .......iiiii e i 59
Figura 19: Resolucao da queStao POr CISO .....cceuviuiiii i 60
Figura 20: Resolucdo da questao CINCO POr CeISO .....cviieiiiiiiiiiiei e 60
Figura 21: Resolugdo da questao um por Camila ...........cooeeiuiiiiiiiin i 62
Figura 22: Resolucdo da questao trés por Camila .............ooevvvieiiiieiiieciiiee e 63
Figura 23: Resolucdo da questao quatro por Camila .............vveeiiiieiiiiiiiiiii e 63
Figura 24: Resolucdo da questao dez por Camila...........coooeiiiiiiiiii e 66
Figura 25: Resolugdo da qUESLA0 UM POF JESSICA.....cceeeieeieeeeeeeeeeeeee e 67
Figura 26: Resolucao da qUueStA0 tréS POr JESSICA.........ccvvverrriiiiieeeeieeeeeee e e 68
Figura 27: Resolugdo da qUESLA0 NOVE POI JESSICA....ccceeeeeeeeeeeieeieeeee e 68
Figura 28: Resolugcdo da questao trés por PAMEIa ........cccooeeeeiiiieiiieee e 69
Figura 29: Resolucdo da questao trés por RODErO...........ooevviiiiiiiii i 71
Figura 30: Resolucdo da questao trés por RODEMO...........ocevvviiiiii i 73
Figura 31: Resolug&o da questao Um POr TatIANA........ccooeeeeeeeeeeeeee s 75
Figura 32: Resolucdo da questao trés por TatianNa..........ccceevvvviiiiieeeeeeeecee e 75



INDICE DE GRAFICOS

Gréfico
Gréfico

Grafico

Grafico

1
2
3
Gréfico 4:
5
Gréfico 6
7

Grafico

Grafico 8:

: Exemplos de fungfes que satisfazem a qUESLE0 tréS ............uvvevvvvvvvvriiiieriiiennnnns 19
. Area pedida Na QUESTAD NOVE .........c.c.cveuiiueeieieeeeete e 23

1 TempPOo de fOrMAGAOD .......ooeeiiiiii e 28

Tipo de instituicdo na qual S€ fOrMOU ..........cooiiiiiiiiiii e 29

S TEMPO A€ MAGISENIO ...t e 29
: Tipo de INStitUiCA0 €M QUE IECIONA........uuuii i e 30

: Distribuicdo das dificuldades encontradas pelos professores no ensino de
funcoes....

Distribuicdo das dificuldades do aluno em relacao ao aprendizado de funcgdes.. 31

Grafico 9: Distribuicdo de erros na primeira QUESEAO............uvueiiiieeeieieeiiii e 35
Gréfico 10: Distribuicao de respostas da qUESLA0 SELE .......cceevveeiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeee e, 42
Gréfico 11: Distribuicdo de erros na décima qUEeSLE0.........cccevveeieeiiiiiiiieeeeeeeeeeeee e, 45

Grafico 12: Distribuicdo das categorias referentes as respostas incorretas ........................ 46



INDICE DE TABELAS

Tabela 1: Campos Semanticos predominantes Na PESQUISA.........uuuererreerereerereeeeeeeeeeeeeeeeeees 15
Tabela 2: Percentual de acertos pOr QUESEE0. ... ....coeiiiiiiiiiiie e e e e e 34
Tabela 3: Questbes mantidas ou corrigidas nas entrevistas por cada professor. ................. 79
Tabela 4: Imagem PredomMiNANTE ........oooiiii e e e e e e et e e e e e eeeeeennnns 82
Tabela 5: DefiNiGA0 08 FUNGEOD .......eviiiiiiiiiiiiiiieiiee ettt ettt e et e e eeeeeeeeneees 83
Tabela 6: Disciplinas que na opinido dos professores tém relacao com fungoes................. 84

Tabela 7: Resultado das entrevistas referentes as questdes quatro, oito e dez. .................. 87



INTRODUCAO

Ao longo de grande parte de sua vida académica, o futuro professor de
Matematica tem contato com o conteddo de func¢des. Desde as séries finais do
Ensino Fundamental até as etapas finais da graduacéo, tal objeto matemético é
estudado. Entretanto, o tempo de exploragao e contato ndo tém sido suficientes para
conferir seu bom aprendizado. Tanto no Ensino Médio quanto no Ensino Superior,
avaliacdes institucionais e pesquisas apontam as dificuldades e falhas na aquisicéo
deste tipo de conhecimento matematico. Tais resultados tém sido analisados sob
varios aspectos. Alguns pesquisadores os justificam sob o ponto de vista cognitivo.
Outros julgam que as dificuldades sdo de natureza didatica. E h& ainda os que
defendem que as dificuldades encontradas sdo de natureza epistemoldgica. Embora
as dimensdes abordadas nestes pontos de vista sejam todas legitimas, apresento,
entdo, 0s seguintes questionamentos: sera que o professor domina o conceito de

funcdo a tal ponto de transmiti-lo com seguranca e clareza? Ou ainda, sera que a



graduacéo lhe forneceu elementos que reforcassem a abordagem deste assunto?

Como ja foi dito antes, o professor tem contato com este objeto matematico
desde a Educacéo Basica, ora de modo intuitivo, ainda no Ensino Fundamental, ora
de modo formal, nos Ensinos Médio e Superior. De um modo geral, a sua imerséo
neste assunto segue uma linha metodologica de apresentacdo e desenvolvimento
que consiste, inicialmente, na apresentacdo da definicdo formal de funcdo com
instrucdes relativas a sua manipulacdo. Embora este conceito possua varias
representacdes, tais como: tabelas, graficos, expressdes algébricas e diagrama de
setas, destaca-se a representacdo algébrica, presente nas equacdes ou formulas
que descrevem as “leis de formacado”. Continuando o seu aprendizado, lhe sé&o
apresentados alguns tipos de funcgdes, suas propriedades graficas e manipulacdes
algébricas, predominando esta ultima em exercicios do tipo “determine x na
expressdo dada” ou “calcule o valor da funcéo para determinado x,". Esta trajetoria
termina basicamente na metade do segundo ano do Ensino Médio, de uma forma
estanque e desvinculada dos outros campos do conhecimento humano, como a
Fisica e a Quimica. Até na propria Matemética, o conceito de funcdo nédo é
devidamente abordado em tdpicos que ndo se denominem explicitamente “Fun¢éo”
como progressdes, por exemplo. No curso de Licenciatura em Matematica, o tema €
retomado nas disciplinas de Calculo, e também em outros eixos tematicos como a
Algebra ou a Algebra Linear.

Mesmo com todos estes anos de estudo, tanto na Educagédo Basica quanto
no Ensino Superior, podemos observar que, na maioria das vezes, ap0s completar o
seu ciclo de formacdo, o professor de matematica ainda possui uma visdo
fragmentada do conceito de funcao, reproduzindo em sala de aula 0 mesmo modelo

de ensino com o qual teve contato na sua Educacdo Basica. E comum que ele



desenvolva uma didatica muito parecida com a de seus antigos professores. Este
fato ndo representaria nenhum problema, caso 0 nosso professor possuisse dominio
sobre o conteudo a ser ensinado de modo que pudesse redimensionar antigas
praticas ou, pelo menos, ndo reproduzisse erros conceituais ou metodoldgicos
contidos em alguns materiais didaticos por ndo saber reconhecé-los.

Entretanto, a pratica denota que ainda ndo foram superados alguns
obstaculos para o seu proprio aprendizado do conceito, o que lhe daria seguranca e
traria qualidade no processo ensino-aprendizagem deste topico matematico. Neste
sentido, instala-se um ciclo vicioso presente, ndo somente no ensino deste assunto,
como em outros topicos da Educacdo Matematica.

Tendo em vista 0s questionamentos levantados sobre o conhecimento dos
nossos professores em relacdo ao tema funcdo e a relevancia deste objeto
matematico, ndo s6 para a Matematica como também para outros campos do
conhecimento, esta pesquisa € estabelecida sobre as seguintes questdes: — O
nosso professor domina o conceito de funcdo e aplicagcbes? — Como medir tal
conhecimento?

No primeiro capitulo farei, inicialmente, uma breve exploracdo do
desenvolvimento histérico do conceito de funcéo, realcando as modificacbes deste
conceito ao longo do tempo. Pretendo mostrar que o conceito de funcgéo, tal como é
admitido atualmente, é fruto de profundas reflexdes e mudancas. A seguir, exponho
algumas pesquisas relacionadas a formacdo do professor, aos obstaculos para o
aprendizado de tépicos de Mateméatica e ao conhecimento do professor acerca do
topico funcgbes, dentre estas destaco os trabalhos de Even (1990) e Carneiro,
Fantinel e Silva (2003). O primeiro tem como objetivo analisar o conhecimento sobre

um determinado tépico da matematica através de alguns aspectos que devem ser



dominados no processo de aprendizagem. O segundo é um estudo de caso
realizado num curso de Licenciatura em Matematica da Universidade do Rio Grande
do Sul, onde o foco era identificar e descrever diferentes significados produzidos por
estudantes para a nocao de funcao.

No segundo capitulo, sera apresentado e comentado um conjunto de
questdes aplicadas a um grupo de professores de Matematica sobre o tema funcgdes.
Pretendemos verificar se esses professores possuem um conhecimento mais
abrangente sobre este assunto no sentido de desenvolverem ferramentas capazes
de quebrar a reproducao de velhas praticas e crencas no ensino de Matematica.

No terceiro capitulo, sera apresentada a metodologia utilizada no transcorrer
desta pesquisa. Ainda neste capitulo, serd apresentado um perfil dos nossos
sujeitos da pesquisa, baseado em um questionario situacional aplicado.

No quarto capitulo, serdo efetuadas as analises das respostas dos
professores comparando-se, sempre que possivel, com os resultados obtidos por
Even (1990) em seu quadro tedrico discutido no segundo capitulo.

No quinto capitulo, serdo apresentadas as entrevistas dirigidas com alguns
dos professores que participaram da pesquisa a fim de verificar se houve mudancas
em relacdo ao seu conhecimento sobre o topico funcdes reais. No sexto capitulo,
comparamos as respostas dadas nas entrevistas, relatadas no capitulo anterior, com
referencial tedrico utilizado.

No sétimo capitulo, concluindo o trabalho, apresentamos as consideracdes
finais destacando o0 que consideramos ser relevante nesta pesquisa para a

contribuicdo no processo de formacao do professor.



CAPITULO 1 - REFERENCIAL TEORICO

1.1  Um pouco de Historia

Os aspectos histéricos discutidos a seguir encontram-se em trabalhos de
Giraldo (2007), Roque (2006), Santos (1998) e Zuffi (2001).

Ao longo da histéria da Matematica a analise da variacdo entre grandezas
constitui um dos seus importantes focos. No século Xlll tal assunto ja era objeto de
estudo dos filosofos escolasticos, pertencentes a escola Aristotélica, seja analisando
a velocidade de objetos moveis ou a variacdo da temperatura de ponto para ponto
de um solido aquecido. Vale ressaltar que, para Aristoteles e seus discipulos, o que
estava em discussdo ndo era o0 que hoje entendemos como grandeza, mas sim a
qualidade que um corpo apresentava como estar quente ou frio, em movimento ou
parado. No século XIV, Oresme - tedlogo e matematico francés — atribui

intensidades as qualidades de um corpo descrevendo a sua variacdo através de um



grafico de duas dimensdes, no qual a linha horizontal representava o tempo ou o
espaco e a vertical representava a intensidade da qualidade observada. Contudo, é
com o desenvolvimento da algebra que o estudo das variacbes é impulsionado.
Destaques especiais merecem Fermat e Descartes que em trabalhos isolados, no
século XVII, definem um sistema de coordenadas no plano, estabelecendo uma
correspondéncia entre uma equacao e a curva plana constituida por todos os pontos
cujas coordenadas satisfazem a equacdo dada, atribuindo assim uma solucéo
grafica a regra (equacdo) que associa as duas quantidades variaveis. O plano
cartesiano estabelece a representacao gréafica das variacdes entre duas grandezas,
porém ainda falta um longo caminho a ser percorrido até que a definicdo de funcao
aceita pela comunidade matematica tomasse a forma atual.

Convém ressaltar as contribuicbes de Newton e Leibniz que, através de seus
trabalhos, iniciam o delineamento do conceito de funcéo. Zuffi (2001) ressalta que,
Newton, em sua teoria, utilizava o termo “fluentes” para descrever as suas idéias
sobre fungbes. Tais idéias baseavam-se fortemente na nogédo de curva e taxas de
mudancas de quantidades que variavam continuamente e eram restritas ao que hoje
sdo as imagens geométricas de uma funcdo real de variavel real. Entretanto foi
Leibniz, na década de 1670, quem usou o termo func¢éo, como referéncia a certos
segmentos de reta cujos comprimentos dependiam de retas relacionadas as curvas.

Seguem, abaixo, alguns exemplos de definicdes do conceito de funcéo® ao

longo do tempo, a partir do século XVIII:

Jean Bernoulli, 1718:
Chama-se aqui de Funcdo de uma variavel uma quantidade composta de
alguma maneira qualquer dessa variavel e de constantes.

Euler, 1748:
Uma quantidade constante é uma quantidade determinada, mantendo o
mesmo valor permanentemente. [...]

! Notas de aula do Professor Vitor Giraldo, aplicadas no curso de Funcgdes, na Especializacdo em Ensino da
Matematica — IM UFRJ, primeiro semestre de 2007.



Uma quantidade variavel € uma quantidade indeterminada ou universal que
encerra em si todos os valores determinados. [...]

Uma funcdo de uma variavel é uma expressao analitica composta de uma
maneira qualquer de quantidades variaveis e de nimeros ou quantidades
constantes.

J. L. Lagrange, 1797:

Chama-se funcdo de uma ou varias quantidades variaveis qualquer
expresséao para calculo em que essas quantidades entrem em alguma forma
gualquer, misturadas ou ndo com outras quantidades, que s@o consideradas
como dadas, e valores invariaveis enquanto as quantidades da funcao
podem tomar todos os valores possiveis.

J. B. J. Fourier, 1822:

Em geral, a funcéo f(x) representa uma sucessao de valores ou ordenadas,
cada uma das quais arbitrarias. Sendo dada uma infinidade de valores para
a abscissa x, havera um nimero igual de ordenadas f(x). Todas tém valores
numéricos verdadeiros, ou positivos, ou negativos ou nulos. Nés néo
supomos que essas ordenadas estdo sujeitas a uma lei comum; elas
sucedem umas as outras em alguma maneira arbitraria qualquer, e cada
uma delas é dada como se fosse uma quantidade isolada.

G. L. Dirichlet, 1837:

Suponhamos que a e b sejam dois valores diferentes definidos e x seja uma
variavel que pode assumir, gradualmente, todos os valores localizados entre
a e b. Agora, se para cada x corresponde um Unico, finito y de tal forma que,
se X atravessa continuamente o intervalo de a a b, y = f(x) varia da mesma
forma gradualmente, entdo y é chamado um funcao continua de x para este
intervalo. N&do é, em absoluto, necessario que y dependa de x no intervalo
todo de acordo com a mesma lei; de fato, ndo é em absoluto necessario
pensar somente em relagBes gque possam ser expressas por operagoes
matematicas. Geometricamente representadas, isto é, x e y imaginados
como abscissa e ordenada, uma fungdo continua aparece como uma curva
conexa, para a qual somente um ponto corresponde a cada abscissa entre
aeb.

G. Peano, 1911:

Funcdo é uma relacdo especial, que a qualquer valor da variavel faz
corresponder um so6 valor. [...]

N. Bourbaki, 1939:

Sejam E e F dois conjuntos, distintos ou ndo. Uma relagdo entre uma
variavel x de E e uma variavel y de F é dita uma relacdo funcional em y, ou

relacdo funcional de E em F, se, para todo x [0 E, existe um e somente um
elemento y de F, que esta na relacdo considerada com X.

Podemos observar que a definicdo do conceito de funcdo passa por varias
transformacdes. As definicdbes de Jean Bernoulli (1718), Euler (1748) e Lagrange
(1797) enfatizam o carater algébrico, onde uma funcdo somente pode ser expressa
por meio de uma equacdo ou uma expressao analitica. Ja nas definicdes de Fourier
(1822) e Dirichlet (1837), temos a retomada do carater geométrico através da

consideracdo de graficos que representam uma relacdo entre as variaveis x e y.



Finalmente, podemos verificar um conjunto de definicbes mais proximo a atual no
texto de Dirichlet, e a definicdo atual com seu carater mais abrangente, como a
descrita por Bourbaki, onde ndo s6 a unicidade esta presente, mas também a
extensdo da relacdo funcional para quaisquer dois conjuntos que né&o
necessariamente devam ser numericos.

E interessante verificar que ao longo do tempo, a definicdo do conceito de
funcdo é subordinada fortemente aos problemas que ocupavam os matematicos em
determinada época. Segundo Caraca (1989), na antiglidade, a preocupacédo de
Aristoteles era apenas descrever mudancas e relacdes que ocorriam na natureza de
uma maneira qualitativa. Com Newton e Leibniz, os problemas que moviam os
matematicos passaram a estar relacionados com funcdes bem comportadas, isto €,
que poderiam ser expressas analiticamente ou visualizadas com recurso grafico, o
foco estéa relacionado a resolucéo de problemas praticos.

O surgimento de novos problemas, o desenvolvimento da Andlise e a
posterior definicdo dos numeros reais motivaram uma nova mudanca no conceito de
funcdo em relagédo ao proposto por Lagrange ou Euler. A definicdo sugerida por
Dirichlet (1837) e, posteriormente, modificada e estendida por mateméaticos
contemporaneos como Peano (1911) e Bourbaki (1939), como rela¢cdes univocas

entre conjuntos que nao necessariamente precisem ser huméricos, vai ao encontro

destas novas solicitagoes.

1.2 O conceito de funcéo na formacao do professor

Entretanto, o que parece definido para os matematicos ainda nao se encontra
amadurecido no cotidiano escolar, principalmente nas abordagens efetuadas pelo

professor de Matematica. Entdo, como queremos que 0 nosso aluno, ao entrar em



contato com o conceito de funcéo, tenha a clareza necessaria para manipular este
novo objeto matematico? Cabe ressaltarmos, também, as multiplas interfaces de tal
conceito, ou seja, uma relacdo funcional pode ser representada através de um
diagrama de setas, uma tabela de variaveis, um grafico no plano cartesiano ou
através de uma expressdo algébrica. Cada uma destas representacdes evidencia
um ou alguns dos aspectos do conceito em detrimento de outros. O proprio aluno,
conduzido ou nédo pelo professor, nos primeiros contatos com a definicdo, evoca
imagens mentais que servirdo de referéncia quando tal assunto for retomado. Neste
contexto, o professor devera ter claro que estas representacbes devem
complementar-se na apresentacédo e no desenvolvimento do estudo de funcgdes.
Apresentamos agora outro questionamento: serd que 0 nosso professor
possui habilidades que o permitam transitar entre as varias representacoes ou ele
mesmo Se encontra preso a esquemas mentais que ndo desenvolvem de forma
plena a potencialidade deste topico matematico? O foco agora esté direcionado ndo
a quem aprende, mas a quem ensina. Nao se pode esquecer que, antes de lecionar,
0 professor passou por um processo de aprendizado onde ele, como aluno,
construiu uma estrutura cognitiva acerca dos temas a serem ensinados. Conforme

observa Tall (1981),

Muitos conceitos que usamos ndo estdo formalmente definidos,
aprendemos a reconhecé-los pela experiéncia e uso nos contextos
apropriados. Mais tarde estes conceitos podem ser refinados em seus
significados e interpretados cada vez com mais sutileza dando-se ou néo ao
luxo de uma definicdo precisa. Normalmente neste processo se da um nome
ou simbolo ao conceito 0 que permite comunicacdo e ajuda na manipulacao
mental deste. Mas a estrutura cognitiva total que caracteriza o significado do
conceito vai muito além da citagdo de um Gnico simbolo. E mais do que
qualquer figura mental, seja ela pictérica, simbdlica ou qualquer outra.
Durante o processo mental de retomada e manipulagdo de um conceito,
muitos processos associados séo trazidos a cena, afetando consciente ou
inconscientemente o significado e uso. (p. 152)

E fato que muitos professores, principalmente os iniciantes, lecionam com

base em experiéncias adquiridas no periodo de sua formacédo basica, denotando
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assim que, apesar de alguns esforgos, a graduacao pouco acrescentou a este futuro
professor. Tal paradoxo € discutido por Ball (1990) que apresenta algumas
suposi¢cées que dominam o ensino de Matematica nos cursos de Licenciatura em
Matematica. A primeira suposicao baseia-se no fato que os conteudos da educacao
basica como divisao, fracdo e razdo, medidas e equacgdes, por exemplo, séo faceis e
amplamente dominados pelos alunos que alcancaram o0 ensino superior e,
consequentemente, se estes sdo capazes de resolver questbes sobre tais
conteudos, entdo possuem plenas condicbes de ensina-los. Outra hipotese,
decorrente da anterior, indica que contetudos da Educacéo Basica ndo precisam ser
revistos na universidade, pois ja foram aprendidos nas aulas do ensino basico. A
terceira baseia-se no argumento de que a Matematica avancada ensinada na
faculdade oferece aos professores um profundo e extenso conhecimento em
Matematica, capacitando-os para o exercicio profissional na Educacédo Basica. Tais
idéias fecham o ciclo vicioso dito anteriormente no qual o antigo aluno, neste
momento um professor, encontra-se numa situacéo altamente desfavoravel onde lhe
sdo exigidos pré-requisitos inexistentes na sua colecdo de objetos e conceitos
matematicos, fazendo-o construir seu conhecimento sobre procedimentos e
algoritmos que muitas vezes sao transformados em receitas.

O conceito de funcédo exemplifica bem o que foi exposto, pesquisas mostram
que as dificuldades do professor em relacdo a este conceito tém origem anterior a
sua graduacédo e nesta nem sempre ele é aprofundado. Algumas destas dificuldades
advém dos obstaculos de natureza epistemolégica que sao inerentes ao conceito e
devem ser transpostos na medida em que séo aceitos e compreendidos. Segundo
Sierpinska (1992), um obstaculo epistemoldgico estd associado as nossas

convicgles e esquemas de pensamento inconscientes, ele ndo é uma manifestacéo
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individual, pelo contrario trata-se de uma manifestacéo coletiva pertencente a uma
determinada cultura em dado momento historico. Visto de um determinado ponto de
vista, 0s obstaculos epistemoldgicos sdo algo negativo para o desenvolvimento de
um conceito. Contudo, eles fazem parte de seu aprendizado, e a discussao nao
deveria estigmatiza-los como negativos ou positivos, na medida em que estes néo
podem ser evitados. N&o existe aprendizado sem confronto, geralmente, ndo se
aceita algo novo sem efetuar conexdes ou pré-julgamentos. As nossas convicgdes
sdo a base inicial sobre a qual assentamos novos conhecimentos. Por outro lado,
para avancarmos no dominio de um novo conteudo, é necessario ultrapassar tais
obstaculos e esta tarefa nem sempre € facil, resistir as nossas convicgcdes e rever
Nossos pontos de vista requer estratégias e tempo.

Segundo Meira (1997, apud Costa e Igliori, 2006), o aprendizado do conceito
de funcdo € importante, pois representa uma parte fundamental da Matematica;
diversos topicos no curriculo da Educacédo Basica podem ser relacionados ao ensino
de fungbes, bem como suas representacfes algébricas e graficas; e o seu estudo
pode gerar atividades com multiplos sistemas de representacdes (tabelas, gréficos,
diagramas e equagfes). Dada a relevancia deste conteddo matemético, retornamos
aos questionamentos levantados anteriormente. E 0 nosso professor domina o
conceito de funcdo e suas consequéncias e aplicagbes? Como medir tal
conhecimento?

Nos estudos de Even (1990) é discutida a seguinte questao: “Como podemos
investigar o que o professor sabe acerca de determinado conteddo matematico?” A
resposta a esta questdo néao é facil devido ao seu carater altamente subjetivo. Deve
se deixar claro que a idéia ndo é conhecer apenas o que ele sabe acerca de tal

conteaddo matematico, mas o que ele sabe sobre como ensina-lo. Sabemos que
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embora tanto o matematico quanto o educador matematico tenham como objeto de
estudo a Matematica, enquanto o primeiro a manipula de modo a torna-la mais
robusta ou extrair de sua estrutura respostas para problemas, sejam eles concretos
ou abstratos, o segundo tem como objeto o desenvolvimento e a aplicacdo de
estratégias que visem a aquisicdo do conhecimento matematico por parte do aluno.
No entanto, tal fato ndo o descredencia de saber Matematica, pelo contrario, e é isto
que gqueremos avaliar: 0 quanto o futuro professor sabe sobre um determinado
topico matematico, em nosso caso fungoes.

O conhecimento do professor sobre um determinado topico € influenciado
pelo que ele conhece através dos diferentes dominios do conhecimento. Por essa
razdo, analisar o seu conhecimento sobre um tépico especifico deveria integrar
varios corpos do conhecimento, como por exemplo: a importancia do tépico na
Matematica e no seu curriculo; pesquisas e trabalhos tedricos sobre ensino,
conhecimento e aprendizagem dos conceitos matematicos deste tdpico especifico,
em particular; e a pesquisa e trabalho teorico sobre o conhecimento do professor e
suas estratégias de ensino. Even examina, em linhas gerais, o conhecimento de um
futuro professor acerca de determinado conteldo matemético. A sua analise segue
uma estrutura baseada na observacdo. Segundo a autora, sédo sete 0s aspectos
pertinentes ao conhecimento de um tépico matematico, que séo:

» Tracos essenciais & Referem-se a imagem de conceito, com atencao
especial para a esséncia do conceito.

* Diferentes representagbes = O professor necessita conhecer as diferentes
representacfes do conceito. Assim podera aprofundar e melhorar sua compreensao

acerca do contelido a ser ensinado.
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* Alternativas de abordagem = O professor deve estar familiarizado com os
variados modos de apresentacdo de determinado conteudo. Deste modo tera como
escolher a abordagem mais apropriada para uma determinada situacao.

* Relevancia do conceito & O sucesso de um conceito na Matematica é
baseado em novas oportunidades que podem ser abertas. Os objetos tornam-se
importantes e eficazes porque existe algo especial sobre eles que os torna Unicos e
possibilitam novos caminhos.

* Repertorio Basico & O professor deve possuir um repertério basico que
ilustre os principios importantes, propriedades e teoremas. E importante que este
repertorio seja utilizado de forma apropriada, isto €, com significado, e que ele seja
do dominio do professor para que nao se transforme numa colecdo de
procedimentos.

» Entendimento e Compreenséo do Conteudo & A aprendizagem de um novo
conceito ou relacdo implica na adicdo de nés ou links que formam a estrutura
cognitiva deste conceito. Os conceitos e procedimentos devem estar conectados
pela compreensao.

» Conhecimento da Natureza da Matemética & Diz respeito ao conhecimento
da natureza da Matematica como, por exemplo, 0s processos utilizados na
verificagdo da veracidade de uma afirmacdo e o lugar do conceito dentro da
matematica.

A seguir, apresentamos um esquema de interacdo destes aspectos com o

conteudo a ser ensinado.
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Diferentes
Tracos representacoes
essenciais f

Alternativas
de
abordagem

Conhecimento da
natureza da
Matematica

Conteldo

Ensinado

(—
@ 1S e

Compreenséo do
do Repertorio Conceito
Bésico

Conceito
Figura 1: Quadro teérico de Even

Neste contexto, também consideramos pertinentes um estudo de caso
realizado por Carneiro, Fantinel e Silva (2003) em um curso de Licenciatura em
Matematica da Universidade do Rio Grande do Sul, onde o foco era identificar e
descrever diferentes significados produzidos por estudantes para a nocao de funcao.

Esta pesquisa teve como base o Modelo Tedrico dos Campos Semanticos
(MTCS) que, por sua vez, fundamenta-se nas no¢des de conhecimento e significado,
diferentes do senso comum.

O conhecimento € considerado um par formado por crenca/afirmacdo, ou
seja, uma crenca que é afirmada através de uma justificativa. Segundo este modelo,
crencas semelhantes que possuem justificativas diferentes determinam
conhecimentos diferentes. Neste modelo entende-se por significado a maneira de
pensar a crenca, ou seja, a sua justificativa.

Um campo semantico ou de significado corresponde a possibilidade de
produzir justificativas e de enunciar crencas. Uma mesma crenca/afirmacéo pode ser

justificada dentro de diferentes campos semanticos, ou seja, um mesmo objeto pode
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ter realcado na justificativa um aspecto em relacdo a outros e isto determinara
campos semanticos distintos.

Destas analises sdo destacados trés campos de significados: Campo
Semantico da Relacdo Univoca entre duas Variaveis; Campo Semantico

Elemento/Conjunto; e o Campo Semantico das Transformacdes. Além destes, 0s

autores observaram também o surgimento do Campo Semantico das Aplicagdes.

Podemos verificar estes campos semanticos na tabela abaixo:

Campo semantico

Objetos pertencentes ao Nucleo

Frase geradora

Relagdo Univoca
entre variaveis

Variaveis, valores, relacdo entre
variaveis, relacao univoca, existéncia

“funcdo € uma relagéo
entre duas variaveis, x e
y, tal que para cada valor
de x existe um Unico
valor de y
correspondente”.

Elemento/conjunto

Conjunto, elemento, produto
cartesiano, par ordenado, relacdo
univoca entre conjuntos, associacao
entre conjuntos, aplicacdo, diagramas
sagitais, conjunto de partida, conjunto
de chegada, dominio, contradominio,
imagem, gréfico.

“funcdo € uma relacdo
(correspondéncia,
associacdo) entre dois
conjuntos A e B tal que a
cada elemento de A
associa (corresponde)
um e sO um elemento de
B”.

“funcéo é uma

Figuras geométricas planas e ~
> ~ transformagdo de uma
espaciais, transformacdes | .. s
- . figura geométrica T em
~ geomeétricas, nameros complexos,
Transformacoes - ~ outra f(T), tal que para
regides complexas, fungcdo complexa
~ : s cada ponto de T
e as nog¢Oes de conjuntos infinitos, L
- . corresponde um dnico
limitados e intervalos da reta. ”
ponto em f(T)".
“funcdo €& uma relacdo
Variaveis, relagbes entre variaveis, | entre variaveis que pode
Aplicacdes modelo e modelagem, exemplos da | ser pensada como um

fisica.

modelo matemético para
alguma situacéo real”.

O nucleo € o conjunto de objetos utilizados na estruturacdo das frases

geradoras para a nocao de funcdo. Segundo os autores, o Campo Semantico

Tabela 1: Campos Seméanticos predominantes na pesqui  sa




16

confere significado a nocdo de funcéo utilizando os objetos presentes em um
determinado nucleo. Vale ressaltar que tais campos, isoladamente, ndo dao conta
da definicdo de funcéo, isto €, cada qual, segundo o autor, possui seus limites
epistemoldgicos. E sdo nesses limites epistemologicos que se encontram o acerto

ou erro.

“[...] Com relacdo a avaliagdo, no MTCS, ’acertar’ significa que o aluno
produziu significado para funcéo coerente com o nicleo de objetos que ele
constitui e ‘errar’ significa que a justificativa dada a certa resposta ndo é
coerente com o Campo por ele mesmo produzido”. (CARNEIRO, FANTINEL
e SILVA, 2003, P54).

Neste sentido, transitar entre estes diversos campos reforca o ensino-
aprendizagem do conceito de funcbes e a devida apropriacdo, por parte do aluno,

deste objeto matematico.
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CAPITULO 2 - O QUESTIONARIO

Neste capitulo serdo apresentadas as atividades que constam no questionario
e 0S aspectos a serem observados nestas, segundo o quadro tedrico construido por
Even. Entretanto, por uma falha de redacao, a questédo dois teve que ser descartada
neste gquestionario, sendo reescrita e aplicada em um teste ocorrido posteriormente.
Retiramos também a questdo seis por entendermos que a sua andlise nao
acrescentava informacdes relevantes a pesquisa.

Decidimos pontuar as questdes, conferindo uma nota global de desempenho,
observando a seguinte distribuicdo: um ponto e meio para as questdes um e trés; e
0S sete pontos restantes serdo distribuidos igualmente entre as seis questdes

restantes.
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2.1 — Questéo 1 — O conceito de fungéo.

QUESTAO 1
Quais das situagdes abaixo referem-se ao conceito de fungdo? Justifique a sua resposta
a) Um carro se move numa certa rodovia. O motorista, a cada posto de peddgio, anota
a distdncia percorrida e o tempo de percurso.
b) Um estudante elabora uma tabela para relacionar as medidas de drea de diversos
retdngulos em fungdo de seus perimetros.
C) Uma relagdo que associa a cada nimero real x > 0 um cilindro cujo volume é x.

O texto inicial desta questdo e os itens (a) e (b) estdo presentes no trabalho
de Carneiro, Fantinel e Silva (2003), quanto ao item (c) efetuamos uma pequena
modificacdo. O objetivo desta questao € verificar através das respostas, em especial
através de suas justificativas, como os professores relacionam o conceito de funcéo
com as idéias fisicas ou geométricas apresentadas nos exemplos praticos. Os
aspectos explorados nesta questdo sdo: entendimento e compreensao do conceito
de funcao; tracos essenciais e 0 conhecimento da natureza da Matematica. Também
pretendemos investigar em quais campos semanticos encontram-se as respostas
utilizadas pelo professor.

Apenas a situacao (a) pode ser representada por uma funcdo enquanto as
situacdes (b) e (c) ndo. Para a situacdo (b) basta tomarmos, por exemplo, um
retangulo com lados medindo 4 cm por 3 cm e outro com lados medindo 6 cm por 1
cm, ambos possuem perimetros iguais (14 cm), porém suas areas sao diferentes (12
cm? e 6 cm? respectivamente). Para a situacdo (c), podemos construir cilindros
diferentes que possuam o mesmo volume. Assim um cilindro de raio igual a 3 cm e
altura igual a 4 cm e outro cilindro com altura igual 1 cm e raio igual a 6 cm possuem

ambos 361 cm?® de volume.
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2.2 — Questao 3 — Quantas soluctes distintas existe

QUESTAO 3

Substituindo x por 1 em ax’+bx+ c (a, b e ¢ nimeros reais) obtemos um valor positivo.
Substituindo x por 6 nesta mesma expressdo obtemos um valor negativo. Quantas solugdes
distintas existem para ax’ + bx+ c=0, x 0 R? Justifique sua resposta.

Esta questdo esta presente no trabalho de Even (1990). Em sua analise o
autor verificou que 80% dos entrevistados néo obtiveram sucesso na sua resolugéo.

A resposta do professor serd analisada neste trabalho sob os aspectos das
diferentes representacdes de uma funcdo e do repertério basico. Através da
expressao algébrica enunciada espera-se a conexdo da idéia de raizes de uma
funcdo com o grafico da funcédo quadratica ou afim, pois o coeficiente a também
pode ser igual a O (zero). Entretanto, ndo penalizaremos caso o0 professor nao
analise 0 caso onde o coeficiente a seja igual a zero.

Uma justificativa para a # 0, por exemplo, poderia ser dada utilizando

exemplos de graficos de funcbes quadraticas, vide grafico abaixo, onde uma das

raizes pertenceria ao intervalo ]1, 6[. Deste modo consideramos como aceitavel a

justificativa que analisasse o comportamento de uma funcdo quadratica com este

comportamento.
y y
9 9
6 6
3 3
/ ) X X
9 6 3 6 9 9 6 -3 6/ o
3 3
6 6
9 9

Gréafico 1: Exemplos de fungdes que satisfazem  a questédo trés
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Nesta questdo pretendemos investigar os aspectos relativos aos diferentes

modos de apresentacao e ao repertorio basico.

2.3 — Questao 4 — Quando duas funcbes sao iguais?

QUESTAO 4

2_
x4 e g(x)=x-2.

Sejam f e g duas fungdes reais definidas respectivamente por f(x) = "
X

Podemos afirmar que f e g sdo iguais? Justifique sua resposta.

Nesta questdo pretendemos verificar se o professor sabe que duas funcdes
sao iguais se, e somente se, possuem o mesmo dominio, contradominio, e lei de
formacdo. Apos uma manipulacdo algébrica, podemos verificar que as leis de
formacdo de ambas séo iguais, mas os dominios sao diferentes, pois D(f) = IR — {2}

enquanto D(g) = IR, onde IR denota, aqui, 0 conjunto dos numeros reais.

2.4 — Questado 5 — Qual o grafico correto?

QUESTAO 5

Os grdficos abaixo representam fungdes distdncia por tempo. Qual deles descreve melhor
a distancia percorrida por um ciclista numa corrida contra o tempo? Na parte inicial da
prova ele tem de subir uma grande montanha.

(A) (B) ©

Esta questéo foi retirada de um livro coordenado por Tinoco (2002, p. 31). A

autora relatou que alunos, mesmo do Ensino Médio, confundem a trajetoria descrita
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pelo ciclista com a relacdo entre as variaveis distancia e tempo. Desejamos
investigar se o professor tem claro esta diferenca e também pretendemos verificar a
sua resposta sob o aspecto das diferentes representacdes de uma funcao.
Entretanto, por um pequeno deslize, os eixos ndo foram marcados com as
respectivas variaveis, no livro o eixo vertical representava a distancia percorrida e o
eixo horizontal representava o tempo. Contudo, mantivemos a atividade no
questionario, por entender que possiveis ddvidas quanto as respostas dadas

poderiam ser solucionadas junto ao professor durante as entrevistas.

2.5 — Questado 7 — Qual é a funcao inversa de umgafuexponencial?

QUESTAO 7
Um estudante disse que existem duas fungées inversas para f(x) =10": uma € a fungdo raiz

e a outra € a fungdo logaritmica. O aluno estd certo? Justifique sua resposta.

Esta questéo esta presente no texto de Even (1990, p. 536). Segundo o autor,
a composicao de funcdes e a inversa de uma funcao sao derivacdes importantes do
conceito de funcdo. Na analise que sera feita neste trabalho, verificaremos a
compreensao sobre a inversa de uma funcdo. Esta idéia € um dos pontos
importantes do conceito de funcéo, e muitas vezes ndo esta bem definida para o
aluno. Even acredita que os erros cometidos em determinar a inversa de uma funcéo
exponencial tém raizes na visdo limitada de “desfazer” para se obter a funcao
inversa.

Através desta questdo, pretendemos investigar se o professor entende a
inversa de uma funcao sob este ponto de vista ou se ele utiliza a definicdo onde g

inversa de f, se e somente se, [x [0 Dom(f), temos g(f(x)) = x e Ox O Dom(g), temos
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fla(x)) = x.

2.6 — Questao 8 — Quantas funcbes podemos ter owrtabela?

Na tabela ao lado temos as abscissas e as ordenadas dos pontos no plano cartesiano que
pertencem ao grdfico de uma fungdo real.

x |y
2 | -2
1| 1
0] o
1 |1
10 | 10
50 | 50

O ndmero de tais fungdes, diferentes entre si, que contém estes pontos é:
(@0
(b) 1
(c) 2

@ G,

(e) infinito

Justifique sua resposta.

Esta questdo é uma adaptacdo de algumas questdes do texto de Markovits,
Eylon e Bruckheimer (1995). A representacdo tabular possui limitacbes que
desejamos explorar nesta questdo. Segundo analise dos autores, uma resposta
muito comum neste tipo de questdo € que a tabela se refira apenas a funcao
identidade. E esperado que o professor considere a possibilidade de construcdo de
infinitas funcbes tomando as informacdes dadas como ponto de partida para
conjecturas sobre o seu grafico. Deseja-se também verificar se o professor as
reconhece e é capaz de explora-las através de uma representacdo grafica ou
algébrica. A resolucao desta questéo indica o dominio sobre os seguintes aspectos:

conhecimento do repertério basico e entendimento e compreensao do conteudo.
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2.7 — Questao 9 — Composicao de uma funcéo cora mgersa.

QUESTAO 9
Determine a drea do plano cartesiano limitada pelo gréfico de f: R - R, definida por
f(x) =log,, 10*, pelas retas x=0, x=3 e o eixo OX.

Esta questdo envolve a idéia de composicdo de uma funcdo com a sua
inversa. Podemos redefinir a funcéo f obtendo a funcéo identidade e deste modo o
calculo da area sera facilitado (vide grafico abaixo). Deseja-se observar se o

professor € capaz de explorar este aspecto gréfico.

y = log10%

1 2 4

Gréfico 2: Area pedida na questdo nove

Os aspectos analisados nesta questdo serdo: derivacbes do conceito de
funcdo (composicdo e inversao); entendimento e compreensdo do conteudo;

conhecimento do repertério basico e as diferentes representacdes.
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2.8 — Questao 10 — Translacao de graficos.

QUESTAO 10

O grdfico da figura 1 pertence a fungdo real f. Na figura 2 representamos o grdfico da
fungdo real g que é obtida através de transformagdes da fungdo f. Escreva a sentenga da
fungdo g em fungdo de f.

figura 2
figura 1

Um dos questionamentos mais comuns neste tipo de questdo € a auséncia de
expressdo algébrica referente a lei de formacédo da funcédo, pois se entende que a
andlise das transformacgfes ocorridas é feita basicamente manipulando a referida
expressdo. Contudo, esta questdo tem como objetivo explorar as transformacoes
ocorridas com o grafico. Basta, entéo, verificar neste caso, as translagdes ocorridas:
duas unidades para cima e uma unidade para a direita. Tomando-se y = f(x) na
figura 1, tem-se y = f(x-1) +2 para o gréafico da figura 2.

Os aspectos analisados nesta questdo serdo: conhecimento do repertorio

bésico e as diferentes representagoes.
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2.9 — Questéao reaplicada — A definicdo de funcao.

QUESTAO 1.(valor total 2,0 pontos - 0,5 cada) Sabendo que f: X — Y é uma funcdo,

determine se cada uma das afirmativas abaixo é verdadeira ou falsa. Justifique somente as
falsas:
i. Para todo yY , existe XU X talque f(X)=Yy.

i Se f(x)Z f(X) emY, temos X Z X, em X.
ii. Se X # X, em X, temos f(X)#Z f(X,) emY.
iv. Para todo XU X, existe y[IY talque f(X)=Yy.

Esta questdo, em seu formato anterior, foi retirada do questionario original,
onde era a segunda atividade, e tinha como objetivo avaliar o conhecimento do
professor sobre a definicdo formal de funcdo. Ela foi reinserida, como a primeira
guestdo, em um teste aplicado na turma no dia dezenove de outubro de dois mil e
sete, com 0 mesmo intuito. Ressaltamos que a sua aplicacao foi efetuada em um
momento do curso em que os professores jA contavam com uma quantidade de
aulas significativa, esperavamos assim que o seu desempenho fosse satisfatorio.

As afirmativas falsas sdo: (i) e (iii). As justificativas poderiam ser efetuadas
através de contra-exemplos que indicassem que a afirmacédo do item (i) € aplicada
somente para 0s casos em que f é sobrejetiva e a afirmacado do item (iii) é aplicada
apenas nos casos em que f é injetiva.

Os aspectos analisados nesta questdo serdo: tracos essenciais e o0

conhecimento da natureza da Matemaética.
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CAPITULO 3 — METODOLOGIA

Neste capitulo apresentaremos, de maneira global, os sujeitos pesquisados e
0 ambiente no qual a pesquisa foi aplicada.

A pesquisa foi desenvolvida no Curso de Especializagdo em Ensino de
Matematica do Instituto de Matematica da UFRJ, na disciplina Funcbes Reais, cujo
publico-alvo é formado por professores de Matematica do Ensino Basico. A referida
disciplina foi ministrada no segundo semestre do ano de 2007, pela professora Maria
Darci Godinho da Silva, e contou com quinze aulas de quatro horas cada.

O curso possui a seguinte ementa:

» Conceitos fundamentais: dominio, contradominio e imagem; composicao de
funcdes; funcdes injetoras, sobrejetoras e bijetoras; inversao de funcgdes.

* Funcdes reais e graficos; interpretacédo e exploracdo grafica-computacional
do grafico cartesiano de funcdes reais; resolucdo geométrica e analitica de

equacodes, inequacodes e de sistemas de equacdes e inequacoes.
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* Fun¢des polinomiais, racionais e algébricas: existéncia e multiplicidade de
raizes reais e nao reais; comportamento assintético.

* Func¢des transcendentes: funcdes trigopnométricas, o circulo trigonométrico,
0 conceito de radiano; a definicdo da funcdo exponencial real, fungdes exponenciais
e logaritmicas. Introdugdo ao calculo infinitesimal: limites e continuidade; taxa de
variacdo média e instanténea; aproximagdes lineares; o conceito de derivada.

Em dezessete de agosto do ano de dois mil e sete, segundo dia de aula, foi
aplicado o caderno de atividades relativo ao questionario comentado no capitulo
anterior. Com este procedimento, objetivamos avaliar o conhecimento a priori dos
professores-alunos acerca do tema funcdes. Além do caderno de atividades,
também foi aplicado um questionario situacional (vide Anexo 1), que tem como
objetivo tracar um perfil dos professores-alunos através de informacdes da:
formacado; tempo de magistério e tempo de graduagdo. Tanto neste questiondrio
guanto no caderno de atividades, cada professor-aluno recebeu um numero de
identificagcdo e posteriormente um nome ficticio pelo qual sera reconhecido,
mantendo-se assim sigilo quanto a sua identidade. A seguir faremos a apresentacao

dos resultados obtidos no questionario situacional.

3.2 -0 Grupo

O grupo ao qual pertencem os sujeitos da pesquisa € formado por trinta e seis
professores, com idades variando entre vinte e dois e cinqlienta anos, porém trés
dos professores que responderam o caderno de questdes ndo responderam ao
qguestionario situacional. A seguir apresentamos alguns resultados deste

guestionario.
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3.2.1 — Instituicdo e o tempo de formacao

Podemos verificar no gréafico 3 que responderam temos vinte e trés, cerca de
70%, professores possuiam menos que cinco anos de formados. E interessante
observar o interesse destes professores em retornar ao ambiente académico para

continuar a sua formacao.

25 23
20 -~
15 ~
10 -

5 3 4 3

0 -

Menor que 5anos Maiorouiguala5 Maior ouiguala 10 Maior ouigual a 15
anos e menor que anos e menor que anos
10 anos 15 anos

Grafico 3: Tempo de formacéo

No gréfico 4 indicamos o quantitativo das respostas dadas em relacdo a
instituicdo na qual o professor realizou a sua graduacdo, podemos verificar que a
maioria, vinte e quatro entre os trinta e trés professores, cerca de 70%, € formada

em instituicdes publicas.
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Gréfico 4: Tipo de instituicdo na qual se formou

3.2.2 — Tempo de Magistério e Instituicdo ondeoleam
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Grafico 5: Tempo de magistério

No grafico 5, Observamos que dezenove entre os trinta e trés professores do
grupo, aproximadamente 57%, possuem menos de cinco anos de magistério,
lecionando Matematica para turmas do segundo ciclo do Ensino Fundamental e o

Ensino Médio. No grupo apenas um professor, que é recém formado, ndo leciona.
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Gréfico 6: Tipo de Instituicdo em que leciona

Verificamos no grafico 6, que entre agueles que exercem o0 magistério,
aproximadamente 69% o fazem em instituicbes particulares, 25% lecionam em
instituicBes publicas e 6% lecionam em ambas.

Neste questiondrio situacional também desejavamos saber qual o grau de
dificuldade encontrado no ensino de fungdes, distribuidos entre: baixo, médio e alto.
A maioria, 78% dos professores, responderam que este topico possui um nivel de
dificuldade médio.

A seguir indagamos também os professores sobre as dificuldades
encontradas para ensinar funcdes. Analisando as respostas dadas, as mais
frequentes foram: aplicar o conceito (contextualizacdo); apresentar a definicao
(formalizagcdo do conceito); falta de base dos alunos e desinteresse. Por aplicar o
conceito entende-se a dificuldade de fazer o aluno perceber a utilidade deste através
de sua utilizacdo nos problemas do cotidiano. Abaixo indicamos o grafico com os

resultados desta analise.
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Grafico 7: Distribuicéo das dificuldades encontradas pelos prof essores no ensino de fungdes

No questionario também indagamos os professores sobre as dificuldades que
eles observam no aprendizado do aluno referente ao conteido de funcdes.
Seguindo a mesma metodologia utilizada na pergunta anterior, agrupamos as
respostas em quatro categorias: aplicar o conceito (contextualizacédo); construcdes e

analises de gréficos e dificuldades com a algebra.

14
12
10
8 -
6 -
4 -
2 -
0 -
Aplicar o conceito Construgdes e andlises de Dificuldades com a dlgebra N&o respondeu
gréficos

Gréfico 8: Distribui¢do das dificuldades do aluno em relagéo ao aprendizado de fungbes

Ao realizarmos tais questionamentos desejdvamos saber as dificuldades
enfrentadas no ensino-aprendizagem de funcdes sob a 6ética do professor.
Interessante observar que a aplicagcdo do conceito constitui, segundo este grupo,

uma dificuldade comum tanto ao aluno quanto para o professor.
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Nesta pesquisa analisaremos as respostas dadas no questionario aplicado
com o referencial teérico apresentado no segundo capitulo, em especial o quadro
tedrico construido por Even. Ao final do curso alguns professores foram
entrevistados e suas respostas dadas no questionario, aquelas que nao se
encontram dentro dos padrbes esperados, serdo comparadas com as respostas
dadas na entrevista. Com este procedimento pretendemos verificar qual a evolucéo
destes professores no que se refere a compreensédo do conceito de funcdo e aos

aspectos envolvidos na aquisicdo deste conceito matematico.
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CAPITULO 4 - ANALISE DO

QUESTIONARIO

Neste capitulo, as respostas dadas pelos professores-alunos no caderno de
atividades serdo examinadas. Incluiremos também, para andlise, a questdo que foi
aplicada em substituicdo aquela retirada por problemas de redacdo na ocasido da
aplicacdo do questionério. Pretendemos com este estudo analisar o conhecimento
do professor sobre o assunto fungdes. Para facilitar o nosso estudo mostraremos

novamente o enunciado de cada questéo.

4.1 — Distribuicao dos acertos
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O quadro abaixo mostra a distribuicdo dos acertos por questdes, incluindo a

questao dois recolocada no teste aplicado em dezenove de outubro.

Questoes QL | Q2 | Q3 [ Q4 | Q7 | 08 | Q9 | Q10
Erros 20% | 65% | 24% | 81% | 81% | 30% | 67% | 31%

Tabela 2: Percentual de acertos por questédo

A tabela dois tem como objetivo fornecer uma visdo geral do desempenho dos
professores no questionario aplicado.

Observamos que a questdao um, que envolve definicdo do conceito de funcao
e a questao trés, que lida com os varios modos de apresentacdo deste conceito e o
repertorio basico, apresentaram baixo percentual de acertos.

Em seguida temos as questdes oito e dez, que estdo relacionadas com o
repertorio basico e com o entendimento e compreensdo do conceito. Nestas
guestdes os professores também tiveram um desempenho insatisfatério.

Na questdo dois, que foi reaplicada em dezenove de outubro e verifica a
definicdo do conceito, obtivemos uma resposta melhor, mas vale ressaltar que esta
guestao foi aplicada apds algumas aulas, como sera relatado mais adiante.

Na questdo nove, que analisava os aspectos referentes ao repertério basico e
as diferentes representacdes, o grupo também apresentou um desempenho regular.

Os melhores desempenhos do grupo foram apresentados nas questbes
quatro e sete, que analisam respectivamente, 0os aspectos relativos as diferentes
representacdes e a relevancia do conceito.

A seguir analisaremos as respostas dadas pelo grupo a cada questéo.
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4.2 — As questdes originais.

QUESTAO 1
Quais das situagdes abaixo referem-se ao conceito de fungdo? Justifique a sua resposta
a) Um carro se move, numa certa rodovia. O motorista, a cada posto de peddgio, anota
a distdncia percorrida e o fempo de percurso.
b) Um estudante elabora uma tabela para relacionar as medidas de drea de diversos
retdngulos em fungdo de seus perimetros.
C) Uma relagdo que associa a cada niimero real x > 0 um cilindro cujo volume é x.

Nesta questdo apenas sete alunos responderam corretamente engquanto vinte
e nove, ou seja, aproximadamente 80%, erraram um ou mais itens.

Contudo, mais que verificar se o professor-aluno acertou ou ndo a questao,
nos interessa especialmente analisar as suas justificativas, pois é através delas que
podemos investigar qual a imagem de conceito predominante. O grafico abaixo
apresenta uma distribuicdo do nimero de alunos que justificou corretamente um ou

mais itens.

Distribuicéo dos erros

0 \ T \

Justificou corretamente Justificou corretamente Justificou corretamente Errou as trés
somente a primeirae a  apenas a segunda apenas a primeira
segunda

Gréfico 9: Distribuicdo d e erros na primeira questao

Na distribuicdo acima, um ponto importante a ser realcado € que todos os
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vinte e nove professores assinalados acima consideraram que a relacdo descrita no
item (c) representava uma funcdo. Um dos pontos importantes na definicdo de uma
funcdo € o reconhecimento da relacdo univoca entre duas variaveis. Entretanto, ao
admitir que tal relacdo pudesse representar uma funcdo, o professor-aluno néo
observou que um determinado valor de volume poderia ser associado a mais de um
cilindro.

Este dado, associado ao fato de quinze professores justificarem que a relacao
descrita no item (b) representa uma funcéo, indica que apesar da unicidade ser uma
das condicbes a serem observadas, reconhecé-la constitui um potencial obstaculo.
Também acreditamos que a forma de apresentacdo dos itens, descrevendo relacdes
sem uso de tabelas, graficos ou expressdes algébricas, contribuiu para o resultado
apresentado.

Ao analisarmos as justificativas pudemos constatar que em dezessete
respostas estavam presentes elementos do Campo Semantico da Relacdo Univoca
entre variaveis, que possui em seu nucleo objetos como variavel, valores, relacdo

entre variaveis, relacdo univoca, existéncia.

QUESTAO 3

Substituindo x por 1 em ax’+bx+ c (a, b e ¢ nimeros reais) obtemos um valor positivo.
Substituindo x por 6 nesta mesma expressdo obtemos um valor negativo. Quantas solugdes
distintas existem para ax’ + bx+ c=0, x 0 R? Justifique sua resposta.

O indice de acertos nesta questdo pode ser considerado baixo, apenas dez
professores-alunos, aproximadamente 28%, responderam corretamente.
Dentre aqueles que erraram um fato que nos chamou a atencéo: vinte e dois

pesquisados construiram um sistema substituindo os valores um e seis na

expressdo ax? + bx+ c e, a partir da sua resolucéo, tentaram encontrar a quantidade



de solucdes para a equacao sugerida. Seguem, abaixo, algumas destas respostas.

Figura 2: Respostas da questao trés envolvendo solucdes alg ébrica s

Como podemos observar, o aspecto algébrico da questédo € evidenciado nas
solugbes acima. Embora algumas das respostas indiguem que o0s pesquisados
reconhecem aspectos da funcdo quadratica, 0S mesmos nao recorreram as suas
propriedades graficas. Mais uma vez é possivel verificar que o aspecto algébrico
predomina sobre as representacdes geométricas.

Esta questado foi aplicada por Even (1990) e, na ocasido, aproximadamente
80% dos entrevistados tentaram resolvé-la usando apenas a representacéo
algébrica, enquanto a abordagem grafica seria mais apropriada. Em nossos estudos,
o percentual de respostas incorretas, aproximadamente 76%, ficou bastante préximo

dos resultados obtidos pelo autor.
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QUESTAO 4

2 _
X —4 e g(x) =x-2.

Sejam f e g duas fungGes reais definidas respectivamente por f(X)= 52

Podemos afirmar que f e g sdo iguais? Justifique sua resposta.

Pudemos observar que a maioria dos pesquisados, aproximadamente 81%,
responderam corretamente esta questao, denotando reconhecer que, para que duas
funcBes sejam iguais, € necessario que o dominio, lei de formagédo e imagem sejam
iguais.

Todos os alunos que erraram efetuaram manipulacdes algébricas, como no
exemplo abaixo. Contudo, esta manipulacao algébrica ajuda a perceber que sobre o
conjunto IR — {2}, f(x) = g(x), apesar de f diferir de g ja que Dom(f) = IR — {2} e

Dom(g) = IR.

2
s ; ~4
Sejam f e g duas fungdes reais definidas respectivamente por f(x)= xx+2 e gix)=x-2.
Podemos afirmar que f e g sdo iguais? Justifique sua resposta.
5\‘{!’“\ )(x]\; (@Y] SWP‘a?[(Dﬁm ;i?, "?L-:'J. = -_} Wh ) L0V DC’;)C‘“I

—SOO = m&g%ig =x-1 Gnde ex )= K~ < .
( sr\4 '

Figura 3: Resposta da professora Rejane

Como podemos ver na figura 4, apenas dois professores-alunos tragcaram os
graficos das funcdes f e g. Porém, ao fazé-lo, cometeram o erro em seu esboc¢o por

nao definirem a funcéo f para x = 0 enquanto o correto seria ndo defini-la para x = -2.
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Figura 4: Respostas dos professores Walter e Julio

QUESTAO 5

Os grdficos abaixo representam fungdes distdncia por tempo. Qual deles descreve melhor
a distdncia percorrida por um ciclista numa corrida contra o tempo? Na parte inicial da
prova ele tem de subir uma grande montanha.

(A) (B) ©

Nesta questdo, por engano foram omitidas as informac¢des dos eixos, d

(distancia) no eixo vertical e t (tempo) no eixo horizontal, respectivamente. Caso ndo
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houvesse essa omissao, a resposta correta seria B. Entretanto, consideramos como
correta as respostas A ou B, desde que o pesquisado informasse 0s €eixos.
Considerando este critério, vinte e cinco professores-alunos responderam
corretamente. Observamos que, dentre estes, quinze professores consideraram o
item A como opcédo correta indicando o tempo no eixo vertical e a distancia no eixo

horizontal, a figura 5 ilustra uma resposta que se enquadra nesta observacgao.

Segundo Tinoco (2002), existe uma forte tendéncia dos alunos em atribuir ao
primeiro grafico a resposta da questdo, denotando certa confusédo entre a trajetoria
percorrida pelo atleta, no caso a montanha, e o seu deslocamento em funcdo do
tempo. Nas entrevistas investigamos, entre aqueles que marcaram a alternativa A
(com indicacdo dos eixos), se ndo houve uma tentativa inconsciente de ajustar a
representacao grafica a trajetéria do ciclista.

Os grdficos abaixo representam fungdes disténcia por tempo. Qual deles descreve melhor a
disténcia percorrida por um ciclista numa corrida contra o tempe? Na parte inicial da prova
ele tem de subir uma grande montanha,

X ®) ©

e
¢

Figura 5: Resposta d e Roberto
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QUESTAO 7
Um estudante disse que existem duas fungdes inversas para f(x)=10*: uma é a fungdo

raiz e a outra é a fungdo logaritmica. O aluno estd certo? Justifique sua resposta.

Even (1990) afirma que para o aluno compreender integralmente o conceito
de funcao necessita entender o significado de composicao e de inversao de fungoes.
Geralmente, tais conceitos sao apresentados de forma simplificada, manipulando-se
as expressoes algébricas até obter-se o resultado esperado. No caso especifico da
inversa, normalmente, o recurso mais utilizado € a troca de posi¢cdes das variaveis
na expressao algébrica e o isolamento da variavel dependente.

Nesta questdo, vinte e dois professores, aproximadamente 62%,
responderam que o aluno estaria errado porque funcdo inversa € unica e no caso
apresentado seria a funcéo logaritmica. Observamos também que sete professores
responderam que aluno estava errado informando apenas que a inversa de uma
funcd@o € Unica; cinco ndo responderam ou ndo justificaram a sua resposta e dois
responderam que o aluno estava certo, ou seja, admitiram que as duas fungdes
poderiam ser inversas da funcdo exponencial. Neste caso, ou consideram que a
funcdo raiz e a funcdo logaritmica sdo equivalentes, ou ndo observaram que a

inversa é unica.
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QUESTAO 8

pertencem ao grdfico de uma fungdo real.

Na tabela ao lado temos as abscissas e as ordenadas dos pontos no plano cartesiano que

x |y
2 |-2
R
o |o
1 |1
5 |5
10 |10
50 |50

O ndmero de tais fungdes, diferentes entre si, que contém estes pontos é:
(@0
(b) 1
(c) 2
@ G,

(e) infinito

Justifique sua resposta.

O grafico abaixo indica que apenas doze dos professores pesquisados

responderam esta questao corretamente, ou seja, marcaram a opcao (e) justificando

corretamente. Entre as outras vinte e quatro respostas: metade escolheu a opc¢éao (b)

indicando a funcéo identidade como Unica opc¢éao; duas apresentaram justificativas

inconsistentes embora tenha marcado a opcao (e); trés ndo responderam; quatro

nao justificaram, embora tenham marcado a opc¢do (e); e trés marcaram outras

opcoes.
30 1 Questéo 7
20 -
10 - -
0 - T
Marcou a opcao (e) justificando A resposta ndo atendeu as
corretamente expectativas

Grafico 10: Distribuicdo de respostas da questdo s  ete
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Markovits, Eylon e Bruckheimer (1995) realizaram uma pesquisa entre alunos
de Israel, em um estagio de ensino compativel com as séries finais do nosso Ensino
Fundamental. Verificaram que existe uma forte inclinacédo, por parte dos alunos, em
responder que funcbes assim apresentadas sao funcdes afins. Apesar da
guantidade de anos de escolaridade de nosso publico ser bem maior que aquela do
publico dos autores acima citados, ainda pode-se observar esta tendéncia.

Geralmente, o ensino de funcdes no Ensino Médio obedece a seguinte linha:
apresentacao da lei de formacdao; tabela de valores; e construcéo do grafico. Existe
uma valorizacdo excessiva do recurso tabular para a construcdo do grafico de uma
funcao, ou seja, dada a lei de formacdo monta-se uma tabela de pontos (x, f(x)) que
serdo marcados no plano cartesiano. Even (1990) obtém, com alunos da graduacéo,

0 seguinte resultado:

“Quando perguntado a estudantes de algebra 2 como eles explicariam o
grafico da funcao f(x) = 1 / (x* -1), metade dos entrevistados iniciou sua explicacdo
sugerindo a construcdo de uma tabela com alguns valores de x e y (geralmente
nameros inteiros pequenos e seus inversos, que sao faceis de lidar), marcam os
pontos e entdo os conectam na ordem de modo a produzir uma curva suave”. (p. 534)

Como podemos observar, mesmo tendo contato com as ferramentas
avancadas do calculo, nosso publico alvo ainda incorre na mesma abordagem dos

alunos dos estagios iniciais de ensino.

QUESTAO 9
Determine a drea da regido do plano cartesiano limitada pelo gréfico de f: R - R, definida
por f(X)=10g10", pelas retas x=0, x = 3 e 0 eixo OX.

Vinte e quatro professores responderam corretamente esta questéo, ou seja,
forneceram a area solicitada reconhecendo que f(x) era uma composicdo de uma

fungéo pela sua inversa.
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Entre os doze professores que erraram a questdo, nove cometeram um erro
gréfico, conforme podemos verificar na figura 6, ou algébrico na resolucédo e trés ndo

responderam.

Figura 6: Resposta da questédo contendo erro grafico e sem o célculo da area

Verificamos que oito entre os doze professores que erraram esta questdo
também erraram a questao sete, referente a inversa da funcdo exponencial. A
composicdo de uma funcdo com a sua inversa possui um resultado bastante
singular. Se o professor na questdo ndo reconheceu que a inversa de uma

exponencial é a funcdo logaritmica, certamente ele tera dificuldade em resolver a

guestdo nove, fato que constatamos neste questionario.

QUESTAO 10

O grdfico da figura 1 pertence a fungdo real f. Na figura 2 representamos o grdfico da
fungdo real g que é obtida através de transformagdes da fungdo f. Escreva a sentenga da
fungdo g em fungdo de f.

figura 2
figura 1
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Nesta questdo apenas onze professores-alunos acertaram escrevendo a
sentenca da funcdo g como g(x) = f(x — 1) + 2. O grafico abaixo apresenta a

distribuicdo dos erros.

12
10
8
6
4
z _
0 , I o
Respondeu  Procurou uma Errou no Errou no Errou os dois
corretamente expressao deslocamento deslocamento deslocamentos
algébrica paraf  horizontal vertical

Grafico 11: Distribuicédo de erros na décima questd o

Dentre os que justificaram incorretamente, dez pesquisados tentaram definir
uma lei de formacao para a funcéo f e, a partir dai, determinar a lei de formacéo da

funcdo g. Dentre estes dez professores, seis mencionaram que a expressdo da

funcéo f era ‘xz —ﬂ, talvez induzidos pelo formato do grafico. Segue abaixo um

exemplo de tal situacao.

Figura 7: Resposta d e Celso
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falsas:
i

iv.

QUESTAO 1 .(valor total 2,0 pontos - 0,5 cada) Sabendo que f: X — Y & uma funcdo,
determine se cada uma das afirmativas abaixo é verdadeira ou falsa. Justifique somente as

Para todo yY , existe X[ X talque f(X)=Yy.

Se f(x)Z f(X) emY, temos X, Z X, em X.
Se X # X, em X, temos f(X)# f(X,) emY.

Para todo XLl X, existe YIY talque f(X) =Y.

Dentre os trinta e seis alunos que responderam ao questionario no inicio do

curso vinte e trés estavam presentes nesta avaliagdo. Conforme indicado cada item

da questao valia 0,5 perfazendo um total de 2,0 pontos.

Dos professores presentes aproximadamente 65%, correspondente a quinze

professores, obteve éxito total. As respostas que néo corresponderam as nossas

expectativas, quanto as justificativas dos itens (i) e (iii), foram alocadas em duas

categorias.

Distribuicao

10

Categoria 1

.

Categoria 2

Gréfico 12: Distribuicdo das categorias referentes

as respostas incorretas

Os professores alocados na categoria um justificaram utilizando uma relacao
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nao funcional como contra-exemplo e ndo uma funcdo n&o sobrejetiva no caso da
afirmativa (i) ou ndo injetiva no caso da afirmativa (iii). O enunciado da questao ja
afirmara que f € uma funcéo, entdo nao caberia uma justificativa que nao utilizasse

esta informacdo. Seis dos oito professores que erraram encontram-se nesta

categoria.

Figura 8: Resposta correspondente a primeira categoria

A categoria dois corresponde as respostas que confundiram a injetividade
com a sobrejetividade de uma funcdo, ou seja, no momento de justificar utilizando
uma funcdo ndo sobrejetiva (i) o professor o fez utilizando uma funcéo injetiva, por

exemplo. Dois professores encontram-se nesta categoria.

Figura 9: Resposta correspondente a segunda categoria

Verificamos que foram utilizadas as seguintes estratégias nas justificativas:

diagrama de setas; fun¢bes definidas por expressdes algébricas; gréficos; relacdes
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entre conjuntos discretos. Dentre estas prevaleceu o diagrama de setas, empregado
em doze dos vinte e trés testes, destacamos também as justificativas envolvendo
expressodes algébricas que foram utilizadas em sete testes.

Podemos observar através das solu¢cdes que uma consideravel parte deste
grupo de professores pode ser incluida, segundo a pesquisa de Carneiro, Fantinel e
Silva (2003) no Campo Semantico do Elemento/Conjunto, onde uma relacéo
funcional € representada por uma relacéo (correspondéncia, associacdo) entre dois
conjuntos A e B tal que a cada elemento de A associa (corresponde) um e sG um
elemento de B.

Podemos atribuir o desempenho satisfatério na resolucdo desta questdo ao
trabalho desenvolvido na fase inicial do curso, na qual foram apresentados o0s
conceitos fundamentais: dominio, contradominio e imagem; composicao de funcgdes;
funcdes injetivas, sobrejetivas e bijetivas; inversa de uma funcéo, entre outros

temas.
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CAPITULO 5 — ENTREVISTAS

Neste capitulo comentaremos as entrevistas efetuadas com alguns dos
professores que responderam as questdes do caderno de atividades, realizando um
paralelo entre estas e as respostas dadas na ocasido da aplicagéo. Vale ressaltar
que estas entrevistas foram efetuadas no final do curso de fungdes reais.

No inicio de cada entrevista foi solicitado a cada professor que definisse o
conceito de funcdo. Também foi solicitado que informasse qual a primeira imagem
gue vinha a sua mente quando questionado sobre funcdes.

No inicio de cada apresentacdo é informada a nota de cada professor na

resolucdo do caderno de atividades.
5.1 — Adriana

Na resolucao do caderno de atividades Adriana obteve nota 4,4.
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Na entrevista, questionada como definiria funcdo a professora utilizou na sua
resposta, as seguintes frases:

Adriana: eu costumo sempre falar que fungdo é uma coisa que depende da outra.
Entdo € um processo crescente ou decrescente, mas continuo, de alguma coisa
guando uma coisa depende da outra [...]. A velocidade, por exemplo, € uma funcao.
A velocidade retilinea uniforme entende? E uma func&o.

Eu falo assim para os meus alunos. Explico dessa forma, quando eu falo de
funcdo digo que é uma coisa que depende da outra, por exemplo, quando eles vao
comprar um casaco que custa R$ 30,00 e eles vao comprar dois, eles vao pagar R$
60,00 e assim por diante.

Como podemos perceber a professora Adriana ndo define formalmente o
conceito de funcéo. Ela utiliza exemplos do cotidiano para relatar a dependéncia
entre variaveis, e considera em sua fala apenas as func¢des continuas.

Adriana, ao ser questionada quanto a primeira imagem que lhe vem a mente
sobre o tema funcéo, afirma que a imagem predominante é o seu grafico no plano
cartesiano.

A seguir iremos confrontar algumas justificativas dadas no questionario com

as suas argumenta(;(”)es na entrevista.

5.1.1 - Questao 1

Adriana classificou o item (c) da primeira questdo como exemplo de uma
relacdo funcional, respondendo da seguinte forma:

Adriana: sim. O volume x estaria associado a um valor x, entdo, quando o volume
[s6lido] for diferente seu valor associado também sera.

Tal afirmacdo ndo considera que dois cilindros distintos podem possuir o
mesmo volume e neste caso ndo teriamos uma relagdo funcional. Na entrevista a
professora reconhece que um numero real x pode ser associado a cilindros

diferentes o que nao caracterizaria uma relagao funcional.
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5.1.2- Questédo 3

Adriana afirma que existem duas solu¢des para a equacdo proposta, porém

nao justifica coerentemente, como podemos ver na figura 10.

QUESTAO 3

Substituindo x por-1 em ax®+bx+c (a, b e ¢ nimeros reais) cbtemos um valor positivo.
Substituindo x por 6 nesta mesma expressdo obtemos um valor negative. Quantas solucdes
distintas existem para ax® +bx +¢= 0, x € R? Justifigue sua resposta.

'DW %h(aﬁg;_; *

G 4ap+C 7O
oo +bb¥ 2O

dee- Yo +Q)
veaf Gbre
ol o

Figura 10: Resolucéo da questéo trés por  Adriana

Durante a entrevista a professora nao identifica nenhuma outra forma de
resolver tal questdo, somente a utilizada no momento da resolugdo. Embora tenha
afirmado que a sua imagem predominante de fungcdo seja a do grafico no plano
cartesiano, quando arguida, ndo recorreu em momento algum, de forma explicita ou

implicita, a este argumento.

5.1.3- Questéao 4

Na quarta questdo afirma que as duas funcgbes f e g sdo iguais, embora os
seus dominios sejam diferentes. Tal avaliacdo indica que dentre os trés objetos
fundamentais da funcdo: dominio; lei de formacéo; e contra dominio, ela privilegia a

lei de formacao e o contradominio negligenciando o dominio.
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Durante a entrevista, quando questionada sobre a sua resolugcdo nesta
questdo, a professora reafirma que as func¢des sdo iguais, utilizando a mesma
argumentacao presente na resolucdo da questdo e ndo atentando para a restricao

no denominador da expressao algébrica da funcéo f.

5.1.4- Questdo 7

Na resposta desta questdo a professora afirma que a funcdo definida por

f(x) =10 admite duas inversas, chegando a tentar justificar tal afirmacéo, conforme
podemos ver na figura 11.

QUESTAC 7
Um estudante disse que existem duas fungdes inversas para f(x)=10": uma é a fungdo raiz e

a cutra € a funglo logaritmica. O aluno estd certo? Justifique sua resposta.

A -
210 = .g(:n_‘) =z lo¥ , S Ry %; o™ = (EULJ AwWe X = S
?‘JT =Ae
W= {qx_\ - ™ = Q-"W-'] E J-W‘gm‘ﬁ -/ e F lF‘éI:h"
L =t
= el T

Figura 11: Resolucéo da questéo sete por  Adriana

Na entrevista Adriana manteve a resposta dada no questionario afirmando

que, segundo o0 seu ponto de vista, as funcbes definidas pelas sentencas

f(x)=logx e f(x)ﬂ/ﬁ sédo idénticas.
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5.1.5- Questao 8

Na oitava questdo ela afirma que a tabela refere-se apenas a funcao
identidade e na sua justificativa afirma que qualquer outra funcdo pode ser

“reduzida” a essa, conforme vemos na figura 12.

QUESTAO 8

MNa tabela ao lade temos as abscissas e as ordenadas dos pontos no x v

planc cartesiano que pertencem oo grdfico de uma funcdo real. =2 =2

© nimerc de tais fungSes, diferentes entre si, que contém estes -1 -1

pentes é: 8] 0

1 1

(a) O 5 5

45 1 10 10

(c) 2 50 50
(d) ©5 5

(e) infinito =

el T % By = o0 ;g{:-. N::_gf.‘i 30 A SR el AU L B o

L yrmoa -

Figura 12: Resolucdo da questdo oito por Adriana

Quando questionada na ocasido da entrevista, sobre a sua resposta, reafirma
que o grafico da funcéo é unico, a funcao identidade, devido a proporcionalidade da
tabela. Ela ainda afirma que utilizou a mesma linha de raciocinio da quarta questéao,
conforme podemos conferir no dialogo abaixo:

Adriana: eu pensei nessa fungdo na mesma forma que eu pensei ha funcédo do item
guatro. Eu pensei que qualquer funcdo que vocé trabalha que vocé chega na mesma
reta ou no mesmo gréfico, vamos dizer assim, porque esse gréafico aqui é uma reta.

Entrevistador: porque € uma reta?

Adriana: por que é proporcional entendeu. Entdo pra mim esse grafico aqui € uma
reta, eu vejo este grafico como uma reta sempre. E se vocé sempre vai chegar na
mesma reta, no mesmo gréfico, vocé vai ter a mesma fungéo. Entdo qualquer funcao
gue vocé encontra, uma diferente da outra, vocé pode vai chegar na mesma funcéo

porque vocé vai simplificar, vocé vai trabalhar ela de forma que chegue na mesma
funcao.
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5.2 — Bernardo

Na resolucéao do caderno de atividades Bernardo obteve nota 5,0.

Na entrevista, ao ser questionado como definiria funcdo, Bernardo define
como uma relacdo entre dois conjuntos A e B onde cada elemento do conjunto A é
associado a um unico elemento do conjunto B. Ele ainda afirma que a primeira
imagem que lhe vem a mente quando o assunto € funcéo é o diagrama de setas,
outra imagem que lhe ocorre € a expressao algébrica que define a lei de formacéao.
Realmente, em varias oportunidades no questionario utiliza o diagrama de setas e
também efetua manipulagdes algébricas em suas resolu¢cdes, mesmo quando a

questao nao exige este tipo de tratamento.

5.2.1 — Questao 1

Na aplicacdo do questionario Bernardo classificou o item (c) da primeira
guestdo como exemplo de uma relacdo funcional. Na sua justificativa ele realiza uma

correspondéncia biunivoca entre dois conjuntos utilizando um diagrama de setas.

QUESTAO 1
Quais daos situagdes abaixo referem-se ao conceito de fungdo? Justifique a sua resposta

a) Um carrce se move numa certa rodovia. @ motorista, a cada posto de peddgio, ancta a
disténcia percorrida e ¢ tempo de percurso. 5/\/\/‘/’-

b} Um estudante elabora uma tabela para relacionar as mzd:das de drea de diversos
r-e'rangulos em 'Fum;an de seus perimetros.
.f—-.p P e -'

‘b w < OALz A R _
Wc) ma rzlnm associa cada nimera real x > 0 um cilindro cujo volume é x.

(==L} St

Figura 13: Resolucéo da questdo um por  Bernardo
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Durante a entrevista, o professor, quando questionado em relacéo ao referido
item desta questdo, mostrou-se inseguro em confirmar a resposta ou retifica-la,

respondendo:

Bernardo: Ainda fico com duvida se € ou ndo é para te falar a verdade. Minha duvida
€ a seguinte: como eu vou saber que um ndmero X maior que zero, que pode ser
gualquer numero e o volume do cilindro esta associado a area da base que tem a
férmula Tr? vezes uma altura qualquer, e esse nimero Tt é irracional, como é que eu
posso ter um numero x = 1 e associa-lo a um volume igual a 1 se tenho 1T no meio
dessa histdria do outro lado da equacéao.

Entrevistador: E vocé acha que néo seria funcéo por isso?

Bernardo: N&o é funcdo. Entdo nédo seria fungao.

Na verdade Bernardo acha que o exemplo ndo € uma relacao funcional, pois,
segundo ele, haveria numeros no dominio que n&o possuem uma imagem
associada. Podemos verificar que Bernardo tem dificuldade em interpretar os
irracionais como numeros que podem ser manipulados, ele demonstra problemas
quanto ao entendimento de namero, em especial com a compreensdao de numero

real.

5.2.2 — Questao 5

Na questdo, como podemos ver na figura 14, Bernardo indica que o gréafico

gue descreve a situacdo apresentada no problema é o da opcéo c.

Z" ¥: Xegp - 1 ~
QUESTAO 5 (-2) - i:%g—'—i = 2 (imdeter mema¢dol. Os domimios Aa =
Os grdficos abaixo repfesenﬂ:mﬁ&lm;a’eé disténcie por tempo. Qual deles descreve melhor a [yacoes
distéincia percorrida per um ciclista numa corrida contra o tempo? MNa parte inicial da prova C‘l '{
ele tem de subir uma grande montanha. Zao { -Ffre'n €

(A) (B)

Fiaura 14: Resolucio da auestdo cinco nor Bernar do
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Durante a entrevista seguiu-se 0 seguinte dialogo:

Bernardo: Para falar a verdade eu estava com duvidas. Eu achei que eu tinha que
marcar uma opgao e entdo eu marquei uma sem ter certeza.

Entrevistador: E olhando para esta questédo agora vocé continua com duvidas?
Bernardo: Sim ainda estou com duvidas.

Como podemos verificar mesmo apdés o curso de funcdes reais, Bernardo

ainda apresenta dificuldades para resolver esta questao.

5.2.3 — Questao 8

Na oitava questdo Bernardo afirma que a tabela refere-se apenas a funcao
identidade e utiliza um diagrama de setas para justificar.

QUESTAO 8

MNa tabela ac lado temos as abscissas e as ordenadas dos ponfos no x Y

plano cartesiano que pertencem ac grdfico de uma fungdo real. -2 -2

O ndmereo de tais funcdes, diferentes entre si, que contém estes -1 -1

pontos é: 0 0

1 1

(a) o : 5 5

Bl e Ul e 10 10

(c) 2 JI CERE & 50 50

(d) C‘!_z I 3 { |

(&) infinito |7y N

Justifique sua resposta.

Figura 15: Resolucéo da questdo oito por Bernardo .

Na ocasido da entrevista, quando questionado, apresentou a seguinte

resposta:

Bernardo: Acredito que talvez tenha mais que uma, mas eu néo consigo achar outra
funcdo, agora, com outra lei de formagéo que va satisfazer isso aqui [tabela].

Podemos verificar pela sua resposta uma predominancia no carater algébrico

em detrimento de uma abordagem grafica para a justificativa desta resposta, ou
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seja, o professor reconhece que possam existir outras funcdes, mas para ele

necessariamente tem que haver uma expressao algébrica que as defina.

5.2.4 — Questao 10

Na décima questdo assume, a partir das raizes de f, que o seu gréfico € dado

por f(x)= ‘xz —ﬂ e, a partir desta expressao, tenta analisar as translacées ocorridas

com f para chegar a g.

QUESTA0 10 v Trc o Gulbo rildangunls '
O gréfico da figura 1 pertence a funcdo real f. Na flgura 2 represemamos o grdfico da
funcdo real g que é obtfida através de transformacdes da fungdo f. Escreva a sentenca da
fungio g em funcdo de f.

Figura 2
figura L

r‘f.}.\- :-.?-.q_r
}Jn-i,mii: 0 i ‘[ o da ( wl &
{ - 1\

_[;\-"-.U'-L Vin ( ‘T,.-’-"J:! - I ¢ fi | j[_-‘.:'_..

Lo iNms  oya e

Figura 16: Resolugdo da questdo dez por Bernardo

Na ocasido da entrevista Bernardo, revela que durante a aplicacdo do teste
acreditava ser necessaria a determinacao da lei de formacéo da funcéo f, tanto que

assumiu, sem nenhuma informacéo consistente que o seu grafico seria definido por

y= ‘xz-:q, demonstrando o predominio da representacdo algébrica em relacdo aos

aspectos graficos e suas transformacdes. Todavia, durante a entrevista, Bernardo
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admite que a resolucdo da questdo seria possivel observando-se as translacdes

sofridas pelo gréafico de f.

5.3 — César

Na resolucéo do caderno de atividades César obteve nota 10, demonstrando
através de seu desempenho o dominio dos aspectos do quadro tedrico de Even
explorados no questionario.

Na entrevista, César define fungdo como: uma relacdo entre dois conjuntos A
e B em que, para todo elemento de A associa um elemento de B. Notemos que,
embora este professor tenha obtido um 6timo desempenho satisfatério, em sua
definicdo a unicidade é omitida. Quanto a imagem predominante, ele indica que é a

lei de formacédo dada por uma expressao algébrica.

5.3.1 — Questao 3

César foi 0 unico a considerar o coeficiente a da expressao ax? + bx+ ¢ (a,bec

nameros reais) igual a zero, na figura 17 estd apresentada a resolugdo da sua

questdo, que esta correta.

QUESTAO 3
Substituindo x por 1 em ax® +bx+c (a, b e ¢ ndmeros reais) obtemos um valor positiva.
Substituinde x por 6 nesta mesma expressdo obtemos um valor negativo. Quantas solucdes
distintas existem para ax? +bx+c= 0, x e R? Justifigue sua respasta.

L. e P oot A < e
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o -~ ' e 2 ot i
ST S e Wiw P cor ol R ISR
= = ! o y A = ALY
Bt ) PPy 1 2w, € (A, G oo v 5a
\
J = - i ) 1}
. O Y
i >
\

Figura 17: Resolugéo da questdo trés por César
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5.4 — Celso

Na resolucéao do caderno de atividades Celso obteve nota 5,9.

Na entrevista, Celso define funcdo da seguinte forma: dados dois conjuntos A
e B todo elemento de A se corresponde com algum elemento de B. Podemos
verificar na definicdo dada por Celso que a unicidade também € omitida. Celso
indica o grafico da funcéo no plano cartesiano como a imagem predominante para o

objeto funcéo.
5.4.1 — Questao 1

Na resolucdo do caderno de atividades o professor Celso classificou os trés

exemplos como relac¢des funcionais, conforme podemos observar na figura abaixo.

QUESTAO 1
Quais das situagdes abuaixo referem-se ao conceito de fungdo? Justifique a sua rzspas‘ln

a) Um carro se move numa certa rodovia. O motorista, a cada. posto de peddgio, anota a
disténcia percerrida e @ tempo de percurso. T T s

S . Cacfi‘;' f’o‘-;bztgxlm_i_&m (%‘?r%h)

b) Um estudante elabora uma tabela para relacionar as medidas de édrea de diversos

reténgulos em funcdo de seus perimetfros, AT
Spem - Qe 3 oo nda da %
| ~ j’.dl\m nade aﬁﬁa i H—)

¢} Uma relagdio que associa cndn nimero real x > 0 urm ::lllndr'c cujo volume &€ x.

Sana - A Cadda A 20 W“Mﬂ fann, profaane
lontafo Nl e

Fiaura 18: Resolucao da auestdao um por Celso

Questionado sobre as suas respostas manteve-as.
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5.4.2 — Questao 3

Apesar de esbhocar algumas desigualdades na resolucdo da terceira questao,
como podemos observar na figura 19, Celso ndo desenvolveu nenhum raciocinio

gue merecesse destaque.

Figura 19: Resolucao da questdo por Celso

Durante a entrevista o professor Celso nao indicou nenhum outro modo de
resolver a questao indicada. Embora tenha afirmado que a imagem predominante de

uma funcao para ele é o seu grafico, ele ndo o utilizou para resolver a questao.

5.4.3 — Questao 5

Na questao cinco ele marca a opcéo (A), como mostra a figura 20, porém nao

identificou os eixos coordenados.

Figura 20: Resolugdo da questdo cinco por Celso
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Quando questionado durante a entrevista sobre a localizacdo das variaveis

tempo e distancia nos eixos coordenados houve o seguinte dialogo:
Entrevistador: Na questdo cinco vocé marcou o item (@), mas nao indicou as
variaveis nos eixos. Qual o eixo referente a distancia e qual o eixo referente ao
tempo?

Celso: Eixo x distancia e o eixo y tempo.

Entrevistador: Vocé quer dizer distancia no eixo horizontal e tempo no eixo vertical.
Celso: Sim.

Celso: Eu agora estou vendo que néo ficou legal a resposta.

Entrevistador: Por qué?

Celso: E porque a distancia vai aumentando e o tempo também. O tempo vai
correndo, porque nesse aqui (apontando para o item b) é como se o tempo estivesse
parando, sei la, né. [...] Mas o tempo vai crescendo linearmente. A distancia que eu
acho que vai crescendo & medida que a velocidade vai aumentando mais rapido.
Entrevistador: Mas ele esta subindo uma montanha?

Celso: E uma montanha. Acho que a (b) ndo seria, pois a distancia vai aumentando.

Eu acho que é a (a). E uma corrida contra o tempo, entdo vai haver um momento
agui em que o tempo vai parar.

Apesar de Celso ter afirmado que o eixo vertical representava o tempo e o
eixo horizontal representava a distancia percorrida, o que indicaria certa coeréncia
em relacdo a situagdo apresentada, na sua explicacdo ele ndo sustenta sua escolha
com argumentos convincentes. Embora afirme que a imagem predominante de
funcdo seja o seu grafico no plano cartesiano, ele ndo consegue, no problema dado,
relacionar a variagdo entre as grandezas, quando colocadas nos eixos coordenados,

podemos notar esta confusdo na sua ultima resposta.
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5.5 — Camila.

Na resolucéao do caderno de atividades Camila obteve nota 3,4.

A definicdo de funcdo apresentada por Camila foi a seguinte: “Para cada
namero real x de um conjunto denominado dominio associamos um e somente um
elemento do Contradominio.” Sobre a imagem predominante a professora afirma ser

o diagrama de setas.

5.5.1 — Questao 1.

Camila classificou o item (c) da primeira questdo como exemplo de uma
relacao funcional e na sua justificativa realizou uma correspondéncia biunivoca entre

0 conjunto dos numeros reais positivos e conjunto dos cilindros.

Figura 21: Resolugdo da questdo um por Camila

Na ocasido da entrevista a professora reafirmou que o item (c) era uma
funcdo, nao reconhecendo que um namero real pode estar associado ao volume de

cilindros diferentes.
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5.5.2 — Questao 3

Na questdo trés, ap0ls tentativas de substituicdo dos valores informados na

expressao algébrica e manipulacdes, Camila ndo chegou a concluséo alguma.

Figura 22: Resolugdo da questdo trés por  Camila

Durante a entrevista Camila ndo mudou a sua linha de raciocinio e continuou

tentando justificar através do discriminante.

5.5.3 — Questao 4

Na quarta questao, apds algumas manipulacdes algébricas na lei de formacao
de f, afirma que as duas funcdes f e g sdo iguais. Tal avaliacdo indica que dentre os
trés objetos fundamentais da funcéo: dominio; lei de formacédo; e contra dominio,
Camila privilegia a lei de formacéo e o contradominio negligenciando o dominio, pois

os dominios das funcbes sao diferentes.

Fiaura 23: Resolucédo da auestdo auatro nor Camila
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Na entrevista Camila retificou a resposta dada anteriormente diferenciando as
funcdes f e g, observando que os seus dominios sdo diferentes. A professora

afirmou que o curso contribuiu para esta mudanca.

5.5.4 — Questao 5

Na guestdo cinco Camila marca a opc¢éao (A) considerando o tempo no eixo
vertical e a distancia percorrida no eixo horizontal, 0 que estaria certo. Segue a
justificativa da professora para este procedimento:

Entrevistador: Vocé marcou o item A colocando no eixo vertical o tempo e no eixo
horizontal a distancia percorrida.

Camila: E funcéo distancia por tempo porque sempre se fala na distancia primeiro
[...] e eu fui por ai.

No proximo momento a professora justifica o grafico escolhido.

Camila: E uma corrida contra o tempo, ent&o o ciclista estad aumentando a velocidade
[...] na parte inicial da prova ele teria que subir uma grande montanha, entdo a (C) eu
eliminei porque quanto maior o tempo maior sera a velocidade dele e maior sera a
distancia percorrida [...] porque distancia é velocidade vezes tempo e se a velocidade
aumenta a distancia também aumenta. Entdo fica entre a A e a B porque a
velocidade néo é constante.

Ai nas duas olhando para o A e 0 B a distancia vai aumentando e o tempo
também. O que me fez marcar a (A) é que na parte inicial da prova ele tem que subir
uma grande montanha. [...] Aqui o tempo esta subindo e a distancia também (no item
A) neste também tempo esta subindo e a distancia também (no item B), entdo pode
ser qualquer um desses dois, mas aqui esta dizendo que ele tem qué subir uma
grande montanha entéo eu optaria por essa (item A).

Entrevistador: Marcando os eixos dessa forma?
Camila: Sim.

Entrevistador: Entdo se mantivermos os eixos t (vertical) e d (horizontal) ndo é o
gréfico B por qué? Por causa dessa situacao, do ciclista subindo a montanha?

Camila: Também pode ser assim. Porque se na parte inicial ele tem que subir uma
grande montanha ele vai mais lento na parte inicial e depois ele vai mais rapido. Hoje
ja olhando dessa forma que eu pensei agora aqui ele esta indo mais lento no inicio e
depois ele esta indo mais rapido.
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Entrevistador: Mas continua o tempo na vertical e distancia na horizontal?

Camila: Ja vi que ndo é. Ja vi que € ao contrério (a marcacgéo dos eixos). Mas porque
eu nao sei. [...] Seria a letra com t na horizontal e d na vertical.

Entrevistador: O que te influenciou a marcar o item (A)?

Camila: Eu vi pelo formato de subir uma montanha, mas ndo tem nada ver com
gréfico. O gréfico ndo é desenho da montanha, é uma funcdo. Mas na hora eu pensei
“ndo tem montanha assim” (referente a opcao B) entdo s6 pode ser essa (referente a
opcdo A), mas ndo tem nada haver. Hoje eu sei que nao tem.

Como pudemos observar embora Camila tenha optado pelo grafico (A) com
0s eixos devidamente escolhidos, ela o fez influenciada pela trajetéria do ciclista e

nao pela relacéo entre distancia e tempo.

5.5.5 - Questdo 8

Na oitava questdo Camila afirma que a tabela refere-se apenas a funcao
identidade, mas nao justifica a sua resposta.
Durante a entrevista Camila reafirma que a unica funcéo real que pode ser

representada pela tabela indicada € a funcao identidade.

5.5.6 — Questao 10

Na décima questdo ela tenta verificar uma relacdo entre as funcdes atraves

de tabelas de valores, porém nao apresenta nenhuma resposta.
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Fiaura 24: Resolucado da auestdao dez pnor Cami la

Na ocasido da entrevista ela reconheceu o erro e modificou a sua resolugao

utilizando a translag&o horizontal e a translacao vertical corretamente.

5.6 — Jéssica

Na resolucdo do caderno de atividades Jéssica obteve nota 5,1.
Na ocasido da entrevista Jéssica definiu fungdo da seguinte forma:

Jéssica: A primeira idéia que eu tenho de funcdo é quando tenho alguma coisa
variando em funcéo de outra. E alguma relacdo entre duas coisas a principio. Se eu
trabalho e ganho por comissao o meu salério vai depender de quanto eu vou vender.

Essa é a primeira idéia de funcéo. Depois conhecendo funcao eu vi que para se ter
uma funcéo é preciso de trés coisas que seriam o dominio, o contradominio e a lei de
formacao para essa fungdo. Além disso, para a gente ter uma funcéo, vocé tem que
ter uma relacdo entre dois conjuntos aonde cada elemento do primeiro conjunto vai
se relacionar com um Unico elemento do outro conjunto e eu ndo posso ter um
elemento do primeiro conjunto se relacionando com dois elementos do segundo
conjunto.

Indagada sobre a imagem predominante em relacao a fungéo informa que é o

diagrama de setas.
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5.6.1 — Questao 1

Como podemos observar na figura 25, na primeira questdo a professora
classificou o item (c) como exemplo de uma relacdo funcional, mas néo justificou.
Ela também nao classificou o item (a) como uma relacdo funcional justificando cada
parada no pedagio como um reinicio da contagem de distancia.

Durante a entrevista, Jéssica ndo sO confirmou a sua resposta ao item (c)
como justificou dizendo que todo numero real positivo pode representar o volume de

um unico cilindro.

QUESTAO 1

Quais das situagBes abaixo referem-se ao conceito de fungdo? Justifique a sua respesta

a) Um carro se move numa certa redovia. O maanisTa a cada posto de peddgio, anota a
distancia percorrida e o tempo de percurso.
Vs £ fuveno . ! L—.q
T
b) Um estudante elabora uma tabela para relaciohar as rnr.diElus de dreu de diversos

ra’rﬁnguins em funcdo de seus per'Fmeiros )

=
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c) Uma r‘elugi!o que associa cada ndmero real x > O um cillgdr'o cujo volume é x.
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Figura 25: Resolucdo da questdo um por Jéssica

5.6.2 — Questao 3

Jéssica apresentou uma solugdo para esta questdo realizando conexdes
entre a representacdo grafica de uma funcédo quadrética e as informacdes sobre o
comportamento da equacao dada para x = 1 e x = 6, como podemos ver na figura

26.
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Figura 26: Resolucdo da questdo trés por Jéssica

5.6.3 — Questao 7

No questionario Jéssica afirmou apenas que o0 aluno estava errado sem
justificar. Durante a entrevista a professora justificou sua resposta dizendo que a

inversa da funcao exponencial é a funcao logaritmica.

5.6.4 — Questao 9

Jéssica ndo calculou a area solicitada e, além disso, o esboc¢o da regido cuja
area foi solicitada indica que o grafico de f(x) =1ogl0‘ ndo é uma reta, conforme

mostra a figura abaixo.

Figura 27: Resolucao da questdo nove por Jéssica
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Durante a entrevista a professora ndo reconheceu o erro no desenho do
grafico, e ndo soube sequer dizer que funcao havia desenhado
QUESTAO 3

Substituinde x por 1 em ax? +bx+c (a, b e ¢ nimeros reais) obtemos um valor positive.
Substituindo x por 6 nes'ro. mesma expresstio obtemos um valor negative. Quantas solucdes
distintas existem para ax? +bxf+c 0, x = R? Justifigue sua resposta.
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Figura 28: Resolucéo da questdo trés por Péamela

5.7 — Pamela

Na resolucéao do caderno de atividades Pamela obteve nota 6,7

Na ocasido da entrevista, a definicdo de funcdo dada por Pamela foi a
seguinte:

E uma relagéo entre dois conjuntos A e B onde todo elemento do conjunto A segue
uma lei que o leva em B.

Podemos verificar que nesta definicdo a unicidade € omitida. Questionada sobre a

primeira imagem que lhe ocorre quando o assunto € funcéo ela afirmou ser o seu

gréafico no plano cartesiano.

5.7.1 — Questdo 3

Na terceira questdao Pamela ndo chegou a nenhuma conclusao justificando

que o exercicio ndo fornecia os dados necessarios para resolvé-lo (vide figura 28)
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Na ocasido da entrevista Pamela apresentou, para a terceira questdo, uma

abordagem diferente da utilizada no dia da aplicacédo do teste:

Pamela: Com certeza duas, ndo sei o que eu coloquei, mas olhando agora eu sei que sédo
duas. [...] Essa funcdo corta o eixo, e por outro lado ndo pode ser todo positivo ou todo
negativo, porque tem um valor negativo e um valor positivo para y. E ai outra coisa também,
pelo Teorema do Valor Intermediario existe pelo menos uma raiz, entédo ela € uma ou duas
[...] Agora eu fiquei entre uma e duas raizes.

Quando indagada porque ndo aplicara este raciocinio anteriormente ela
respondeu que através do curso de fungbes reais pdde relacionar os aspectos
geométricos (graficos) com os aspectos algébricos.

Entretanto, mesmo tendo citado o Teorema do Valor Intermediario na
entrevista, a professora ndo interliga este teorema com o grafico da funcao
quadratica, continuando em duvida quanto ao numero de raizes da equacdo (uma

ou duas).

5.7.2 — Questdo 8

Na questao oito Pamela interpretou que a tabela poderia pertencer a apenas
uma unica funcéo e ndo uma entre varias.

Quanto a oitava questdo Pamela mudou a sua resposta afirmando que a
tabela poderia indicar um namero infinito de funcdes distintas entre si e justificou de

maneira satisfatoria.

5.8. — Roberto

Na resolucao do caderno de atividades Roberto obteve nota 5,0.



71

Questionado sobre a definicdo do conceito de funcdo Roberto diz:

Roberto: Hoje, depois do curso, deu uma clareada boa. Eu acho que uma defini¢do
bem simples seria uma relagdo de dependéncia entre duas grandezas.

Podemos verificar que o professor ainda ndo consegue formalizar

corretamente o conceito de funcéo.
5.8.1 — Questdo 1

Na primeira questéo, item (c) o professor ndo considera a possibilidade de
dois cilindros distintos poderem possuir o mesmo volume afirmando assim que tal
exemplo exprime uma relacdo funcional. Durante a entrevista o professor Roberto

reconhece que a resposta dada ao item (c) estava incorreta.
5.8.2 — Questao 3

Roberto tenta na terceira questdo, conforme mostra a figura 29, encontrar o
namero de solugbes distintas para a equacao proposta utilizando manipulacbes

algébricas envolvendo o discriminante e os coeficientes da equacéao.

QUESTAO 3

Substituindo x por 1 em ax? +bx+c (a, b e ¢ nimeros reais) obtemes um valor positivo,
Substituindo x por 6 nesta mesma expressdio obtemos um valor negativo. Quantas solugles
distintas existem para ax? +bx +¢=0, x € R? Justifique sua resposta.
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Figura 29: Resolucdo da questdo trés por Roberto
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Na ocasido da entrevista, quando indagado sobre a sua resolucédo, Roberto

Eu acredito que substituindo os valores ndo sei [...] se eu fizesse deste jeito eu
acredito que daria para resolver. Nao sei se o fim foi correto, foi justificavel por estes
meios, mas acredito que eu pensaria pelo mesmo caminho ou entdo fazendo a
substituicdo do x por 1 e achando a+b+cC e o x por 6 e achando 36a+ @b+ cC e
fazendo a comparacéo do primeiro sendo um valor positivo, ou seja, o0 somatdrio dos
trés maior que zero e depois este outro resultado que eu achei menor que zero e
fazendo uma comparacdo com estas duas equacdes que eu obtive com a
substituicao.

Nesta nova estratégia o professor mantém a manipulacdo algébrica ao invés

de recorrer a abordagem geométrica.

5.8.3 — Questdo 5

Na questdo cinco, o professor confirma a sua opcdo pela alternativa B,

mesmo tendo sido incoerente com a escolha dos eixos coordenados, conforme

podemos ver abaixo:

Entrevistador: Vejo aqui que vocé colocou s (distancia) no eixo horizontal e t (tempo)
no eixo vertical?

Roberto: Eu acredito que foi por isso de a distancia ter que ser maior do que o tempo
nos intervalos “pequenininhos”, entdo ele percorreria distancias maiores em tempos
menores.

Entrevistador: Entdo vocé concorda que a opg¢éo (B), com esta marcacao nos eixos,
seria 0 melhor gréafico nesta situacao?

Roberto: Sim.

5.8.4 — Questao 8

Na oitava questdo Roberto afirma que a tabela refere-se apenas a funcao

identidade.
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Ao ser questionado sobre a sua resposta nesta questédo, Roberto afirma que
pensou muito na ocasido da aplicacdo do teste, na ocasido chegou a fazer um
esboco da situacao, e concluiu que somente a funcéo identidade atenderia a tabela
proposta. E importante ressaltar que o professor se deteve por um longo tempo em

siléncio analisando a questéo na entrevista antes de respondé-la.

5.8.5 — Questao 10

Na resolucdo da décima questdo, exposta na figura abaixo, Roberto assume

que o gréfico da fungédo f é dado por f(x) =|x2 —]4 e a partir desta expresséao tenta

encontrar uma férmula matematica que defina a funcdo g. Em momento algum ele

utilizou as translacdes sofridas pelo grafico da funcéo f.

Figura 30: Resolucdo da questdo trés por  Roberto

Na andlise da décima questdo, Roberto justifica a sua resposta da seguinte

forma:

Entrevistador: Na questdo 10, pelo visto vocé tentou encontrar aqui uma funcgdo
guadratica? Por qué?
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Roberto: Sim. Acho que pela mania que a gente tem do formato da funcdo. Ah! Ela é
0 modulo de uma funcdo quadrética porque ela esta descendo e chegou ao eixo 0x
ela volta. Acho que pela insisténcia que a gente sempre houve tanto na graduacdo
guanto no ensino médio que a gente acaba repetindo, reproduzindo, para 0s N0sSsos
alunos que a funcdo modular de uma fun¢do do segundo grau tem esse formato.

Na continuacdo da entrevista Roberto reconheceu que ndo era necessario
definir a lei de formacdo da funcdo f para determinarmos as translacdes que
originaram a funcdo g. Entretanto, ndo definiu quais mudancas foram feitas na

funcéo f.

5.9. — Tatiana

Na resolucao do caderno de atividades Tatiana obteve nota 6,7.
Na entrevista a definicdo que Tatiana apresentou foi a seguinte:

Para mim funcdo é uma relacdo entre duas grandezas que vocé tem... Existem

algumas regras que vocé tem que seguir porque nem toda relacdo vai ser uma

funcao.

[...] uma delas é essa que a cada elemento que vocé pegar do dominio tem uma

Gnica imagem. E vocé ndo pode ter elementos do dominio sem nenhuma

correspondéncia.

Durante a entrevista, Tatiana afirma que a sua imagem predominante da
definicdo de funcdo € o diagrama de setas, pois segundo seu entendimento, a

adequacao dos exemplos a esta forma de representacao facilita a compreensao.

5.9.1 — Questao 1

Na primeira questdo, Tatiana ndo reconheceu o item (a) como exemplo de

uma relacéo funcional, justificando tal fato de maneira singular.
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Figura 31: Resolugdo da questdo u m por Tatiana

Na entrevista, a professora comentou que ndo analisou 0 percurso como um
todo, ou seja, desde o inicio da viagem até a final. Analisou de maneira
fragmentada, tomando os pedagios como referéncia e, sob este ponto de vista, esta

situacao nao representa uma funcao.

5.9.2 — Questdo 3

Na terceira questdo, afirma existirem infinitas solugbes, baseando a sua
resolucdo na andlise de expressdes algébricas resultantes das informacdes da

guestdo, conforme mostra a figura 32.

Figura 32: Resolugdo da questdo trés por Tatiana
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Tatiana ndo mencionou na entrevista nenhuma outra abordagem para a
questao trés, insistindo na manipulacdo algébrica tal qual tinha sido realizada,
afirmando ser sempre deste modo que ela resolve tais questdes. Em nenhum
momento admitiu uma interpretacdo geomeétrica como, por exemplo, a visualizacao

do gréafico que representaria a funcéo proposta (funcdo quadratica).

5.9.3 — Questao 5

Embora tenha respondido corretamente a questdo cinco, indicando o item
certo em relacdo aos eixos coordenados, a professora, questionada quanto a sua
escolha, afirmou que na ocasido da aplicacdo ndo se sentiu segura quanto a

resposta dada.

5.9.4— Questao 10

Na décima questdo reconhece que o grafico da funcdo f € submetido a
translagbes, mas comete um engano quanto a translacdo horizontal
g(X) =f(x + 1) + Z ao invés de g(x) =f(x-1)+ 2z Na ocasido da entrevista a

professora Tatiana corrigiu sua resposta.

5.10 — Wilson

Na resolucéao do caderno de atividades o aluno Wilson obteve nota 4,4.

Na entrevista a definicdo de funcéo apresentada por Wilson foi:
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Wilson: Na verdade eu nem trabalho com funcbes praticamente [...] Mas
normalmente eu pego um conjunto e tento associar cada elemento daguele conjunto
com o elemento de outro conjunto. Agora definir o que é fungdo? Sinceramente, eu
tenho dificuldades em definir o que é uma funcdo. Eu digo assim, definir para uma
pessoa entender e ndo dizer matematicamente: Ah!... Funcdo é quando vocé tem
dois conjuntos e existe uma lei de formacéo. Isso para mim ndo é definir funcao.
Normalmente eu néo falo dessa maneira.

Wilson demonstra certa aversdo a formalidade matematica. No decorrer da
entrevista, justificou esta aversdo pelo fato de ser licenciado em Fisica, ndo em
Matematica. Ele também informou que os seus alunos sao do Ensino Fundamental e
que isso justificaria uma abordagem menos rigorosa deste tépico matematico.

Indagado sobre a imagem que lhe vem a mente quando o tema é funcdes o

professor informou que € a sua representacao grafica.

5.10.1 — Questédo 1

Na ocasido da resolucdo do caderno de atividades, Wilson ndo respondeu a
primeira questdo. Indagado durante entrevista sobre tal fato, o professor indicou o
item (a) como exemplo de uma relagéo funcional e os itens (b) e (c) como exemplos

nao funcionais, justificando satisfatoriamente.

5.10.2 — Questdo 5

Embora tenha marcado o item (b) nesta questédo, ao ser questionado sobre a
marcacgao das grandezas nos eixos coordenados, o professor indicou o eixo vertical
como tempo e o eixo horizontal como distancia. Tal marcagéo de eixos para o item

(b) contraria as nossas expectativas quanto a resposta dada para esta questao.
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5.10.3 — Questao 8

No questionario, Wilson respondeu que a tabela referia-se somente a funcao

identidade. Tal posicao foi mantida durante a entrevista.

5.10.4 — Questédo 10

No questionario, o professor Wilson cometeu um erro quanto a translacao

vertical, mas durante a entrevista ele corrigiu sua resposta.

5.11 — Analise Global

Tendo como objetivo verificar se os professores haviam em geral mantido ou
corrigido suas respostas incorretas durante as entrevistas, organizamos uma tabela
em gue constam, para cada professor, assinaladas as questdes que foram mantidas
e as que foram alteradas. As questdes mantidas foram indicadas pela letra M e as
corrigidas durante a entrevista foram indicadas com a letra C. Algumas estdo em
branco, pois referem-se a questdes que os professores acertaram e, portanto, nao
foram abordadas durante a entrevista. A nota global refere-se a nota dada ao
professor na ocasido da aplicacdo do questionério, conforme informado no capitulo

dois.
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Nome Nota global [Q1 Q3 Q4 Q5 Q7 Q8 Q9 Q10
Adriana 4.4 M M M M
Bernardo 5,0 M M M C
César 10
Celso 59
Camila 34 M M C M M
Jéssica 51 C M
Pamela 6,7
Roberto 5,0 C M M
Tatiana 6,7
Wilson 4,4 C M M

Tabela 3: Questdes mantidas ou corrigidas nas entre  vistas por cada professor.

Entre as trinta e seis respostas que nao corresponderam as nossas
expectativas, apenas nove foram corrigidas durante as entrevistas.

Na primeira questao, dentre 0s oito professores que erraram, observamos que
apenas dois professores retificaram as suas respostas, enquanto 0s outros seis
professores continuaram apresentando problemas quanto a aplicacdo da definicao
do conceito de funcéo.

Na segunda questdo nenhum professor retificou a sua resposta. Estes
professores continuaram tentando resolver esta questdo utilizando apenas a
manipulacéo algébrica ao invés de recorrerem a interpretacdo geométrica do grafico
de uma funcao quadratica.

Na quarta questdo observamos que um dos professores retificou a sua
resposta. Embora apenas dois professores tenham sido questionados sobre esta

guestao, ressaltamos que estas entrevistas ocorreram no final do curso e que as
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condicbes para que duas funcdes fossem iguais deveriam ser dominadas pelo
professor, visto que este assunto foi objeto de estudo do curso.

Na quinta questdo desejavamos saber se o professor ao marcar a opcao A ou
B relacionaria os eixos coordenados coerentemente com a sua resposta. Como
podemos observar na tabela, o grupo entrevistado sobre esta questdo nao
conseguiu verificar graficamente a variacdo entre as grandezas envolvidas no
problema proposto.

Na sétima questdo, assim como na quarta questdo, apenas um professor
retificou a sua resposta. Lembramos, entretanto que este professor, ao corrigir a
resposta, afirmou que as fungdes f(x) =logx e f(x) =%/10 eram iguais.

Na oitava questdo apenas um professor indicou durante a entrevista que
poderia haver infinitas fun¢des reais para a tabela indicada. E importante observar
gue os outros cinco professores entrevistados mantiveram a resposta dada no
questionario, que associava a tabela a apenas uma fungao.

Na nona questdo, mesmo reconhecendo que a funcdo logaritmo € a inversa
da funcado exponencial, o professor entrevistado n&o retificou a sua resposta.

Na décima questdo a maioria dos professores corrigiu a resposta dada no
questionério, denotando assim o entendimento das translagfes horizontal e vertical
de uma fungao.

Como observado no inicio e ao longo das andlises das questdes, 0
desempenho dos professores foi aquém do esperado. As nossas expectativas eram
gue, ao concluir o curso, estes professores corrigissem a maioria, sendo todas as
respostas incorretas. Entretanto, ndo foi o que observamos. Provavelmente alguns
conhecimentos e procedimentos estdo tdo enraizados, que a sua reconstrucao fica

comprometida.
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CAPITULO 6 — OS SETE ASPECTOS

Neste capitulo realizaremos uma comparacdo das respostas dadas nas
entrevistas relatadas anteriormente com o0s sete aspectos do quadro tedrico

construido por Even (1990).

6.1 — Tracos Essenciais

Como mencionamos no quadro tedrico, este é um dos aspectos que lida com
a imagem conceitual, observando a esséncia do conceito. Tall & Vinner (1981)
definem imagem conceitual como uma imagem mental do conceito, isto €, o conjunto
de todas as imagens que alguma vez foram associadas com o0 conceito na memoria

do individuo.
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Dentre os entrevistados, oito professores ndo responderam satisfatoriamente
a primeira questao, principalmente o item referente a associacdo de um numero real
ao volume do cilindro. Durante a entrevista trés deles corrigiram suas respostas,
enquanto os demais ou persistram no erro ou apresentaram justificativas
inconsistentes, como o professor Bernardo, que denotou problemas quanto ao
conhecimento da estrutura dos numeros reais.

A construcao de funcdes a partir de determinadas informacdes foi trabalhada
durante o curso de especializacdo, esperavamos entdo que durante a entrevista a
maioria dos professores retificasse suas respostas. Embora a definicdo formal do
conceito de funcdo tenha sido apresentada, a sua aplicagdo em situacbes nao
padronizadas néo foi verificada.

Segundo Even, o encontro de um conceito familiar em uma situacdo nao
usual conduz o professor a reexaminar seus conhecimentos e superar dificuldades,
levando-o a construir uma nogéao bem articulada e aprofundada.

Nas entrevistas verificamos que os professores apresentaram, de maneira
predominante, como primeira imagem conceitual de funcdo ou o diagrama de setas
ou a sua representacao grafica. A tabela a seguir informa nove professores, pois

esta pergunta néao foi efetuada ao professor Roberto, nosso primeiro entrevistado.

Diagramas de Setas Representacdo Grafica Expressao Algébrica
4 4 1

Tabela 4: Imagem predominante

Observamos que os professores entrevistados, na maioria das vezes,
definiram fung&o como uma relagéo entre dois conjuntos A e B, onde cada elemento

x O A se associa a um Unico elemento y 0 B. Na tabela a seguir classificamos estas
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respostas como “Tipo de relagdes entre conjuntos”. Alguns professores, ao serem
perguntados sobre a definicdo de funcao, utilizavam exemplos do cotidiano em
substituicdo a definicdo formal. Outro grupo definiu fungdo como um tipo de relacéo
entre grandezas, estes professores tentavam mesclar os exemplos praticos com a

definicdo formal, podemos citar como exemplo para este grupo o professor Wilson.

Tipo de relacéo entre conjuntos | Exemplos préaticos | Relagdo entre grandezas
5 2 3

Tabela 5: Definicdo de Fungéo

Estas respostas também revelam um fato interessante, que € o surgimento do
campo semantico das aplicacdes, presente na pesquisa de Carneiro, Fantinel e Silva
(2003). O ndcleo deste campo consiste em variaveis, relacbes entre variaveis,
modelo e modelagem, exemplos da fisica ou do cotidiano. As frases geradoras
contém expressodes que realcam funcdo como uma relacéo entre variaveis que pode
ser pensada como um modelo matematico para alguma situacao real.

Os tracos essenciais também foram observados na quarta questdo, onde
perguntamos se duas funcbes eram iguais. Entrevistamos dois professores que
haviam errado esta questdo, um deles retificou a sua resposta enquanto o outro

insistiu que as funcdes eram idénticas.

6.2 — Diferentes Representacdes

Even ressalta que é importante reconhecer o uso de um conceito matematico
nas areas de conhecimento da propria Matematica. Podemos ter uma nocdo deste
aspecto observando as respostas dadas na entrevista a seguinte pergunta: na sua

graduacéo quais as disciplinas que tiveram relacdo com o contetdo de Funcbes?
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Célculo | Fundamentos | Andlise | Algebra | Algebra | Funcbes | Geometria | Geometria | Geometria
da Linear de Diferencial | Analitica
Matematica Variaveis
Complexas
12 4 6 1 1 1 3 4 1

Tabela 6: Disciplinas que na opinido dos professore s tém relagdo com fungbes

Quando questionados, observamos que, para os professores entrevistados,
as relacdoes funcionais sdo mais presentes nas disciplinas ligadas ao Calculo.
Sabemos, entretanto, que estdo presentes também em outras disciplinas como, por
exemplo, as citadas na tabela quatro. O conceito de funcdo possui diferentes modos
de representacfes que nem sempre estdo interligadas, seja pela notacdo, seja pela
forma como sao apresentadas. Talvez por esta razdo ndo seja facilmente

identificado nas diversas areas da Matematica.

“Existem também diferentes notacdes de funcbes as quais parecem ser
construidas de um modo diferente em vez de um conceito unificado [...] Muitas
funcdes que sdo conhecidas no inicio, tem uma importancia especial e séo
utilizadas extensivamente, tem nomes especificos e usam notacdes
especificas, por exemplo, as fungdes trigpnométricas, fungdes exponenciais e
logaritmicas, bem como as a funcdo X para as variaveis randdémicas em
probabilidade. Transformac@es lineares sdo descritas, em muitos casos, por
matrizes.” (Even, p 532)

A questdo trés estava relacionada com este aspecto, jA que requer a
habilidade do professor em transitar entre a representacdo grafica da funcao
quadratica e interpretacdo da equacédo proposta. Even observa que a representacéo
simbdlica domina o pensamento dos professores e que eles ndo sao capazes de
mudar a maneira de pensar o problema. Entrevistamos sete professores que nao
responderam corretamente e apenas um retificou sua resposta.

Confirmando o resultado da pesquisa apresentada por Even, mesmo podendo
analisar a questdo sob o ponto de vista grafico, a maioria dos professores efetuou
manipulagbes algébricas com o discriminante mesmo ndo possuindo dados

suficientes para realizar este tipo de anélise.



85

6.3 — Modos alternativos de apresentacao

Este aspecto esta relacionado ao modo de abordagem do conceito realizado
pelo professor. Tanto na resolucdo do questionario quanto nas entrevistas,
observamos um predominio da manipulacdo algébrica no trato de questdes,
principalmente na questdo trés, onde um enfoque geométrico forneceria melhores
resultados. Apesar da maioria dos professores indicarem o grafico ou o diagrama de
setas como imagens predominantes, na pratica demonstraram uma preferéncia por

resolver esta questao através de expressdes algébricas.

6.4 — Relevancia do conceito

Segundo Even, a compreensdo do conceito de funcéo inclui a compreensao
da composicdo de funcdes e da inversdo de funcdes, e como quaisquer outros
conceitos, ndo podem ser compreendidos ou ensinados de maneira simplificada.

Geralmente estes assuntos séo tratados sob o ponto de vista algébrico, no
caso da determinacdo da inversa de uma funcdo trocamos de posicdo as variaveis
na equacao correspondente a expressao algébrica da funcdo e isolamos a variavel
dependente. Este procedimento esconde outros aspectos importantes da inversa de
uma funcdo, como por exemplo, o resultado da composicdo da funcdo pela sua
inversa ou a simetria do grafico de uma funcdo com o grafico de sua inversa em
relacdo a reta y=x.

As questbes sete e nove encontram-se interligadas, enquanto a primeira

envolve a inversa de uma fungcédo exponencial, a segunda explora a aplicabilidade da
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propriedade presente na composi¢cdo de uma funcao pela sua inversa. Observamos
que quatro professores erraram ambas. Houve também casos de professores que
erraram somente uma delas, trés somente a questédo sete e sete somente a questao
nove.

Adriana, que foi entrevistada, errou somente a questdo sete. Para ela
f(x)=logx e f(x):@ sdo idénticas e correspondem a inversa de f(x)=10".
Nesta questdo, além das fun¢cdes ndo serem iguais, a professora ndo reconheceu
que a inversa de uma funcéo € unica.

Ja a professora Jéssica, errou a questdo nove e acertou a questao sete.
Neste caso ela reconheceu corretamente a inversa, mas nao conseguiu utilizar a sua
propriedade em relagcdo a composicéo de funcdes.

Destacamos que as entrevistas foram realizadas no final do curso, ou seja,
era esperado, que com os conhecimentos adquiridos, estes erros ndo fossem mais
cometidos. Entretanto, certas idéias e procedimentos mal aprendidos ao longo da

formacéo, estdo de tal modo téo fixados, que séo dificeis de serem reconstruidos.

6.5 — Repertorio Basico

No quadro tedrico, o repertério basico € um conjunto de principios
importantes, tais como propriedades e teoremas relacionados ao conceito estudado.
O essencial é que este repertério seja utilizado de forma apropriada, isto é, com
significado, e que ele seja do dominio do professor para que ndo se transforme
numa colecao de procedimentos. Durante as entrevistas pudemos observar que este

repertdrio, na maioria dos casos, ou ndo é muito rico ou recai na colecdo de
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procedimentos que muitas vezes séo utilizados sem muito critério, como no caso de

algumas resolucdes da questao trés e da questéo dez.

6.6 — Compreenséao do Conceito

Este aspecto esta relacionado com a aprendizagem de um novo conceito e a
sua relacdo na adicdo de nés ou links que formam a estrutura cognitiva. Segundo
Even, o entendimento de um conceito ndo pode ser fundamentado apenas na
memorizacdo de procedimentos ou apropriacdo de algoritmos. Os conceitos e
procedimentos devem estar conectados pela compreensao.

Relacionamos com este aspecto as questdes um, quatro, oito e dez. Como a
primeira questéo foi analisada no primeiro item, nos deteremos nas outras, e para

ISSO apresentamos a tabela abaixo.

Questao 4 Questao 8 Questao 10
Corrigiu a resposta 1 3 3
N&o corrigiu a resposta 1 3 1

Tabela 7: Resultado das entrevistas referentes as q  uestdes quatro, oito e dez.

Como podemos observar, cinco respostas que nao tinham atendido as
expectativas nao foram retificadas durante a entrevista.

Na questdo quatro é verificamos que a estratégia utilizada pelo professor que
errou a questao foi reafirmada na ocasiao da entrevista, denotando assim que aos
algoritmos de resolucao utilizados para expressdes algébricas, néo foi adicionada ou
conectada a idéia de que os dominios deveriam ser iguais.

Na oitava questédo, dentre os seis professores que erraram, trés retificaram

suas respostas durante a entrevista, reconhecendo que a tabela apresentada
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poderia pertencer a infinitas funcdes reais. E interessante observar que o
procedimento de conectar os pontos através de segmentos predomina sobre o fato
de ndo haver informacdes na questdo sobre como a funcdo se comporta entre os
pontos da tabela. Tal atitude conduziu estes professores a reconhecerem apenas a
funcao identidade como resposta a esta questao.

Quanto a questdo dez, podemos verificar que houve um avanco na medida

em que trés dos quatro professores corrigiram a sua resposta.

6.7 — Conhecimento da Natureza da Matematica

Segundo Even, o conhecimento sobre a natureza da Matematica é importante
para o conhecimento de funcbes. Este traco inclui: reconhecer as bases formais
para se estabelecer um conceito, distinguir suas idéias principais e o seu lugar na
Matematica e também entender os processos pelos quais se estabelece a
veracidade de uma conjectura na Matematica. Neste trabalho pudemos verificar que
alguns professores procediam de maneira intuitiva evitando algumas vezes
definicbes formais, como no caso da primeira questdo referente a definicdo de
funcao, e utilizando casos particulares ou exemplos como demonstracfes, como nos

casos dos professores Wilson e Adriana.
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CAPITULO 7 — CONSIDERACOES FINAIS

A dificuldade dos alunos em lidar com fun¢des nos conduziu a reflexdes sobre
a formacéao do professor em relacdo a este topico matematico, pois entendemos que
0 processo de ensino e aprendizagem tem neste elemento um dos seus principais
artifices. Entendemos que esta pesquisa possa contribuir na orientacdo do processo
de formacédo do professor, na medida em que aponta suas dificuldades em dominar
este assunto.

Esta pesquisa foi realizada com 36 alunos do Curso de Especializagdo em
Ensino da Matematica, na disciplina Fun¢des Reais, que resolveram um questionério
contendo uma lista de questbes. Posteriormente, no final do curso, alguns destes
professores participaram de entrevistas em que puderam rever as respostas
consideradas fora das nossas expectativas e corrigi-las caso conseguissem

identificar o erro.
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Este trabalho teve como principal referencial o trabalho de Even (1990) do
qual aproveitamos o quadro tedrico que nos orientou na analise do que os
professores conhecem sobre funcdes.

Segundo a pesquisadora, para considerarmos que um determinado contetdo
foi apreendido, € preciso que ele seja verificado sob sete aspectos que constituem
uma base de andlise.

Seguimos a metodologia empregada por Even em sua pesquisa, que se
constituiu na aplicacdo de um questionario a um grupo de professores e,
posteriormente, na realizacdo de uma entrevista com alguns professores desse
grupo.

Outro referencial teérico utilizado neste trabalho corresponde a pesquisa
realizada por Carneiro, Fantinel e Silva (2003) na Universidade Federal do Rio
Grande do Sul. Esta foi efetuada em trés grupos: o primeiro grupo formado com
alunos no inicio do curso de Licenciatura em Matematica, o segundo por formandos
do ano de 1999 e o terceiro por recém diplomados ouvidos no ano de 2000. Ao
primeiro grupo foi solicitada uma aula de introdugéo ao tema fungédo e aos demais
grupos a responderem a um questionario envolvendo situagcbes de funcdo e néo-
funcdo cujos resultados foram frases geradoras relativas a diferentes campos
semanticos.

Recorremos também a trabalhos de Ball (1988), Markovits, Eylon e
Bruckheimer (1995), Meira (2006) e Zuffi (2001), as notas de aula de Giraldo (2006)
e Roque (2006). Procuramos através destas pesquisas e contribuicdes docentes
entender o processo histérico de constru¢cdo do conceito de funcdo e também as
dificuldades encontradas pelos alunos na apropriacdo deste objeto matematico ao

longo de sua formacao.
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Sob a influéncia de Carneiro, Fantinel e Silva, observamos que, tanto ao
longo das resolu¢des quanto nas entrevistas, existe uma predominancia do campo
semantico elemento/conjunto no qual uma funcdo é descrita como uma relagéo entre
dois conjuntos A e B, onde cada elemento de A é associado a um, e somente um,
elemento de B. Esta resposta também teve a preferéncia da maioria dos alunos da
graduacéo entrevistados pelos pesquisadores. Verificamos também que a maioria
dos professores entrevistados, quando questionados sob a primeira imagem
referente a funcédo, indicaram o diagrama de setas. Tal fato pode ser atribuido a
abordagem inicial de funcbes, que na maioria dos livros didaticos utilizados na
Educacao Basica, € efetuada através desta representacao.

Em relacdo ao quadro tedrico proposto por Even observamos que 0s
professores ndo conectam os varios modos de apresentacdo do objeto funcao e,
principalmente, desconhecem as limitacdes intrinsecas a cada um dos modos
(diagrama de setas, tabelas, expressdo algébrica). Assim por exemplo, a tabela
utilizada na questéo oito ndo se refere apenas a fungéo identidade, mas por estarem
habituados a construir o grafico de uma funcdo através da marcagdo de alguns
pontos no plano cartesiano presumiram tal fato, alguns sustentando tal afirmacao até
na entrevista efetuada ao final do curso. Destacamos também a dificuldade dos
professores em transitar entre a representacdo algébrica e a representacdo
geomeétrica, fato verificado nas resolugcfes apresentadas para a questao trés.

Outro aspecto, presente no quadro teodrico de Even, cujos resultados
merecem destaque, refere-se ao entendimento da Matemética. Verificando a
resolucdo de algumas atividades do questionario e analisando as entrevistas,
percebemos que existem alguns professores que produzem definicbes baseadas em

aplicacdoes da definicdo formal, como por exemplo, a interdependéncia entre as
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grandezas velocidade e tempo em exemplo de movimento. Tais definicdes
substituem a definicdo formal considerada muito tedrica e pouco pratica. Um dos
professores, o professor Wilson, justificou a sua definicdo baseado em exemplos do
cotidiano, como um meio de melhorar o entendimento dos seus alunos sobre este
assunto, porém nao apresentou durante a entrevista nenhuma outra abordagem
mais formal.

Verificamos no decorrer do curso certo temor ao formalismo e ao rigor
matematico por parte dos professores. Eram muito comuns frases do tipo: Este
curso € muito tedrico! Onde utilizaremos este conteddo na sala de aula? Onde esta
a aplicabilidade? Algumas vezes, nossos professores se esquecem que €
necessario conhecer a Matematica, em sua esséncia, em sua historia, para poder
ensina-la. Um dos discursos, que tenta legitimar, erroneamente, tal comportamento,
€ 0 da contextualizacdo em situacdes praticas. O professor ndo deve se limitar ao
campo semantico das aplicacdes, onde toda funcdo tem sua aplicabilidade nos
problemas praticos do cotidiano. Entendemos que esta dimensdo é importante, ndo
s6 no processo de ensino e aprendizagem do conceito de fun¢des, como para a sua
propria natureza. Entretanto, ndo podemos reduzir 0 ensinamento deste topico
apenas a este aspecto, sob pena de limitarmos as possibilidades deste objeto
matematico.

E importante ressaltar que os professores ao serem entrevistados tinham
completado o curso de funcdes reais. Mesmo assim algumas crencas e atitudes
foram mantidas, tais como, toda funcdo deve ser continua, os procedimentos
algébricos tém amplo predominio sobre a representacdo geométrica e sua andlise, a
construcdo de graficos de uma funcéo através da unido de pontos por segmentos de

retas sem uma andlise prévia do seu comportamento. Esperavamos outras
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respostas durante as entrevistas, mas obtivemos em certos momentos as mesmas
e, em outros, respostas que apontaram para problemas que nao tinham sido
detectados, como por exemplo, a dificuldade de entendimento de um dos
professores em relagcdo aos numeros reais.

Verificamos também que a aquisicdo ou a revisao de Teoremas ou estruturas
pertencentes a Matematica avancada, aplicadas no curso, nem sempre contribuiram
na qualidade das respostas dadas durante a entrevista. Como exemplo, pudemos
observar a resposta dada pela professora Jéssica a terceira questao, onde ela cita o
Teorema do Valor Intermediario, mas ndo como utiliza-lo. Tal fato é abordado na
pesquisa de Ball (1988), quando a autora analisa o conhecimento adquirido pelo
professor sob a dimensdo da legitimidade, onde ndo é suficiente apenas dizer se
esta certo ou ndo, mas tambeém justificar a sua escolha.

Constatamos com esse estudo que o nosso professor, quando confrontado
com questdes envolvendo as fung¢des que usualmente sao abordadas na Educacéo
Bésica, apresenta um fraco desempenho, demonstrando limitagBes incompativeis
com o seu grau de formacao, ora reproduzindo os erros dos alunos desta etapa da
educacéo, ora reproduzindo em sala de aula erros de abordagem e de conceito.
Estas constatacdes ganharam forca na medida em que alguns professores
entrevistados ao final do curso sustentavam determinadas respostas.

E fato que existe certa distancia entre o que se pretende do ensino de
Matemaética e o que realmente acontece em nossas salas de aula. E na linha de
frente desta batalha que se encontra o professor, algumas vezes desprovido das
ferramentas necessarias, e em outras, ndo sabendo utilizar de maneira apropriada o
“arsenal” que Ihe foi concedido ao longo de sua formacdo. Neste sentido,

entendemos que as analises dos aspectos apresentados nesta pesquisa néo
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deveriam servir somente para nortear a avaliacdo do conhecimento de determinado
conteado matematico, mas contribuir para que o processo de sua aquisicdo seja 0

mais completo possivel.
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QUESTIONARIO SITUACIONAL

ANEXO |
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Este questiondrio e o caderno de atividades sdo destinados a pesquisa da dissertagdo de
Mestrado de Cldudio Bispo de Jesus da Costa, aluno do curso de Mestrado em Ensino da
Matemdtica do Instituto de Matemdtica da UFRJ. Pego que, tanto as respostas dadas neste
questiondrio, quanto as solugbes apresentadas nas questdes do caderno de atividades, tenham
como base a sua sinceridade e o seu empenho. De minha parte comprometo-me a manter em sigilo
os homes dos participantes e suas informagdes pessoais, caso seja hecessdrio relatd-los durante
a pesquisa, o farei através de pseuddnimos.

Nome:

Data de Nascimento: / /

Instituigdo na qual obteve a sua graduagdo:

Ano de Conclusdo:

(

Atualmente vocé estd lecionando?

)Sim () Ndo.

Em caso afirmativo preencha a tabela abaixo:

Instituigdo

Série

Hd quanto tempo exerce a fungdo docente?

Na sua graduagdo quais as disciplinas que tiveram maior relagdo com o contetdo de Fungdes?

Vocé fez algum outro curso apés a graduagdo (por exemplo: aperfeigoamento, especializagdo, ...)?

Se sim, quais as disciplinas cursadas?
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Na sua opinido o grau de dificuldade presente no ensino do tépico Fungdes é:
( )Baixo ( )YMédio ( ) Alto.

Quais as maiores dificuldades que encontra para ensinar Fungdes?

Quais as maiores dificuldades que vocé acha que seu aluno tem para aprender FungGes?
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ANEXO II
CADERNO DE QUESTOES

QUESTAO 1
Quais das situagdes abaixo referem-se ao conceito de fungdo? Justifique a sua resposta

a) Um carro se move, numa certa rodovia. O motorista, a cada posto de peddgio, anota a
distancia percorrida e o tempo de percurso.

b) Um estudante elabora uma tabela para relacionar as medidas de drea de diversos
retdngulos em fungdo de seus perimetros.

¢) Uma relagdo que associa a cada nidmero real x > 0 um cilindro cujo volume € x.

QUESTAO 2
Sabendo que f: X - Y é uma fungdo, verifique se as afirmativas abaixo sdo verdadeiras ou falsas.
Justifique somente as afirmativas falsas.

a) A relagdo f: X - Y é uma fungdo se para todo y O Y existe x 0 X tal que
f(x) =y. ( ) Verdadeira ( ) Falsa

b) Searelagdo f: X - Y é uma fungdo, é verdade que:
X1, X2 O X, X1 # X2 = f(x1) 2 f(X2). ( ) Verdadeira ( ) Falsa

c) Arelagdo f: X — Y € uma fungdo se para todo x [ X existey 0 Y tal que
f(x) =y. ( ) Verdadeira () Falsa

d) A relagdo f: X - Y é uma fungdo se dados x;, X, O X, onde x; = X, temos
f(x1) = f(x2). ( ) Verdadeira ( ) Falsa

QUESTAO 3

Substituindo x por 1 em ax+bx+c (a, b e ¢ nimeros reais) obtemos um valor positivo.
Substituindo x por 6 nesta mesma expressdo obtemos um valor negativo. Quantas solugdes
distintas existem para ax’ +bx+ c=0, x 0 R? Justifique sua resposta.
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QUESTAO 4

X2

Sejam f e g duas fungdes reais definidas respectivamente por f(x)= x+_24

e g(x)=x-2.

Podemos afirmar que f e g sdo iguais? Justifique sua resposta.

QUESTAO 5

Os grdficos abaixo representam fungdes distdncia por tempo. Qual deles descreve melhor a
distancia percorrida por um ciclista huma corrida contra o tempo? Na parte inicial da prova ele
tem de subir uma grande montanha.

(A) (B) ©)

v
v
v

QUESTAO 6
Assinale qual ou quais das justificativas abaixo vocé utilizaria para demonstrar que: “O grdfico de
uma fungdo f: R — R, definida por f(X)=ax+ b, onde g, 6 0 R, é uma reta".

( ) Porque dados dois pontos A(x,,y,) e B(X,Y,) quaisquer do grdfico a razdo entre as
diferencas das ordenadas e a diferenca das abscissas é constante, isto é, a :%

B A
( ) Porque dados trés pontos A(X,,V,). B(X,VYs) € C(X.,Y.) quaisquer do grdfico , com
X, < X3 < %, a medida do segmento AC € igual a soma das medidas de AB e BC.

( ) Porque a taxa de variagdo é constante e o seu valor € igual ao coeficiente a.

QUESTAO 7
Um estudante disse que existem duas fungdes inversas para f(x) =10": uma € a fungdo raiz e a

outra é a fungdo logaritmica. O aluno estd certo? Justifique sua resposta.
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QUESTAO 8
Na tabela ao lado temos as abscissas e as ordenadas dos pontos no plano X y
cartesiano que pertencem ao grdfico de uma fungdo real. -2 -2
O nimero de tais fungdes, diferentes entre si, que contém estes pontos -1 -1
é: 0 0
1 1
()0 5 5
(b) 1 10 10
(c) 2 50 50
d) G,
(e) infinito

Justifique sua resposta.

QUESTAO 9

Determine a drea da regido do plano cartesiano limitada pelo grdfico de f: R - R, definida por
f(x) =lo0g,,10, pelas retas x=0, x=3 e o eixo OX.

QUESTAO 10
O grdfico da figura 1 pertence a fungdo real f. Na figura 2 representamos o grdfico da fungdo

real g que ¢ obtida através de transformagdes da fungdo f. Escreva a sentenga da fungdo g em
fungdo de f.

figura 2
figura 1
-3 -2 -1 2 3 -3 -2 -1 3
| > 2
H-4 4
) )
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