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Resumo

O objetivo desta pesquisa € apresentar, aplicar e analisar os resultados de uma
proposta para o ensino do conceito de derivada no Ensino Médio. Optamos por uma
abordagem baseada na teoria da imagem de conceito e raiz cognitiva.
Desenvolvemos o trabalho em quatro etapas: estudo da variabilidade de uma
funcdo, taxa de variagcdo média, taxa de variacdo instantanea e apresentagdo do
conceito de derivada. Um ambiente computacional adequado, utilizado na terceira
etapa, permitiu aos participantes desenvolverem a nocdo de retiddo local,
considerada raiz cognitiva para o conceito de derivada. Através de um estudo
qualitativo, analisamos os dados experimentais apresentados por estudantes da
segunda série do ensino Médio.



Abstract

The aim of this research is to present, apply and analyze the results of a proposition
to teach the concept of derivative in high school. We opted for an approach based on
the theory of concept image and cognitive root. We develop the work in four stages:
the study of the variability of a function, average rate of change, instantaneous rate of
change and presentation of the derivative concept. The generic organizer used in the
third stage allows participants to develop the notion of local straightness, considered
cognitive root for the derivative concept. Through a qualitative study, we analyze
experimental data presented by students of the second year in high school.



Introducao

Ha cerca de uma década, o ensino da matematica vem tomando novos rumos
no Brasil. Em 2000, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) apresentaram
novos objetivos de abordagem do estudo da Matematica tomando como referéncia a
Lei de Diretrizes e Bases (LDB 9.394/96), que considera o Ensino Médio como
ultima e complementar etapa da Educacdo Basica, e a Resolugdo do Conselho
Nacional de Educacao (CNE) de 1998, que organizou as areas de conhecimento. Os
PCN “orientam a educacdo a promocgao de valores como a sensibilidade e a
solidariedade, atributos da cidadania” (PCN, 2000, p.6). Ao instituir as diretrizes
curriculares nacionais para o Ensino Médio, “apontam de que forma o aprendizado
de Ciéncias e Matematica, ja iniciado no Ensino Fundamental, deve encontrar
complementacéo e aprofundamento no Ensino Médio”.

Os PCN ressaltam, ainda, que:

Nessa nova etapa de estudo, o Ensino Médio, em que ja se pode contar com
uma maior maturidade do aluno, os objetivos educacionais podem passar a ter maior
ambicdo formativa, tanto em termos da natureza das informagbes tratadas, dos
procedimentos e atitudes envolvidas, como em termos das habilidades, competéncias e
dos valores desenvolvidos (PCN, 2000, p.6).

Considerando as novas perspectivas tracadas para o Ensino Médio, o
curriculo de Matematica foi revisto e sistematizado em trés eixos ou temas
estruturadores que serao desenvolvidos, simultaneamente, nas trés séries do Ensino
Médio. De acordo com os PCN+ (2002), estes eixos estruturadores correspondem a
‘um conjunto de temas que possibilitam o desenvolvimento das competéncias
almejadas com relevancia cientifica e cultural e com uma articulagao légica das
idéias e conteudos matematicos”. Os trés eixos estruturadores sao:

1. Algebra (nimeros e fungdes)
2. Geometria e Medidas

3. Analise de Dados.

Cada tema estruturador € um campo de interesse com organizacdo propria em
termos de linguagens, conceitos, procedimentos e, especialmente, objetos de estudo.
Apesar da unidade caracteristica de cada tema estruturador, para organizar o
planejamento do ensino cada um deles foi dividido em unidades tematicas que, por sua
vez, sao parcelas autbnomas de conhecimentos especificos que podem ser
organizadas dentro do projeto pedagogico de cada professor ou escola, em fungao das
caracteristicas de seus alunos e dos tempos e espagos para sua realizagdo (PCN+,
2002, p.120).

Em relacdo a Algebra, os PCN+ propuseram, para melhor organizar o
planejamento de ensino, uma divisdo em duas unidades tematicas: variacdo de
1



grandezas e a trigonometria. A unidade tematica, Variacdo de Grandezas (PCN+,
2002, p.122), sera abordada neste trabalho, especificamente, no que diz respeito a
taxa de variacdo de funcdes elementares.

A escolha do estudo da taxa de variacdo € decorrente de uma necessidade
de dar maior significado ao estudo das fungbes no Ensino Médio. Apods
trabalharmos alguns anos, neste nivel de ensino, observamos que a abordagem
dada ao estudo das funcgbes explorando a definicdo, construcdo e analise de
graficos (intersec¢cdes com os eixos coordenados, intervalos de crescimento e
decrescimento, estudo do sinal da fungéo, ...), resolugédo de problemas modelados a
partir dos tipos de fung¢des estudadas era insuficiente, ou seja, estava aquém do que
poderia ser explorado neste nivel de estudo. Vimos que, por exemplo, no estudo da
funcdo polinomial do 1° grau, o coeficiente angular poderia ser analisado, nao
apenas como o parametro que definiria a inclinagado da reta em relagdo ao eixo das
abscissas, mas também como a razdo entre as variagdes de duas grandezas
envolvidas num tipo de problema e que uma outra analise poderia ser feita a partir
dessa informacdo. Considerando ser a fungédo polinomial do 1° grau a unica que
possui variagdo constante para qualquer intervalo I do dominio, e que, de fato,
pode ser caracterizada por esta propriedade, passamos a explorar problemas que
tratavam da analise dessa variagao .

No entanto, esta mesma analise da razdo das variagbes das grandezas nao

se processaria de maneira tdo simples para os outros tipos de fungdes estudados

, . ~ L A
nesse nivel cujo valor da razdo das variagdes (Ey depende dos valores das

variaveis nos extremos do intervalo considerado (/cD(f)). Surgiu, entdo, o

questionamento: como poderiamos encaminhar este estudo para fungdes cuja
variagdo nao €& constante? Além disso, estdvamos certos de que as fungdes
deveriam ser estudadas ndo somente como entes estaticos, mas também, através
da exploracao de seu carater dinamico.

Podemos observar que este carater dinamico esta na esséncia do surgimento

da nocgao de fungao na seguinte citacao de Roque (2006):

[...] A generalizagdo da nogéo de fungéo se deve ao desenvolvimento da fisica
apos Galileu e Descartes. A idéia de uma variagdo em fungdo do tempo (que Descartes
havia excluido da geometria) é fundamental nos trabalhos de Galileu, onde ja
encontramos uma certa nocdo de fungdo, no sentido de uma associagdo entre duas
variabilidades, dada por uma lei de variagdo que é encarada como um objeto
matematico.[...] (Roque, 2006, mddulo 8, p. 2)



Estes foram alguns dos fatores que nos levaram a refletir sobre a necessidade
de se investir na idéia de variagao. Por outro lado, a necessidade de estudar Calculo
no Ensino Médio é destacada por varios autores.

Em Rezende (2003), podemos observar a importancia de se estudar os

conceitos fundamentais do Calculo no Ensino Basico.

[...] Ao contrario do que se pensa em geral, pode-se afirmar que parte significativa dos
problemas de aprendizagem “do atual” ensino de Calculo esta “fora” dele e é “anterior”
inclusive ao seu tempo de execugdo. Nao se trata apenas da tdo propalada “falta de
base” dos estudantes, como afirma a grande maioria dos nossos colegas
professores.[...] Assim, ao invés de se fazer mencdo a uma “falta de base” dos
estudantes, o que se precisa fazer, de fato, é estabelecer os conceitos basicos e
necessarios para se aprender as idéias basicas do Calculo. [...] (Rezende, 2003, p. 31)

Giraldo (2004, notas de aula) considera que:

Um dos objetivos fundamentais do ensino é democratizar a produgao intelectual
da humanidade, isto &, tornar o conhecimento basico produzido acessivel a todos.
Derivada, certamente, esta entre as maiores criagdes do homem, em Matematica, dos
ultimos séculos. Isto reforga o carater de terminalidade e de formagao plena do cidadao
definidos nos PCN+ do Ensino Médio.

E ainda, H. P. Greenspan e D. J. Benney (1993) afirmam que:

(...) o Calculo é o maior triunfo da civilizagdo e tem sido o suporte do progresso
cientifico e tecnoldgico desde sua criagao (...) (H. P. Greenspan e D. J. Benney 1993,
apud Rezende 2003, p. 36)

O desejo de inserir o ensino de conceitos de calculo no Ensino Basico,

também, pode ser observado nos fragmentos de textos abaixo relacionados:

1. Seria muito mais proveitoso que todo o tempo que hoje se gasta, no 2° grau,
ensinando formalismo e longa terminologia sobre fungdes, que todo esse tempo fosse
utilizado com o ensino das nogdes basicas do Calculo e suas aplicagdes (Avila, 1991, p.
8).

2. O professor de matematica deve ordenar seu programa conforme o desenvolvimento
dado pelas disciplinas técnicas e da cadeira de Fisica. A Fisica é a base da técnica e a
Matematica a linguagem da Fisica. Do mesmo modo, quem nao tem experiéncia fisica
das variagdes lineares, quadraticas, exponenciais, logaritmicas, periddicas, etc.,
dificilmente podera compreender a importancia do estudo genérico das fungdes (Duclos,
1992, p. 28).

3. A capacidade de analisar e interpretar graficos € muito importante em qualquer
dominio cientifico. E, portanto, necessario levar os estudantes & compreensdo desse
tema. Esta foi uma das conclusbes do grupo que discutiu o ensino de Matematica para
as Biociéncias (Medicina e Biologia, incluindo Fisica e Quimica) na 12 reunido de
Didatica da matematica do Cone Sul, realizada em Montevidéu, em abril de 1992. Nessa
ocasido, os professores do 2° grau presentes reivindicaram de seus colegas,
professores universitarios, material didatico adequado as aplicagbes da Matematica as
outras ciéncias. Estes sao analisados com énfase na identificagdo e interpretagdo dos
pontos criticos. Seu conteldo pode ser explorado no 2° grau com o auxilio das nogdes
intuitivas de evolugao continua, velocidade e aceleragdo, que fazem parte do cotidiano
do aluno (Carneiro, 1992, p. 32).

4. Queria saber por que os alunos aprendem ou ndo aprendem fungdes, como
desenvolvem o pensamento variacional, quando e como constroem conceitos como:
variavel, dependéncia, taxa de variacdo e limite; queria investigar de que maneira



situagdes do cotidiano contribuem para a construgdo da concepg¢do de fungao.
Observava que os estudantes universitarios que ja estudaram fungdes no Ensino Médio
nao possuem uma boa concepgao de fungao. Esta deficiéncia ndo Ihes permite entender
as relagdes entre variaveis, interpretar graficos e integrais e usar a matematica como
ferramenta (Schreiner, 2004).

5. Resolugéo de problemas de juros ou de crescimento de populagdo (ou do aumento do
custo de vida, da divida externa etc.), calculos de velocidades ou de taxas de variagbes
de outras grandezas, interpretagdes de graficos de fungdes reais, resolugdo de
problemas de otimizagdo (de areas, de orgamentos domésticos etc.) sdo habilidades
cada vez mais requisitadas para o exercicio pleno da cidadania em uma sociedade de
crescente complexidade (Rezende, 2003 p.37).

Os argumentos apresentados até agora procuram justificar a relevancia
cultural (a derivada como uma das maiores descobertas, em Matematica, da
humanidade), social (a utilizagdo dos conceitos de calculo permitindo maior
compreensao de problemas relacionados a vida do cidadéo, ja citados) e funcional (a
aplicagado dos conceitos basicos de calculo na resolugédo de problemas em outras
Ciéncias) do estudo dos conceitos basicos do Calculo no Ensino Médio. No entanto,
ha outro argumento, o econdmico, tdo importante quanto os anteriores, que vem em
defesa de se antecipar o ensino de conceitos de Calculo na Escola Basica.

Um artigo publicado pela jornalista Flavia Rodrigues (O Globo, 03/12/2007)
sob o titulo “Escassez generalizada” mostra que o Conselho Federal de Engenharia,
Arquitetura e Agronomia (CONFEA) estima que o Brasil precisa de 20 mil
engenheiros. Relata que algumas empresas estdo oferecendo bolsas a estudantes
de cursos de engenharia para nao deixarem os bancos das universidades ou
trabalharem para outras companhias. Esta atitude se da devido a caréncia de
engenheiros, de varias especialidades, no pais. A jornalista informa que, de acordo
com o presidente da entidade CONFEA, Marcos Tulio de Melo, o Programa de
Aceleracao do Crescimento (PAC) esta exigindo muita mao-de-obra de uma so6 vez.

Por outro lado, apesar de todos esses argumentos, pesquisas recentes
relatam a situacdo alarmante relativa ao baixo desempenho dos estudantes na
disciplina de Calculo I.

Rezende (2003) apresenta dados preocupantes relacionados ao desempenho
final de alunos em alguns cursos na referida disciplina. Citando Barufi (1999)
apresenta o indice de n&o-aprovagao dos alunos da Escola Politécnica da USP, no
periodo de 1990 a 1995, que varia de 20% a 75%. Ja no Instituto de Matematica e
Estatistica, o menor indice ndo é inferior a 45%. Na Universidade Federal
Fluminense, instituigdo onde o autor leciona, os indices de n&o-aprovagao nesta

disciplina sdo mais acentuados. A variagao desses indices esta na faixa de 45% a
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95%. No curso de Matematica, este indice ndo é inferior a 65%. O pesquisador
explica que a disciplina de Matematica Basica comegou a ser lecionada para alunos
do curso de Matematica como disciplina obrigatéria e efetiva da grade curricular a
partir do 2° semestre de 1997 com o objetivo de refor¢car e resgatar temas
considerados basicos num curso de Calculo I, no entanto, observa que tal meta nao

se cumpriu. Podemos observar esses dados no grafico abaixo (Figura 1):
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Figura 1: Grafico com indice de nao-aprovagao em curso de Calculo na UFF
no periodo: 1996- 2000 (Rezende, 2003, p.2)

Rezende acrescenta, ainda, que esta situacdo n&o € uma particularidade da
UFF, é uma situagédo geral. O autor constata que € um equivoco pensar que este
problema é cultural e que se justifica pela condigdo s6cio-econdmica da sociedade
brasileira. Em sua pesquisa, Rezende realiza um mapeamento das dificuldades de

aprendizagem de natureza epistemoldgica do ensino de Calculo e observa:

[...] um Unico lugar-matriz das dificuldades de aprendizagem de natureza
epistemolégica do ensino de Calculo: o da omissaol/evitagdo das idéias basicas e
dos problemas construtores do Calculo no ensino de Matematica em sentido
amplo.

De fato, a auséncia das idéias e problemas essenciais do Calculo no ensino
basico de matematica, além de ser um contra-senso do ponto de vista da evolugao
histérica do conhecimento matematico, é, sem duvida, a principal fonte dos obstaculos
epistemoldgicos que surgem no ensino superior de Calculo. Assim, fazer emergir o
conhecimento do Calculo do “esconderijo forcado” a que este esta submetido no ensino
basico é, sem duvida, o primeiro grande passo para resolvermos efetivamente os
problemas de aprendizagem no ensino superior de Calculo.[...] (Rezende, 2003, p 402.
Grifos do autor.)

Além disso, poucas escolas apresentam esse assunto em seus programas de

matematica. Alguns livros didaticos (por exemplo, Guelli, 2003; Machado, A.S.,



1991; lezzi, G., Murakami, C. & Machado, N.J. 2002) usados no terceiro ano do
Ensino Médio reservam alguns capitulos para tratar do assunto.

Em muitos casos, os livros didaticos apresentam a seguinte sequéncia para o
estudo de derivada:
1) definicdo de taxa de variagdo média, seguida da nogao de limite;
2) definicdo de taxa de variagéo instantdnea de uma funcdo no ponto x, como

S(xo +Ax) = f(x0)
Ax

sendo o limite da razao quando Ax — 0;

3) apresentagdo deste limite como sendo a derivada da fungdo no ponto x,,

S(xg +Ax) = (%)
e :

A proposta descrita acima se baseia na definicdo formal de derivada através

I'(xy) = lim
Ax—0

do conceito de limite. Diversas pesquisas assinalam (Tall, 1989; Vinner, S. (Tall
(Ed)), 1991; Cornu, B. (Tall (Ed)), 1991; Tall 1992; Giraldo, V. & Carvalho, L.M.,
2002; Giraldo; 2004) que o aluno nao tem maturidade para entender a definicéo
baseada no conceito de limite. Desta forma, em muitos dos casos, o professor, para
simplificar a apresentagcdo do conteudo, opta por uma abordagem baseada em
procedimentos algébricos, sendo esta, a abordagem utilizada pelos alunos. Esses
procedimentos, embora possibilitem resolver alguns problemas, em que € suficiente
conhecer as férmulas de derivagcado, desvia do entendimento conceitual, o que pode
tornar o calculo mecanico.

Podemos observar, também, que, nesta abordagem, a idéia de variagcdo de
grandezas, associada ao conceito de derivada fica diluida. Isto posto, entendemos
que apresentar regras simplificadas em contextos simplificados pode agir como
obstaculo para a aprendizagem posterior (Tall, 1989).

Neste trabalho, sera focada a atencdo no estudo sobre o comportamento de
algumas funcgdes elementares, especificamente, nos conceitos de taxa de variagao
média e taxa de variacao instantanea destas fungbdes. Nossa intengao € apresentar
uma abordagem que esteja fundamentada em conceitos, sem tomar a definicdo
formal (baseada no conceito de limite) como ponto de partida, mas como objetivo
pedagdgico.

Nessas condigdes, sugerimos a inclusédo de algumas das idéias basicas do
Célculo Diferencial no programa do Ensino Médio. Como ja observamos

anteriormente, esta €& uma necessidade e reivindicacdo de professores e
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pesquisadores preocupados com o ensino de matematica nos niveis fundamental,
meédio e superior.

Neste trabalho, seguiremos, como referencial tedérico, as idéias de David Tall,
Shlomo Vinner e Tony Barnard, especificamente nas Teorias de Imagem de
Conceito (Tall & Vinner, 1981) e Raiz Cognitiva (Tall & Barnard, 1997). Giraldo

comenta:

[...] A teoria de imagens de conceito sugere que o desenvolvimento cognitivo de um

conceito matematico se da através do enriquecimento de uma diversidade de idéias

associadas ao conceito, e que a compreensdo da propria definicdo do conceito s6 é

possivel quando a gama de idéias associadas é rica o suficiente. A aprendizagem de

matematica é favorecida pela multiplicidade de representagdes presente na abordagem

pedagdgica.[...] (Giraldo, 2004)

Tall (1989) define raiz cognitiva, como sendo um conceito ancora que o
estudante acha facil de compreender, e que, ainda assim, forma uma base a partir
da qual, a teoria pode ser desenvolvida. Apos a formulagado da teoria de unidades
cognitivas, a nogao de raiz cognitiva foi reformulada como sendo um tipo especial de
unidade cognitiva que se relaciona com o conhecimento familiar ao estudante que
esta comegando um novo desenvolvimento conceitual, permitindo a conexao entre
seus conhecimentos iniciais e aqueles a serem desenvolvidos.

Considerando o referencial tedrico citado, optamos por seguir a sequéncia,
formada de quatro etapas, para ensinar o conceito de derivada:

12 - Explorar a idéia de variagdo de uma fungao através de exemplos que permitam
o desencadeamento da idéia referida;

22 - Conceituar taxa de variagdo média num intervalo do dominio como sendo o
coeficiente angular da reta secante passando pelos pontos extremos do grafico
nesse intervalo;

32 - Introduzir o conceito de taxa de variacdo instantdnea, posteriormente a
apresentacao da nocgao de retiddo local, raiz cognitiva para o conceito de derivada,
(Tall (2000)). A seguir, apresentar a nogao de linearidade local através do processo
de magnificagdo da curva num intervalo muito pequeno do dominio, cuja
visualizacdo s6 é possivel através de um ambiente computacional (Tall, 1989, Tall,
2000, Giraldo & Carvalho, 2002, Giraldo, 2004).

Na terceira etapa, utilizaremos um programa que traca grafico de fungdes e
permite mudanga de janelas graficas. Escolnemos o Graphmatica (Hertzer &

Malaca, 2003), por atender n&o sé as necessidades da proposta do trabalho mas



também por poder ser obtido gratuitamente na versdo shareware pela Internet.
Através da idéia de aproximagao linear local € possivel fazer uma analise do

comportamento da curva num ponto x,do dominio através da analise da reta
tangente ao grafico no ponto x,. Sendo assim, esta variacdo da fungdo no ponto x,

€ chamada de variacao instantdnea e é dada pelo coeficiente angular desta reta
tangente. Apresentaremos um exemplo da Fisica (Cinematica) que trata do calculo
da variagdo instantdnea da velocidade algebricamente. Este resultado sera
verificado, geometricamente, utilizando o programa Graphmatica. O aluno devera
constatar, experimentalmente, que a velocidade instantanea num tempo ¢
determinado corresponde ao coeficiente angular da reta tangente ao grafico da
funcdo neste mesmo ponto de abscissa .

Entendemos que apds esta etapa, o aluno podera sentir a necessidade de um
recurso algébrico para determinar esta variacdo instantdnea. As expressdes
algébricas para o calculo da taxa de variag&o instantanea, num ponto x,do dominio,

S (xo +Ax)— f(x))
A ,

de algumas fungdes elementares serao obtidas através da razao

quando Ax — 0 usando apenas a idéia apresentada de aproximagao local.

42 - Conceituar derivada de uma fungé&o num ponto x, e fungéo derivada.

Conceituaremos a derivada de uma fungdo em um ponto como a taxa de
variagao instantanea da fungao no ponto dado e, numericamente, como o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico da fungao neste mesmo ponto.

E importante observar que, embora o ambiente computacional tenha sido
utilizado como organizador genérico essencial para formar imagens de conceito ricas
através das manipulagbes de janelas graficas, neste estagio, com o recurso
algébrico, o aluno devera ter condi¢cbes de resolver alguns problemas aplicados e
tedricos usando o conceito de variagao instantanea sem o recurso computacional.

Acreditamos que essa abordagem do conceito de derivada tenha grande
chance de funcionar como um facilitador para o entendimento da definicdo formal de
limite e derivada de uma fungao num futuro curso de Calculo.

E importante lembrar que, para a execucdo desse trabalho, é fundamental

uma base consistente no estudo das fungées como salienta Sierpinska:

A fungdo como uma relagéo entre grandezas variaveis ou como 0 mapeamento de um
conjunto para outro ou como uma trinca (x,y, /) é algo imaterial, uma idéia abstrata



tdo geral que nao significa nada para a pessoa menos experiente (Sierpinska, 1992, p.
16)

Diante dos argumentos expostos que sinalizam e justificam a importancia do
ensino dos conceitos de Calculo no Ensino Basico, desejamos verificar, neste
trabalho, como a proposta apresentada para o estudo da variabilidade através do
estudo da taxa de variagdo média e taxa de variagdo instantdnea proporciona a
aquisicdo de imagens conceituais ricas, desenvolvendo uma compreensao

significativa, pelo aluno, do conceito de derivada.



Capitulo 1

Fundamentacgao teodrica

“Pensei que seria apropriado escrever-lhe neste livro sobre um certo método, por meio
do qual vocé podera reconhecer certas questdes matematicas com ajuda da mecanica.
Estou convencido de que ele ndo € menos util para encontrar provas para 0s mesmos
teoremas. Algumas coisas, que se encontram claras para mim, em primeiro lugar, pelo
método mecanico, foram provadas geometricamente em seguida, uma vez que a
investigacao pelo referido método nio fornece de fato uma demonstracdo. No entanto, é
mais facil encontrar a prova quando adquirimos previamente, pelo método, algum
conhecimento das questdes, do que encontra-la sem nenhum conhecimento prévio.”

(Arquimedes, do Livro “O Método dos Teoremas Mecanicos” — apud Roque, 2006,
Médulo 4, p 1)

1.1. Imagem de conceito

Apresentaremos o referencial em que se baseia o desenvolvimento deste
trabalho. As questdes levantadas por esta pesquisa serdo conduzidas e analisadas
sob a dtica das Teorias de Imagem de Conceito (Tall & Vinner, 1981) e Raiz
Cognitiva (Tall & Barnard, 1997).

Tall & Vinner (1981) afirmam que muitos conceitos que usamos diariamente,
nem sempre estdo formalmente definidos. Aprendemos a reconhecé-los pela
experiéncia e a usa-los em contextos apropriados. Mais tarde, esses conceitos
podem ser redefinidos em seus significados e interpretados sutilmente com ou sem o
rigor da definicdo precisa. Durante o processo mental de relembrar e manipular um
conceito, muitos processos sao reativados, consciente ou inconscientemente
afetando o seu significado e uso. Esses pesquisadores utilizam o termo imagem de
conceito para descrever a estrutura cognitiva total que esta associada com o
conceito, o qual inclui todas as figuras mentais, propriedades e processos
associados (Tall & Vinner, 1981, pp. 1 € 2).

Em outro trabalho, Vinner (Tall (Ed) 1991) descreve imagem de conceito
como uma representacdo, nao-verbal, que o individuo tem em mente, de um
determinado conceito. Pode ser, ndo sO, uma representagao visual, no caso do
conceito ter uma representacio visual, mas também uma cole¢ao de expressdes ou
experiéncias. A representacdo visual, as figuras mentais, as impressbes e as
experiéncias associadas com o nome do conceito podem ser traduzidas em formas

verbais.

10



Tall (1989) considera que as forgas culturais operantes na imagem de
conceito sdo, essencialmente, o produto global das interagdes entre individuos e a
forma como vemos o mundo. Em qualquer estagio, podemos dar sentido as nossas
observagdes, usando a estrutura cognitiva que temos. Segundo o autor, devido a
impulsos externos e processos internos, nés damos sentido a novas informacgdes
fazendo novas conexdes e reorganizando nossa estrutura cognitiva. Assim, a
imagem de conceito é individual. Ela ndo é estatica, sofre transformagbes de acordo
com o desenvolvimento do individuo (Giraldo, 2004).

Tall e Vinner (1981) destacam, ainda, a idéia de imagem de conceito evocada

como uma porgao da imagem de conceito que € ativada num momento particular.

1.1.1 Definigao de conceito

Segundo Tall e Vinner (1981) definicdo de conceito € uma sequéncia de
palavras usadas para especificar um conceito. Consideram que a definicdo de
conceito pode ser decorada ou aprendida de forma mais significativa por um
individuo e estar relacionada com maior ou menor grau de intensidade com o
conceito como um todo. Pode ser, também, uma reconstrucdo pessoal da definicao
feita pelo préprio individuo. De acordo com os autores, a definicdo de conceito é,
entdo, um grupo de palavras que o estudante usa para verbalizar sua imagem de
conceito (evocada). Neste caso, uma definicdo de conceito pessoal pode diferir da
definigdo formal aceita pela comunidade da area de estudo. Acrescentam, ainda,
que para cada individuo uma definicdo de conceito pode gerar sua prépria imagem
de conceito, chamada imagem de definicdo de conceito, sendo essa, uma parte da
imagem de conceito.

Vinner (Tall (Ed) 1991) ressalta que adquirir um conceito significa formar uma
imagem de conceito para ele. Decorar uma definigdo de conceito ndo garante
entendimento do conceito. Entender, acredita, significa ter imagem de conceito. Ou
seja, o autor defende que a aquisicdo e entendimento de um conceito estédo
diretamente ligados a riqueza de imagens de conceito relacionadas com a idéia a
ser assimilada. Afirma, ainda, que muitos conceitos do dia a dia, como casa, gato
etc., podem ser adquiridos sem qualquer envolvimento de definicdes. Por outro lado,
alguns conceitos, mesmo da vida diaria, podem ser introduzidos por definicbes. Por

exemplo, a palavra “floresta” pode ser apresentada para uma crianga como “muitas,
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muitas arvores juntas”. Definicdes como essas, ajudam a formar uma imagem de
conceito. Entretanto essas definigdes tornam-se dispensaveis quando a imagem é
formada. Por outro lado, Vinner considera que em contextos técnicos, definicbes
podem ter papéis extremamente importantes. Nado somente porque elas ajudam a
formar uma imagem de conceito, mas porque freqientemente tém um papel crucial
na tarefa cognitiva, ou seja, na organizacao formal e encadeamento das idéias,
essenciais para a compreensado adequada dos conteudos. Giraldo (2004) comenta

que:

Da mesma forma que uma definicdo de conceito (mesmo uma que corresponda a
definicdo formal) sem uma imagem de conceito rica poderia ser inutil; uma imagem de
conceito rica sem uma definicdo de conceito adequada pode ser traicoeira. Uma
definicdo de conceito inconsistente com a definigdo formal ndo é necessariamente parte
de uma imagem de conceito pobre ou inconsistente; nem uma imagem de conceito
pobre necessariamente inclui uma definicdo de conceito incorreta. Em resumo, uma
definicdo de conceito consistente com a definicao formal, uma imagem de conceito rica e
uma imagem de conceito consistente sdo fendbmenos mutuamente independentes. Assim
sendo, esta teoria sugere que a abordagem pedagdgica para um conceito matematico
deve objetivar ndo somente a compreensdo da definicdo formal, mas também o
enriquecimento das imagens de conceito desenvolvidas pelos estudantes.(Giraldo, 2004,

p.18)
Observamos que, antes de apresentarmos um conceito, devemos nos

preocupar com uma abordagem pedagodgica que possibilite a formagao de imagem
de conceito rica e consistente relacionada ao conceito. Desta maneira, a
compreensao e assimilagdo da definicdo formal aconteceriam de forma mais

significativa para o aprendiz.

1.2 Descrigoes, conflitos e efeito de estreitamento

Um objeto matematico é perfeitamente caracterizado pela sua definicdo formal. Todas as
suas propriedades e caracteristicas serdo desdobramentos légicos de sua definicao
formal, deduzidas a partir do conjunto de postulados e proposi¢cdes da teoria em que a
definicdo insere-se, por meio de um sistema de regras de inferéncia pré-
estabelecido.Tudo aquilo que pode ser dito do objeto sera dito em decorréncia da
definicdo. Portanto, podemos dizer que a definigdo esgota completamente o objeto, isto
€, de uma perspectiva estritamente formal, um objeto matematico é a sua definigao.
(Giraldo, 2004, p 68. Grifo do autor)

Nesta secao iremos expor uma sintese das idéias principais apresentadas por
Giraldo, em sua pesquisa (Giraldo, 2004), referentes as no¢des de descricao de

conceito, conflito e efeito de estreitamento que justificardo alguns resultados obtidos.
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Apesar de podermos pensar que a definicdo esgota o objeto definido, se nos
mantivermos limitados a um contexto puramente formal, esta seria uma redugao
perigosa. Em seu trabalho, Giraldo discute algumas questdes sobre o ensino e
aprendizagem de conceitos matematicos que dizem respeito a conceituagcdo de
objeto matematico no contexto da pedagogia matematica.

Um conceito matematico na estrutura cognitiva de um individuo, segundo a
teoria de imagem de conceito e unidades cognitivas, € a sua imagem de conceito.
Desta forma, uma abordagem pedagdgica deve incluir ndo somente uma, mas uma
série de representacbes para o conceito em estudo. Discute sobre o papel
pedagogico das limitagbes associadas a cada forma de representacdo e,
principalmente, do possivel confronto entre elas. No contexto pedagdgico, para
complementar a definicdo formal de um conceito, para estimular o desenvolvimento
de imagens de conceito mais ricas, professores, frequentemente, langam méo de

referéncias informais, que encerram limitagcbes em relagao a propria definicdo formal.

Por exemplo, a utilizagéo da frase “a fungdo x’” para fazermos referéncia a fungéo

f R — R que a cada numero real x associa seu quadrado. No ensino de fungdes,

usualmente, empregam-se representagdes escritas de trés naturezas principais:
numéricas (tabelas), algébricas (formulas) e geométricas (graficos). Cada uma
dessas formas de representagcdo, isoladamente, é limitada na medida em que se
evidenciam certos aspectos do conceito de fungéo, mas omite outros.

Resume na seguinte tabela (Figura 4):

-1 . P:RoR f:R—>R
A tabela . pode representar ambas as fungdes: 3
b XX x = |x]

p:R—>R f:R—> [0, of

e
x—x’ x> x’

e . P:R-R f:R—>R
O grafico pode representar ambas as funcdes: , e’
X=X x = |x[x

Figura 4: LimitagGes das trés principais representagcoes para fungoes reais.
(Giraldo, 2004, p. 71)

Aférmula y = x? pode representar ambas as fungdes:
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O termo descri¢cdo de conceito (ou simplesmente descrigdo) é apresentado e
definido como:

[...] qualquer referéncia a um conceito matematico, feita em um contexto pedagdgico, que
nao esgote o conceito a que se refere, ou seja, que guarde limitagdes em relagéo a este,
no sentido em que evidencie certos aspectos e omita outros.[...] (Giraldo, 2004, p 72)

Desta forma, temos que descricbes podem ser referéncias orais ou escritas,
sob a forma de linguagem corrente, simbologia, notagdo matematica, esbogos,
diagramas, esquemas, etc. Ambientes computacionais para o ensino revelam-se
como desencadeadores de um amplo repertério de descrigdes para conceitos

matematicos.

[...] um importante passo para a compreensdo de um conceito matematico &, sem
duvida, estabelecer a diferenca entre as idéias de definir, no sentido formal de um
contexto tedrico, e descrever, no sentido nao formal de um contexto pedagdgico. (Tall,
1992)

Uma descricdo de conceito ndo estabelece com a sua definicdo formal uma
relacdo direta de oposicdo. No entanto, descrever e definir sdo atividades
pertencentes a contextos distintos, pedagogico e tedrico-formal, respectivamente.

Uma descrigdo é uma situagcéo pedagdgica. Desta forma suas limitagées n&o
sdo proprias da forma de representagao utilizada, mas estao sujeitas ao proprio
contexto pedagogico.

Limitacdes, neste sentido, s&o entendidas como:

Conjunto de caracteristicas ou propriedades do conceito descrito que sao evidenciadas
ou omitidas no ato de descrever, bem como eventuais diferengas em relacdo a outras
descri¢cdes ou a propria definicdo formal. Seja qual for o caso, as limitagbes de uma
descricdo — sejam estas, aspectos evidenciados, aspectos omitidos ou diferencas
comparativas — ndao sao dadas a priori, mas emergem do contexto pedagdgico
especifico. [...] ndo desejamos atribuir a esta nogdo qualquer conotagdo negativa. Ao
contrario, o papel pedagogico das limitagdes de uma descricdo também depende do
contexto como um todo e pode ser tanto indesejavel quanto muito positivo,[...] (Giraldo,
2004)

As limitacbes associadas a uma descricdo podem levar um estudante a
perceber aparentes contradigdes com a teoria, ou como sinaliza, com a imagem de
conceito da teoria. Refere-se ao termo situagdo de conflito (ou como diz, apenas

conflito) a uma situagdo com essa caracteristica:

[...] a percepgao, por parte do estudante, de uma aparente contradigdo motivada pelas
limitagdes de uma descrigcao, ou pelo confronto de mais de uma descrigdo. [...] (Giraldo,
2004, p 75)

Esquema apresentado (Figura 5):

14



Descricao de Conceito

énfases

o o Imagem de conceito
Limitagdes —— omissdes

diferengas

conflito
Figura 5: Descri¢oes e conflitos (Giraldo, 2004, p. 75)

Uma descricdo contém conflitos potenciais, que podem ou nao vir a se
atualizar. Neste sentido, a atualizagado das limitagées de uma descrigao sob a forma
de conflito pode gerar diferentes reagcdes por parte dos estudantes. Esses podem
perceber sem dificuldades o que ocasionou a aparente contradicdo, ou num extremo
oposto, se depararem com situacdo de confusdo. Esta série de reacgdes pode
desencadear efeitos diversificados pela pedagogia adotada frente a uma situagao de
conflito. Identifica o termo conflito como um processo particular de desenvolvimento
da imagem de conceito, portanto uma estrutura inerente a prépria dindmica da
imagem de conceito.

A partir de relatos de experimentos apresentados em (Hunter et al., 1993)° e
(Monaghan et al., 1994)* | observou-se um fendmeno relevante: a limitagdo das
descrigdes (seja por omissao ou (ab)uso de descrigdes, como diz) fez com que a
habilidade de calculo se atrofiasse nas imagens de conceito dos estudantes.

Denominou efeito de estreitamento a processos em que:

[...] as limitagdes das descrigdes utilizadas na abordagem pedagdgica convertem-se em
limitagdes nas imagens de conceito, conseqlentemente, desenvolvidas pelos
estudantes [...] (Giraldo, 2004, p 76)

3 Estudantes usando o programa Derive n&o precisavam substituir valores numéricos da variavel independente
para obter uma tabela e esbogar o grafico. Como resultado, alguns estudantes que calculavam os valores por
substituicdo antes do curso, ndo eram mais capazes de fazé-lo depois. Para uma amostra de dezessete
estudantes, foi colocada a questao: O que vocé pode dizer sobre u se u =v + 3 e v = 1? Nenhum dos estudantes
que deixou de responder a questao pré-teste conseguiu respondé-la no pés-teste e seis dos que responderam
corretamente no pré-teste erraram no pds-teste. (Giraldo & Carvalho, 2002, p.4)

Neste experimento as derivadas eram obtidas simplesmente por meio de uma sequéncia de teclas

corretamente acionadas, desta forma os estudantes desenvolveram imagens de conceito nas quais a derivada
era simplesmente um procedimento mecanico computacional. (Giraldo, 2004, p. 76)

15



Esquema apresentado (Figura 6):

LIMITACORES NAS | LIMITACOES NAS
—_—— wla o | e E |I . ]
DESCRICOES DE CONCEITO | IMAGENS DE CONCEITO

Figura 6: Efeitos de estreitamento (Giraldo, 2004, p. 76)

Os exemplos de efeitos de estreitamento descritos em (Hunter et al. 1993) e
(Monaghan et al., 1994) nao estdo relacionados a ocorréncia de conflitos, mas ao
contrario, a sua auséncia. Justifica: como as descricbes computacionais eram
usadas com exclusividade na abordagem pedagdgica, os estudantes tiveram poucas
oportunidades de se dar conta de suas limitagées.

Tall (2000) considera que enfatizar certos aspectos de uma atividade e
negligenciar outros pode causar a atrofia dos aspectos negligenciados. Giraldo

conclui apresentando uma hipétese que seria comprovada ao final de sua pesquisa:

[...] situacbes de conflito, em lugar de evitadas, sdo valorizadas, dentro de uma
abordagem pedagdgica cuidadosamente desenhada, o papel das limitagdes associadas
pode ser revertido positivamente — estas podem atuar para expansao de imagens de
conceito e ndo para o seu estreitamento. (Giraldo, 2004, p 77)

1.3 Unidades cognitivas

Tony Barnard e David Tall apresentam a expressao unidade cognitiva para
denominar uma porgéo da imagem de conceito em que o individuo é capaz de focar
atencdo conscientemente em um determinado momento (Tall e Barnard, 1997, p.41).
Desta forma, uma unidade cognitiva pode ser um simbolo, um fato especifico tal
como "3+4=7", uma propriedade geral tal como “a soma de dois numeros pares &
um numero par’, uma relagdo, um passo em um argumento, um teorema, e assim
por diante. Afirmam que uma unidade cognitiva para um individuo pode nao ser
unidade cognitiva para outro. A habilidade de conceber e manipular unidades
cognitivas sao essenciais para o pensamento matematico. Os autores sinalizam
duas importantes habilidades no desenvolvimento de um raciocinio matematico,
relacionadas com a nog¢ao de unidade cognitiva:

(i) comprimir informagdo matematica, formando unidades cognitivas e

(i) ~ construir conexdes entre unidades cognitivas de tal forma que

informacgdes necessarias possam ser facilmente acessadas.
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Barnard & Tall afirmam que um aspecto significativo do pensamento reflexivo
€ a habilidade de comprimir uma colegdo de unidades cognitivas conectadas, que
podem ser processos, sentencgas, objetos, propriedades, sequéncias de dedugao
l6gica etc. dentro de uma simples entidade que pode ser manipulada como um
conceito ou desempacotada como um esquema cognitivo (ver também Crowley &
Tall, 1999).

Tall (2000) comenta que a quantidade de informagdo que um individuo é
capaz de manter no foco de sua atencdo num periodo curto de tempo € limitada.
Barnard (1999) observa que unidades cognitivas, ndo sé sdo pequenas o suficiente
para poderem permanecer no foco consciente da atengao enquanto sdo usadas,
mas também atuam no nivel operativo. Isto é, além de poupar espago mental,
substituindo uma colegdo de itens, uma unidade cognitiva carrega a estrutura
original da colegédo que a gerou, mantendo com esta uma conexao ativa.

A compressao € feita de varias formas, incluindo o uso de palavras e
simbolos como sinais para idéias complexas. A compressibilidade de idéias
matematicas reflete-se em muitos exemplos da evolugdo histérica da propria
matematica (Giraldo, 2004). Podemos citar, como exemplo, o longo percurso
(processo operacional) para se chegar a férmula de resolucdo de uma equacgao
polinomial do segundo grau e na sequéncia, usa-la como recurso (objeto) para
determinar os zeros da func¢ao polinomial do 2° grau.

A teoria das unidades cognitivas sugere que o enfoque pedagdgico de um
conceito matematico deve estimular a construgdo de conexbées mdultiplas e flexiveis

entre unidades cognitivas e dentro das mesmas (Giraldo, 2004).

1.4 Raiz cognitiva

Tendo em vista o que foi exposto, observamos que a formagéo de imagens de
conceito ricas € fundamental para o entendimento de determinado conceito em
matematica. Desta forma, apresentar um conceito através de sua definicdo formal,
nao €, de uma forma geral, o ponto de partida mais indicado para a aprendizagem.
Ha que se criar condigbes, através da diversificagdo da abordagem de um
determinado conceito, a fim de que se obtenha solo fértil para semear a nova idéia.
A certeza de que o aprendiz possui imagens de conceito ricas, pode possibilitar a

apresentacao da definigdo formal. Como Giraldo comenta, esta constatagdo sugere
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a discusséo sobre o planejamento da abordagem pedagdgica inicial de um conceito
matematico. Tall (1992) ressalta que, ao elaborar um curriculo, € natural tentar
comegar a partir de idéias simples e direcionar gradativamente para conceitos mais
complexos de acordo com o crescimento da experiéncia do estudante. O autor

questiona:

[...] Qual a melhor base para construir um curriculo além das defini¢des, as quais tém
sido desenvolvidas por tantas geragdes?|...]

[...] Quando estudantes sdo primeiramente confrontados com definigbes matematicas é
quase inevitavel que eles encontrem apenas uma série de possibilidades que distorcem
suas imagens de conceito de forma que podera causar futuros conflitos cognitivos.[...]
(Tall, 1992, p.4)

Tall (1992) sustenta que ndo se deve, inicialmente, construir conceitos a partir
da definigao formal, pois esta pode conter elementos que nao sao familiares para o
aprendiz. Nessas condi¢des, apresenta a nogao de raiz cognitiva, como uma idéia
que deve possuir o carater dual de ser familiar para o estudante e também
proporcionar a base para o desenvolvimento matematico futuro. Neste mesmo
trabalho, Tall define uma raiz cognitiva como sendo um conceito 4ncora que o
aprendiz encontra facilidade para compreender, e que, ainda assim, forma uma base
a partir da qual a teoria pode ser construida.

Segundo o autor, uma raiz cognitiva é diferente de uma fundamentacao
matematica. Enquanto a fundamentacdo matematica € um ponto de partida
apropriado para o desenvolvimento I6gico de um conteudo, uma raiz cognitiva &
mais apropriada para o desenvolvimento do curriculo.

O autor observa, ainda, que, a raiz cognitiva de um determinado conceito nédo
e facil de encontrar. Determinar uma raiz cognitiva requer uma combinacédo de

pesquisa empirica e conhecimento matematico.
1.4.1 Organizadores genéricos

Com base na nogdo de organizador avangado’ proposta por Ausubel et al,
(1968), Tall (1989) definiu um organizador genérico como sendo um ambiente (ou
micromundo) que capacita o aprendiz a manipular exemplos e (se possivel) nédo-
exemplos de um conceito matematico especifico ou um sistema de conceitos

relacionados. A intengao é ajudar o aprendiz a ganhar experiéncia que provera uma

! Organizador avangado: conjunto de material introdutério para uma tarefa de aprendizagem, apresentado num
nivel de generalidade e abstragdo mais elevado que a propria tarefa e explicitamente relacionado tanto com as
idéias existentes na estrutura cognitiva do sujeito quanto com a tarefa; isto € uma ligagéo entre o que o sujeito ja
sabe e a tarefa de aprendizagem (Ausubel, 1968, apud Giraldo, 2004).
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estrutura cognitiva sobre a qual possa refletir a fim de construir conceitos mais
abstratos. Tall acredita que a disponibilidade dos nao-exemplos € de grande
importancia, pois permite ao estudante observar em que condi¢gdes o conceito néo
se aplica e, consequentemente, ampliar suas imagens de conceito em relagdo ao
tema em estudo, aumentando sua capacidade de analise. Podemos citar, por
exemplo, no estudo das fungdes reais o conceito de fungcédo par e fungcdo impar.
Algebricamente, temos que uma funcdo real € par se f(-x)=f(x),VxeD(f) e
impar se f(-x)=-f(x), Vxe D(f ). Utilizando um programa que traga graficos de
fungbes como organizador genérico, podemos observar, faciimente, que funcdes
pares possuem graficos simétricos em relagdo ao eixo das ordenadas, fungdes
impares graficos simétricos em relagdo a origem e outras que nao satisfazem as
definigdes, terao graficos que nao apresentarao as simetrias citadas anteriormente.

Esta manipulagao pode funcionar como raiz cognitiva, para se obter, por exemplo, o

grafico de uma funcéo real definida por f(x)= . O autor acrescenta que a

x2+1

manipulagdo de nao-exemplos € particularmente importante com conceitos mais
avangados, tais como convergéncia, continuidade ou diferenciabilidade, cuja
definicdo é tdo complexa que, freqientemente, estudantes tém dificuldade de
compreender quando esta ndo se aplica. Organizadores genéricos podem ser
programas de computador que geram feedback imediato para a pesquisa do
usuario. Eles também podem ser objetos fisicos tais como: blocos de Dienes usados
nas escolas primarias para explorar o conceito de valor de lugar em diferentes bases
(Tall, 2000). Neste ultimo exemplo, a utilizacdo e manipulagdo de cubos como
unidade, barras como dezenas, placas como centenas proporcionam ao aprendiz
visualizar a composi¢cado e decomposigdo de numeros no sistema decimal.

A partir do trabalho de Tall (1989), a nogdo de organizador genérico é
reavaliada. Organizadores genéricos, como o ambiente computacional, permitem-
nos desenvolver uma nova sequéncia no desenvolvimento do curriculo, ndo a partir
de fundamentagdes tradicionais, mas a partir de raizes cognitivas. Tall afirma que o
planejamento de um organizador genérico requer a escolha de uma idéia
fundamental como foco central — uma idéia, que além de ser familiar para o
estudante, ajude-o a olhar mais profundamente a teoria (Tall, 2000). Desta forma, a
nogao de raiz cognitiva, tal como foi formulada, faz-se necessaria. Devemos avaliar

qual o melhor ponto de partida para apresentar uma nova idéia, sugerindo um
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caminho que possa promover uma melhora no processo do raciocinio. A partir da
escolha do tema para estudo, o ambiente computacional pode ser fundamental
neste processo, pois disponibiliza programas que permitem acessar algoritmos
rapidos e eficientes e pode apresentar o resultado final através de variadas
representacdes, além disso, oferece novas possibilidades de explorar idéias
complexas desde o inicio (Tall, 1989). Por exemplo, resultados podem ser
representados visualmente e manipulados fisicamente (através do teclado) o que
favorece ao estudante construir relagdes que fardo parte de uma larga e rica
estrutura conceitual. Desta forma, estaremos oferecendo ao aprendiz, condigdes que
permitirdo desdobramentos importantes para se chegar ao entendimento da

definicdo formal.

1.4.2 A nogao de retidao local

Uma linha curva pode ser considerada como uma colegdo de infinitos
segmentos, todos de comprimento infinitesimal, ou seja, pode ser aproximada por uma
linha poligonal com quantidade infinita de lados, todos de comprimento infinitesimal.

(de I'Hospital (1696), Postulados, apud, De Carvalho & D’ottaviano, 2004)

O conceito de derivada, nos cursos de calculo, normalmente, é apresentado a
partir de retas secantes e tangentes. A representagdo geométrica comum a todos é
a de retas tangentes, onde a razdo incremental figura unicamente como a inclinagéo
de secantes que tendem a uma tangente. Essa construgdo tem como raiz cognitiva a
nogao de limite, talvez o principal obstaculo na compreensao do conceito de
derivada (Giraldo & Carvalho, 2002). Cornu (Tall (Ed) 1991) afirma que:

Uma das maiores dificuldades no ensino e aprendizagem do conceito de limite reside
nao apenas na riqueza e complexidade, mas também nos aspectos cognitivos, que nao
podem ser gerados puramente a partir da definicdo. A distingdo entre a definicdo e o
préprio conceito é didaticamente muito importante. Lembrar da definicao de limite € uma
coisa, adquirir a concepgdo fundamental é outra. [...] A partir deste ponto de vista,
estudantes freqlentemente acreditam que “entenderam” a definicdo de limite sem
realmente apreender todas as implicagbdes do conceito formal. (Cornu, 1991, p. 153)

Sendo assim, a definicdo formal de derivada nao se caracteriza como uma
raiz cognitiva para o conceito, pois, fundamenta-se no conceito de limite.

A nocao de retiddo local esta baseada na percep¢do humana de que um
objeto curvo parece reto quando olhado de muito perto (Tall, 1989). Numa

abordagem baseada na nogao de retiddo local, a derivada € introduzida a partir do
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processo computacional de magnificagao local, em que uma por¢ao de uma curva é
altamente ampliada numa tela de computador (ver também, Invernizzi & Rinaldi,
2002). A derivada de uma fungcao é apresentada como a inclinagdo da reta com a
qual seu grafico se confunde quando submetido a um processo de magnificagéo
local através da mudanca de janelas graficas (Giraldo & Carvalho, 2002; Giraldo,
2004, p 34). A nogao de retidao local € uma raiz cognitiva porque permite que a
funcdo derivada seja vista com a mudanga de gradiente do proprio grafico (Tall,
2000).

Tall distingue a nogéao retiddo local da idéia de aproximagéo linear local, ou
linearidade local (Tall, 1989; Tall, 1992; Tall 2000). Segundo ele, linearidade local

enfoca o que ocorre em um unico ponto fixado x,, onde a fungéo € aproximada por

uma funcgao linear. Esta idéia se representa simbolicamente por meio do limite:

oS3+ h)=(ah+ f(x,)) _

h—0 h

0

Linearidade local é, portanto, uma formulagdo (um conceito) de natureza
matematica da prépria definigdo de derivada que, segundo a teoria de raiz cognitiva,
deve figurar ndo como um ponto de partida na abordagem pedagdgica de derivada,
mas como um objetivo. Retidao local, por outro lado, € de natureza cognitiva, ou
seja, € a expressao de uma percepcao humana do gradiente de um grafico como um
todo.

Linearidade local e retidao local diferem do ponto de vista pedagdgico, pois a
segunda revela-se intuitiva e pode ser descoberta por um estudante lidando com um
programa que trace graficos no computador. Assim, Tall propde a nogao de retidao
local como raiz cognitiva para o conceito de derivada.

Um organizador genérico para o conceito de derivada baseado na noc¢éo de
retidao local deve ser um ambiente computacional que permita ao usuario modificar
a janela grafica, observando as consequentes mudancas nos graficos das fungoes.
Desta forma o usuario deve ser capaz de manipular exemplos e nao-exemplos de
funcdes diferenciaveis. Um exemplo é o programa “Magnify” do Graphic Calculus?
(1986) programado para permitir ao usuario magnificar qualquer parte do grafico de

qualquer funcdo. Minusculas partes de certos graficos altamente magnificadas

2 Graphic Calculus: programa de computador planejado como principal recurso de apoio de uma abordagem
cognitiva para o calculo. O Graphic Approach to Calculus € uma segunda versdo do programa Graphic Calculus
(Tall,1986), desenhado como parte da tese de doutorado de David Tall (Giraldo, 2004, p.31).
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parecem linha uma reta (Figura 2) e isso produz um conceito dncora para a nogao
de diferenciabilidade. No programa, nao-exemplos sédo fornecidos por graficos de
func¢des nao diferenciaveis que ficam mais enrrugadas (Figura 3). Eles nunca teréo o
aspecto de linha reta, proporcionando desta forma, conceitos dncoras para nao-

diferenciabilidade.

Fiwl==inw

?.ﬂ T 1.1

=1
w=% ., B41471

Figura 2: Magnificando o grafico de uma fung¢ao diferenciavel (Tall, 1989)
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Figura 3: Magnificando o grafico de uma fun¢ao nao diferenciavel (Tall, 1989)

Em Tall (1989), o autor compara as estruturas da abordagem introdutoria

tradicional para o conceito de derivada com sua proposta de abordagem pedagdgica
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alternativa baseada em retidao local. Segundo o autor, numa abordagem tradicional

a sequéncia de atividades consiste em:

1.

2.

apresentar uma abordagem “intuitiva” para limites;

fx+h) - f(x)
h

fixar x e calcular o limite de quando / se torna pequeno e

chamar o limite de f'(x);
variar x em f"'(x) para obter a derivada como uma fungao.

Alternativamente, o conceito pode ser explorado de acordo com a seguinte

sequéncia de atividades, seguida de desenvolvimentos teodricos posteriores:

1.
2.

explorar a nogao de retidao local;

visualizar o gradiente variavel do grafico original como outro grafico (isto €, o
grafico da fungao derivada);

relacionar a imagem visual do gradiente ao algoritmo numérico utilizado para
gera-lo;

relacionar estas experiéncias a outras representagodes, incluindo os processos

numericos e algébricos de limite.

E importante ressaltar que a teoria apresentada neste capitulo sugere, ndo a

substituicdo da definicdo formal de um conceito no curriculo e sim a criagdo de

condigdes prévias adequadas para que ela, a definicdo formal de um conceito,

possa ser assimilada de forma consistente pelo aprendiz.
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Capitulo 2

O ensino do conceito de derivada através do conceito de

taxa de variagcao instantanea

2.1 Formulacao das questoes de pesquisa

Embora o assunto variagdo de grandezas seja uma das unidades tematicas
sugeridas pelo PCN+, é observado que a idéia de variabilidade, especificamente,
taxa de variagdo média e taxa de variagcdo instantanea tém merecido pouca ou
nenhuma aten¢do nos programas de matematica adotados para o Ensino Médio.
Isto é facilmente constatado fazendo uma anadlise de alguns livros didaticos de
matematica para Ensino Médio adotados no pais.

O conceito de derivada ja fez parte dos curriculos das escolas secundarias ha
algumas décadas. Hoje, esta presente no curriculo de um pequeno grupo de escolas
de Ensino Médio. Os poucos livros didaticos, por exemplo, (Guelli, 2003; Machado,
A.S., 1991; lezzi, G., Murakami, C. & Machado, N.J. 2002) que reservam alguns
capitulos para tratar do assunto fazem-no através de uma abordagem tradicional do
conceito, ou seja, partem da definicdo formal usando a nogao de limite. Podemos
observar obstaculos nesta abordagem. Segundo Cornu (Tall (Ed) 1991), o conceito
matematico de limite € uma nogao particularmente dificil, tipico do pensamento
requerido na matematica avancada. De acordo com Tall (2002), a definicdo formal
nao é o ponto de partida mais adequado para a apresentacdo de um conceito, ou
seja, nao funciona como raiz cognitiva adequada. Observamos, ainda, que esta
apresentacao, ou seja, introduzir o conceito de derivada pela definicdo formal, pode
se tornar tdo dificil para o estudante, que, na maioria das vezes, acaba se
restringindo as regras de derivagéao.

Embora esta abordagem pedagdgica possibilite ao aprendiz resolver
problemas, analisar intervalos de crescimento e decrescimento, determinar pontos
extremos etc, nao contempla o entendimento do conceito e desvia do caminho
natural que originou o estudo de derivada, a relagdo de variagdo entre grandezas.
Assim, o que se deve haver na verdade, € uma preparagao conceitual de base, para
que o estudante seja capaz de entender futuramente a definicdo formal de modo

satisfatorio.
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Como exposto anteriormente, o conceito de derivada requer o limite da

S(x+h) - f(x)
h

expressao quando / tende a zero, o qual pode ser obtido de forma

matematicamente “simples” fixando x e permitindo % variar. A sequéncia usual de
atividades para o inicio do calculo diferencial consiste em trés etapas ja citadas (Tall,
1989):

1) A definicdo de taxa de variagdo média, logo apds, a nogao de limite.

2) A definicdo de taxa de variag&o instantanea de uma fung&o no ponto x, como

S(xo +Ax)~f(xy)
Ax

sendo o limite da razao quando Ax — 0;

3) Apresentagdo deste limite como sendo a derivada da fungéo no ponto x,,
Sl +00) = f(xy)
Ax
Pesquisas em educagdo matematica mostram obstaculos cognitivos em cada
estagio (Tall, 1989; Vinner, S. (Tall (Ed)), 1991; Cornu, B. (Tall (Ed)), 1991; Tall
1992; Giraldo, V. & Carvalho, L.M., 2002; Giraldo; 2004).

Segundo Tall (1989), um deles seria que a idéia geométrica de usar uma

I'(xy) = lim
Ax—0

secante aproximando de uma tangente nao € cognitivamente intuitiva no sentido de
que ela nao ocorre espontaneamente. Vinner (Tall(Ed)1991) comenta que
estudantes fazendo curso de calculo usualmente possuem uma definicdo formal ou
semi-formal de tangente ao grafico de uma funcéao diferenciavel. As imagens de
conceito que constroem a partir de experiéncias envolvendo figuras como tangente
ao circulo e tangente a um arco podem conter elementos coersivos que levam o
individuo a formar a idéia de que uma tangente pode encontrar uma curva somente
em um ponto € ndo pode atravessar a curva naquele ponto. Cornu (Tall (Ed)1991)
relata que, com base em diferentes investigacdes realizadas, tem sido revelado
muito claramente que a maioria dos estudantes ndo organiza a idéia de limite,
mesmo nos mais avangados estagios de seus estudos. No entanto, isso ndo os
impede de resolver exercicios, problemas e serem bem sucedidos em exames. Para
Giraldo e Carvalho (2002), embora a determinacao de tangentes, a partir de retas
secantes tratar-se de um problema de derivada, portanto de natureza puramente
local, sua representacdo geométrica destaca aspectos nao-locais. Os autores
afirmam que este tipo de construgdo tem como raiz cognitiva a nogao de limite,

considerada um dos principais obstaculos para a compreensao de derivada.
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Tall (1992) sugere que o conceito de limite € um bom exemplo de fundamento
matematico, definido e tornado preciso durante séculos pela combinagdo de
esforcos de muitos grandes matematicos. No entanto, este € comprovadamente
dificil para estudantes usarem como base de seus pensamentos e ndo pode ser uma
raiz cognitiva segura para os estagios iniciais do calculo. Destacamos um importante

comentario de Tall:

Havendo afirmado que eu acho que a nogéo formal de limite € um lugar inteiramente
errado para comecar o calculo (embora seja precisamente o lugar certo para comegar
um desenvolvimento axiomatico em analise), é necessario explicar de que forma deve
comegar, num curso de calculo, uma abordagem baseada em retidao local. (Tall, 1992)

Segundo Tall (1989, p 45), estudantes manipulando programa de ampliagéo
de grafico invariavelmente formulam a nog¢ado de retidao local observando a reta
através de uma ampla magnificagdo. Desta forma, a nogdo de retiddo local é
considerada, por Tall (2000), uma unidade cognitiva que tem significado para o
estudante no estagio inicial de aprendizagem dos conceitos de calculo, e, ainda
assim, contém as sementes de expansdes cognitivas para definigdes formais e
desenvolvimento posterior.

Existem razdes pedagdgicas e epistemoldgicas para que o estudo de
derivada, desenvolvido a partir da nogao de retidao local, seja incluido no programa
de matematica do Ensino Médio.

Nesta pesquisa, analisaremos a seguinte hipétese: o estudo da variabilidade
de uma funcgao, através do estudo da taxa de variagdo média e taxa de variagao
instantanea proporciona a aquisicdo de imagens de conceito ricas (Tall & Vinner,
1981) chegando ao conceito de derivada de forma mais significativa. Isto capacita o
individuo a interpretar e resolver, através da linguagem funcional, problemas internos
e externos a matematica (problemas relacionados a outras ciéncias) em que se faz
necessario o conhecimento do assunto.

Fundamentados em evidéncias teodricas, ressaltadas anteriormente,
defendemos a inclusdo do estudo do conceito de derivada e o calculo da derivada
de algumas fun¢des elementares no Ensino Médio, visando a alguns objetivos gerais
(ver: Avila, 1991; Duclos, 1992; Avila, 1994; Rezende, 2003; Avila, 2006):

e funcional — incluir um novo recurso, mais significativo, para analise de
problemas relativos as ciéncias, como Quimica, Biologia e Fisica que

envolvam a idéia da taxa de variagdo instantdnea bem como na propria
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Matematica como, por exemplo, determinagdo da equagao de reta tangente

num ponto x, do grafico dado de uma fung¢do continua;

e cultural — democratizar uma das maiores e mais significativas conquistas da
humanidade em matematica;

e econOmico — desenvolver as idéias basicas de Caélculo no Ensino Basico.
Este seria um dos primeiros passos para tentar resolver problemas de
aprendizagem nos cursos iniciais de calculo, cujos indices de reprovagao e
evasao chegam a niveis insustentaveis, o que pode afetar, a longo prazo, o
desenvolvimento tecnoldgico do pais;

e social — agregar a formagao do cidadao este novo conceito, uma vez que
desenvolve habilidades, por exemplo, relativas a analise de informacdes
necessarias para exercicio da cidadania em uma sociedade de crescente
complexidade.

e epistemoldgico — formar imagens de conceito ricas que permitam expansdes
cognitivas posteriores, sendo esse um objetivo comum presente a todos os

outros citados anteriormente.

Nessas condigdes, apresentamos os seguintes objetivos especificos:

e formular uma sequéncia de atividades que viabilize a inclusdo do conceito de
derivada para alunos do Ensino Médio através do ensino de taxas de variagao
instantanea utilizando o conceito de retido local.

e verificar a viabilidade da sequéncia de atividades propostas no aprendizado
de derivada para alunos do ensino meédio que possuam conhecimento de

funcao, identificando possiveis potencialidades e limitagdes.

Neste trabalho, sera testada uma proposta de abordagem, formulada com

base no referencial tedrico citado, que passaremos a descrever.
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2.2 Sequéncia proposta para o ensino do conceito de derivada

Passaremos a apresentar as etapas da proposta.
2.2.1 Variagao das fungoes (1?2 Etapa)

A idéia de variagdo de uma fungcdo esta relacionada com o seu
comportamento (crescimento, decrescimento ou estabilidade) num determinado
intervalo do seu dominio. Uma maneira bastante natural de enriquecer o estudo das

variagdes de fungdes é proposta por Gravina (1992). O problema proposto (figura 7):

Sao dados diversos reservatérios com a mesma capacidade e a mesma altura. Temos
torneiras enchendo cada um dos reservatérios e vamos admitir que a vazéo da agua é a

mesma para todos eles, constante e igual a k metros cubicos por minuto. Queremos
analisar o comportamento do nivel de agua no decorrer do tempo. Seja f;(¢) a altura do

nivel de agua no instante ¢ (i=1,2,3,4,5,6 conforme o reservatorio); vamos medir a
altura em metros e o tempo em minutos. Temos f,(0)=0 e f,(T)=4,onde 4 é a

altura dos reservatorios e T é o tempo necessario para enché-los.

veloxl

Figura 7: Reservatérios com formas distintas e mesma altura. (Gravina, 1992, p. 33)

A altura f,(r)aumenta a medida que f aumenta, ou seja, todas as fungdes séo

crescentes. Mas existem diferengas significativas nestas fun¢des que dizem respeito
ao aumento mais rapido ou mais lento do nivel de agua, conforme o tipo de
reservatorio. Analisando a forma de cada um dos reservatorios, podemos esbogar os
graficos das alturas. Por exemplo:

e em (1), no inicio do processo, a altura aumenta rapidamente e depois

continua aumentando, mas nao mais tao rapido;

e em (2) o processo € inverso de (1);

e em (3) a altura aumenta de modo uniforme;

e em (4) a altura vai aumentando cada vez mais devagar, até chegar a

metade do reservatoério, depois reverte 0 seu comportamento;
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e em (5), até a metade do reservatério o comportamento € similar ao de
(2) e depois, similar ao de (1); no meio do reservatorio tem-se a altura
aumentando rapidamente.

e Em (6) o comportamento €& similar ao de (5), porém no meio do
reservatorio a altura ndao aumenta de modo tao rapido.

Obtemos, desta forma, os esbogos de graficos (Figura 8):

Figura 8:Gréaficos da variagao da altura em funcao do tempo de acordo com a forma do
reservatoério. (Gravina, 1992, pp. 34-35)

Nosso objetivo € entender qual o conceito matematico que registra estas
diferengas no comportamento crescente dessas fungdes. Voltaremos a este exemplo

mais adiante no fim da préxima secéo.

2.2.2 Taxa de variagao média (22 Etapa)
Nesta secdo € apresentada uma proposta de abordagem para a nogéo de
Taxa de Variacdo Média (7V, ). O conceito de taxa de variagdo média esta na base

do estudo de funcbes e exprime a razdo com que a funcdo cresce num dado

intervalo do dominio.

Exemplo 1: Grafico da fungéo definida por f(x)=x*(Figura 9).
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Figura 9:Analisando a taxa de variagdo média em intervalos distintos do dominio
(Bongiovanni, Vissoto, & Laureano,1993, p. 299).

Quanto variou f(x) quando x varioude 0 a 37?

Qual foi a variacdo média da funcio nesse intervalo?

Definimos taxa de variagdo média (TV,) de uma fungdo f, num intervalo de
seu dominio, como o quociente entre a variagdo (Ay) de f(x) e a variagdo (Ax) da

variavel x nesse intervalo (Bongiovanni, Vissoto, & Laureano,1993).

Exemplo 2 :

Figura 10 (Smole & Diniz, 2003, p 278)

Um automodvel desloca-se de A para B (Figura 10). A tabela a seguir relaciona

0 espacgo percorrido com o tempo decorrido:

Tempo (s) 0 1 2 3 4 5 6 7

Espago (m) 0 2 5 9 14 20 27 35

Tabela I: Variagado do tempo e do espago percorrido

Calcular a taxa de variagcdo média do espago em funcédo de ¢ nos intervalos:
[2;3], [4;5] e [6;7].
Observamos que movimento torna-se mais rapido, portanto acelerado.

Calcular a velocidade média entre 2 e 7 segundos.
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Generalizando para qualquer fungao continua, podemos dizer que:

A taxa de variagao média de uma funcdo f no intervalo [x,; x,] com

x, <x, € definida por:

y _JG)-1G) Ay

m
Xp—X, Ax

A taxa de variacdo média de uma fungdo [, num intervalo [x,; x; |, pode ser
interpretada geometricamente (Figura 11) considerando-se a reta s que passa pelos

pontos A(x,; f(x,)) € B(x,; f(x;)) dograficode f.

fhx) &
O coeficiente angular da reta s no ]
intervalo [x,; x,] €: Tl el i ¢
A
m=tga = 2o v, . !
Ax "'..I o |
. _ L I s
Ou seja, geometricamente, o - 2L ¥
coeficiente angular da reta que passa I Sy L ok
4] Ea “n i

por A e B € a taxa de variagcdo média de

fem[x,;x,].

Figura 11: Coeficiente angular da reta secante
como taxa de variagao média. (Smole & Diniz,
2003, p. 279)

Exemplo 3.

Analisar o comportamento de trés fungdes, através dos graficos (Figura 12),

no intervalo [0; 5].
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sl &

Figura 12:Comportamento de trés fungées distintas num mesmo intervalo. (Smole &
Diniz, 2003, p 277)

Os graficos das trés fungdes crescentes no intervalo [0, 5] diferem na forma

como crescem.

x nointervalo | Taxa de variagao

média de f (f(x)=2x)

Taxa de variagao Taxa de variagao

média de g (g(x)=x?) | média de h (h(x)=2%)

[0,1] 2 1 1
[1,2] 2 3 2
[2,3] 2 5 4
[3,4] 2 7 8
[4,5] 2 9 16

A taxa de variagao
média € a mesma a

cada intervalo.

A taxa de variagdo média
aumenta 2 unidades a

cada intervalo.

A taxa de variagao
meédia dobra a cada

intervalo

Tabela II: Variagao de trés fungdes crescentes no intervalo [0, 5] (Smole & Diniz, 2003, p 278)
Podemos afirmar que, apesar de as trés fungdes serem crescentes no

intervalo /0, 5], elas crescem com velocidades diferentes (Smole & Diniz, 2003).
Desta forma, observamos que:
1) a TV, da fungéo polinomial do 1° grau é constante e, no exemplo, igual a 2, a
qual corresponde ao coeficiente angular da reta que representa a fungéo. A
variagdo foi a mesma em todos os intervalos considerados.

E facil verificar que qualquer funcéo polinomial do 1° grau tem TV, constante.
De fato, se f(x)=ax+b, entdo em qualquer intervalo /x,,x, ] temos:

f(x)=f(x;) _ax,+b—ax, b _a(x,-x;) —4

Xy =X

Xy =X Xy =X
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Reciprocamente, se tomarmos uma fungdo com taxa de variagdo constante
a, dados um ponto fixado (x,,y,) € um ponto genérico (x,y), temos:

f(x)=f(x)

- =a:>fMﬁwmvww+fMM:3fmJ=M+fM%—Mo
= f(x)=ax+b

Logo, qualquer fungdo com taxa de variagdo média constante é polinomial do
1° grau. Isto é, as fungdes polinomiais do 1° grau podem ser caracterizadas pela
taxa de variacdo constante.

2) no mesmo intervalo de x, a fungdo exponencial 4 cresce mais rapidamente
que as outras duas fungdes. E mais, a fungdo i definida por i(x)=2" varia
(cresce) mais rapidamente nos ultimos intervalos, veja a tabela .

Retomando o exemplo da sessao 2.2.1 (Variagao das fungdes): ao esbogar os
graficos, o que fizemos, através da observagao, foi analisar a razdo com que sobe o
nivel de agua em intervalos de tempo bastante pequenos. Se At é uma fragao de
tempo, ¢ € um dado instante de tempo e /¢, t+At ] é um intervalo, a razdo

AL _ (e +A0 - £,0)
At At

(que é uma razao do tipo metros/minuto) nos fornece quantos metros por minuto

esta subindo o nivel de agua no intervalo /¢ t+At ], ja que f,(t+At)-f;(t) € a

variagédo do nivel de agua neste intervalo e Ar é a fragdo de tempo decorrida.

Analisando a razao graficamente (Figura 8):

Para isto, consideramos intervalos de tempo de mesmo tamanho Ar em
diferentes fases do processo. Optamos apenas pelos graficos de f,, f;ef,, pois
apresentavam diferentes fases do processo. Assim, julgamos que seriam suficientes
para analisar a razao de variagao através da analise do comportamento dos graficos.
O primeiro apresentando o caso em que a razao de variagao diminui (analise que

aparece em parte de f; e f;), o segundo apresentando uma variagcado constante e o

terceiro, analisando a raz&o com mais de um comportamento no mesmo grafico.
Assim, nos graficos das fungdes f,, f;e f,, a seguir (Figura 13), vemos que,

conforme avangamos no tempo:
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A

(@) N diminui, o que nos diz que o aumento do nivel de agua é cada vez mais
t

lento;

Af, . . , . .

(b) % € constante, o que nos diz que o aumento do nivel de agua é sempre o
t
mesmo;

A S, : .
(c) Ai; diminui até chegar ao meio do processo e, depois, comeg¢a a aumentar, o

que nos diz que o nivel de agua sobe cada vez mais devagar até a metade do

reservatorio e, depois, cada vez mais rapido;

Figura 13:Analise da variagido da altura nos reservatoérios 1, 3 e 4. (Gravina, 1992, p.

36)

- . LY A ~

E importante notar que a razao N nos da a informacéo relevante sobre
t

como é o crescimento de f, sempre que At for bastante pequeno e, quanto menor

At, mais precisa € a informacgao. Se At for grande, o crescimento nao é registrado
uma vez que, na média, esta informagao se perde (Gravina, 1992).

Esperamos que, neste estagio, o aluno tenha claro para si o conceito de taxa
de variagdo média, especificamente, que a taxa de variagdo média da funcéao
polinomial do 1° grau, cuja imagem geométrica € uma linha reta (no sistema de
coordenadas retangulares), é constante em qualquer intervalo considerado de seu
dominio e mais, que esta taxa, geometricamente, corresponde ao coeficiente angular

da reta em questao.
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2.2.3. Analise do comportamento local e a nogao de retidao local (32 Etapa)

; f ¥

Figura 14: Trés formas diferentes de crescer no mesmo intervalo.

(Bongiovanni, Vissoto, & Laureano,1993, p. 302-303).

As trés fungdes representadas graficamente (Figura 14) apresentam mesma
taxa de variacdo média nointervalo [ 1;4].
e Afuncdo f tem variagido constante (fungcéo polinomial do 1° grau).
e Afuncgédo g varia (cresce) mais devagar no comecgo do intervalo e mais
rapidamente no final.
e A funcdo & varia (cresce) mais rapidamente no inicio do intervalo e
mais devagar no final.
Assim, quanto menor for o intervalo a ser analisado de uma fungdo, mais
significativa sera a analise da variagdo no intervalo em questdao (Bongiovanni,
Vissoto, & Laureano,1993).

Numa abordagem baseada na nogdo de retiddo local, a derivada® é
introduzida a partir do processo computacional de magnificagdo local, em que uma
porcao de uma curva é altamente ampliada numa tela de computador. A derivada de
uma funcdo é apresentada como inclinagdo da reta com a qual seu grafico se
confunde quando submetido a um processo de magnificacdo local. Assim, a
derivada pode ser apreendida a partir da variagdo do préprio grafico. Este
procedimento s6 € possivel num ambiente computacional onde o estudante possa
mudar a janela grafica e observar as consequentes mudangas de aspecto do grafico
visualizado (Giraldo, 2004).

3 = . . . o R .
Optamos por ndo usar a palavra derivada até esta altura do trabalho e sim variagdo instantanea, pois o
conceito de derivada sera apresentado no final do desenvolvimento da nogao de taxa de variagéo instantanea.
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Usaremos, neste trabalho, o programa Graphmatica (2.0) (Hertzer & Malaca,
2003). Este programa esta disponivel gratuitamente na Internet (versdo shareware)
sendo, desta forma, de facil acesso a professores e alunos que possuam
microcomputadores. Alguns comandos do programa estdo apresentados no anexo
XXVII, de modo a facilitar seu entendimento (Barufi & Lauro, 2001). As figuras 15,16
e 17 apresentadas abaixo ilustram o processo de magnificacdo local de curvas

elementares (fungdes polinomiais, exponencial e trigonométrica).

Figura 17. Magnificagdo da curva /(x) = senx em torno do ponto x, = —
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Observamos, nos trés exemplos, que em torno do ponto x, a curva adquire o

aspecto de um “segmento de reta”, logo podemos analisar a fungdo no intervalo em
questao, analisando o comportamento do “segmento de reta” com o qual a curva se
confunde. Desta forma, a derivada de uma funcdo pode ser apresentada como
inclinacdo da reta com a qual seu grafico se confunde quando submetido a um
processo de magnificagao local. Esta similaridade leva-nos a fazer uma analise do

comportamento da fungdo num ponto x, qualquer do dominio através de uma

aproximacgao linear local, ou seja, através da analise do comportamento da reta que
contém este “segmento de reta” que passaremos a chamar de tangente.

Neste trabalho nos restringiremos a algumas fung¢des derivaveis (funcoes
polinomiais, exponenciais e trigonométricas), pois a proposta inicial tem como foco o
Ensino Médio.

A aproximacao linear pode ser observada na sequéncia abaixo (figura 18).

Figura 18. Reta r tangente a curva f(x)= x* —3x como melhor aproximacao linear em torno

do ponto x, =2.

2.2.4 Areta tangente a um grafico

ApoOs nos referirmos a reta tangente para apresentarmos o conceito de
aproximacao linear, julgamos necessario discutir, detalhadamente, o conceito de reta

tangente a um grafico.

Observamos que o conceito de tangente é, usualmente, apresentado para o
estudante de matematica no curso de geometria no contexto do circulo. Desta forma,
o aluno pode construir uma imagem limitada para o conceito de tangente. (Vinner,
(1991), Pinto & Moreira, (2004); Biza, Christou & Zachariades, (2006)). Neste
sentido, Tall (1989) observa que:
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Geralmente, quando idéias sdo apresentadas em contextos restritos, a imagem de
conceitos pode incluir caracteristicas que sao verdadeiras naqueles contextos, mas nao
de uma forma geral. Por exemplo, a tangente a um circulo toca-o em um Unico ponto
somente e ndo o atravessa. Vinner (1983, 1991) observou que muitos estudantes
acreditavam que uma reta tangente a qualquer curva tocaria esta curva em um Unico

ponto, mas nao poderia atravessa-la.

Neste momento torna-se necessario fazer algumas consideragbes em relagéo

ampliar as imagens de conceito em relacdo a esta reta.

a reta tangente a um grafico num ponto x,. Passaremos a apresentar a reta

tangente em contextos diversificados, utilizando o programa Graphmatica, a fim de

Sabemos que para uma circunferéncia ou para uma elipse (Figura 19), por

exemplo, a reta tangente € a que tem um unico ponto comum com a curva.

x’”- B T
=

e
.-'7'{,# -%.H\ l'{f “E":-H"“-h-_
el d ) | _)I -

T

\\ J/;

Figura 19: Retas tangentes a duas curvas convexas (Smole & Diniz, 2003, p. 285)

SRS

Figura 20: Reta tangente a curva no ponto P e secante no ponto Q (Smole & Diniz, 2003, p.

285)

No entanto, a reta ¢, tangente ao grafico (Figura 20), no ponto P corta o

exemplos nas figuras 21, 22, 23 e 24:

grafico no ponto Q. De forma geral, uma tangente a uma curva num ponto pode

intercepta-la em varios outros pontos (Smole & Diniz, 2003). Vejamos outros
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Figura 21. Reta t tangente a curva Figura 22. Reta t tangente a curva

x)=x’no ponto x, =0,5: a reta tangente f (x)= x> —3x% +3x+1 no ponto x, =1.:a
1 0 2 0

corta a curva num outro ponto reta tangente atravessa a curva

.-";1-"""
Figura 23. Reta t tangente a curva Figura 24: Reta t tangente ao grafico definido

— 2 — — .
f3(x)—x 4x+3 noponto x, =2:areta por f4(x):£—l no ponto x0:3:areta
2

tangente é paralela ao eixo das abscissas. L o o
tangente coincide com o préprio grafico.

Neste exemplo, x, é ponto de minimo.

2.2.5 A taxa de variagao instantanea e sua interpretagdao geométrica

“Que mego eu, pergunto-te, Deus meu, quando digo ou aproximadamente: este tempo
€ mais longo que aquele, ou precisamente: este tempo é o dobro daquele? Mego o
tempo, eu sei; mas ndo meco o futuro, que nao existe ainda, ndo meco o presente, que
ndo ocupa nenhum intervalo, ndo mego o passado, que ja ndo existe. Mas que mecgo
entdo? Talvez o tempo no ato de passar, e n&o ja quando passou?”

(Santo Agostinho, Livro XI das Confissdes, Pensadores (1999), apud Rezende, 2003)
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Nesta secao relacionaremos os conceitos abordados neste trabalho até o
momento, a seguir faremos uma analise buscando uma relagdo matematica entre os
mesmos. S&o eles:

1. taxa de variacdo média num intervalo [x,; x, ] do dominio;

2. taxa de variagdo média da funcdo polinomial do 1° grau constante para
qualquer intervalo do dominio e igual ao coeficiente angular da reta;

3. magnificagdo local de uma fungdo elementar e a observacdo de uma

retificacdo local em torno de um ponto x, num intervalo muito pequeno do

dominio assemelhando-se a um “segmento de reta”;

4. analise do comportamento local em torno do ponto x, possibilitada pela

observacado do comportamento da reta com a qual a curva se assemelha no
processo de aproximagao local,

5. areta que contém o “segmento” em questao coincide com a reta tangente ao
grafico no ponto x, (aproximagéo linear).
Os assuntos relacionados acima levam-nos, experimentalmente, a idéia de

que é possivel analisar a taxa de variacdo de uma fungdo num ponto x,, pertencente

a um intervalo muito pequeno do dominio, através da analise da taxa de variagao da

reta tangente ao grafico em x,. Chamaremos de taxa de variagcgo instantédnea (TV,)
a taxa de variagédo da funcdo no ponto x,. Geometricamente, esta taxa de variagdo

instantanea é representada pelo coeficiente angular da reta tangente a curva da
funggo f no ponto x, .

Estamos adotando uma abordagem experimental objetivando uma

preparacao futura para o conceito de derivada. Avila (1991) comenta:

E claro que a introducdo da derivada deve ser acompanhada de varias de suas
aplicagdes. Uma delas, tao util e necessaria nos cursos de Fisica, diz respeito a
Cinematica. Nao ha dificuldades no estudo do movimento uniforme, ou seja, com
velocidade constante. Mas ao passar adiante, desassistido da nogdo de derivada, o
professor de Fisica faz uma ginastica complicada para apresentar o movimento
uniformemente variado. E as coisas seriam bem mais simples para ele e muito mais
compreensiveis para o aluno se esse ensino fosse feito a luz da nogcdo de derivada,
interpretada como velocidade instantanea. (Avila, 1991, p. 4)

O exemplo a seguir mostra que € possivel usar a idéia apresentada de taxa
de variagao instantédnea para resolver uma situagao-problema comum em alguns

livros didaticos de Fisica com o auxilio do programa Graphmatica.
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O problema:

A posicao s em funcado do instante ¢+ de um movel, que se desloca segundo
uma trajetéria retilinea, é dada por s(f)=2¢t*+3 (para s em metros e ¢t em

segundos). Determinar:

a) a posicao desse moével nos instantes ¢t =2s e t =3s.
b) a velocidade média no intervalode ¢t =2s a t =3s.

c) a velocidade instantanea nos instantes 1t =25 e t = 3s.
Resolvendo algebricamente o problema teremos:
a)s(2)=11lm e s(3)=21m

by v =TV, =10m/s

c) a solugado mais encontrada nos livros didaticos € a seguinte: como se trata

. . . a o .
de movimento uniformemente variado teremos S =35, +v0t+5t , assim,

identifica-se v, =0m/s e a=4m/s*para usar, em seguida, a formula da
velocidade instantdnea v, =v,+at. Assim, v, =4 = v (2)=8m/s e
v.(3)=12m/s.

Alguns livros, antes do uso da formula da velocidade (que é necessaria, pois

os alunos ainda ndo sabem derivadas), sugerem que se calcule a velocidade média

em intervalos de tempo cada vez menores e proximos de 2 s, para que os alunos
possam fazer conjecturas a respeito da velocidade instanténea em ¢ =25 (Silveira,

2001).

Sabendo que a velocidade média corresponde a taxa de variagcdo média e
que a velocidade instantdnea corresponde a taxa de variagdo instantanea, é
possivel aproximar a velocidade instantanea utilizando o recurso computacional e a
seguir comparar com o resultado obtido algebricamente.

Utilizando o Graphmatica, tracamos o grafico da fungédo horaria definida por

s(t)=2t*+3 e a seguir, através do comando desenhar tangente, tracamos a

tangente no ponto ¢ = 2s.
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Figura 25:Tela do Graphmatica

Aparecera na tela do Graphmatica o grafico da fungao S (Figura 25), a reta

tangente em ¢ = 25, uma janela informando a equacgao da fungao, as coordenadas
do ponto de tangéncia (2,11 ), a equagéo da reta tangente y =8x—35 e a inclinagéo
8. Desta forma, o aluno pode constatar (comparando com o calculo feito
anteriormente) que a velocidade instantédnea em ¢ =2s, v, =8m/s, corresponde ao

coeficiente angular da reta tangente no ponto em questdo. Da mesma forma em

t =35 a reta tangente tem equacdo y=12x-15 e, consequentemente, teremos
v,=12m/s.

Observamos que a utilizagao do recurso computacional para determinar a reta
tangente a uma curva num ponto € valioso e reforga, experimentalmente, o conceito
de que analisar a variagao instantdnea da funcao é analisar a variagao do declive da
reta (através do coeficiente angular) que contém o “segmento” que corresponde a
aproximagéao linear local da curva num intervalo muito pequeno do dominio. No
entanto, provavelmente, essa discussdo sugerira a pergunta: “Seria possivel

determinar, algebricamente, esta variacdo instantanea num ponto x, do dominio?”

2.2.6 Expressando algebricamente a taxa de variagao instantanea.
Passaremos a analisar a expressao que nos fornece a taxa de variagdo média

num intervalo do dominio. Consideremos uma fungdo f:R—> R e um intervalo

[x,;x, + Ax] < D(f), com um acréscimo Ax#0. 0] numero
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Ay _ S +A) — fOx) _ f(x +A%) — ()
Ax X, +Ax —x, Ax

€ a taxa de variagdo média ou taxa de

crescimento médio da fungdo f no intervalo de extremos x, e x, + Ax .

A partir da taxa de variagdo média chegaremos a uma expressao para a taxa
de variacdo instantanea. Para isso, utilizaremos, oportunamente, a imagem

geométrica da secante tendendo a tangente no ponto x,. A atividade anterior (figura

25) permitiu ao individuo associar a velocidade instantanea (taxa de variagéo
instantanea) ao coeficiente angular da reta tangente no ponto em questdo. Vimos

que a taxa de variagdo média em [x,;x, + Ax] é dada pelo coeficiente angular da
reta secante a curva nos pontos x, € x,+Ax. Como o objetivo € analisar o
comportamento da fungdo em x,, devemos considerar um intervalo indefinidamente
pequeno ao qual x, pertenca. Esquematicamente, teremos: Ax >0=0 >P= =

(reta secante) se aproxime de ¢(reta tangente em ). Observe o que foi descrito

acima na sequéncia a seguir (Figura 26):

S (x, + Ax) ?
P
f(xo) =

/ ):CO X, +Ax

Ax—>0

f(xo.)—'r'-l.-. ..__.-.‘-'-'.

/=

=

0

Figura 26: reta secante — reta tangente
Esta observacdo nos leva a formular a seguinte proposigdo: Se a razdo

Ay _ [ + A0 f(x,)
Ax Ax

, com Ax#0, corresponde ao coeficiente angular da reta
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Ay S+ A) - f(x,)
- ,

secante a curva no intervalo [x,;x,+Ax], entdo a razgo

com Ax — 0, correspondera ao coeficiente angular da reta tangente a curva no
ponto x,. Desta forma temos que a taxa de variacdo média de uma fung¢do continua

&zf(xo"'Ax)_f(xo)

,com Ax#0 e ataxa de
Ax

num intervalo [x,;x, + Ax] € igual a

variagdo instantnea num ponto x, €& dada pelo valor do qual

Ay _ [+ A0) - f(x,)
Ax Ax

para um intervalo I — D(f) de uma fungao, podemos dizer que:

aproxima-se quando Ax se aproxima de 0. Generalizando

A taxa de variacdo instantdnea (77;) de uma funcdo f num ponto

x, €l < D(f) é dada por:

Ay _ S+ A0 - f(x,)
Ax Ax

— TVi,quando Ax — 0

Exemplos:

Funcéo constante: f: R — R definida por f(x)=k, keR

Ay _ S +A0) = £ (xo)
Ax Ax

Ax — 0

=TV, =1V, =0

Funcéo polinomial do 1° grau: f: R — R definida por f(x)=ax+b

Ay _ S(xg +Ax)— f(xy)  a(x, +Ax)+b—(ax, +b) _
Ax Ax - Ax -

axy +aAx+b—ax,—b _alx u = TViea
Ax Ax

Funcéo polinomial do 2° grau: f:R — R definida por f(x)=ax’ +bx+c

Ay _ fxg +Ax) = f(xo) _ a(x0+Ax)2+b(x0+Ax)+c—(ax02 +bxy+c)
Ax Ax - Ax

ﬂ—>2ax0+b , quando Ax — 0
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TVi=2ax, +b

Funcéo polinomial do 3° grau: f:R — R definida por f(x)=ax’ +bx* +cx+d

Ay _ S+ A= £(x) _
Ax Ax

a(x, +Ax)* +b(x, + Ax)* +c(x, + Ax) +d — (ax,” +bx,” +cx, +d)
Ax

% — 3ax,” +2bx, +¢ , quando Ax — 0. Logo TVi =3ax,” +2bx, +c.

2.2.7 A derivada em um ponto e a fungao derivada (4* Etapa)

Neste momento, temos condi¢cbes de conceituar o que é derivada de uma
funcdo num ponto x, do dominio. Dante (2004b) conceitua da seguinte forma: & taxa
de variagdo instantédnea da fungdo f no ponto x, chamamos de derivada da fungéo
em relagéo a variavel x no ponto x, e representamos por f'(x,), geometricamente,

€ o coeficiente angular da reta tangente no ponto considerado. De outra forma:

ﬂ: S (xg +Ax) = f(x,)
Ax Ax

—TVi= f'(x,), quando Ax — 0

Chama-se fungéo derivada de uma fungédo f a uma fungdo f' que fornece
a taxa de variagédo instantdanea f'(x) (geometricamente, o coeficiente angular da

reta tangente a curva) em qualquer ponto x pertencente ao dominio:

Ay [+ A) - f()
Ax Ax

Dessa maneira, em vez de calcularmos o valor da derivada de uma fungao f

— f'(x), quando Ax >0

em um ponto x, fixo, passaremos a determinar a sentenga da fung&o, que nos

fornece a derivada num ponto qualquer em um intervalo / do dominio.

Tall (1989) acredita que a disponibilidade de nao-exemplos pode ser de
grande importancia, particularmente com conceitos avangados.

Desta forma, apresentamos alguns nao-exemplos para a existéncia da
derivada. Para admitir reta tangente em um determinado ponto, o grafico ndo pode
dar “salto” (ndo pode ser descontinuo nele) nem mudar bruscamente de diregéo
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(formar “bico”) nesse ponto. Ndo admitem tangente em x, os seguintes graficos de

fungdes (Figura 27):

LS

LE:
Ny
£

Figura 27:Graficos de algumas fung6es que ndo possuem derivada em x,. (Dante, 2004b, p

264)

Retas paralelas ao eixo dos y (Figura 25) ndao tém coeficiente angular, pois

m =1g 90" ndo esta definido. Assim, se a tangente ao grafico de uma fungdo num

ponto € paralela ao eixo y, a fungdo também n&o admite derivada nesse ponto.

Neste caso, existe a tangente ao grafico por esse ponto mas néo existe a derivada.

S&o exemplos disso as seguintes func¢des, nos pontos x, indicados:

by y

-

Figura 28:Graficos de fungdes em que néo existe derivada em x, . (Dante, 2004b, p 264)
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Capitulo 3
Metodologia

A metodologia utilizada caracteriza-se por um instrumento que auxiliara
responder a pergunta que deu origem a esta pesquisa: “O estudo da sequéncia
estabelecida: variabilidade, taxa de variacdo média e taxa de variagao instantédnea
de uma funcgéo real, utilizando a retidao local como raiz cognitiva, proporciona, de
fato, condigdes para o ensino do conceito de derivada para alunos do Ensino Médio
que possuam conhecimentos sobre fungao?”.

Desejamos verificar, com este trabalho, a viabilidade do método apresentado
para ensino do conceito de derivada através da analise do desempenho dos
participantes nas atividades elaboradas a partir da proposta (secéo 2.2). As referidas
atividades foram realizadas em seu ambiente natural, a sala de aula.

Nao temos como meta quantificar eventos usando recursos da estatistica
para analise dos dados, mas a aquisicao e analise de dados descritivos do processo
mediante realizagdes de atividades individuais e contato direto com a situagao objeto
de estudo. Para isso, optamos por uma investigagdo de natureza qualitativa.
Richardson & Wainwright (1999) descrevem:

A pesquisa qualitativa pode ser caracterizada como a tentativa de uma compreensao

detalhada dos significados e caracteristicas situacionais apresentadas pelos

entrevistados, em lugar da produgdo de medidas quantitativas de caracteristicas ou
comportamentos. (Richardson & Wainwright, 1999, p 2)

Neves (1996) observa que, em sua maioria, os estudos qualitativos sdo feitos
no local de origem dos dados e o trabalho de descricao tem carater fundamental,
pois € por meio dele que os dados s&o coletados.

Nessas circunstancias, para o estudo foi selecionada uma amostra que
atendesse as condicdes apresentadas no questionamento e foi elaborada uma
sequéncia de atividades para a coleta de dados, que serdo transcritos para uma
posterior analise.

A pesquisa foi realizada com autorizagdo do responsavel pelo participante,
através da assinatura do termo de consentimento (Anexo 1). Os critérios da selegéo

da amostra e a descrigdo das etapas do método serdo apresentados a seguir.
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3.1 Descrigao da amostra.

[...] a definicao de critérios segundo os quais serdo selecionados os sujeitos que vao
compor o universo de investigagdo € algo primordial, pois interfere diretamente na
qualidade das informagdes a partir das quais sera possivel construir a analise e chegar
a compreensdo mais ampla do problema delineado. A descricdo e delimitagdo da
populagao base, ou seja, dos sujeitos a serem entrevistados, assim como o seu grau de
representatividade no grupo social em estudo, constituem um problema a ser
imediatamente enfrentado, ja que se trata do solo sobre o qual grande parte do trabalho
de campo sera assentado. (Duarte, 2002, p 141)

Inicialmente, foram convidados 12 alunos do 2° ano do Ensino Médio, de uma
escola privada do Rio de Janeiro, de acordo com o desempenho académico final na
disciplina de matematica do ano anterior. Estes alunos haviam cursado o 1° ano do
Ensino Médio nessa mesma escola e na ocasiao da realizagdo da pesquisa, esse
grupo ja havia cumprido o programa de matematica no que diz respeito ao estudo
das funcdes reais elementares previstas para o curso’ e possuiam familiaridade com
o ambiente computacional®.

Foi estabelecido o seguinte critério de escolha: alunos com desempenho
regular (média final na disciplina entre 5,0 e 6,9), com desempenho médio (média
final na disciplina entre 7,0 e 8,4) e por fim, alunos com desempenho bom (média
final na disciplina entre 8,5 e 10). Desta forma, poderiamos garantir uma amostra
heterogénea segundo o critério de desempenho.

Ao final da selecéo, participaram espontaneamente do estudo apenas 7 jovens
de ambos os sexos (4 mogas e 3 rapazes), com idade entre 15 e 18 anos. As mogas
foram identificadas como M1, M2, M3 e M4 e os rapazes como R1, R2 e R3 (Tabela
).

M1 M2 M3 M4 R1 R2 R3

Idade 16 16 16 17 16 16 16

Média 7,3 5,0 8,7 7,2 5,1 5,8 8,8
Tabela Ill: Idade e média de aprovagao na 1% série do EM na disciplina de Matematica dos

alunos participantes do estudo

' Nessa escola, os programas de Matematica do 1° e 2° anos do Ensino Médio contemplam o estudo do conceito
de fungao e o estudo de alguns modelos de fungdes elementares, tais como: fungdo polinomial de 1° e 2° graus,
fungdo exponencial e logaritmica, fungdes trigonométricas, fungdo modular e composigao dessas fungdes.

O programa Graphmatica era familiar a este grupo. Ja haviam utilizado o mesmo no ano anterior.
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3.2 Planejamento do estudo empirico

[...] A escolha de um local adequado de pesquisa e a familiaridade do pesquisador com
os membros do grupo sdo aspectos fundamentais da pesquisa qualitativa. Ward-
Schofield (1993) analisou as consequéncias que a escolha do local tem na validez e
generalizagao dos resultados, sugere que ambas podem ser otimizadas escolhendo um
local "tipico" ou realizando uma pesquisa em mais de um local.

[...] Portanto, o processo de escolha deve ser acompanhado por uma reflexdo que inclui
consideragfes tais como: facilidade de comunicagdo com os entrevistados, adequagéo
dos meios de registro das informacdes, e crucialmente, a existéncia de alguma
caracteristica do local que possa influenciar negativamente as opinides de um
entrevistado [...] (Richardson & Wainwright, 1999)

O estudo empirico desta pesquisa foi estruturado na forma de um curso
regular distribuido em quatorze aulas. Como estabelecido no capitulo anterior, o
objetivo central deste trabalho é avaliar a viabilidade da abordagem de ensino do
conceito de derivada proposta, identificando potencialidades e limitagdes. Para que
este objetivo fosse satisfeito, ndo seria suficiente apenas comparar os
conhecimentos dos alunos antes e depois do curso, mas sim acompanhar o
desempenho dos alunos ao longo das atividades. Como instrumentos auxiliares de
analise do desempenho dos participantes, foram aplicadas uma avaliagao inicial e
uma avaliacado final, que serdo mais precisamente descritas nas seg¢des 3.2.1 e
3.2.3. a sequir.

Cada uma das aulas do curso teve duragao de 1 hora e meia (dois tempos de
45 minutos) e aconteceu apés o horario da aula regulamentar (7 horas e 15 minutos
as 12 horas e 50 minutos), especificamente das 13h e 45min as 15h e 15min. Estas
aulas aconteceram as segundas e quartas-feiras, dias em que os participantes n&o
tinham atividades a tarde.

Utilizamos um ambiente muito proximo da sala de aula para a realizagao das
atividades, que ora aconteciam numa sala de informatica, ora numa sala de aula
tradicional. Como os participantes eram ou tinham sido alunos, nosso
relacionamento durante o curso continuou sendo de professor e alunos. Desta forma
o trabalho se desenvolveu num ambiente natural e familiar.

As aulas foram filmadas, a fim de registrar atitudes e/ou comentarios que
fossem relevantes a analise dos resultados.

Os participantes receberam, antecipadamente, um calendario com as datas
de realizagdo das quatorze aulas. Inicio previsto para 27 de agosto de 2007 e
término em 10 de outubro de 2007. No entanto, trés encontros precisaram ser

adiados. Desta forma, a ultima aula aconteceu no dia 22 de outubro de 2007.
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As atividades utilizadas no experimento foram formuladas a partir da proposta
apresentada no capitulo 2. Procuramos, na medida do possivel, que estas atividades
fossem realizadas individualmente para que pudéssemos acompanhar a evolugao
do aluno.

Como a pesquisa foi planejada na forma de um curso regular e num ambiente
de sala de aula, os conteudos de cada etapa foram introduzidos como um problema
de estudo e aprendizagem. A sequéncia das atividades teve por objetivo a formagéo
de imagens de conceito gradativa, ou seja, o assunto abordado na atividade anterior
poderia favorecer um melhor aproveitamento e compreensdo do tema a ser
explorado na atividade seguinte.

Durante a realizacado das atividades, as duvidas em relagdo ao entendimento
dos enunciados dos exercicios, quando ocorreram, foram esclarecidas para todo o
grupo. Antes de distribuirmos as atividades, explicamos seu objetivo. Planejamos
fazer uma correcdo comentada de todos os exercicios. Essas atividades foram
realizadas exclusivamente durante as aulas e as fichas recolhidas ao final de cada
encontro para posterior analise.

Por ocasidao da aplicagcdo das fichas com as atividades, utilizamos os
seguintes recursos pedagdgicos, de acordo com as necessidades de cada uma: aula
expositiva com a utilizagdo de quadro branco, laboratério de Informatica, utilizando
um programa que traga graficos de fungdes (Graphmatica) e calculadora.

Os conteudos apresentados nas aulas expositivas deveriam ser anotados
sistematicamente pelos participantes, a fim de organizar as idéias estudadas. Além

disso, agrupamos as atividades de acordo com o objetivo de cada etapa.

3.2.1 Avaliagao inicial

A fim de avaliar o conhecimento dos conceitos basicos dos alunos sobre
funcao, que consideravamos pré-requisitos para o curso, e também comparar com o

resultado final, foi elaborado um questionario cujas perguntas estao listadas abaixo:

1. O que vocé entende por fungao?

2. Explique suas principais idéias sobre fungao?

3. O que é dominio de uma fungdo? O que é imagem de uma fungao?

4. Dada uma fungéo f e x elemento do dominio, o que representa a notagao f(x)?

5. Qual a sentenga que representa a fungao polinomial do 1° grau?
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6. Considerando xeR, qual a representacdo grafica dessa funcdo (funcéo
polinomial do 1° grau)?

7. Na formula da fungdo polinomial do 1° grau, que valor constante representa o
coeficiente angular?

8. Qual a interpretagdo geométrica do coeficiente angular?

9. O que significa determinar velocidade média de um modvel num determinado
intervalo de tempo?

10. O que vocé entende por velocidade instantanea?

3.2.2 Apresentacao das etapas
Nesta secdo descreveremos as etapas da proposta. As fichas com as
atividades elaboradas de acordo com cada uma dessas etapas e seus objetivos

estdo em anexo (VI — XXV).

12 etapa — Explorar a nogao de variagcao de uma fungao

Apresentamos, nesta etapa, a relagdo entre duas grandezas (altura e tempo)
vista de forma dinamica, ou seja, procuramos analisar problemas em que a variagao
de uma das grandezas, no caso a altura, seria determinada em fungcdo do tempo
transcorrido. Para isso, analisamos, através da representagao grafica da variagao,

algumas fungdes crescentes que possuiam comportamentos distintos.

22 etapa — Definir taxa de variagao média
Através de atividades familiares aos alunos, procuramos apresentar a Taxa

de Variacdo Média (77, ) como uma razédo das variacdes de duas grandezas e
mostrar que esta mesma TV, pode oferecer uma analise imprecisa do

comportamento de uma fungao num determinado intervalo.

Abordamos o conceito de TV,  até chegarmos a sua definigdo. A seguir,

m
fizemos a interpretacdo geométrica desta razdo associando a taxa de variagao
média de uma fungdo num intervalo AB a tangente do angulo da reta secante que

passa pelos pontos A e B do grafico.

32 etapa — Conceituar taxa de variagao instantanea a partir da no¢ao de retidao

local
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Utilizando o recurso do programa Graphmatica nesta etapa, o aluno teve a

possibilidade de magnificar um grafico em torno de um ponto x, através da

mudanca de janelas graficas. Desta forma, pode ver o grafico da fungcéo “mais de
perto”. Com o grafico magnificado foi possivel observar a retidao local do grafico da
fungéo (diferenciavel) e a linearidade local ao tracar a reta tangente a curva neste

ponto x,. Necessariamente, a nogdo de tangente ao grafico foi explorada através de

diversos exemplos ndo-convencionais.

Um problema de cinematica, familiar ao aluno, foi utilizado para explorar as
idéias de velocidade média e velocidade instantdnea. Este mesmo problema foi
resolvido com o recurso do Graphmatica.

A partir da analise dessas idéias foi proposto o conceito de taxa de variagao
instantanea (77, ).

Através desse conceito passamos a obter a expressdo algébrica para o

calculo da TV, de algumas func¢des polinomiais.

42 etapa — Conceituar derivada a partir da taxa de variacao instantanea e
funcao derivada
Apresentamos o conceito de derivada a partir da idéia de taxa de variagcéo

instantdnea de uma funcdo (diferenciavel) num ponto x, e de uma forma mais

genérica, o conceito de fungao derivada.
Por fim, aplicamos fichas com atividades na forma de problemas que
deveriam ser resolvidos utilizando os conhecimentos de derivada adquiridos.
Ressaltamos que nosso objetivo ndo foi apresentar a definigdo formal de
derivada, mas formar imagens de conceito consistentes que permitissem ao
estudante chegar a compreensao da definicdo de derivada num futuro curso de

Calculo.
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Quadro resumo das etapas da sequiéncia proposta

Etapas Aulas
1. Explorar a Idéia de Variagao das fungdes através da
1@ 12 e 22 resolugao de problemas.
0 0a 5 58 2. Definir Taxa de variacdo média.
3. Conceituar taxa de variagéo instantanea a partir da nogao de
retiddo local.
= Analise do comportamento local e a nogao de retidao
local.
32 523 9° = Areta tangente a um grafico.
= A taxa de variacdo instantinea e sua interpretacao
geomeétrica.
= Expressando algebricamente a taxa de variagao
instantanea.
4. A derivada. Conceituar derivada a partir da taxa de variagéo
42 9% 5 14° instantanea.

5. A fungao derivada. Conceituar funcao derivada. Aplicar na

resolugao de problemas.

Tabela IV: Resumo da seqiiéncia proposta para o estudo do conceito de derivada
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Quadro resumo dos objetivos das atividades contidas nas fichas

Fichas |Aulas | Objetivos
| 128 Avaliar o conhecimento de alguns conceitos considerados pré-requisitos para a
realizagdo do trabalho.
Il Explorar a idéia de variagdo de fungao.
1] 22 e 32 | Explorar a idéia de variacdo de fungéo através da analise de seu comportamento.
v Analisar o comportamento de uma fungéo num intervalo do dominio.
\% 32 Obter uma expresséo algébrica que determine a taxa de variagdo média.
Definir e interpretar geometricamente a taxa de variagdo média.
VI Analisar a variagdo de trés fungdes com crescimentos distintos através de seus
graficos.
Vil 42 ¢ 52 | Reforgar a idéia de variabilidade em comportamentos crescentes distintos.
Vi Avaliar a compreenséo do conceito de taxa de variacdo média.
IX 52 Observar que a taxa de variagdo média ndo & suficiente para fazer uma analise mais
detalhada do comportamento de uma fungéo.
X Buscar um intervalo conveniente para a analise do comportamento local da fungédo: A
nogao de retiddo local.
XI 62 Analisar diversos casos de retas tangentes a um grafico. Conceituar reta tangente a um
grafico.
Xl Relacionar os conceitos abordados nas aulas até o momento e fazer uma analise
buscando uma relagéo légica entre os mesmos.
Conceituar e interpretar geometricamente a taxa de variagéo instantanea.
Xl 72 Resolver o problema usando os conceitos estudados e as formulas da Fisica.
A\ Resolver problemas utilizando os conceitos estudados e o recurso do Graphmatica.
XV Obter a representagao algébrica da taxa de variagéo instantanea.
XVI Obter as expressdes algébricas para o calculo da taxa de variagdo instantanea de
8%e9? algumas funcdes elementares através da razéo
flxg +Ax) - f(xq)
— TV ,quando Ax — 0.
Ax 1
XVII S Resolver problemas algebricamente usando os conceitos de variagdo média e variagdo
instantanea.
XVII Apresentar o conceito de derivada.
XIX Conceituar fungédo derivada a partir do conceito de derivada. Apresentar exemplos
102 a 122 | graficos de fungbes que ndo possuem derivada para algum x do dominio.
XX Avaliar a habilidade de resolver problemas utilizando os conceitos estudados.
XXI 12% e 132 | Rever os conceito estudados.
XXII 142 Avaliar a compreensao do conceito de derivada.

Tabela V: Resumo dos objetivos das atividades contidas nas fichas
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3.2.3 Avaliagao final

Ao final do curso, propusemos aos participantes uma ultima atividade (Ficha
XXII), cujo objetivo era avaliar a aprendizagem dos conceitos estudados durante o
curso tendo como foco principal o entendimento do conceito de derivada e sua
aplicagao na resolucéo de problemas.

E importante observar que nao foi permitido ao aluno levar material algum,
utilizado durante o curso para casa, a fim de evitar influéncias externas ao trabalho
desenvolvido. Isto significa que esta ultima atividade foi realizada com o que foi

apreendido durante as aulas do curso.

3.2.4 Descrigao das aulas

A seguir, descreveremos o encaminhamento definido para cada aula durante

O curso.
12 aula

Na primeira aula, conversamos com os participantes a respeito da pesquisa e
do encaminhamento do trabalho. A seguir, foi feita uma sondagem, através de um
questionario (Ficha l), com a intencéo de avaliar o dominio de alguns conhecimentos
sobre funcdo que o aluno necessitaria no decorrer dos trabalhos. Ainda, neste
encontro, propusemos a primeira ficha com atividade que explorava a idéia de
variabilidade (Ficha |Il), concluimos corrigindo e comentando a atividade.
Recolhemos as fichas.

E importante ressaltar que, ao final de cada atividade realizada
exclusivamente durante os encontros, foi feita a correcdo comentada e o
recolhimento da mesma.

22 aula

Aplicamos a Ficha Ill que constava de trés atividades abordando a idéia de
variagao de uma funcdo num problema proposto. Depois de termos aplicado e
recolhido as atividades 1 e 2 , aplicamos a atividade 3. Corrigimos e recolhemos.
Dessa forma, concluimos a primeira etapa.

Iniciamos a segunda etapa com a primeira atividade que explorava a idéia de

taxa de variacdo média (Ficha IV).
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3% aula
Aplicamos a segunda atividade da Ficha IV. Definimos, formalmente, a taxa

de variagdo média pela razdo % e a interpretamos geometricamente (Ficha V)

através de aula expositiva. Os alunos fizeram anotagdes na ficha.

Aplicamos a atividade da Ficha VI.
42 aula

Revisamos o conceito de taxa de variagdo média e aplicamos a atividade da
Ficha VII.
Aplicamos, também, outra atividade com problemas explorando os conceitos

de taxa de variacdo média até entdo estudados (Ficha VIII).
5% aula

Iniciamos devolvendo a atividade da aula anterior (Ficha VIII) para fazermos a
corregao comentada dos problemas explorando os conceitos de taxa de variagao
meédia. Iniciamos, aqui, a terceira etapa.

Aplicamos outra atividade (Ficha [X), cujo objetivo era analisar o
comportamento dos graficos de trés fung¢des distintas num mesmo intervalo.

Ainda, neste encontro, passamos a usar o organizador genérico Graphmatica
para encontrar um intervalo conveniente, através da magnificagao local da curva, a
fim de analisar o comportamento local da funcdo. Apresentamos, desta forma, a

nocao de retidado local (Ficha X).
62 aula

Aplicamos a atividade da Ficha Xl, cujo objetivo era discutir a idéia de reta
tangente ao grafico. Utilizamos o recurso do Graphmatica.

Ap6s os comentarios da atividade anterior, foi pedido que cada um dos
participantes relacionasse individualmente, as idéias que haviam apreendido em
relagcdo aos assuntos abordados, no verso da ficha. A seguir, listamos, no quadro
branco, os principais conceitos apresentados até o momento, fazendo uma analise e
buscando uma relagéo logica entre eles (relagdo entre unidades cognitivas). Os
alunos fizeram anotagdes (Ficha XII).

Conceituamos e interpretamos geometricamente a taxa de variagao

instantanea (7V,) a partir da andlise feita. Utilizamos o quadro branco.
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72 aula

Aplicamos uma atividade (Ficha Xlll) em que o aluno deveria resolver um
problema de Cinematica utilizando os conhecimentos adquiridos com o estudo da
Fisica na 12 série do Ensino Médio. A seguir, através de outra atividade (Ficha XIV)
eles verificaram que era possivel usar a idéia apresentada de taxa de variagao
instantanea para resolver o mesmo problema com o auxilio do organizador genérico
Graphmatica.

82 aula

No inicio da aula, conversamos sobre a possibilidade de determinar
algebricamente, sem utilizar as féormulas da Fisica e o recurso do programa
Graphmatica,, a taxa de variagao instantdnea num ponto xo do dominio.

Num segundo momento, através de uma aula expositiva utilizando o quadro

branco, analisando a razdo que determinava a taxa de variagdo média

Ay S0 = S (x)

™ ,com x, =x, +Ax, associada ao esquema grafico da secante a
X=X

curva (p.44) chegamos a expressao algébrica da taxa de variagao instantadnea
fazendo Ax — 0. Fizemos a interpretacdo geométrica deste resultado. Definimos

taxa de variacao instantanea de uma funcdo. Fizemos também o paralelo: a razao

A . . - ~
Ey define o coeficiente angular da reta secante ao grafico de uma fungdo num

, . ~ A : .-
intervalo | do dominio e a razao Ey quando Ax — 0, define o coeficiente angular da

reta tangente ao grafico num ponto x, do dominio.

Os alunos fizeram o registro da aula (Ficha XV). A seguir, passamos a obter
expressdes algébricas para o calculo da taxa de variagédo instantanea da fungéo
constante e das funcgdes polinomiais de 1° e 2° grau a partir do conceito apresentado
(Ficha XVI).

92 aula

Iniciamos a aula, revisando o conceito de taxa de variagdo instantanea e

concluindo a atividade da aula anterior. Os alunos determinaram, através da razéo

%, quando Ax — 0 a expressé&o algébrica para a TV, da fungdo polinomial do 3°
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grau. Fizemos a corregédo. A seguir, relacionamos no quadro branco as expressoes
obtidas para o calculo da taxa de variagao instantanea de cada funcéo.

Aplicamos uma atividade (Ficha XVII) que consistia em resolver
algebricamente o mesmo problema de cinematica da 72 aula usando a expressao da
taxa de variagao instantanea. Foi feita a relacdo da taxa de variagcado instantanea
com a velocidade instantanea.

Iniciamos, aqui, a quarta etapa.

Conceituamos derivada de uma fun¢gdo num ponto x, do dominio a partir do
conceito de taxa de variagéo instantanea (Ficha XVIIlI). Usamos a notacdo f'(x,)

para a derivada. Apresentamos esse conceito com uma aula expositiva utilizando

quadro branco.
10? aula

Iniciamos a aula revisando o conceito de derivada e apresentamos o conceito
de funcédo derivada (Ficha XIX). Associamos o crescimento, decrescimento e
estabilidade de uma funcdo ao sinal da derivada. Aplicamos uma atividade que
explorava esta idéia (12 parte - Ficha XX).

Os alunos resolveram problemas, cujo desenvolvimento e solugao
necessitavam dos conceitos apresentados (22 parte - Ficha XX).
112 aula

Concluséo da atividade da aula anterior (Ficha XX). Correcdo comentada dos

problemas.
122 aula

Aplicamos outra atividade que constava de resolugao de problemas internos
da matematica e de outras ciéncias, cujo objetivo era revisar os conceitos
estudados.(Ficha XXI).

132 aula

Corregao comentada dos problemas (Ficha XXI).

Conversa com o grupo destacando as idéias principais abordadas nos
encontros.

142 aula

Aplicagao da avaliagao final (Ficha XXII).
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3.3 Analise dos dados

[...]Os fundamentos da entrevista em profundidade descansam na convicgdo de que as
pessoas envolvidas em um fendmeno tém pontos de vista ou opinides que sé podem
ser descobertas através da pesquisa qualitativa. Portanto, o que importa é a qualidade
das informagdes, ndo o niumero de entrevistados que compartilha a informacéo. Isso foi
a idéia de Hammersley (1992) [...] quando afirma que os dados etnograficos devem ser
tratados da mesma maneira que os resultados cientificos sociais - quando fazemos
referéncia ao trabalho de um determinado cientista social, o fazemos pela sua
importancia explicativa, e ndo porque represente um ponto de vista comum. A mesma
I6gica se aplica aos dados qualitativos. (Richardson & Wainwright, 1999)

Nesta secdo, relatamos como foi feita a analise dos dados obtidos nas

atividades realizadas, a fim de responder a questao da pesquisa.

Nao fizemos uma avaliagdo quantitativa, mas sim uma avaliagdo qualitativa

do desempenho nas atividades aplicadas com o objetivo de acompanhar o

desenvolvimento conceitual de cada participante. Classificamos as respostas dadas

aos exercicios contidos nas atividades segundo o ponto de vista da corregéo

matematica. Desta forma, estabelecemos o seguinte critério para classificar estas

respostas:

Satisfatéria (S), quando a resposta estava de acordo com o ponto de
vista da corregcao matematica.

Parcialmente satisfatéria (PS), quando a resposta dada satisfazia
parcialmente ao padrao estabelecido.

Nao satisfatoria (NS), quando a resposta dada ndo estava de acordo

com o ponto de vista da corregao matematica.

A analise dos dados foi organizada em trés etapas:

Na primeira etapa (se¢des 4.1, 4.2, 4.3 do capitulo, a seguir), fizemos
um relato geral do andamento do curso, incluindo a avaliagao inicial, as
atividades do curso e a avaliacao final. Este relato foi tracado com base
nas respostas dos participantes nas fichas distribuidas e nas gravagdes
das aulas.

Na segunda etapa da anadlise, (secédo 4.4) fizemos um
acompanhamento geral do desempenho dos participantes no decorrer
do trabalho, com base nas respostas dos participantes nas fichas e
avaliacao final. Para isto, classificamos a compreensdo dos conceitos

nas atividades de cada etapa no que diz respeito a variabilidade, taxa
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de variagcdo meédia, taxa de variacdo instantanea, ao conceito de
derivada e a sua utilizagc&o para solucionar problemas de acordo com o
critério apresentado acima. Elaboramos quadros-resumo do
desempenho dos participantes na avaliacéo inicial, nas atividades do
curso e na avaliagao final.

Com vistas a tracar conclusdes finais do trabalho, na terceira etapa
(secbes 4.5 e 4.6), analisamos com mais detalhes o desempenho de
cada participante, a partir do relato geral e do acompanhamento geral

desenvolvidos nas duas etapas anteriores.
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Capitulo 4

Discussao dos resultados

[...] o investigador qualitativo estd mais preocupado com a validez das informacdes
coletadas, isto €, se os dados expressam autenticamente a visdo do entrevistado, com
interferéncia minima do processo de pesquisa. Esse & o critério de validez (i. e, a
capacidade de ter acesso as auténticas opinides dos entrevistados) que orienta a
escolha de um local, ndo, a meta pouco realista da representatividade. (Richardson &
Wainwright, 1999) Grifo dos autores

Tem-se observado, através de revisédo bibliografica, esfor¢os direcionados no
sentido de apresentar novas propostas pedagoégicas que favorecam o aprendizado
dos conceitos basicos do Calculo (Tall & Vinner, 1981; Tall, 1989; Vinner, 1991; Tall,
1992; Tall & Barnard, 1997, Tall, 2000; Bezuidenhout, 2001; Mackie, 2002; Giraldo &
Carvalho, 2002; Invernizzi & Rinaldi, 2002; Hahkioniemi, 2004; Giraldo, 2004;
Mastorides & Zachariades, 2004, Filiz et al, 2006; Aksoy et al, 2006). As diversas
formas de referéncia a um determinado objeto de estudo sdo indicadas como fatores
que contribuem para a formagdo de uma imagem de conceito rica que permite ao
individuo entendimento do conceito estudado e, posteriormente, assimilagdo da
definigao formal.

Nesse trabalho, apresentamos uma proposta para o ensino do conceito de
derivada no Ensino Médio através de um curso de quatorze aulas com uma hora e
meia de duragdo cada uma. Esse curso constou de quatro etapas: estudo da
variabilidade de uma fungao, taxa de variagdo média e taxa de variagao instantanea
de uma fungéo real (utilizando a retidao local como raiz cognitiva) e apresentacao do
conceito de derivada. Desejamos, assim, verificar a seguinte hipotese: O estudo da
sequéncia estabelecida proporciona, de fato, condigbes para o ensino do conceito
de derivada para alunos do Ensino Médio que possuam conhecimentos sobre
funcao.

Em nossos resultados observamos nitidamente os efeitos positivos de se
optar por uma proposta pedagogica que conduz o aprendiz a uma diversidade de
representagdes visando ao entendimento claro de um conceito.

Devemos destacar que, apesar das aulas terem sido gravadas, nosso
material de analise de resultados se concentrara no questionario inicial, nas

atividades realizadas e na avaliacao final.
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4.1 Avaliagao inicial

Iniciaremos a analise dos resultados fazendo um comentario a respeito das
respostas obtidas no questionario inicial aplicado aos participantes, cujo objetivo era
verificar a existéncia de conhecimentos prévios necessarios para o prosseguimento
do trabalho. Observamos, pelo quadro-resumo da secdo 4.4, que a maioria dos
participantes apresentou entendimento em relagdo ao conceito de fungao, funcao
polinomial do 1° grau, velocidade média e velocidade instantanea. Vimos que, para
M1, houve uma certa confusdo entre a idéia de velocidade instantanea e velocidade
constante, pois afirmou que velocidade instantdnea é a velocidade constante do
objeto. Questionada, M1 justificou que naquele instante ndo houve alteragdo na
velocidade. R1 parecia néo ter idéia clara da velocidade média como relagao entre a
variagao do espacgo percorrido e a variagao do tempo num determinado intervalo.

Registrou: Significa somar o tempo total e quantos quildmetros ele andou fazendo
V . i - , ~
E’ pois o movel ndo apresenta a mesma velocidade em todos os momentos, entdo

€ uma média, um valor aproximado. Observamos que fez referéncia ao tempo e a
distancia percorrida de forma isolada. Também nao teve bem formulada a nogéo de
velocidade instantanea. Observamos que apenas M3 fez referéncia a velocidade

média como razao entre duas variagdes.

4.2 Atividades do curso

Passaremos a analise das respostas as atividades de cada etapa. Na secao
3.3 apresentamos uma classificacdo para o desempenho. Como dissemos,
classificamos as respostas em satisfatérias (S), parcialmente satisfatorias (PS) e
nao-satisfatérias (NS). Isso nos ajudou a observar algumas idéias a respeito das
possiveis imagens de conceito desenvolvidas pelo aluno em relagdo a nogao de
variagdo em cada etapa da pesquisa. Acreditamos que o enriquecimento dessas
imagens de conceito ao longo do curso permitiu desenvolvimento de requisitos para
chegarmos ao conceito de derivada.

Na primeira etapa desta pesquisa, observamos um bom aproveitamento dos
sete participantes nas atividades apresentadas. Atribuimos esse bom desempenho
ao conhecimento prévio que os alunos possuiam no estudo de fungdes (Tall &
Vinner, 1981). Os participantes ja haviam trabalhado em periodos anteriores com a

idéia de taxa de variacao, especificamente da fungcao polinomial do 1° grau e estudo
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do comportamento de fungdes tais como: polinomial do 2° grau, exponencial,
logaritmica, trigonométrica, etc. Verificamos o desempenho satisfatério da maioria,
nessa primeira etapa, na secao 4.1 e, resumidamente, nas tabelas da secao 4.4.

Na segunda etapa passamos a analisar o entendimento do conceito de taxa
de variagado média e a aplicagado do conceito na resolugao de problemas.

Todos os participantes responderam satisfatoriamente as atividades 1 e 2 da
ficha IV utilizando corretamente o conceito de taxa de variacdo média e velocidade
média. Passamos, entdo, a definir taxa de variacdo média e interpreta-la
geometricamente através de uma aula expositiva. Os participantes fizeram esse
registro na ficha V. Na ficha VI exploramos a idéia de velocidade de crescimento
apresentando o grafico de trés fungbes crescentes (linear, quadratica e

exponencial). Os participantes ndo apresentaram dificuldade alguma em realizar a
atividade. Apenas M3 indicou que a taxa de variagdo média de [ é é pois
considerou que, a cada variagdo de 1 unidade de x , f(x) varia 2 unidades, ou
seja, considerou, equivocadamente, a razéo ;ﬂy Para as demais fungdes fez o
célculo correto. E interessante observar que M1, M2, M3, M4, R2 e R3 calcularam a

velocidade média das fungdes fazendo a média aritmética das velocidades médias

no intervalo /0,5]. Devemos destacar que, nem sempre, a velocidade média é a

média das velocidades. Apenas R1 determinou, equivocadamente, a velocidade

média das fungdes ¢ e 4 no intervalo /0,5] calculando %:g e %:%4

)

seja fazendo AAV’" . M2, M3, R2 e R3 responderam corretamente ao item 2. M1 e R1

referiram-se ao coeficiente angular como termo constante e M4 como valor da reta.
No momento da corregao da ficha procuramos esclarecer os erros apresentados.

Os participantes responderam satisfatoriamente a atividade da ficha VIl que

, D . ~  Af(t e
analisa a variagao através da razao % Apenas M1 fez uma analise incorreta da
t

razao

Af,(t o .
—fzg ) nos dois intervalos apresentados, apesar de ter apresentado analise

correta para f,, que possui comportamento semelhante a primeira parte do intervalo

observado de f,. Questionada, M1 disse estar distraida.
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Nesta ultima atividade da 22 etapa (Ficha VIIl), observamos que M2, M3 e R3
apresentaram respostas satisfatérias a todas as atividades. M1 respondeu

corretamente aos itens (f) — (2), (b) — (3), (b) — (4), mas ao responder o exercicio (5)

~  Ax . . ~
usou a razao .. Concluimos que a aluna resolveu o exercicio sem atengao. R1
34

nao levou em consideragcdo a ordem das imagens ao calcular a variagédo Ay.
Cometeu essa incorrecdo em todos os exercicios em que era pedido o calculo da
taxa de variagdo média. Observamos que ndo houve rigor nos registros de R1. Nao
se preocupou em deixar claro o que estava sendo calculado. R2 apresentou
respostas incorretas ao item (a) da questado (3), ndo escrevendo a sentenga que
relacionava valor e tempo corretamente. Escreveu apenas 500t —8000 . Apresentou
respostas inesperadas a questdo (4), ver anexo lll p. 152. Ao ser questionado a
respeito da qualidade das respostas a essa questdo respondeu que estava cansado
e nao havia compreendido bem o enunciado. Respondeu corretamente a questao
(5). E possivel que o erro cometido na questdo (4) esteja relacionado com o
enunciado que difere, quanto a forma, do enunciado da questao (5). M4 nao realizou
essa atividade.

Concluimos, nesta 22 etapa, que: M1, M2, M3, M4, R2 e R3 apresentaram
entendimento do conceito de taxa de variagdo média Os erros cometidos por M1, a
nosso ver, ndo comprometeram o entendimento do conceito de taxa de variacao
média. Consideramos para avaliacdo de M4 apenas as atividades realizadas até a
ficha VII. R1 demonstrou dificuldade para formalizar o conceito de taxa de variagao
meédia.

Com a ficha IX iniciamos a terceira etapa, cuja finalidade era apresentar o
conceito de taxa de variagédo instantdnea usando como raiz cognitiva a idéia de
retidao local.

Os participantes responderam satisfatoriamente as atividades desta ficha
fazendo analise correta do comportamento das trés fungdes, através dos graficos, no

intervalo [/1;2]. Observamos que a idéia do refinamento da analise do

comportamento das fungdes, ao se considerar um menor intervalo, torna-se mais
clara para os participantes apos a aplicagao dessa atividade.
Passamos a utilizar o programa Graphmatica a partir da ficha X. As trés

primeiras atividades dessa ficha tinham como objetivo, apresentar a idéia de retidao
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local de uma funcgéao, através da magnificacdo do grafico. Para isso, foi solicitado aos
participantes que tragassem inicialmente os graficos de trés fungdes, a saber:
polinomial do segundo grau, exponencial, trigonométrica (Figuras 15, 16 e 17). Para
cada uma dessas curvas utilizamos o processo de magnificagdo, primeiramente
usando o comando zoom in, a seguir, através da mudancga de janelas graficas pré-
determinadas na atividade. Essas atividades foram realizadas sem dificuldades
pelos participantes.

Na quarta atividade dessa ficha pretendiamos apresentar a idéia de

linearidade local, para isso, pedimos que tragcassem a curva definida por
f(x)=x?-3x e areta tangente a curva no ponto x, =2, através do comando tragar
tangente. Construimos, inicialmente, o grafico na janela grafica /-3, 8] x/-5; 5] ,
posteriormente, pedimos aos participantes nova mudanga de janela grafica
[—1;3]x[-3:4] e que repetissem o] procedimento para:
[15:25]x[-25;-15] e[18,;2,1]x[-2,2;,—18 ] (Figura 18). ApOs a realizacdo dessa
atividade, solicitamos aos participantes que respondessem a pergunta: Quando

magnificamos o grafico em torno do ponto x, =2, ou seja, buscamos uma janela

grafica conveniente para observar “mais de perto” a parabola e a reta tangente a

parabola em x, =2, o que podemos constatar em relacdo a esses dois graficos?

Verificamos pelas respostas apresentadas a essa atividade (ver Anexo lll),
que todos os participantes apreenderam corretamente as idéias de retidao local e
linearidade local. Observamos que foram unanimes em ressaltar a coincidéncia dos
graficos da parabola e da reta num intervalo muito pequeno. M1, M2, M3 e R1
sugeriram que analisar o comportamento do grafico no referido intervalo, equivaleria
a analisar o comportamento da reta tangente neste mesmo intervalo.

As préoximas atividades da Ficha Xl objetivaram discutir e ampliar o conceito
de reta tangente a um grafico (Vinner, 1991) como sugerido na atividade 4 da ficha
X. O tema é de significativa importancia ao se estudar a variagdo de uma fungao
num determinado ponto do dominio.

Iniciamos com a atividade 1 que constava de uma unica pergunta,
apresentada sem nenhum comentario prévio: Quantos pontos em comum podem ter
uma reta tangente a um grafico e o proprio grafico? M1, M3 e R2 responderam

satisfatoriamente a pergunta inicial e mantiveram a resposta no final da atividade.
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M2, M4, R1 e R3 apresentaram respostas parcialmente satisfatérias inicialmente e
fizeram a corregdo apos a realizagao da atividade 2.

Cabe aqui observar as respostas dadas por R1 e R3 a atividade 2. Ambos
nao perceberam que a opgado 3 (toca em pelo menos um ponto) contemplava todas
as possibilidades de casos de tangéncia. Particularmente R3, considerou que tocar
em infinitos pontos subentende a idéia de tocar em um, dois, trés, ..., infinitos pontos.
Finalmente, concluimos essa ficha pedindo aos participantes que fizessem
consideragdes a respeito da reta tangente a um grafico.

Observamos que os exemplos utilizados na atividade 2 (Ficha Xl) permitiram
aos participantes formularem imagens claras e diversificadas em relagcdo a reta
tangente a um grafico. No entanto, devemos registrar que o exemplo utilizado para
mostrar que a reta tangente a uma curva, num ponto de inflexdo, atravessa a curva,
(Figura 22) causou um efeito de estreitamento (Giraldo, 2004, p. 191) na imagem de
conceito dos participantes relativa a retas tangentes em pontos de inflexao.
Observamos isso nos registros feitos pelos participantes no verso da ficha Xl (anexo
[Il) e nas respostas dadas ao item (a) da questao (8) da avaliagéo final (anexo V).
Os participantes fizeram referéncia ao ponto extremo (ponto de maximo € minimo) e
ao ponto de mudanga de concavidade como 0s casos em que obteremos retas
tangentes paralelas ao eixo das abscissas. Creditamos esse fato a apresentagao
(n&o intencional) de um unico exemplo em que a tangente tragada no ponto onde ha
mudanga de concavidade (ponto de inflexdo) é paralela ao eixo das abscissas.
Observamos, neste caso, que o exemplo foi apresentado num contexto restrito (Tall,
1989), um unico exemplo, ocasionando uma limitacdo na imagem de conceito dos
individuos. Também, cabe observar que, sendo a ficha Xll reservada a anotacdes de
uma aula expositiva, ndo fizemos comentarios a respeito das anotacdes iniciais da
aula feitas no verso da ficha. Assim, o equivoco observado nos comentarios
referentes a tangente tracada no ponto de inflexdo do grafico da figura 22 nao foi
resolvido no momento em que surgiu e reapareceu na avaliagao final.

Ainda em relagdo aos registros individuais feitos no verso da ficha XIl,
verificamos as principais imagens apresentadas pelos participantes:

¢ Quanto menor o intervalo analisado, mais precisa sera a analise do
comportamento de um determinado grafico.
e Analise do comportamento de uma funcio pela taxa de variacdo média

(sem muita precisao).
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e Retiddo local e linearidade local. Analise da taxa de variagao da fungao
através da analise do coeficiente angular da reta tangente que mais se
assemelha a curva num intervalo muito pequeno.

e A reta tangente a um grafico pode ter mais de um ponto em comum
com este grafico.

Através das idéias destacadas pelos participantes, podemos observar que
apresentaram entendimento dos conceitos trabalhados.

Com a intencdo de chegarmos ao conceito de variagdo instantanea
apresentamos um problema de Cinematica (Ficha Xlll) familiar aos participantes
através das aulas de Fisica. Utilizando a equagdo horaria do movimento de um
movel solicitamos aos participantes que determinassem a posicdo do movel em
tempos determinados e a velocidade média para intervalo fixado. A seguir, usando
uma calculadora, pedimos que calculassem, por aproximagao, a velocidade
instantanea para um tempo ¢ determinado. Tinhamos programado o calculo da
velocidade instantanea para t=2s e t=3s. No entanto, como o preenchimento da
primeira tabela ficou cansativo com o uso da calculadora, resolvemos dispensar o
preenchimento da segunda tabela. Optamos pela calculadora, pois apenas um
participante tinha habilidade com o Excel. A seguir, utilizando a formula que permitia
calcular a velocidade instantanea, conhecida das aulas de Fisica, os participantes
determinaram as velocidades instantaneas para t=2s e t=3s. Observamos que
nao houve dificuldade alguma na realizagédo desta atividade.

Passamos a atividade da ficha XIV. Propusemos aos participantes uma
atividade dirigida, na qual deveriam resolver o item (d) do problema anterior (calculo
da velocidade instantanea) utilizando os recursos do organizador genérico

Graphmatica e os conceitos estudados. Os alunos tragaram o grafico da funcao
horaria definida por s(t)=2t°+3 com dominio /[0;0/. Através do comando,

desenhar tangente, os participantes tragaram as tangentes a curva nos pontos ¢ =2s
e t=3s. Pedimos que registrassem as informagdes apresentadas nas janelas
graficas: coordenadas dos pontos de tangéncia, equacdes das retas tangentes e
declives (coeficiente angular) dessas mesmas retas. A seguir, pedimos que
comparassem os resultados obtidos no item (d) da atividade da ficha anterior com os

declives das retas tangentes. Todos os participantes associaram os coeficientes
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angulares das retas tangentes tragadas nos pontos r=2s e t=3sas velocidades
instantaneas obtidas nos mesmos tempos, ou seja, t=2s e t=3s.

ApOs esta atividade, em que todos os participantes associaram corretamente
a velocidade instantdnea ao coeficiente angular da reta tangente a curva da fungéo
horaria nos instantes dados, passamos a obter a expressédo algébrica da taxa de
variagao instantanea a partir da expressao algébrica da taxa de variagdo meédia
utilizando o recurso visual da sequéncia (reta secante — reta tangente, quando
Ax — 0) da figura 26 da secao 2.2.6. Os participantes fizeram esses registros na
ficha XV.

Observamos que os participantes n&o apresentaram dificuldades em
acompanhar esse raciocinio. Atribuimos esse resultado positivo ao encadeamento
l6gico da sequéncia de atividades elaboradas que culminou na analise da variagao

instantanea da fungéo num ponto x, do dominio através da analise do coeficiente

angular da reta tangente no ponto, analise esta, facilitada pela ultima atividade
realizada com o programa Graphmatica (Tall, 1989; Tall, 2000; Arcavi & Hadas,
2000) ja descrita anteriormente.

Tendo apresentado o conceito de taxa de variagao instantédnea, consideramos
o0 momento oportuno para determinar a expressao algébrica da taxa de variagao

instantanea de algumas fungdes elementares (Ficha XVI). Os participantes utilizaram

Ay _ S+ )= f(x,)
Ax Ax

a razao

— TV., quando Ax — 0 para determinarem a taxa de

variagado instantanea da funcdo constante e da fungédo polinomial do 1° grau num

ponto x, do dominio. As justificativas apresentadas para os resultados obtidos na

atividade da Ficha XVI mostram claro entendimento do conceito em estudo. Os
alunos prosseguiram a atividade determinando expressdes para o calculo da taxa de
variagao instantanea das fungdes polinomiais do 2° e 3° graus.

Alguns participantes reclamaram do calculo algébrico trabalhoso para se obter

a expressao da TV, da fungédo polinomial do 2° e 3° graus. Outros solicitaram o

registro, no quadro branco, do desenvolvimento do produto notavel (a+b)’, pois

nao se lembravam. R1 se recusou a fazer os calculos pedidos. Disse que, para ele,
era suficiente conhecer as férmulas. R1 fez o registro dos calculos no momento da
correcao. M2 nao concluiu esta atividade, pois precisou se ausentar mais cedo .

Observamos que os participantes ndo encontraram dificuldades em usar a razéo
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S(xg+Ax)—f(x,)
Ax

instantdnea. Os alunos que concluiram a atividade, utilizaram corretamente a

, quando Ax — (0 para obter a expressdo da taxa de variagdo

expressao f(x,+Ax)- f(x,) como diferenca de imagens para x=x,+Ax e x=x,
na sentenca da fungdo em estudo. No entanto, podemos dizer que a manipulagao
algébrica dessas expressdes nao foi vista, pela maioria dos participantes, como uma
atividade estimulante.

Como previsto na sequéncia de atividades solicitamos aos participantes que
resolvessem, novamente, o problema de Cinematica (Ficha XVII), o mesmo
apresentado na Ficha XIlll. Deveriam, agora, calcular a velocidade instantanea (item
d) utilizando a férmula obtida para o calculo da taxa de variagao instantanea.

Julgamos necessario fazer uma relagdo das férmulas obtidas para o calculo
da taxa de variagao instantédnea (Ficha XVI) no quadro branco antes de iniciarmos a
atividade. E importante observar que os participantes realizaram essa atividade sob
orientagdo. Apesar de terem mostrado entendimento no conceito apresentado e
acompanhado a algebra usada na obtencéo das férmulas para calculo das taxas de
variagao instantdnea das fungbes polinomiais, o0s participantes sentiram,

inicialmente, dificuldades em aplicar as formulas obtidas (Ficha XVI) no calculo da
velocidade instantanea. Observando que a sentenga da funcg&o horaria s(t) =2t +3
era a de uma polinomial do 2° grau, sugerimos aos participantes que fizessem
analogia a sentenga f(x)=ax’+bx+c e utilizassem a expressdo 2ax,+b para
determinar a velocidade instantédnea. Associaram os instantes ¢, =2s e ¢, =3s a x,

e fizeram a=2 e b=0. R1 apresentou dificuldades em fazer a analogia do conceito
apresentado algebricamente com o problema proposto. R1 precisou de orientacéo,
passo a passo, para a realizagao desta atividade. Mais uma vez fizemos a correcéo
comentada dos exercicios. M2 ndo compareceu a essa aula.

Iniciamos, aqui, a quarta etapa do curso, cujo objetivo era chegar ao conceito
de derivada. Descreveremos o encaminhamento da aula expositiva.

A partir do calculo da velocidade instantdnea associada ao conceito de taxa
de variacao instantanea apresentamos o conceito de derivada de uma fungédo num

ponto x, do dominio. Fizemos referéncia ao exercicio anterior apresentando a
velocidade instantanea de 8m /s como sendo a derivada da funcdo S em t=2s. M3

apresenta o seguinte questionamento: A fungdo que chega a taxa de variagdo
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instantdnea é a funcdo... Como se chama? Fungéo derivada? A funcdo derivada vai
ter como resultado uma derivada? Por exemplo, a expressdo 3ax,” +2bx,+c

(apontando para a relacdo de formulas escrita no quadro.), essa expressao ai, o
resultado que ela daria para um determinado x é a derivada? Explicamos a M3 que,
de fato, as expressdes obtidas para o calculo da taxa de variagao instantanea das
fungdes dadas seriam utilizadas para calcular a derivada em qualquer outro ponto x

do dominio em que fosse possivel obter um unico valor para a TV, (caso contrario,

nao poderiamos definir uma fung¢ao). Utilizamos, como exemplo, a expressao 2at+b

que foi usada para calcular a velocidade instantanea em ¢=2s,t=3s e que a

mesma poderia ter sido utilizada para qualquer outro ¢+ dado, permitindo o calculo da
velocidade naquele instante determinado. Dessa forma, justificamos que a

expressao utilizada para o calculo da 7V, ou derivada seria a mesma que, mais

adiante definiria a sentencga da funcao derivada.

Os participantes fizeram o registro do conceito de derivada num ponto fixo do
dominio como sendo a taxa de variacdo da funcdo no ponto dado e coeficiente
angular da reta tangente ao grafico neste mesmo ponto. Apresentamos a notagéo

f'(x,) para a derivada da funcdo em x,. Neste momento, consideramos pertinente

~ A . . L
comentar que na razao Ey,Ay e Axrepresentavam diferengas finitas, mensuraveis.

No entanto, esta mesma razdo ndo seria utilizada para representar a taxa de
variagao instantanea, pois quando Ax— (0 passariamos a ter uma razao entre

infinitésimos dy e dx (uma diferengca ndo mensuravel fisicamente) (Netto, 2001).
Comentamos que a razao entre infinitésimos (diferenciais de Leibniz) %(Roque,
X

2006) seria utilizada para representar a taxa de variagao instantdnea de uma fungéo

continua (diferenciavel) ou seja a derivada. Assim, %:TV,. = f'(x). Nao exigimos
X

que os participantes fizessem o registro desse comentario. M2 nao participou desta
aula.

O proximo passo foi conceituar fungao derivada, cuja discusséao ja havia sido
iniciada por M3 na atividade anterior. Essa funcao foi apresentada como a fungao
que fornecia o coeficiente angular da reta tangente a curva em qualquer ponto do

dominio, deixando claro que a cada ponto do dominio (de uma fungao diferenciavel)
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deve estar associado um unico valor para o coeficiente angular, ou seja, uma unica
reta tangente. Apresentamos, através de representacbes graficas, exemplos de

funcdes que, para algum x,do dominio, ndo admitia derivada, ou seja, f’(x,)& R ou
f'(x,) n&o era unico. Relacionamos as sentengas das fungdes derivadas

estudadas. R2 e M3 observaram que a sentenga da funcédo derivada (de fungdes
polinomiais) possuia um grau a menos em relacdo a funcao de origem (primitiva).

Dessa forma, apresentamos a regra para obter a sentenga da funcdo derivada de
uma funcdo definida por um mondmio, f(x)=ax" = f'(x)=max™". Nao

f(x+Ax)-f(x)
Ax

utilizamos a razao

para justificar a regra, no caso genérico de um

mondmio de grau m, pois os participantes ndo haviam estudado o desenvolvimento

do binbmio (x+Ax)". Utilizamos a razdo apenas no caso particular em que
f(x):axz. A seguir, fizemos analogia com as parcelas dos polinbmios de 2° e 3°
graus, ja estudados: f(x)= ax’ +bx+c = f'(x)=2ax+b e

f(x)= ax® +bx’ +ex+d = f'(x)= 3ax’ + 2bx + ¢ . Esta exposicdo foi feita no quadro

branco. Sugerimos aos participantes que registrassem apenas a relagao genérica

apresentada f(x)=ax"™ = f'(x)=max"".

Ap6s a aula expositiva, questionamos os participantes a respeito do
entendimento dos conceitos estudados até o momento. Disseram que estavam
acompanhando sem muitas dificuldades.

Aplicamos a Ficha XX (1?2 parte) que constava de atividades explorando o
estudo do sinal e o comportamento da derivada através da anadlise de graficos.
Todos os participantes tiveram desempenho satisfatério nos dois primeiros
exercicios que analisavam o sinal da derivada. O terceiro exercicio dessa atividade
relacionava a derivada ao coeficiente angular da reta tangente a curva. M2, M3, R1
e R3 respondem satisfatoriamente a essa atividade. M1 e R2 utilizam,
equivocadamente, a expressdo 3x+9 para determinar a derivada da funcdo dada

em x, € x;, mas respondem corretamente f'(x,)=0. M4 respondeu corretamente
que f'(x,)=0, no entanto erra ao responder f'(x,)=f'(x,)=6. M4 utiliza

equivocadamente a expressao 2ax+b para determinar a derivada. Os erros
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cometidos por M1, M4 e R2 foram discutidos através da corregdo comentada dos
exercicios.

O quarto exercicio dessa ficha analisa o comportamento da derivada em
funcbes crescentes e decrescentes. M1, M3, M4 e R2 responderam
satisfatoriamente ao exercicio. Mas, M2, R1 e R3 erraram ao analisar o
comportamento da derivada nas funcgdes decrescentes. Atribuimos este erro a
analise do comportamento da fungdo tangente no 2° quadrante. Esta analise exige
um raciocinio inverso, relativo a ordem dos numeros reais negativos. Quanto maior o
angulo obtuso, maior sera o valor relativo da tangente deste angulo (porém, menor
valor absoluto até 0) e conseqlentemente maior sera o valor da derivada. Esta
mesma dificuldade pode ser detectada na resolugcdo de inequagdes exponenciais e
logaritmicas, quando as bases s&o numeros reais positivos menores que 1.
Concluimos que os participantes tiveram um desempenho parcialmente satisfatério
nesta atividade devido as dificuldades apresentadas e conceitos nao totalmente
esclarecidos durante as aulas.

Passamos a 22 parte da Ficha XX, em que apresentamos seis problemas para
serem resolvidos utilizando os conceitos e recursos algébricos estudados.

O primeiro problema foi resolvido satisfatoriamente por M1, M3, M4, R1 e R3.
M2 nao conseguiu resolver o problema . Atribuimos esta dificuldade a nao
participagdo na atividade contida na Ficha XVII. R2 encontra S(1)=5 ao mesmo
tempo que determina v,(¢)=S'(t)=10t . Ao final responde V' =5m/s. Neste caso, o
erro pode ter sido distracao.

O problema (2) é resolvido por M1, M2, M3, M4, R2 e R3. Apenas M3, M4, R2
e R3 utilizaram #4'(t)=0 para determinar o tempo em que o objeto langado atinge
altura maxima. M1 e M2 resolveram o problema utilizando conhecimentos de fungao
polinomial do 2° grau, ou seja , determinaram as coordenadas do ponto maximo da
trajetdria (parabola) através das formulas das coordenadas do vértice da parabola.
N&o fizeram mencé&o ao calculo da derivada. R1 ndo conseguiu resolver o problema.

O terceiro problema foi resolvido corretamente por M3, M4 e R2. R3
encontrou, de forma incorreta, a sentenga para a funcdo derivada de s,
s'"(t)=v(t)=4t"+1 ao invés de s'(t)=v(t)=6t"+1. No entanto, obteve
corretamente a férmula para calcular a aceleracao instantdnea a(t)=8¢a partir da

formula errada de v(zr). M1 utilizou a formula da fungdo derivada da fungéo
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polinomial do 3° grau sem observar que s(¢)n&o possui termo do 2° grau. M2 e R1

ndo conseguiram resolver o problema.
O quarto problema foi resolvido corretamente por quase todos os
participantes, exceto R1 que ndo conseguiu dar solugao.

O quinto problema consistia em determinar a equacao da reta tangente a
curva de equagdo f(x)=x’ no ponto x,=/. Esse problema n&o foi resolvido

imediatamente pelos participantes. Nao tinhamos apresentado nenhuma situacao
semelhante anteriormente. Dessa forma, houve necessidade de orientagdo prévia
aos alunos. Sugerimos que fizessem um esbogo da curva e da reta tangente ao
ponto dado. A partir dessa visualizagdo, pedimos que escrevessem a equagao

(genérica) reduzida da reta: y=ax+b e determinassem os parédmetros a e . M3,
M4, R2 e R3 obtiveram corretamente a equacgdo da reta tangente em x,=17. M1

apresentou indevidamente a expressao 2x—I1 como equagao da reta. M2 nao
conseguiu resolver o exercicio. R1 esbogou uma tentativa de resolugdo, mas nao
apresentou rigor algum na resolugdo do problema, nem justificativa correta para o
resultado obtido.

O sexto e ultimo problema dessa ficha foi resolvido por todos os participantes,
mas apenas M2, M3 e R3 apresentaram a resposta usando a unidade correta para a
taxa de variagao que obtiveram, vazao de 138 L/min, o que sugere entendimento do
que estavam calculando. Os demais responderam que a vazao era de 138 L néo
fazendo a relagéo de variagdo entre as duas grandezas volume e tempo. R1 e R2
nao apresentaram rigor com a notagao, trabalharam com expressdes “soltas”, sem
fazer referéncia ao que estavam calculando.

Observamos ao final desta atividade que M3 teve um desempenho
satisfatério, resolvendo corretamente todos os problemas. R2 e R3 cometeram
pequenos erros que nao comprometeram o entendimento do conceito. M2
apresentou um grande esforco para recuperar os conceitos nao assimilados em
aulas que esteve ausente. M1 e M4 realizaram as atividades necessitando de
orientagdes para resolugdo de alguns problemas. R1 apresentou dificuldade para
resolver os problemas apesar de ter apresentado entendimento do conceito. Nao
conseguiu trabalhar com sentengas matematicas, dificuldade esta ja detectada no

ano em curso. Insistiu em escrever expressdes “soltas” , o que tornou o calculo
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confuso e sem rigor algum. A desorganizacao algébrica de R1 e a crenca de que o
rigor da representagao nao € importante limitou seu desempenho.

Neste momento, sentimos necessidade de elaborar outra ficha com
problemas, a fim de reforgar os conceitos estudados e o calculo algébrico necessario
a resolucao dos exercicios.

A atividade da Ficha XXI constou de trés exercicios. M2, M3, M4 e R2
resolveram corretamente o problema de cinematica. R3 cometeu um erro ao
determinar a velocidade média através da diferenca entre duas velocidades
instantaneas v(3,01)-v(3)=6,02+16—(6+16)=22,02-22=0,02. Nao percebeu o
equivoco quando calculou a velocidade instantanea para ¢ = 3s obtendo um resultado

bastante distante do encontrado no item (a) v(3)=6+16 =22m/s . R1 apresentou o

mesmo erro que R3. R1 continuou a ndo apresentar rigor com a notagao, apesar
das observacgdes feitas nas atividades anteriores.

M3, M4, R2 e R3 resolveram satisfatoriamente o segundo exercicio da ficha.

3

Obtiveram a equacdo da reta tangente a curva definida por f(x)=x" no ponto

x, =2. M2 e R1 precisaram de orientagdo para realizar este exercicio.

O terceiro problema desta atividade consistiu em determinar a sentenca da

funcao derivada de uma funcéao real definida por h(x)=i pela definicdo e a seguir
X

determinar as equacgdes das retas tangentes a curva dada nos pontos x=17 e x=-1.
M3, R2 e R3 realizaram a atividade satisfatoriamente. M4 realizou a atividade sob
orientagdo. M2 obteve a expressado de 4'(x) sem usar o conceito apresentado.

1

Escreveu h(x)=x"" e utilizou a regra de derivagcdo de um monémio obtendo a

i _ 1 - . -
sentenga h'(x)=-x"'"""=-x"" =—— . R1 ndo conseguiu resolver esse exercicio. M1
X

nao realizou esta atividade.

Analisando os resultados apresentados pelos participantes nas atividades das
vinte e uma fichas constatamos que houve uma evolugdo e assimilagdo dos
conceitos estudados. Observamos que algumas dificuldades de calculo residiram na
transferéncia do entendimento do conceito de derivada para a execugao do calculo
algébrico, o que exigiu orientacdo e acompanhamento do professor. Verificamos,
também, que essa dificuldade podera ser superada através da resolucido de um
maior numero de problemas, adequadamente escolhidos. M2 revelou, através de
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seus registros, um grande esforgco para acompanhar as aulas depois de ter se
ausentado a duas importantes aulas. R1 mostrou entendimento dos conceitos
estudados através de suas respostas aos questionamentos ao longo do curso, no
entanto, apresentou grande dificuldade em calculo algébrico, ndo valorizando a
organizacédo e utilizacdo de notagdes adequadas, postura que comprometeu seu
desempenho nas atividades.

Devemos, neste momento, retomar as condicbes em que o curso se realizou.
As aulas do referido curso aconteceram duas vezes na semana, apds o horario
regulamentar das aulas da escola (7:15h as 12:55h com 7 tempos diarios) . Os
alunos que se dispuseram a participar faziam lanches rapidos para iniciar as aulas
as 13:45h e terminar as 15:15h. Muitos ficavam cansados e sonolentos,
principalmente M1 e M4. Quanto a dindmica das aulas, sugerimos que todas as
atividades fossem realizadas individualmente e procuramos fazer a corregéao
comentada de cada uma delas. Programamos realizar todas as atividades em sala
para assegurar que ndo houvesse nenhum tipo de interferéncia externa.

4.3 Avaliagao final

Passamos a analisar as respostas do questionario final realizado
individualmente pelos participantes, uma semana apds a corregao da ultima ficha.
Os participantes ndo levaram material algum para estudo em casa. Realizaram a
avaliagdo com o0s pré-requisitos assinalados no questionario inicial e com o0s
conhecimentos adquiridos durante o curso. Utilizamos o critério descrito na segao
3.3 para classificacdo das respostas.

Os participantes deram respostas satisfatorias a primeira pergunta do
questionario, o que revelou claro entendimento do conceito de taxa de variagao
média e taxa de variacdo instantdnea. Apenas M4 n&o foi muito precisa ao
considerar que a taxa de variagdo média indica a variagdo ao longo de todo o
grafico. O conceito de derivada é cobrado na segunda questdo. Relacionamos as

respostas dadas na tabela abaixo:

Participantes
M1 M2 | M3 | M4 | R1 R2 | R3

Derivada como:

coeficiente angular da reta tangente ao grafico

. X X X
num ponto do dominio
taxa de variagao instantanea X X X
funcéao X X X

Tabela VI: Idéias apresentadas pelos participantes em relagdo ao conceito de derivada
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Apenas M4 e R1 nao fizeram referéncia a derivada como coeficiente angular
ou taxa de variagao instantanea. Esses dois participantes ndo associaram derivada
a um numero, mas a uma funcido obtida a partir de outra fungcdo. R3 referiu-se a
derivada de um numero (e ndo de uma fungédo) como a taxa de variagao instantanea
do grafico em um ponto, no entanto destaca a importdncia da derivada para
conhecer o comportamento da fungdo em um ponto. Questionado, R3 comenta que
a intengéo era associar a derivada a um numero.

Em relagdo a interpretagdo geométrica da derivada M1, M2, M3, R2 e R3
fizeram corresponder ao coeficiente angular da reta tangente em um ponto do
grafico. Apenas M4 e R1 interpretaram a derivada como a tangente de um ponto do
grafico.

Questionados sobre a importancia de se determinar derivadas, M1, M2, M4,
R1, R2 e R3 associaram a analise mais precisa do comportamento da funcao.
Apenas M3 nao respondeu exatamente a questao proposta.

M1, R2 e R3 obtiveram, pela definicdo, a expressdo da derivada num ponto

x, de uma fungéo definida por um monémio. M3 ndo concluiu e apresentou

Ax+2x’como expressdo para a derivada, apesar de ter registrado Ax—0.
Verificamos que M3 respondeu corretamente o exercicio (2) da Ficha XXI, isto nos
leva a concluir que houve uma distracdo da participante. M2, M4 e R1 nao
resolveram essa questdo. Esse resultado ja era previsto, a se considerar o

desempenho dos participantes no exercicio (2) da atividade da Ficha XXI .
A equacdo da reta tangente a curva definida por f(x)=3x’ no ponto x, =2

foi determinada satisfatoriamente apenas por M3 e R3. R2 apesar de ter feito
calculos corretos representou a equagao da reta por f'(x)=12x—12. M2 apresentou
uma solugéo inesperada. Determinou a expressdo da derivada (6x) e calculou o
valor da derivada no ponto x =2 (6.2 =12). No entanto, ao determinar a equacao da
reta substitui o coeficiente angular por 6x e ndo por 1[2. Escreve
y=6xx-12=6x"—-12. M1, M4 e R1 nao resolveram o problema.

No sétimo problema as férmulas para a velocidade instantédnea e aceleragao
instantanea foram obtidas satisfatoriamente por M1, M2, M3, M4 e R3. R1 trocou o

sinal da expressédo que define S(¢) ao escrever os termos em ordem decrescente
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dos expoentes, consequentemente, ndo obteve formulas corretas para v(t) e a(t).
R2 nao apresentou solucao satisfatoria. Cometeu erro ao obter a sentenca de v(¢).

O oitavo problema explorou o conceito de reta tangente a um grafico em
ponto definido. Os participantes responderam satisfatoriamente, no entanto, o que
chamou a ateng¢do, como dissemos, anteriormente, no comentario da atividade 2 da
Ficha XI, foi a justificativa apresentada ao item (a) a qual revelou uma limitagado na
imagem de conceito. Esta limitagao possivelmente foi causada pela apresentagao de
um unico exemplo no qual a reta tangente atravessa a curva no ponto onde ha
mudanca de concavidade. Esse equivoco foi esclarecido apos a realizacdo da
avaliacdo. Através de outros exemplos, apresentamos situacbes em que a reta
tangente num ponto de inflexdo ndo se apresenta paralela ao eixo das abscissas.

A nona questdo foi respondida satisfatoriamente por M1 e R2 com
justificativas corretas. M2 e R1 apresentaram justificativas corretas apesar de terem
feito algumas op¢des erradas. M2 ndo conseguiu diferenciar os itens (b) - (c) e (f) -
(@), R1 (f) - (9) . M4 e R3 n&o apresentaram justificativas corretas para indicar a
existéncia ou ndo da derivada nos pontos assinalados. M3 justificou corretamente
apenas a existéncia da derivada. Os resultados apresentados a esta questéo
mostram que apenas M1, M2 e M3, R1 e R2 conseguiram relacionar a existéncia da
derivada a existéncia de uma unica reta tangente no ponto em questao.

Todos os participantes associaram corretamente o sinal da derivada ao
comportamento de uma funcao representada graficamente na décima questao.
Atribuimos esse resultado satisfatério ao bom desempenho dos participantes na
atividade aplicada na primeira parte da Ficha XX.

A Ultima atividade dessa avaliagdo teve o0 objetivo de analisar o

comportamento da funcdo derivada num intervalo /x,;x,/do dominio a partir da

representacdo grafica de duas fungbes crescentes. M1, M2, M3, M4, R1, R3
analisaram satisfatoriamente o primeiro item das letras (a) e (b). As respostas
apresentadas por R2 levou-nos a concluir que, o participante analisou,
equivocadamente, o comportamento da fungao representada graficamente e né&o, o
comportamento da fungdo derivada. Descartamos o segundo item das letras (a) e

(b), pois 0 enunciado nao deixou claro que se tratava da analise da funcao derivada.
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4.4 Acompanhamento do desempenho dos participantes no estudo
empirico

Nesta secdo, fazemos um acompanhamento do desempenho dos
participantes ao longo do estudo empirico, incluindo avaliagdo inicial, atividades do
curso e avaliacdo final. Este acompanhamento é desenvolvido com base nas
respostas as fichas distribuidas e apresentado por meio de um conjunto de tabelas.
A tabela VII mostra as respostas dos participantes na avaliagéo inicial. As tabelas IX
a XV, em seguida, o desempenho de cada um dos participantes nas atividades do
curso. As respostas as atividades foram classificadas, como dissemos, de acordo
com o ponto de vista da correcdo matematica, segundo o critério mostrado na tabela
VIIl. Finalmente, a tabela XVI mostra o desempenho dos participantes na avaliagao
final. Como base na analise feita nesta secdo e nas anteriores, tracaremos o perfil
de cada participante na segdo a seguir, que nos permitira chegar as conclusdes

finais do trabalho.
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Resumo

Imagens de conceito de

funcéo

Imagens de conceito de

fungéo polinomial do 1° grau

Imagens de conceito de
velocidade média (V) e

velocidade instantanea (V;)

M1 Fungéo como férmula que define Formula:y =ax +b Vm: média aritmética das velocidades
pontos no grafico. Grafico: linha que passa por todos os | num intervalo de tempo.
pontos x 0O . Vi: Velocidade constante de um
Coeficiente angular: “a”. Define a objeto
abertura do angulo de inclinacdo da
reta.
M2 Fungéo como férmula para encontrar | Férmula: f(x) = ax + b Vm: média aritmética das velocidades
um valor em fungéo do outro. Gréfico: linha reta num intervalo de tempo.
Coeficiente angular: “a”. Determina a | V;: velocidade que um mével possui
posigéo da reta no grafico. num determinado instante.
M3 Fungdo como uma igualdade Formula: f(x) =ax + b Vm: razéo entre o espago percorrido
matematica podendo ser expressa Grafico: uma reta diagonal e o tempo gasto para percorrer.
por grafico. Coeficiente angular: “a”. Determina o | Vi: velocidade exata de um curto
angulo formado pela reta em relagdo | periodo de tempo (esse tempo tende
ao eixo dos Xx. a zero).
M4 Fungédo como uma relagdo de Formula:y=ax+b Vm: “relagéo” (da variagdo) entre as
dependéncia entre duas variaveis x e | Grafico: linha reta diagonal em velocidades do mével durante um
y, podendo ser restrita ou n&o, relagao aos eixos. intervalo de tempo determinado.
segundo seu dominio e imagem. Coeficiente angular: ‘b” , determina a | Vi: velocidade do moével em um
inclinagéo da reta no grafico (taxa de | determinado t isolado.
variagao)
R1 Fungéo como percepgéo de variagado | Formula: y =ax + b Vm: soma do tempo total e quantos
de algo em um instante de tempo. Grafico: € uma reta que corta o eixo | quildmetros ele andou.
dos x e dos y. Vi: um aumento ou decréscimo da
Coeficiente angular: “b” velocidade muito grande em um
periodo de tempo muito pequeno
(desprezivel).
R2 Fungéo como processo de obtengdo | Férmula:y=ax +b Vm: calculo do espago percorrido em
de um grafico a partir de uma Grafico: uma reta cortando os eixos | determinado tempo.
inequagao qualquer. coordenados. Vi: velocidade apontada por uma
Coeficiente angular: “a”, angulo que | particula em determinado instante.
determina a velocidade de
crescimento que a fungdo assume.
R3 Fung&o como relagéo entre duas Férmula: y = a + bx Vm: expressao da variagéo do

grandezas. Representagao por

graficos ou polindmios.

Grafico: uma reta que corta o eixo
das ordenadas em “a”, cujo angulo
de inclinagao depende de “b”.
Coeficiente angular: “b” determina
maior ou menor angulo em relagao

ao eixo das abscissas.

espaco dentro de um dado intervalo
de tempo.
V;: variagao de espago num intervalo

de tempo que tende a zero.

Tabela VII: Resumo das imagens de conceito apresentadas pelos alunos no primeiro

questionario.
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Legenda

Critérios de
classificagao
das

respostas

Satisfatorio (S)

Resposta de acordo com o ponto de vista da corre¢do matematica.

Parcialmente satisfatério (PS)

Resposta satisfaz parcialmente ao padréo estabelecido, ou seja, estd matematicamente correta

Nao satisfatério (NS)

Resposta ndo esta de acordo com o ponto de vista da corre¢do matematica.

Tabela VIII: Critérios de classificagdo das respostas

Fichas
12 etapa 22 etapa 32 etapa 42 etapa
1} 11l v \"| Vil Vi IX X X1 Xl X XIv XV XVi Xvil Xvii XIX XX XXI
Atividade1 S S S S PS PS S S S S S S S S ) F*
Atividade2 S S S S PS
Atividade3 S )
Atividade4 S
Tabela IX: Quadro-resumo do desempenho de M1 nas atividades aplicadas
* F — Nao realizou a atividade
Fichas
12 etapa 22 etapa 32 etapa 42 etapa
1} 11l v \"| Vil Vi IX X X1 Xl X XIv XV XVi Xvil Xvii XIX XX XXI
Atividade1 S S S S ) S ) ) S S S S PS F F S )
Atividade2 S S S S PS
Atividade3 S )
Atividade4 S
Tabela X: Quadro-resumo do desempenho de M2 nas atividades aplicadas
Fichas
12 etapa 22 etapa 32 etapa 42 etapa
1} 1 v \"| Vil Vi IX X X1 X Xl XIv XV XVi Xvil Xvi XIX XX XXI
Atividade1 S S S S S S S ) S ) S S S S S S
Atividade2 S S S S )
Atividade3 S S
Atividade4 )
Tabela XI: Quadro-resumo do desempenho de M3 nas atividades aplicadas
Fichas
12 etapa 22 etapa 3?2 etapa 42 etapa
1} 1 v VI Vil Vi IX X X1 X X XIv XV Xvi Xvii Xvii XIX XX XXI
Atividade1 S S S S S F S S S PS S S S S PS PS
Atividade2 s S s| s PS
Atividade3 S S
Atividade4 S

Tabela XlI: Quadro-resumo do desempenho de M4 nas atividades aplicadas
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Fichas

12 etapa 2?2 etapa 32 etapa 42 etapa

] 1] \" v Vi vil Vi X | X [ Xl Xl Xin XIv Xv XVI XVl Xvii XIX XX XXI
Atividade1 PS S PS NS S NS S S S S S S NS PS S NS
Atividade2 S S S S NS
Atividade3 S S
Atividade4 S

Tabela XIlI: Quadro-resumo do desempenho de R1 nas atividades aplicadas

Fichas
12 etapa 22 etapa 32 etapa 42 etapa
1] n v \' vi vil Vil IX X XI X X XIv XV Xvi Xvil Xvii XIX XX XXI1
Atividade1 s S S S s S F F S S S S S s PS S
Atividade2 S PS s PS
Atividade3 S
Atividade4

Tabela XIV: Quadro-resumo do desempenho de R2 nas atividades aplicadas

Fichas
12 etapa 22 etapa 32 etapa 42 etapa
1] n v Vv vi vil Vil X | X Xi X X XIv XV Xvi XVl Xvii XIX XX XXI
Atividade1 PS S S s S S S S S S S S s S s S
Atividade2 s PS s S s
Atividade3 s s
Atividade4 S

Tabela XV: Quadro-resumo do desempenho de R3 nas atividades aplicadas

Avaliagao Final
Questoes
Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8 Q9 | Q10 | Q11
Participante

M1 S PS S S S NS S PS S S PS
M2 S S S S NS NS S S PS S S
M3 S S S S PS S S S S S S
M4 PS PS NS S NS NS S S NS S PS
R1 S PS NS PS NS NS NS S S PS S
R2 S S S S S PS NS PS S S PS
R3 S PS PS S S S S S PS S PS

Tabela XVI: Desempenho apresentado pelos participantes nas questées relativas a avaliagao
final
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4.5 Analise da evolugcao do desempenho de cada participante no

estudo empirico

4.5.1 Participante M1

M1 apresentou, no questionario inicial, conhecimento em relagdo ao conceito
de funcao e funcao polinomial do 1° grau. Considerou velocidade média como média
aritmética de velocidades (médias) num intervalo, porém, ndo deixou clara, a idéia
de velocidade instantanea. Durante o curso desenvolveu a idéia de variabilidade de
uma fungado e reforgou o conceito de taxa de variagdo média (como razao entre a
variagdo de duas grandezas). Mostrou, através de suas respostas, ter assimilado o
conceito de reta tangente a um grafico. Associou corretamente a taxa de variagéo
meédia de uma fungdo em um intervalo dado ao coeficiente angular da reta secante e
a taxa de variagdo instantdnea num ponto ao coeficiente angular da reta tangente.
Obteve expressdes algébricas para o calculo da taxa de variagdo instantanea de
algumas fungbes, justificando corretamente o resultado obtido. Apresentou
desempenho satisfatorio na 12, 22 e 32 etapas. Na 4?2 etapa obteve desempenho
parcialmente satisfatério. Associou o conceito de taxa de variacdo instantanea ao
conceito de derivada. Utilizou os conceitos estudados para resolver problemas.

De uma forma geral, obteve desempenho satisfatério na avaliagao final.
Associou a derivada a taxa de variagdo instantanea e, numericamente, ao
coeficiente angular da reta tangente. Ressaltou que, com a derivada, € possivel
conseguir um estudo minucioso do grafico (da fungéo).

4.5.2 Participante M2

M2 apresentou, no questionario inicial, conhecimento sobre funcéo e fungao
polinomial do 1° grau. Considerou velocidade média como média aritmética das
velocidades (médias) num intervalo e velocidade instantdnea como velocidade num
determinado instante. Durante o curso desenvolveu a idéia de variabilidade de uma
funcado e reforcou o conceito de taxa de variagdo média (como razdo entre a
variagdo de duas grandezas). Apresentou entendimento do conceito de reta
tangente a um grafico. Associou corretamente a taxa de variagdo média de uma
funcdo num intervalo dado ao coeficiente angular da reta secante e a taxa de
variagcao instantdnea num ponto ao coeficiente angular da reta tangente. Obteve,

corretamente, as expressdes algébricas da taxa de variagdo instantdnea das
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fungdes constante e polinomial do 1° grau justificando os resultados obtidos.
Apresentou desempenho satisfatorio nas trés primeiras etapas.

Apesar da auséncia a algumas aulas, conseguiu acompanhar as idéias
apresentadas. Associou corretamente o conceito de taxa de variagcao instantanea ao
conceito de derivada. Procurou utilizar os conceitos estudados para resolver os
problemas propostos. Consideramos, parcialmente satisfatério, o desempenho na 42
etapa.

Na avaliacao final, apresentou respostas satisfatorias a maioria das questdes
mostrando entendimento dos conceitos estudados. Associou a derivada a taxa de
variagao instantadnea e, numericamente, ao coeficiente angular da reta tangente. Em
relagdo a importancia da derivada, ressaltou que oferece uma nog¢ao bem mais
especifica do comportamento da funcéo.

4.5.3 Participante M3

As respostas apresentadas por M3, no questionario inicial, mostram
conhecimento em relagdo ao conceito de funcéo, fungdo polinomial do 1° grau,
velocidade média (unica participante a fazer referéncia a razdo entre duas
grandezas variaveis) e velocidade instantéanea (refere-se a velocidade exata de um
curto periodo de tempo). Durante o curso desenvolveu a idéia de variabilidade de
uma fungao e reforgou o conceito de taxa de variagdo média (como razao entre a
variagdo de duas grandezas e como coeficiente angular da reta secante no intervalo
considerado). Apresentou entendimento do conceito de reta tangente a um grafico.
Associou, corretamente, a taxa de variagao instantdnea num ponto ao coeficiente
angular da reta tangente. Obteve, corretamente, as expressdes algébricas da taxa
de variacdo instantanea das fungbes dadas, justificando os resultados obtidos.
Apresentou desempenho satisfatério nas trés primeiras etapas. Associou o conceito
de taxa de variagao instantdnea ao conceito de derivada. Utilizou, satisfatoriamente,
os conceitos estudados para resolver problemas. Concluiu a 42 etapa com
desempenho satisfatério

Na avaliacdo final também apresentou desempenho satisfatério, mostrando
claro entendimento dos conceitos estudados. Associou a derivada a taxa de
variagao instantadnea e, numericamente, ao coeficiente angular da reta tangente. Em
relacdo a importancia de se determinar derivadas, fez referéncia a sentenga obtida
(da fungéo derivada), como uma fungao geral que permite determinar o coeficiente

da reta tangente (ao grafico da fungdo que deu origem a derivada) a partir de um
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ponto x,. Assinalou que esse coeficiente angular € um valor com sua respectiva

unidade de medida.
4.5.4 Participante M4

M4 apresentou, no questionario inicial, conhecimento sobre funcdo como
relacdo de dependéncia entre duas variaveis. Considerou velocidade média como
relacdo entre as velocidades (médias) em um intervalo e velocidade instantanea
como velocidade num ¢ isolado. Em relagéo a fungéo polinomial do 1° grau, cometeu
um equivoco ao fazer referéncia ao termo independente “b” como coeficiente
angular (taxa de variagao). Durante o curso desenvolveu a idéia de variabilidade de
uma funcdo e manteve o conceito de taxa de variagdo média como um valor médio
da variagdo ao longo de um grafico. Observamos que os participantes, inicialmente,
destacaram fortemente a idéia da velocidade média como uma média das
velocidades meédias num determinado intervalo. Apresentou entendimento do
conceito de reta tangente a um grafico. Associou corretamente a taxa de variagéo
meédia de uma fungdo num intervalo dado ao coeficiente angular da reta secante e a
taxa de variacado instantdnea num ponto ao coeficiente angular da reta tangente.
Obteve as expressdes algébricas da taxa de variacdo instantdnea das funcgdes
constante e polinomial do 1° grau justificando os resultados obtidos. Apresentou
desempenho satisfatorio nas trés primeiras etapas. Na quarta etapa, ndo deixa clara
a relagdo da derivada com a taxa de variagao instantéanea. Utilizou os conceitos
estudados de forma parcialmente satisfatéria para resolver os problemas. Alguns
problemas foram resolvidos sob orientacdo. M4 apresentou desempenho
parcialmente satisfatorio na 42 etapa.

Na avaliacao final, M4 apresentou respostas parcialmente satisfatérias e nao-
satisfatorias a maioria das questdes assinalando pouco entendimento dos conceitos
estudados. Associou a derivada a uma funcdo “constituida” a partir de outra.
Geometricamente, interpretou a derivada como a reta tangente ao ponto (X, y) (e néo
como o coeficiente angular da referida reta tangente). Em relagdo a importancia da
derivada, tem clara a idéia de que, através dela, € possivel estabelecer o movimento
do grafico (se ele cresce ou decresce e 0 que gera isSso).

4.5.5 Participante R1
R1 apresentou, no questionario inicial, conhecimento em relagdo a fungao

como percepgao da variagdo de algo em um instante de tempo e a fungao polinomial
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do 1° grau (refere-se ao coeficiente linear como coeficiente angular). Percebemos,
através de suas respostas, que nao tem claras as nogdes de velocidade média e
velocidade instantanea.

Durante o curso desenvolveu a idéia de variabilidade de uma fungao e o
conceito de taxa de variagdo média (como razdo entre a variagdo de duas
grandezas). Mostrou, através de suas respostas, ter assimilado o conceito de reta
tangente a um grafico. Associou corretamente a taxa de variagdo média de uma
funcdo num intervalo dado ao coeficiente angular da reta secante. Sugere que a taxa
de variagao instantdnea num ponto € igual a taxa de variagdo média em um tempo
infinitamente pequeno, deixando a analise do que é pedido, muito mais clara e com

mais detalhes. NGo associou a taxa de variagdo instantdnea num ponto x,ao

coeficiente angular da reta tangente neste ponto. Obteve expressdes algébricas para
o calculo da taxa de variagcdo instantdnea da funcdo constante e da funcao
polinomial do 1° grau, no entanto, apresentou justificativas confusas para os
resultados obtidos. Os resultados apresentados nesta etapa revelam grandes
dificuldades com o calculo algébrico. Apresentou desempenho satisfatério na 12 e 22
etapas e parcialmente satisfatorio na 32 etapa. Na 42 etapa obteve desempenho néao-
satisfatério. O fato de ndo ter apresentado total compreensdo dos conceitos
estudados somado com a dificuldade em relagcdo ao calculo algébrico, impediu R1
de resolver os problemas propostos.

R1 obteve desempenho nao-satisfatério na avaliacdo final. Associou a
derivada a reta tangente em ponto do grafico e ndo ao coeficiente angular das
referida reta. Ressaltou que, com a derivada, € possivel tragar graficos complexos e
dizer como o grafico € naquele ponto, positivo, negativo. Acrescenta que, quando

. ~ AS AV ~ ,
derivamos fungbes podemos achar outras (A——>V—>T—>aj. Ndo conseguiu
t t

resolver a maioria dos problemas propostos.

Baseados na analise dos resultados obtidos, concluimos que, ao final do
curso, R1 apresentou desempenho nio-satisfatério, ndo compreendendo totalmente
os conceitos estudados.

4.5.6 Participante R2

R2 apresentou, no questionario inicial, algum conhecimento sobre fungao e

funcao polinomial do 1° grau. Possui nogao de velocidade média (espago percorrido

em determinado tempo) e velocidade instantanea (velocidade apontada por uma
85



particula em determinado instante). Durante o curso desenvolveu a idéia de
variabilidade de uma fungdo e reforgcou o conceito de taxa de variagdo média.
Apresentou entendimento do conceito de reta tangente a um grafico. Associou
corretamente a taxa de variagdo média de uma fungcdo num intervalo dado ao
coeficiente angular da reta secante. Obteve, corretamente, as expressdes algébricas
da taxa de variagao instantdnea das fungdes constante e polinomial do 1° grau
justificando os resultados obtidos. Apresentou desempenho satisfatorio nas trés
primeiras etapas.

Associou corretamente o conceito de taxa de variacdo instantdanea ao
conceito de derivada, no entanto ndo associa a taxa de variagao instantanea em um

ponto x, ao coeficiente angular da reta tangente. Procurou utilizar os conceitos

estudados para resolver os problemas propostos. Consideramos, parcialmente
satisfatorio, o desempenho na 42 etapa.

Na avaliacao final, apresentou respostas satisfatorias a maioria das questdes
mostrando entendimento dos conceitos estudados. Associou a derivada a taxa de
variagado instantédnea e, numericamente, ao coeficiente angular de uma fungéo (da
reta tangente). Em relacdo a importancia da derivada, ressaltou que oferece
resultados mais exatos e aumenta a precisao para achar um determinado ponto.

Baseados na analise dos resultados, concluimos que, ao final do curso, R2
apresentou desempenho satisfatério, mostrando entendimento do conceito
estudado.

4.5.7 Participante R3

As respostas apresentadas por R3, no questionario inicial, mostram
conhecimento em relagcédo a funcgao, fungao polinomial do 1° grau, velocidade média
(expressao da variagao do espaco dentro de um intervalo de tempo) e velocidade
instantanea (variagdo de espacgo num intervalo de tempo que tende a zero). Durante
o curso desenvolveu a idéia de variabilidade de uma funcéo e reforgou o conceito de
taxa de variagdo média (como razao entre a variacdo de duas grandezas e como
coeficiente angular da reta secante no intervalo considerado). Apresentou
entendimento do conceito de reta tangente a um grafico. Associou, corretamente, a
taxa de variagédo instantdnea num ponto ao coeficiente angular da reta tangente.
Obteve, corretamente, as expressdes algébricas da taxa de variacdo instantanea

das fungdes dadas, justificando os resultados obtidos. Apresentou desempenho
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satisfatorio nas trés primeiras etapas. Associou o conceito de taxa de variagéo
instantdnea ao conceito de derivada. Utilizou, satisfatoriamente, os conceitos
estudados para resolver problemas. Concluiu a 42 etapa com desempenho
satisfatorio

Na avaliacdo final também apresentou desempenho satisfatorio, mostrando
claro entendimento dos conceitos estudados. Associou a derivada a taxa de
variagao instantanea e, numericamente, ao coeficiente angular da reta tangente. Em
relacdo a importdncia de se determinar derivadas, sugere conhecer o

comportamento (crescente, decrescente ou constante) da fungdo em um ponto.

4.6 Analise do desempenho geral do grupo de participantes

Baseados na analise dos resultados, concluimos que, ao final do curso, os
participantes (com excecdo de R1) apresentaram, de forma geral, desempenho
satisfatorio, mostrando entendimento inicial do conceito de derivada, ou, pelo
menos, uma familiaridade intuitva com o conceito que os possibilite
desenvolvimentos formais posteriores.

Através deste estudo constatamos claramente uma evolugdo conceitual do
grupo partindo da idéia de variabilidade de uma fungdo, passando pelos conceitos
de taxa de variagdo média, taxa de variagao instantdnea e culminando no conceito
de derivada em um ponto.

Verificamos, também, que, todos os participantes, consideraram a taxa de
variagdo média como instrumento que oferecia uma analise pouca precisa do
comportamento de uma fungcdo e que a maioria associou a taxa de variagao
instantdnea a um instrumento que seria utilizado para uma analise pontual do
comportamento de uma fungao. Neste caso, a maioria considerou que essa variagao
instantanea, ou seja, a derivada, seria fornecida, numericamente, pelo coeficiente
angular da reta tangente no ponto de analise.

Ressaltamos que, a maioria dos participantes, com excecao de M4 e R1,
apresentou desempenho satisfatério, mostrando entendimento do conceito
estudado. Utilizaram o conceito apreendido e os recursos algébricos para dar
solucao aos problemas propostos.

Devemos, porém, deixar claro que os resultados desta pesquisa foram

obtidos a partir de uma abordagem pedagdégica com finalidade especifica: verificar
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se a sequéncia proposta em quatro etapas possibilita 0 aprendizado do conceito de
derivada. A elaboragao das atividades, a estrutura das aulas e nosso procedimento
como professor-pesquisador foram delineados por essa finalidade e, pelo ambiente
controlado em que a pesquisa foi desenvolvida. Dessa forma, os resultados
apresentados nao s&o genéricos, porém aplicaveis a situagdes pedagogicas com
caracteristicas semelhantes. No entanto, acreditamos que este estudo possa
fornecer subsidios para o planejamento da abordagem dos conceitos fundamentais
do calculo no ensino médio em contextos pedagdgicos mais genéricos.
Finalmente, observamos alguns pontos positivos e negativos que podem ter
influenciado os resultados deste trabalho:
pontos negativos
e Horario de realizagdo das aulas. Os participantes mostraram-se cansados
durante as aulas.
e O curso poderia ter sido realizado em 20 aulas. Percebemos a necessidade
de dilatagao do tempo.
e Material utilizado exclusivamente em aula, condigao para garantir a n&o-
influéncia externa na pesquisa.

e Avaliagéo realizada, apenas, com conhecimentos adquiridos durante as aulas.

pontos positivos
e Grupo solicito, apesar do horario e do cansaco.
¢ Bom relacionamento entre pesquisador e participantes.
e Ambiente adequado a realizagao da pesquisa.
¢ Recursos materiais disponiveis para execug¢ao do trabalho.
e Conhecimento, por parte da maioria dos alunos, dos pré-requisitos

necessarios a realizagdo da proposta (estudo de fungdes).

Observamos algumas limitagcbes ao analisar o caso de R1 e em algumas
situacbes o caso de M4 . No entanto, ao analisarmos os resultados dos demais
participantes verificamos que a abordagem diversificada, utilizada neste estudo pode
atuar de forma efetiva e positiva nas imagens de conceito dos estudantes,

conduzindo os mesmos n&o sé a uma visdo analitica dos objetos matematicos mas
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também desencadeando, talvez mais significativamente, uma forma diferenciada de

aprender matematica.
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Consideracgoes finais

Apresentamos neste trabalho uma proposta para o ensino do conceito de
derivada no Ensino Médio baseada na teoria de imagens de conceito e raiz
cognitiva.

Nossa intencao foi desenvolver no aluno do Ensino Médio a idéia inicial de
variagdo de uma fungdo seguida dos conceitos de variagdo média, variagao
instantédnea e chegar ao conceito de derivada, intuitivamente. Procuramos organizar
este trabalho numa sequéncia de abordagens que tornassem possivel o
desenvolvimento do conceito em estudo e viabilizasse a apresentacao futura da
definicao formal.

Como recurso computacional, optamos por um dos programas que traga
graficos de fungdes, o Graphmatica, por estar ao alcance de qualquer pessoa que
tenha um microcomputador com acesso a Internet. Entendemos que a visualizagao
da imagem gerada com a magnificacdo de graficos de linhas curvas em janelas
graficas pré-determinadas foi valiosa, confirmando a retid&o local como raiz cognitiva
para a formacao do conceito de derivada.

Uma vez formado o conceito foi possivel pensar numa representagéo
algébrica para o calculo da taxa de variagao instantanea, a derivada, o que permitiu
a resolucao de problemas sem o auxilio do computador.

Nessas condicdes, verificamos que a sequéncia de atividades apresentadas
em quatro etapas viabilizou a apresentagao do conceito em estudo.

Os resultados obtidos nas atividades pelos participantes da pesquisa, durante
0 curso e na avaliagao final, sugerem que abordagem pedagdgica utilizada na
proposta apresentada enriqueceu as imagens de conceito dos alunos e tornou o
estudo viavel para estudantes do Ensino Médio que possuam conhecimentos sobre
funcao.

E importante ressaltar que a aplicacdo desta proposta exige uma
conscientizagao, do professor do Ensino Médio e Fundamental, da necessidade de
revisao do curriculo no sentido de priorizar conteudos essenciais como sugerem 0s
PCN (2000) e os PCNEM (2002). Dentre os conteudos essenciais estdo aqueles que
contemplam as idéias basicas do Calculo, ja reivindicados por Avila (1991), Duclos
(1992), Carneiro (1992), Rezende (2003), Schreiner (2004) e Avila (2006).
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Consideremos, neste contexto, o uso planejado dos organizadores genéricos como
um dos fatores facilitadores da aprendizagem e de descobertas.

Estamos certos da necessidade de mudanca, da quebra do ciclo: alunos que
ingressam nos cursos de licenciatura sem conhecimentos prévios necessarios para
um bom desempenho académico e professores com formacgao deficiente,
incapacitados de exercerem plenamente e conscientemente seu trabalho.

Esta proposta sugere uma possibilidade de mudanga. Mudanga na
abordagem do ensino de conceitos considerados delicados para a maioria dos
estudantes. Uma abordagem pedagdgica que vise o enriquecimento da imagem de
conceito do individuo. Como ponto de partida, devemos buscar uma raiz cognitiva
conveniente, familiar ao aprendiz e que conduza a apresentacdo do conceito em
estudo, mas, ao mesmo tempo, que possibilite a apresentacdo e entendimento
posterior da definicao formal.

Isto posto consideramos que, 0 primeiro passo, para uma mudanga, €
tomarmos consciéncia de sua necessidade. O segundo, é desejarmos e criarmos

condicdes para que ela aconteca.
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Anexo |

UFRJ - INSTITUTO DE MATEMATICA
&%\ ProcraMA DE Pos-GraDpuacio EM Ensivo pE MATEMATICA

www. pg.im.ufrj.br/pemat

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Eu, , aluno do 2° ano do

Colégio Cruzeiro, Unidade Centro, portador da matricula , declaro que aceito

participar da pesquisa intitulada “Uma proposta para o estudo do conceito de derivada no Ensino
Médio”, desenvolvida pela professora Selma Lopes da Costa André, referente ao Programa de Pés-
graduacgéo em Ensino de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro (PEMAT-UFRJ).

Fui esclarecido quanto a liberdade de aceitagdo ou ndo da participagdo na pesquisa, que
inclui a presenga em aulas expositivas/praticas durante 14 encontros de 1h e 30 min de duragao que,
realizar-se-ao as segundas e quartas-feiras no horario de 13:45h as 15:15h, com inicio previsto para
o dia 27 de agosto de 2007, nas dependéncias do Colégio Cruzeiro, Unidade Centro. Esta pesquisa
constara de atividades e avaliagcOes escritas referentes ao conteudo programatico das aulas. Minhas
atividades curriculares nao serdo prejudicadas e minha identidade sera preservada, ndo existindo,

portanto, implicagbes com relagdo a minha individualidade.

Rio de Janeiro, _ de agosto de 2007
Assinatura do responsavel

Rio de Janeiro, _ de agosto de 2007
Assinatura do aluno

Rio de Janeiro, _ de agosto de 2007

Assinatura do pesquisador
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Anexo Il

Resultado da avaliagao inicial

Apresentamos as respostas dadas ao questionario inicial, o que nos permitiu
conhecer algumas idéias que faziam parte das imagens de conceito dos
participantes em relacdo ao conceito de funcéo, velocidade média e velocidade

instantanea que seriam importantes para o desenvolvimento do trabalho.

Participante M1

M1 mostrou, em suas respostas, que as idéias predominantes em sua
imagem de conceito de fungado eram algébrica e geométrica, ou seja, uma formula
que permitiria determinar as coordenadas de pontos que gerariam o grafico da
funcdo. A idéia de dominio e imagem de fung&o parece estar associada a projegao
do grafico sobre os eixos coordenados. Podemos observar estas idéias nas
seguintes respostas:

» E uma férmula que define pontos no grafico.

= O “a” da fungao sempre determina a diregdo do grafico (A imagem da fung&o polinomial do
1° grau é muito forte). As férmulas das fungdes permitem encontrar nimeros (Imagens) que sao mais
faceis de encontrar através de férmulas.

= O ponto de y que corresponde a coordenada x. (Relagéo de dependéncia.)

» Dominio é por onde ela “passa” pelo x e imagem é noy.

Possui imagens de conceito variadas da fungdo polinomial do 1 ° grau.
Apresentou esbogo do grafico para a > 0 e a < 0. Relacionou o coeficiente angular a
inclinagao da reta em relagéao ao eixo dos x no sentido positivo.

sy=ax+bh.

» Uma linha (reta) que passa por todos os pontos de x 0.

= a > 0, a(adngulo de inclinagdo da reta com o eixo dos x no sentido
positivo) vai ser agudo. a < 0, & vai ser obtuso.
M1 apresentou uma forma matematica para o calculo da
velocidade média.

= Somar todas as velocidades que ele teve num periodo de tempo e dividir pelo tempo, isso
depende da aceleragéo.

Fez o calculo como média aritmética simples das velocidades obtidas num

intervalo de tempo e ndo como razdo entre a variacdo do espago percorrido € a

99



variagao do tempo gasto. Ao perguntar o que entendia sobre velocidade instantanea,

respondeu:

» Velocidade instanténea é a velocidade constante de cada objeto.

Participante M2

M2 apresentou uma idéia algébrica de fungdo associada a uma relagao de
dependéncia entre variaveis. A “conta” a que se referiu abaixo seria uma formula que
permitiria calcular uma variavel em fungao de outra. Associou a idéia de dominio aos
valores assumidos por x e imagem aos assumidos pory.

» E uma conta (que pode ser uma equacgdo, inequacao, ...) estudada para que se encontre
algum valor em funcéo do outro.

= Existe um termo (variavel) dependente e outro independente. Sabendo o valor de um deles
e conhecendo a conta que os relaciona, podemos encontrar o valor do outro.

» Dominio € o conjunto dos valores no qual o termo x pode estar contido.

» (Imagem) Sao os valores possiveis do termo independente y (varidvel dependente).
M2 possui idéias algébrica e geométrica da fungao polinomial do 1° grau.
Apresentou o coeficiente angular associado a inclinagao da reta em relagao

ao eixo das abcissas.

f(x)=ax+b

= O “a@” na f(x) = ax + b é o coeficiente angular, ou seja, ele determina a posi¢édo (inclinagéo)
da reta no grafico.

Possui uma idéia matematica de velocidade média. Nao apresentou esta
velocidade como raz&o entre espago percorrido e tempo gasto. Definiu velocidade
média como média aritmética simples das velocidades num intervalo fixado.

= Achar o valor da velocidade média de um movel é encontrar o valor médio de todos os
valores de sua velocidade no decorrer de um determinado percurso em fungéo do tempo de duragéo

desse percurso.
A estudante apresenta alguma nogéo sobre velocidade instanténea.

» E a velocidade que o mével possui num determinado instante.

Participante M3

As idéias de funcédo que se destacaram nas respostas de M3 sao algébrica e
grafica. Deixou clara, também, a relacdo de dependéncia entre as variaveis.
Destacou o terno que define uma funcéo (sentenca, dominio e contradominio). A

estudante possui uma idéia clara da relagao entre os conjuntos dominio e imagem.
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» Funcéo é uma igualdade matematica em que se iguala um y a uma expressao de incognita
X, podendo isso ser expressado por graficos.

» Minhas principais idéias sobre fungdo sdo uma igualdade matematica de incognita y em
fungdo de um valor para x, podendo essa “escrita” matematica ser expressada sempre em gréficos,
que apresentam dominio, contra-dominio e imagem.

= f(x) sdo os possiveis valores que podem ser encontrados a partir dos valores que x pode
assumir, logo, esses valores sdo em fungdo de x.

= Dominio de uma fungéo é o conjunto de valores para x.

= Imagem € o conjunto de valores para y que tém correspondente em x.

A funcgao polinomial do 1° grau foi apresentada sem dificuldades. Identificou o

coeficiente angular, bem como sua relagao com a inclinagéo da reta.

f(x)=ax+b

= Uma reta diagonal (inclinada em relagdo aos eixos coordenados) que apresenta infinitos
valores, pertencentes ao conjunto dos nimeros reais, para x (valor esse do dominio).

= O valor constante (a) que multiplica x.

= O coeficiente angular determina o angulo (tangente do angulo) formado pela reta do grafico
em relacao ao eixo dos x do gréfico.

A velocidade média foi vista como média aritmética simples das velocidades
obtidas num intervalo de tempo e ndo como uma razdo entre espacgo percorrido e

tempo gasto.

= Significa dividir o espago percorrido (pelo mével) pelo tempo (que o mével levou) para
percorrer esse espago, determinando, assim, por exemplo, quantos metros o movel percorreu em
cada segundo de tempo (sendo esse valor encontrado uma média, pois o modvel nao
necessariamente permaneceu com velocidade constante durante todo o percurso, durante o tempo
considerado).

» Velocidade instantanea é a velocidade exata de um curto periodo de tempo (esse tempo,

por ser muito curto, tende a 0 (zero)).

Participante M4
A idéia de funcdo apresentada por M4 é de uma relacdo entre variaveis

condicionada ao campo de existéncia (dominio).

= Funcdo é quando existem dois valores (x e y) um estando em funcdo do outro, podendo ser
restritos ou ndo, segundo seu dominio e imagem.

» Fungao é quando existem duas de mais coisas que mantém uma relagao entre si de alguma
maneira.

= f(x) representa um valor y que sera atribuido em fungéo de x (de acordo com o valor de x).

Dominio de uma fungao é todos os valores que x pode assumir.
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» Imagem sao todos os valores que y pode assumir.

A estudante apresentou confusdo ao identificar os parametros “a” e “b” na
sentenca da fungao polinomial do 1° grau. Nao apresentou idéia clara do grafico e da

interpretacdo geométrica do coeficiente angular.
= f(x) = ax + b, onde a é variavel e b constante.
« E uma linha diagonal em relag&o aos eixos, que corta cada um apenas uma vez.
= O coeficiente angular é representado por b, cujo valor é constante em determinada fungao.
= O coeficiente angular determina a inclinagdo da reta no grafico (taxa de variagédo) e seu

valor é constante. E onde a reta corta o eixo do y.

A velocidade média foi apresentada implicitamente como média aritmética das
velocidades, “relagdo” como diz, obtida num determinado intervalo de tempo.

Sugeriu, através de sua resposta, algum entendimento de velocidade instantanea.
= Significa descobrir a “relagcdo” (da variagao) entre velocidades do mével durante um intervalo
de tempo determinado.

= Velocidade instantanea seria a velocidade do moével em um determinado t isolado.

Participante R1
R1 apresentou uma idéia dindmica de funcdo. Ele a vé como variagao de
grandezas e relacdo de dependéncia entre varidveis. E um objeto utilizado para
fazer previsdes de fendbmenos. Observou, ainda, que o grafico € a documentacao da
funcao, ou seja, através dele podemos registrar o comportamento da fungéao.
Dominio e imagem foram vistos como proje¢cdes do grafico da fungdo sobre

0s eixos coordenados.

= Funcgédo é a percepgao de variagdo de algo em um instante de tempo assim a fungéo é feita
para analisarmos algo mesmo sem que ela acontega, para “prevermos o que vai acontecer” e esta é
documentada em um grafico para ser exposto e estudado.

» Fungéo é um grafico baseado em estudos para prever e mostrar o que acontece em alguma
coisa como: doencgas, crescimento da populacido, desenvolvimento de um motor, velocidade de um
corpo.

= Dominio € 0 x e a imagem ¢é onde esta funcdo se projeta, assim dependendo da imagem
podemos saber para onde essa fungdo vai, assim certas fungdes ndo tém valores positivos ou
negativos, o D é a variavel da fungao que define o x e todo D — CD.

= f € como se fosse o0 y, entdo f(x), € como se fosse quando substituissemos o x por um valor,
0 que encontrariamos, ou seja, y em fungao de um certo x.

O estudante mostrou conhecer a sentenga e a representacdo grafica da fungao

polinomial do 1° grau, no entanto, apresentou confusdo ao interpretar os parametros
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“a” e “b” na sentenga y = ax + b. Nao identificou o coeficiente angular na sentenca da
funcao.

y=ax+b

» E uma reta que corta os eixos dos x e dos y, assim dependendo do x, 0 a se comporta de
uma forma e o b é constante que ajuda a definir a fungao.

=y =ax +b. O b é a constante, pois o a € modificado a cada x diferente.

= Ela é representada por uma reta no grafico no y quando uma fungdo nao possui a parte do

ax esta fungdo é uma reta paralela ao eixo dos x que € infinita.

R1 interpretou a velocidade média como uma relagdo entre tempo total e
. ~ . . . .V
espaco percorrido, mas nao deixou claro o que vai obter ao sugerir a razao 5

Interpretou velocidade instantdnea como uma variagdo muito brusca da velocidade

num intervalo de tempo desprezivel.
= Significa somar o tempo total e quantos quildmetros ele andou fazendo E pois 0 movel

nao apresenta a mesma velocidade em todos os momentos, entdo € uma média, um valor
aproximado.
» E como se fosse uma expressdo de velocidade, ou seja, um aumento ou decréscimo de

velocidade muito grande em um periodo de tempo muito pequeno, assim o tempo € desprezivel.

Participante R2

R2 apresentou uma idéia geométrica para fungcdo que depende da algébrica.
Definiu fungdo como um processo de obtengcdo de um grafico através de uma
férmula. A idéia de fungdo como um grafico parece predominar especificamente,
como graficos de fungéo polinomial de 1° e 2° graus. Possui idéia clara de dominio e
imagem.

» Fungao é a obtengéo de um grafico a partir de uma inequagéo qualquer.

= E um gréfico feito a partir de inequagdes de 1° e 2° grau.

= O dominio de uma fungao é o valor que x assumiria em uma funcdo que representara em

um resultado, imagem.

= f(x) representa uma fungdo variavel com uma incognita x.

O estudante citou um exemplo, no momento em que foi pedida a sentenca
que define a fungdo polinomial do 1° grau. Identificou o coeficiente angular e o

associou a velocidade de crescimento da fungéo.
»f(x)=x+1.
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= A representagdo sera uma reta cortando o eixo das abscissas no ponto (0, 1) e coordenadas
em (-1, 0).
= O termo (fator) que vem agregado a x e ndo importa o valor de x, ele sera sempre o mesmo.

» O angulo determina a velocidade de crescimento que a fungdo assume.
A velocidade média nao foi apresentada como razdo nem como meédia aritmética das
velocidades obtidas em intervalo de tempo.

= Significa calcular o espago que ele percorre em um determinado tempo.
A idéia de velocidade instantanea pareceu bastante clara.

» E a velocidade apontada por uma particula em um determinado instante.

Participante R3
A idéia de funcdo apresentada por R3 foi de uma relacdo entre grandezas
representada geometricamente ou algebricamente. A representagcdo algébrica foi

predominante em sua imagem. Possui idéia clara sobre dominio e imagem.

= Fungao é a representagao por graficos ou polindbmios da relagédo entre duas grandezas.

» Fungao lembra sentenga matematica que relaciona duas grandezas.

» Dominio € o conjunto de valores possiveis para X.

* Imagem é o conjunto de possiveis valores paray.

= A notagao representa que o valor do polindmio representado por f dependera diretamente

do valor de x.

O estudante mostrou conhecimento da fung¢ao polinomial do 1° grau. Fez a
interpretacédo correta dos parametros “a” e “b” na sentenga y = bx + a. Apresentou
idéia clara do coeficiente angular.

= f(x) = a + bx.

= Uma reta que corta o eixo das coordenadas (ordenadas) em a e cujo angulo de inclinagao
depende do valor de b.

= A reta da funcgédo terd angulo maior ou menor em relagdo ao eixo das abscissas de acordo

com o coeficiente angular.

R3 interpretou a velocidade média como variagao de espacgo percorrido num
intervalo de tempo. Ndo associou esta velocidade média a razdo entre espaco e
tempo nem a média aritmética das velocidades.

= Significa expressar a variagdo de espago dentro de um dado intervalo de tempo.
Apresentou a mesma interpretagao a velocidade instantanea.

» E a variagdo de espaco num intervalo de tempo que tende a zero.
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Anexo lll

Resultados das atividades propostas nas quatro etapas do curso

Apresentamos os resultados individuais das atividades desenvolvidas durante
o0 curso. Estas descricdes de resultados foram feitas separadamente para cada
participante. Faremos uma descricao resumida das respostas dadas aos exercicios
contidos nas atividades.

N&o nos preocupamos em registrar todas as respostas objetivas corretas,
pois, como ja dissemos, obedecem a um padrédo. Registramos todas as respostas
parcialmente corretas e n&o corretas, isso nos permitiu observar se o erro cometido

pode ou nao influenciar na formagao do conceito estudado.

Participante M1
Atividade - Ficha Il

M1 apresentou respostas satisfatorias aos trés exercicios desta atividade.

Atividades 1, 2 e 3 —Ficha lll

A aluna apresentou respostas satisfatérias aos exercicios das atividades 1, 2
e 3. No entanto, considerou, na atividade 1, que os reservatorios 1 e 2 variavam
uniformemente no meio do processo.
Respostas dadas a atividade 1:

Reservatario (1)

IO e €D =% Seia@enesr il - peD dnegia =D ot s e sy |

Reservatorio (2)

Aoy YWt o -3 Ande

Do T p o
T

Reservatorio {3)

NO LD MO i o g (s =2 itk e rda i

Reservatario (4)

Maeriirss o No Unell => .{\{'~1_J':c,‘;‘!.,--‘-."-r..-_ L L VD AA D Ve anle

Reservatorio (5)

AL (nto e bo el D Kb ouneads WD ot D 2wt it nbe

Reservatario (6)
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Esbogo dos graficos tragados na atividade 3.

(VTR TSR] K] o e Freaeaal=ria O

ot o R Y B HEE R L AT Tt malzd b =)
=

Atividades 1 e 2 - Ficha IV

Apresentou respostas satisfatorias aos exercicios das atividades 1 e 2.

Anotacgoes de Aula - Ficha V - Definicdo de taxa de variagao média.

A taxa de variagdo média de uma funcao fnointervalo [x,; xz] com x, < x,

€ _ )
o M) -E(u) A
Y, = MWV TR 2L
Mg - o4 A /
sendo Av= iz, Y- (ix Ve  Av= Xwrly

O coeficiente angular da reta s &:

I = T'\rs

B ]

g = 'f‘i}e;t - A
X

intervalo [x

Atividade - Ficha VI

M1 apresentou respostas satisfatérias a esta atividade. No item (1) utilizou a

média aritmética das taxas de variagdo média (7V, ) para determinar a variacdo

média das fungdes f, ¢ e A nointervalo [0;5].

| A variagan média d= | A vanagas madia de 0 variacde média de i e

iy a8 v 24 B4 . R
i . ra 2. I i, o

Referiu-se, no item (2), ao coeficiente angular como termo constante da reta.

Atividade — Ficha VI

M1 apresentou respostas satisfatorias aos dois primeiros itens e inverteu as

palavras ao completar as lacunas do item (c). Diz que em f, o nivel da agua sobe

cada vez mais rapido até a metade do reservatério e, depois, cada vez mais lento.
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Atividade - Ficha VI
A aluna apresentou respostas satisfatérias a maioria dos exercicios desta
atividade. Relacionamos, aqui, as respostas consideradas insatisfatérias:
1) e) Quando o grafico € uma linha reta, f(x)=x.
2)a) D(f)=R.
by {xeR/-3<x<6}
d) -1
3)a) =500t

c) 1 ano.

Ax
5) Cometeu uma distragéo e calculou a taxa de variagdo média através da razéo A_
Wy

Atividade - Ficha IX

M1 apresentou respostas satisfatérias a esta atividade.

Atividades - Ficha X

M1 ndo apresentou dificuldades em manipular o programa Graphmatica.
Depois de realizar as quatro atividades, foi pedido para responder a pergunta que se
encontrava no final da ficha, cujo objetivo era verificar o entendimento da nocéo de
retidao local e linearidade local.

M1 respondeu:

onSrr e anle aarree BEopben = i n Llsrmen, Copge ket

Atividades — Ficha XI

Na atividade 1, foi apresentada a seguinte pergunta: Quantos pontos em
comum podem ter uma reta tangente a um grafico e o proprio grafico?

M1 respondeu, inicialmente, que a reta tangente a um grafico o tocaria em,
pelo menos, um ponto.

ApOs utilizar o programa Graphmatica para tragar tangente a um grafico em
diversas situacbes e destacar quantos pontos os graficos teriam em comum,
pedimos a participante que respondesse novamente a pergunta feita na atividade 1
e a seguir fizesse consideragdes em relagéao a reta tangente a um grafico num ponto
X, .
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M1 manteve a mesma resposta dada a pergunta inicial e a seguir registrou:

A et O Ooralm B A TR | I'\."'l_. | ey i 1 Le dif
It penan o gpls snma gih@lEr  Digaesmian U O LD L e T
__,_;_-:__'__l,-l.'.-_-.-..--"-.'-I'.-pl'_..,__,,I;' he, O aEThetR AR sl i

Atividade — Ficha XIl — Anotagdes de aula. Principais idéias abordadas até o 6°
encontro.

Antes de relacionarmos, no quadro branco, as principais idéias trabalhadas
durante o curso, pedimos a cada participante para fazer uma relagdo prévia das
nogodes estudadas no verso da ficha.

M1 destacou:

- — Tl Ll L R = 2’ A r 'I.:- - i i
! 43 whel sy
i vy T ¥ -
(RS LA |_.l.!.-_|_. Sy "
s Rz o ST —
rra .
H o LI
w [ S To iy B 1
LA e ol R
1
- : .
-l LR B R a iR e L e
s
e (b ALY
" -
v [T T
A

Atividade - Ficha XIII

M1 resolveu satisfatoriamente os exercicios dessa atividade. Utilizando a
calculadora e uma folha para rascunho obtém, por aproximacdo, o valor da
velocidade instantdanea em ¢ =2s.

[t=188et=20100
[t=1,08el=20010

=BG et=320009
1.9990 et =20001 |

1
1

t=2 velonidads instanfanes v, =g,k 3|

A seguir, fez 0 mesmo calculo utilizando férmula conhecida do curso de

Fisica, como sugeriu o exercicio.

L =
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Atividade - Ficha XIV
M1 respondeu satisfatoriamente aos exercicios fazendo a associagao do
coeficiente angular da reta tangente tracada a curva com a velocidade instantédnea

no instante ¢ considerado.

Anotagées de aula — Ficha XV. Expressdo algébrica da taxa de variagao
instantanea.

Utilizando a expressao para o calculo da taxa de variagcdo média, a idéia de
retiddo local e o auxilio da sequéncia de imagens da segéo 2.2.3.5 foi apresentada

expressao algébrica para o calculo da taxa de variagéo instantanea.

3

Atividade — Ficha XVI

Passamos, nesta atividade, ao calculo da expressao da taxa de variagcéo
. N ~ - ~ Ay
instantdnea de algumas fungdes elementares, utilizando a razao et quando

Ax — 0.

Pedimos para cada aluno dar uma explicagdo geométrica a expressao
encontrada para 7TVida fungado constante (1) e justificar por que a expressao da 7Vi

da polinomial do 1° grau ja era prevista (2).

B9 i~ P = [ ir:g..-.-'.f I, F R - i ¥ Hr _{ L
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T @ vk b

(2) Ay T lrot &*"_—_i_--‘:‘ﬁ orlus +A X ) =5 R . i
ax X A N Fatt e
A =0 [ ===
D) peds, A € 0 Cc\)."-'-';f'..'-’s."""’ g o D W = O A R VR L el S o e o )
r y
pr L e 1 v hidasitm vy - _
(3) Funcao polinomial do 2° grau
T T S ol b Dk Rt g S R
Va ok — e
BT
VingmiflBn Al Lo R T = AT =
5 i T = 47 s
& (L
o L ry e - T . - o e Ll
| - 1
g, 1
(4) Funcgao polinomial do 3° grau
| ot das Ko +Ax L
A2 Abk gl ot et e e AR g
1 " - " l,-"h"-". e S E R
=i e [(Rgddn] s L
o — s e i e
A=) boX
Ty AR o4 bR ':1-_,-?:'/" b

3 o 5 i el |
i f-/ GHkR Ko 4 dEAK KT = O BTy os ot Qi) o BEyT
B
-

e

Fi
\
y s i} A 4 |
; ] . 2 v 4ol \ e}
.\\;t‘.' [ —u': + S ha 4 ui-ii\ Ko fo b O AK - ™ -
FL e e
ﬁ""* . “
- = ’ ¥
, “ 1 Pl e B ‘:—4‘{ :

& A R

ST W L e

2 iy,
Ldna bk dbrs =

ke |

Atividade - Ficha XVII
M1 n&o resolveu o item (c) imediatamente. Usou a férmula obtida para TVi

(2ax, +b) da funcédo polinomial do 2° grau.

5} PRy vk

a
iy

s 2. 2,8 = E.ff,.t P
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Anotacgoes de aula — Ficha XVIIl. O conceito de derivada.

Anotacgoes de aula — Ficha XIX. O conceito de fungdo derivada.

i fere et A A e

Relacionamos as formulas obtidas para o calculo da derivada de algumas
funcdes polinomiais. Apresentamos a regra para obter a expressao algébrica da
derivada de um monémio.

Atividades — Ficha XX
M1 respondeu satisfatoriamente aos exercicios (1), (2) e (4) da atividade 1(12

parte). No exercicio (3) , determinou corretamente a derivada em x,, mas em x, e

X, escreveu a expressao 3x+9.

Na atividade 2(22 parte), M1 resolveu satisfatoriamente aos exercicios (1), (2),

(4), (5) e (6). Utilizou corretamente as formulas para o calculo da derivada.
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O exercicio (2) foi resolvido sem usar o conceito de derivada. Utilizou as

férmulas para determinar as coordenadas do ponto extremo da parabola.

Cometeu erro no exercicio (3), pois fez o calculo como se a expressao

possuisse termo do 2° grau. N&o interpretou corretamente os resultados obtidos nos

exercicios (4), (5) e (6).
Solugdes dadas aos exercicios da atividade 2.

(1)

i ] .\ L0
g enx 4
. Resposta:
o P I iO wEsposta;
@ g
1 /
( { AII;?.')'
£
i
4 )
E =" %
(3) Solugao | ;
[ R A Ia 2 ey e
1 | *d
i A 4
trG 2" ] s = A4 3 ]
4y = M e (4D
T = ) & F =,
ol 2} < QK = gt
; ks = A a4 2
(4)
() s £
L {N_“:I = e
7 . F—f‘_l =

Pesposta: L5 ko)

A0 m /s
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(5) \ | T L

1 f.f lJ|-| 4 18
| '. J"! - N Fido: o T £ i
19 _;,-"' o — A~
ot
:fj lrm)] =4 =
5 gt =
LR 2o L B
(6) Vi) = 2 ot ebox
- E
7] & A5 2kt
NART 15 i +3
T o nk g . 44wy So 4384 Resposta:
] BT LI 2

Atividade — Ficha XXI — Exercicios para revisao.

M1 nao realizou esta atividade. Faltou.

Participante M2
Atividade - Ficha ll

M2 apresentou respostas satisfatérias aos trés exercicios desta atividade.

Atividades 1, 2 e 3 —Ficha lll

A aluna apresentou respostas satisfatorias aos exercicios das atividades 1, 2 e 3.

Respostas dadas a atividade 1.

Reservatario (1)

Reservatorio (2)

Reservatdrio (3)

Reservalorio (4)

Reservatério (5)

Reservatorio (8)

LA

Resposta; _

L
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Esbogos dos graficos da atividade 3.

Sazprvekinis (1) Hesereatine. {2 Masereating (1
T +
Taservaliio 4) Herwalt i 151 TenereadAro (B

Atividades 1 e 2 - Ficha IV

Apresentou respostas satisfatorias aos exercicios das atividades 1 e 2.

Anotacgoes de aula — Ficha V. Definigdo de taxa de variagdo média.
A taxa de variagdo média de uma fungao fno intervalo [x,; ] com x, <x;
IV, = :I = B
sendo Ay =Adts)-Sixg)-Jin,) © dx= Wiy

O coeficiente angular da reta s &:

Ay

= o —= = ey

intervalo [x,: x; ]

Atividade - Ficha VI
M2 apresentou respostas satisfatérias a esta atividade. No item (1) utilizou a

media aritmética das 7V, obtidas para determinar a variacdo media da fung&o no
intervalo [0; 5] . A vanacao média de | A vimiagio média de A variacao mecdi de 2
! .
i b ¥

Atividade — Ficha VI

M2 apresentou respostas satisfatérias a esta atividade.

Atividade - Ficha Vi
A aluna apresentou respostas satisfatorias a todos os exercicios.
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Atividade — Ficha IX

M2 apresentou respostas satisfatérias a todos os exercicios.

Atividades - Ficha X

M2 nao apresentou dificuldades em manipular o programa Graphmatica.
Depois de realizar as quatro atividades, foi pedido para responder a pergunta que se
encontrava no final da ficha, cujo objetivo era verificar o entendimento da nocéo de
retidao local e linearidade local.

M2 respondeu:

Atividades — Ficha XI

Na atividade 1, foi apresentada a seguinte pergunta: Quantos pontos em
comum podem ter uma reta tangente a um grafico e o proprio grafico?

M2 respondeu inicialmente que a reta tangente a um grafico o tocaria em
infinitos pontos.

Apos utilizar o programa Graphmatica para tragar tangente a um grafico em
diversas situagbes e destacar quantos pontos os graficos teriam em comum,
pedimos a participante que respondesse novamente a pergunta feita na atividade 1
e a seguir fizesse consideragdes em relacao a reta tangente a um grafico num ponto
X, -

M2 modificou a resposta dada a pergunta inicial. Respondeu que a reta

tangente ao grafico o tocaria em pelo menos um ponto e a seguir registrou:
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Anotacgoes de aula — Ficha XIl. Principais idéias abordadas até o 6° encontro.
Antes de relacionarmos, no quadro branco, as principais idéias trabalhadas

durante o curso, pedimos a cada participante para fazer uma relagao prévia das
noc¢des estudadas no verso da ficha.

M2 destacou:

Atividade — Ficha XIil

A aluna resolveu satisfatoriamente os exercicios desta atividade. Utilizando a

calculadora e uma folha para rascunho obtém, por aproximacdo, o valor da
velocidade instantdanea em ¢ =2s.

[t=1,98 et=20100
[t=1,99et=20010 3 87
[t=1.99% e 1 = 2,0008 et
,8999 e t = 2,0001 T

&
L
L

Y P

=k |k

4
1L

t=2 ‘ velocidade instantanea v, = 2 /2 ‘

A seguir fez 0 mesmo calculo utilizando formula conhecida do curso de Fisica,

COMO sugeriu 0 exercicio.

".III.:::i- {- e |I S \"\."I= \..?J .:I = I:-: 3 5
W
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Atividade - Ficha XIV
A aluna respondeu satisfatoriamente aos exercicios fazendo a associagédo do
coeficiente angular da reta tangente tracada a curva com a velocidade instantédnea

no instante ¢ considerado.

Anotagées de aula — Ficha XV. Expressdo algébrica da taxa de variagao
instantanea.

Utilizando a expressao para o calculo da taxa de variagcdo média, a idéia de
retidao local e o auxilio da sequéncia de imagens da sec¢do 2.2.3.5, apresentamos a

expressao algébrica para o calculo da taxa de variagéo instantanea.

Atividade — Ficha XVI

Passamos, nesta atividade ao calculo da expressao da taxa de variacéo

. " ~ - . A
instantdnea de algumas fung¢des elementares, utilizando a razéo Ey quando

Ax > 0.
Pedimos para cada aluno dar uma explicagdo geomeétrica para a expressao
encontrada para 7Vida fungédo constante (1) e justificar por que a expressao da 7Vi

da polinomial do 1° grau ja era prevista (2).
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Ay ol w = Tice [ g [t A e e R '-.j'-i- W1CWE Y Cx

A aluna ndo obteve as expressodes nos itens (3) e (4).

Atividade — Ficha XVII

M2 né&o participou desta atividade.

Anotacgoes de aula — Ficha XVIII. O conceito de derivada.

M2 né&o participou desta atividade.

Anotacgoes de aula — Ficha XIX . O conceito de fungéo derivada.

M2 pediu explicagdes em relacdo ao assunto abordado nas atividades
anteriores. Nao fez registro dos contra-exemplos apresentados para fungdes que

n&o possuem derivada num ponto x, do dominio.

Relacionamos as formulas obtidas para o calculo da derivada de algumas
fungdes polinomiais. Apresentamos a regra para obter a expressao algébrica da

derivada de um monémio.
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Atividades — Ficha XX

M2 resolveu satisfatoriamente todos os exercicios da atividade 1(12 parte).
Utilizou corretamente a notagao f'(x,).

Na atividade 2 (22 parte), M2 resolveu satisfatoriamente os exercicios (4) e (6)
utilizando oportunamente as formulas para o calculo da derivada. No entanto, ndo
interpretou corretamente os resultados obtidos nesses exercicios.

Apesar de escrever as relagdes corretas, ndo consegue responder o0 exercicio

(1).

Solugdes dadas aos exercicios da atividade 2.

(1)

O exercicio (2) foi resolvido sem usar o conceito de derivada. Utilizou formula

para determinar o ponto extremo da parabola.

e - . - -
[CEE L1 B | R AR T T

No exercicio (3), utilizou a regra de derivacdo (de mondémio) apenas na

primeira parcela do polinémio.
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(4)

Resposta: 29 re@rds

Na questdao (5), determinou corretamente o coeficiente angular da reta

tangente, mas cometeu erro ao determinar a equagao.

Salucda

Raepostal _w- &
(6)

Fieposta; 2% Lodros oo Qe tiadeden

Atividade — Ficha XXI — Exercicios para revisao.

M2 encaminhou satisfatoriamente os trés exercicios da atividade. No entanto,

. ~ - A . ~
no exercicio (3) ndo usou a razio Ey quando Ax — 0 para determinar a expressao

-1

de A'(x). Determinou h'(x) fazendo /(x) :l =x~ e a seguir aplicou a regra utilizada
X

para determinar a derivada do monémio.
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(1) Comete um erro ao efetuar a diferenca 3,0/ -3=0,01.

(2)

Participante M3

Atividade — Ficha ll

M3 apresentou respostas satisfatérias aos trés exercicios desta atividade.

Atividades 1,2 e 3 - Ficha lll
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A aluna apresentou respostas satisfatorias aos exercicios das atividades 1, 2
e 3.

Respostas dadas a atividade 1:

Reservatinn (1)

LSt w3 ANy

Reservaténo (2

ot arait i

Resarvatdnio (&)

Sidtem 5 Deboerer-ta

.
ol

Reservatong (8)

i By~ b , T Aaaims =T KT e ke T g e e e TR

Esbogo dos graficos da atividade 3.

Recaryating (1) Alegsnsalonio (21 :!Iest-l'.'dhkli: 3

I_teae'-'ul.ul ol I:-!t:!wr.il_'.'iu 151 f{ll!:l:-"-.]l.('lrk; fi=R

Atividades 1 e 2 - Ficha IV

A aluna apresentou respostas satisfatorias aos exercicios das atividades 1 e

Anotacgoes de aula — Ficha V — Definicao de taxa de variagdo média.
A taxa de variagdo meédia de uma funcéo f no intervalo [x ,; xy]com x, < x;

sendo Ay= L{zal- f(=e) g Ar= =
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O coeficiente angular da reta s &
G= oy e = 2o = T

intervalo [x ;; x;]

Atividade - Ficha VI
M3 apresentou respostas satisfatérias a esta atividade. No item (1), utilizou a

m

média aritmética das TV, obtidas para determinar a variagdo média das fungdes g

e h nointervalo [0,5] . Respondeu, equivocadamente, que a 7V, de [ é i.

m

A yaringac mcdio e | & vanEcio o Solia de | & variagao micdia de i &

;'- & 4 & E _-

(£

—_—

Associou essa taxa de variagdo ao coeficiente angular da reta que representa
a fungao no item (2).

Atividade — Ficha VI

M3 apresentou respostas satisfatérias a essa atividade.

Atividade — Ficha VIiI

A aluna apresentou respostas satisfatérias a todos os exercicios dessa
atividade.

Atividade — Ficha IX

M3 apresentou respostas satisfatérias a essa atividade.

Atividades - Ficha X
M3 ndo apresentou dificuldades em manipular o programa Graphmatica.

Depois de realizar as quatro atividades, foi pedido para responder a pergunta que se
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encontrava no final da ficha, cujo objetivo era verificar o entendimento da nocéo de
retidao local e linearidade local.

M3 respondeu:

Atividade - Ficha XI

Na atividade 1, foi apresentada a seguinte pergunta: Quantos pontos em
comum podem ter uma reta tangente a um grafico e o proprio grafico?

M3 respondeu inicialmente que a reta tangente a um grafico o tocaria em pelo
menos um ponto.

Apos utilizar o programa Graphmatica para tragar tangente a um grafico em
diversas situagbes e destacar quantos pontos os graficos teriam em comum,
pedimos a participante que respondesse novamente a pergunta feita na atividade 1
e a seguir fizesse consideragdes em relagcao a reta tangente a um grafico num ponto

X, .

M3 manteve a mesma resposta dada a pergunta inicial e a seguir registrou:

Atividade — Ficha XIl — Anotagdes de aula. Principais idéias abordadas até a 6°
aula.
Antes de relacionarmos as principais idéias trabalhadas durante o curso, no

quadro branco, pedimos a cada participante para fazer uma relacdo prévia das
nogdes estudadas no verso da ficha.
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M3 destacou:
L L

. . Pt s
Tl I ey 1T ] i A

Do i

Atividade - Ficha XIil
A aluna resolveu satisfatoriamente os exercicios desta atividade. Utilizando a
calculadora e uma folha para rascunho obtém, por aproximacdo, o valor da

velocidade instantanea em ¢ =2s.

t=198et= 20100 oA e

I=188al=20010 SR fen

t=1990 el = 2,0008 e e o

[=18889 et = 20001 B in

E=2 - | velotidade instanténsa v, = ;:.ﬁ,-.f-_a,_}g vl

A seguir fez o mesmo calculo utilizando férmula conhecida do curso de Fisica,

COMO sugeriu 0 exercicio.

e

Atividade - Ficha XIV
M3 respondeu satisfatoriamente aos exercicios fazendo a associagao do
coeficiente angular da reta tangente tracada a curva com a velocidade instantanea

no instante ¢ considerado.

Ficha XV - Anotacoées de aula. Expressao algébrica da taxa de variagao

instantanea.
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Utilizando a expressao para o calculo da taxa de variagcdo média, a idéia de
retidao local e o auxilio da sequéncia de imagens da secéo 2.2.3.5, foi apresentada
a expressao algeébrica para o calculo da taxa de variagao instantanea.

Atividade — Ficha XVI

Passamos, nesta atividade ao calculo da expressao da taxa de variacao

. " ~ - ~ A
instantdnea de algumas fungdes elementares, utilizando a razéo Ey quando

Ax — 0.

Pedimos para cada aluno dar uma explicagdo geométrica a expressao

encontrada relativa a TVida fungédo constante (1) e justificar porque a expressao da
TVi da polinomial do 1° grau ja era prevista (2).

() S e iy e Sl .
i =—= b 2
W L1
o — 0
)
. %/
A 4 B CpredlD AL Sl DIy ipeenibane (bor 2 244l alEn dy 2 B
Az e o N ) Abreetanl L i O Ty e A =
£
(2) B faeess) 3R . o (xesandib = omes ot B
A x5 & b Lo
i —s 1)
LR O Ouss Cord : les 4 ¥ = o S | e
'
g few di 1 o g AT T L g ey ot b O xoe |
$onte by con. coran ol AN e oeddin (TVrm) ~ o~ =3 ) Nzl
2 |
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(3) Funcéao polinomial do 2° grau:

: il e -
AT =B maE o Dowa i .L‘-.‘:"} IR TR - .l_:-_—l._l_l:'\- X
B
|
= e s B . & L - e = Wy
- B e e~ T Sy P S A = e T 1 e L, [ B
o L=
- s - - e i 1, "
wA 4 b K| daTees |
’ »
= =4
" poml
i e a1 e vl |
~ . . o )
(4) Funcgéao polinomial do 3° grau:
& . o 1 i o 1
i SO i St 5 M ok o e o s B VIR
AN e P %)
Jor x|
5 "—_i_ T Mol R LY e T I o o T L) I:'r L= R R - [
™ F - i
- L] . - - . = - El -
e el bl st M e e T
o <] il
T e el g o FL0 e ¥
omdte= O o A =Topst R ol ¢ Bl i, e YT
T : =3
FL
, 2 _ _ife 3 #
q ] ,,Jl\..-l."l = A "-.-r'—-\.'_'h __.:" L] o
= =t L% " —
£ i aat gt e P ot T R AP TR
| - TR

Atividade - Ficha XVII
M3 néo resolveu o item (c) imediatamente. Usou a férmula obtida para 7Vi

(2ax, +b) da fungéo polinomial do 2° grau.

— — — " -
. 1 ] ¥
gl ol 5 S, b2 P TP R A Ve ﬁ
- ]
I- u i~
Boimtonm, L aT g e ez mo2edoon oelMooosilred

(L ok N s Pparrode Cardileion o parEe A, A8 deeelels . 1
. i - i ha PACALEGEAE, L e e b i catk AL imey g L A
= L = e R : i n
M o o BN A, e 2 Yo rrdg Aw o
B = 4 _\. ;.: o ‘__,l B k-, ol = TR .E. (3o} ged A =
o A
T 3 - . N i
Wi I = {‘ {= X L T e = T eI o o
e e {

L T
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Ficha XIX — Anotago6es de aula. O conceito de fungéo derivada.

i

et AR,
il r ey il R - L i § T i i T T
T gt i g < o s .
¥ pofimc ) — |;_ = -'_ — .! ‘.: 8 l'!l o ot e L.~ O
Pt
R i o " e d.  pmlleaaFo i b - E AT L s, e
[ w i ChESG . T T 1 ool i
4 - - i, '- U A - i L._ i
; x " = = =Y I
Oy =1 R
] ¥
] ] o, 4o by -
Apresentar confra-exemplos X
b s k =, i Y -
< i 1 i
] q B
5, A ptre [ -
i b Lr o s %Y e ;- x e
|
i £ T LA = L2 =
w R ]
- ¥ L —
e
i ! i e =1
RO = -
LK R =

Relacionamos as formulas obtidas para o calculo da derivada de algumas
funcdes polinomiais. Apresentamos a regra para obter a expressao algébrica da

derivada de um monémio.

Atividades - Ficha XX
M3 respondeu satisfatoriamente a todos os exercicios da atividade 1(1? parte)
e da atividade 2 (22 parte).

Solugdes dadas aos exercicios da atividade 2.

(1) N
PP f g - N e P
etk _!_.x L :T'-]_ __\u :f'_,'
Salugdo
:.-!' a1 .5.'(1 1‘"]-. 15 b s et
S =

; : .
SE1s a-n-1

SN NG 4L

. S

547 = W0 enla ) Resposta: Wi (4)2 40 cwla
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(2) Utilizou o conceito de derivada para solucionar o exercicio.

Salucaon fﬂ_a, Vi® O Spedrele Whimeg s W md |
{("-‘1 s _m-\..-_ﬂ + s o _;-.._I_{:_.-—-L N 1
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Atividade — Ficha XXI — Exercicios para revisao.
M3 resolveu corretamente os trés exercicios desta atividade. Utilizou a razao

&, quando Ax —» 0 adequadamente para determinar a expressao de 4'(x).

1) A oy e
( : v  aaal ace
= £ - £ — W = A = - 1 pa T L s T
ey W= 4SS - 53,0 i - & ,3_'3.-_'5'_ S Wens A e T Bk o
';.i: e Lt e o - A A
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r Efam e RE-R 2B® 2 HEy QS o I =
-
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Participante M4

Atividade — Ficha Il

M4 apresentou respostas satisfatorias aos trés exercicios desta atividade.

Atividades 1, 2 e 3 —Ficha lll

A aluna apresentou respostas satisfatorias aos exercicios das atividades 1, 2
e 3.

Respostas dadas a atividade 1:
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Rasareaiorio (1)

il = g e - I - -
W vt g gl Al ot buin aaoes edsbdaraeadl of) Gl mea el g
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Esbocgo dos graficos da atividade 3.
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Atividades 1 e 2 - Ficha IV

M4 apresentou respostas satisfatérias aos exercicios das atividades 1 e 2.

Ficha V — Anotagdes de aula. Definicdo de taxa de variagao média.

M4 fez registro incompleto em relagéo ao coeficiente angular de s.

Escreveu: a = tangente de « .

A taxa de variagdo média de uma fungao f no intervalo [x,; x;] com &, <X,

8 S Al v
V. = Elngld lny) _ = .
m e —— "
[a%'s
g Ty

senda Ay = 7] "-’-rv‘-;:-__?:’.x Qs v €& Ar= yivsoma de X

O coeficiente angular da reta s &

q= lewaanle ol =<

intervala [x; x,]
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Atividade - Ficha VI

M4 apresentou respostas satisfatérias a esta atividade. No item (1), utilizou a
meédia aritmética das 7V, obtidas para determinar a variagdo média da fung&o no
intervalo /0;5] . Calculou, equivocadamente, a taxa de variagdo média da funcéo g

no intervalo /1; 5] .

o5, - d— ) - A1,
e ot =L N .
158/ 48 o e A
o L * % AwankgEu msliade | Avanagae moade | Sovaagiu nddia de s
- \ I r T 1
L L 3|5 Sl ok ynde L T
= _a 4 ~ T | |
S Iz 1y~

Referiu-se, no item (2), ao coeficiente angular como valor da reta.

Atividade — Ficha VIl

M4 apresentou respostas satisfatérias a essa atividade.

Atividade - Ficha VIii

A aluna nao participou dessa atividade. Faltou.

Atividade - Ficha IX

M4 apresentou respostas satisfatérias a essa atividade.

Atividades — Ficha X

M4 ndo apresentou dificuldades em manipular o programa Graphmatica.
Depois de realizar as quatro atividades, foi pedido para responder a pergunta que se
encontrava no final da ficha, cujo objetivo era verificar o entendimento da nocéo de
retidao local e linearidade local.

M4 respondeu:

s - 1l ot — o e a 1 +
J.L.l‘:].'.rl"-'i.l-- Gt mn R LA, o W TG I.-I-"-"' -*':.':n-'--: .'-i'_.'n,.E' ':-'.-L:-i-l'-'-' B o -

it [ & 'l.ﬂ"": rh":-rac'r!x!

a0 '.:'_I;.’I'l il ke ."""-'-: ey L b "-"l_|'=1-|.-_|""|_l_| "l-"-l,.'.l-
L ]

Atividade - Ficha Xl

Na atividade 1, foi apresentada a seguinte pergunta: Quantos pontos em

comum podem ter uma reta tangente a um grafico e o proprio grafico?
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M4 respondeu, inicialmente, que a reta tangente a um grafico o tocaria em
infinitos pontos.

Apos utilizar o programa Graphmatica para tragar tangente a um grafico em
diversas situagbes e destacar quantos pontos os graficos teriam em comum,
pedimos a participante que respondesse novamente a pergunta feita na atividade 1
e a seguir fizesse consideragdes em relacao a reta tangente a um grafico num ponto
X, .

M4 modificou a resposta dada a pergunta inicial. Respondeu que a reta

tangente ao grafico o tocaria em, pelo menos, um ponto e a seguir registrou:

Atividade — Ficha XIl — Anotagdes de aula. Principais idéias abordadas até o 6°
encontro.

Antes de relacionarmos as principais idéias trabalhadas durante o curso, no
quadro branco, pedimos a cada participante para fazer uma relagdo prévia das
nogdes estudadas no verso da ficha.

M4 destacou apenas:

=

| BT
LIPS S T T _;_'irji:

B i,
rn."_.ll I'l'-h-'?:\-:L-? i

£a - / |t
WA oo e creciina bo | dn eSctmenhy g ftehi,
: y

i ety AL, D6 iy 62 BUHET
i

Atividade - Ficha XIil
M4 resolveu satisfatoriamente os exercicios desta atividade. Utilizando a
calculadora e uma folha para rascunho obteve, por aproximagao, o valor da

velocidade instantanea em ¢ =2s.

t=1593ei=20100 ki)

t=195=1=20010 1435

1= 1985 ei= 20002 3,594 %

t= 16588 e | = 20001 F

t=2 velogidade instantanes v, — i/
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A seguir fez 0 mesmo calculo utilizando formula conhecida do curso de Fisica,

COMO sugeriu o exercicio.

Fr = dn ! &

Atividade - Ficha XIV
A aluna respondeu satisfatoriamente aos exercicios fazendo a associagao
correta do coeficiente angular da reta tangente tracada a curva com a velocidade

instantanea no instante ¢ considerado.

Ficha XV - Anotacdées de aula. Expressdo algébrica da taxa de variagao
instantanea.

Utilizando a expressao para o calculo da taxa de variagao média, a idéia de
retiddo local e o auxilio da sequéncia de imagens da segéo 2.2.6 apresentamos a

expressao algébrica para o calculo da taxa de variagao instantanea.

i ; q
r'-.lah.-, 1 -':‘h:,-' B i'!'x_c_w| -4 [tq |
L o ’
i Lz = W4
= A - 2 P g g W R 15
'ﬁ“"..}-. i - ‘I'{ ‘i ‘."_‘JJJ:’II A 1-.:'.-] = 4= g '?‘_" ! =&
o e R =i A
PaR = Aot
WA, 7 - T{_; &
. G
b [ | allap v | Aty e Fa e el eSS Paf i M
v F oo, + Ax | ”"}l Cof Al -’--""J-.“'-T LA iT.lC\, it i
¥ s Zis
"
iy : 1 \ f el line panitt
oo g Ay Paeba -2 ) o WV =2 -yq.dfw_d.-;:.
e “Adu i e oy ks P Tyt A ALY,
Trdez o Wk O 12 i x ':-\/-k'a-'._,t.nr.n'lxb 5 = -
i v i - 1.
= L Thandnis & vt
= v By /f
AR & —

Atividade — Ficha XVI

Passamos, nesta atividade, ao calculo da expressao da taxa de variagcéo
. N ~ - ~ Ay
instantdnea de algumas fungdes elementares, utilizando a razao e quando
Ax — 0.
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Pedimos que cada aluno desse uma explicagdo geomeétrica para a expressao

encontrada para TVida fungédo constante (1) e que justificasse porque a expresséo

da TVi da polinomial do 1° grau ja era prevista (2).
Ay i‘{'zuﬁa’_\.-x}‘4"frﬁ‘a) K-K =0 -0=Tv

e Ao A\ e

Ax >0

1

DRYE OFT S e e
i

z e = 1 e
W ey coeiida B et R AR

T =P oy e . S S

(2)

Ay —= 0

k. =l ; LR |
DOAG B wera. L v cias e R s BRI e )
) 1] L9 P

- ¢ P
e i, s ke e S Dpapnsinds obne L R o '_i-.i_ i
) -

(3) Funcao polinomial do 2° grau

g
1
11
R |
(Rl -2 =3 s e : iy
s
&t |
~ . . o
(4) Funcgao polinomial do 3° grau
T _'_".' = f i Lo £
i S
hae
ax ri
e AL LA S R SR e a ik TroE, el
T e g e e e ot g e o £ n (-3 g ™
1L ¥ e i Setgl B 1 LAl ]+ 2, Fa B L fmn ) .l- e oF R N R R ¢ i
- ) R AL i C gy
e, T Aai e+ 3, Lo Tl BCARY g - = T s el sl —
’ .!. 4'
\ﬂ'
g 3y O I | S
- | FE o ";' 4 b
] ":-|.- 1 '.:..' . b =LA "'c.-\. =
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Atividade — Ficha XVII

M4 n&o resolveu o item (c) imediatamente. Usa a formula obtida para

(2ax, + b ) da fungéo polinomial do 2° grau.

Ficha XVIIl — Anotago6es de aula. O conceito de derivada.

. L L, L Sy N0 G0 cohdo colreEpEan -
& dpvade de vma PONGED seArud: e [P0 SRRLME ¢
AER LG ] - .-|bj|"-‘"'|'l-lf.l:|'|!|'_f"r-’\ .-_[_-:’_4 .'\'»J;-\”:jfg_g A D }!_}:)_r-_l |i_‘.l Mo o
COn s cfL velpwggn  NOTRAARE
fp i & 4

Y

3 p ! e Al b = . -
Ay dlas vde -] TV =& (%) quesweto Ao =0 .

Ao

Ficha XIX — Anotago6es de aula. O conceito de fungéo derivada.
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{lx)=le = £ ) =0 Sl ey brr e —> (i) dane th
1 e A o ) =k § 3 o L,
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TVi

M4 néo fez registro dos contra-exemplos apresentados para fungdes que nao

possuem derivada num ponto x, do dominio.

Relacionamos as formulas obtidas para o calculo da derivada de algumas

fungdes polinomiais. Apresentamos a regra para obter a expressao algébrica da

derivada de um monémio.
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Atividades — Ficha XX

M4 apresentou respostas satisfatérias aos exercicios (1), (2) e (4) da atividade
1(12 parte). No exercicio (3), determinou corretamente a derivada em x,, mas em x,
e x, escreveu f'(x;)=6 e f'(x,)=6.

Na atividade 2(22 parte), M4 procurou auxilio para a resolugéo dos exercicios.
ApoOs uma revisdao dos conceitos e, a seguir, das expressdes algébricas, passou a
utilizar as formulas para obter as derivadas dos polindbmios. Apresentou solugcdes
corretas a maioria dos exercicios, no entanto algumas das respostas revelaram,
ainda, alguma confusdo em relagdo ao conceito estudado.

Respostas dadas aos exercicios:

1 EiE
( ) T & | . _'.-' Sl
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Fid s 355 474
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Wik 18473
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d oo
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13513 = 3% Resposta: ik

Atividade — Ficha XXI — Exercicios de revisao.

M4 resolve satisfatoriamente o exercicio (1) e no exercicio (2) repete o
mesma notagao (errada) para representar a equagao da reta, apesar da corregao

feita no exercicio anterior (Ficha XX — 5). O exercicio (3) foi resolvido sob orientagao.

-_'.__._.l|
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Participante R1
Atividade - Ficha Il
R1 apresentou respostas satisfatorias apenas aos exercicios (1) e (3). No

exercicio (2), marca incorretamente a letra (a).

Atividades 1, 2 e 3 —Ficha lll

O aluno respondeu corretamente a maioria dos exercicios das atividades 1, 2
e 3. Considera, na atividade 1, que o reservatério (2) varia uniformemente no meio
do processo. Na atividade 2, pareceu ndo aceitar a representagao grafica
apresentada para a variagao da altura nos potes (4), (5) e (6).

Respostas dadas a atividade 1.

l—iesfr vatario (1) Id’mw"’& .n'. " )
Fidect- W; '.r?‘.,_-,;‘, mfﬂw"‘m; ‘e].;m & T f Fiin, AR
aim f““’ 2o | o, -
Rr,q crvalanio (2} 5
sz fd?jgiﬂ'&‘i ,ff e 4o hi{,%'mf,mmﬂ A S «*ﬁf@f&ﬂdfﬂjﬂf{'
Resareatornio (33

Aniie | Wpgor | Tann, — a'mﬂ(f;#wﬂwxﬂif_'

F!A:.ar!.ﬂr“rln [EN]
Inigacel o - %fﬁdﬁmi/_m& -Sinirmmly

Rr—-DFr'- ﬁtr:ur' 0 {5

Jmmm ﬁwﬁﬂm Vst - i clevmaml
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oo s
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Esbocgo dos graficos da atividade 3.

Resaaramzana (1} Fearcranttrs (21 arecdnc
3 -

;L

Hraareatério (41 Hesonali u‘_-«. Fazzerualinia '_’.'-' e

J g

P '/-"'
T

- - T —F
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Atividades 1 e 2 — Ficha IV
R1 apresentou resultado parcialmente satisfatério aos exercicios das

atividades 1.

Mate qua, noctlefvale F0007, & Tungho varicu f’,’fu-ui-:!ada: no ‘ntendaln
J1:27, el varinn 2 F unidadas; & no intervalo J2027, vanad _j.:'; Linicades.

Em geral .chamamos de faxg de variagdo media [TV, 7 de uma fungas ¢,
num interdale de sew dominio, o quocientk2 enbe o wariagho (S h o ffwo e a8
variacao | Ac ) da varnosel x nessa irtareals

Ficha V — Anotagdes de aula.Definicdo de taxa de variagao média.
A taxa de variacdo média de uma fungao fno intervalo [x | x;] com x, <xg
TV, = f{ {‘/Z”iﬁ/"i’/ .
s Ky A4
sendo L‘._L'=/./:I/».'i,_-/l-'/ﬁ)’t‘§;j e Ax=_£ -,

O coeficiente angular da reta s &:
u = g - A _ T
A&

intervalo [x,; x5

Atividade - Ficha VI
R1 n&o apresentou respostas satisfatorias a todos os itens desta atividade.

Calculou corretamente a taxa de variagdo média nos intervalos parciais, porém,

determinou, de forma equivocada, as velocidades médias das fungdes f,g e & no

intervalo [0,5] .

T o awa  oe vanagdo|Taxa de  varagao| T e vanache média
imtervalo il by e mécia de di
Ty = ) o = X% hiy — 2}
7] |
iy = ] ';ﬁ” | ﬁ_f’ |
o = F I = i
37 - |
il = &5 & |
ind] - E &
[ =z & e
[ Ay Aovariaghe media de | A variagao media de § o
L g o_§ | 2
g =

Assim, no intervalo /[0; 5] apresentou para a funcdo g, 7V, =%=§ e
para a fungdo i TV, _16=2_14
5-0 5
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Referiu-se, no item (2), ao coeficiente angular como constante da reta.

Atividade — Ficha VIl

R1 apresentou respostas satisfatorias a esta atividade.

Atividade - Ficha VIl
O aluno apresentou algumas respostas incorretas aos exercicios desta

atividade.
(1) - (f) r ,{W#ﬁ'ﬁ“,ﬁﬁg“r .1.’-2'/0?'.”':,_' S ':":/!.f.l' 5 | I.'II A 'f.r; A T A
jdt = f—;’ / {f/““")f’ v
|'llI i'r* i ?' '9‘ 'ri',_'-' .E -
;" 5’_.‘ r":{ (f/_’ / ?f)ﬁj
L - j

& 4 7
i .r,_,"”

3)a) V(t) =500t b)  3000]| 6 R$ 500 a.m..

000| 500

| . ~
Observamos que ao calcular a razao Ey num intervalo [x,, x,/, ndo se

preocupou com a ordem das imagens y, = f(x,) e y, = f(x,) para obter a variacdo

aya) da-rl-f AL-Ag-Al [3]

b) Fao A 2] 72]
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Atividade - Ficha IX

R1 respondeu satisfatoriamente a essa atividade.
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Atividades - Ficha X

R1 néo apresentou dificuldades em manipular o programa Graphmatica.
Depois de realizar as quatro atividades, foi pedido que respondessem a pergunta
que se encontrava no final da ficha, cujo objetivo era verificar o entendimento da
nogao de retidao local e linearidade local.

R1 respondeu:

/ -
i gﬂg; m;,f.;;ﬂf,,{m x.-@z Jf_e’,_.ﬂﬂ._,ﬁé( fuasie
2 H ,&@ ,wffgéauffﬂmfm
M&‘?:ﬁsﬂ é&&m&fvaw Vil & (PG Srimink
&'l

w-:’ fépff";f‘;m:}_ -"‘”"é-’ f{i{#.l{ig f}:i%

w“«s}"m =) WM*?F” -*v”w*’}"”ff“’ viae g tiA £ Ju}fﬁ*ﬁ“ 9t
ftl‘!ﬁfﬁﬂ;&]iﬂi

Atividade - Ficha XI

Na atividade 1 foi apresentada a seguinte pergunta: Quantos pontos em
comum podem ter uma reta tangente a um grafico e o proprio grafico?

R1 respondeu inicialmente que a reta tangente a um grafico o tocaria em um
unico ponto.

Apos utilizar o programa Graphmatica para tragar tangente a um grafico em
diversas situagbes e destacar quantos pontos os graficos teriam em comum,
pedimos a participante que respondesse novamente a pergunta feita na atividade 1
e a seguir fizesse consideragdes em relagcao a reta tangente a um grafico num ponto
X, .

R1 modificou a resposta dada a pergunta inicial. Respondeu marcando todos
os itens, ou seja, que a reta tangente poderia tocar o grafico em um, dois, pelo

menos um e infinitos pontos, a seguir registrou:

Jw_.aﬂ@,&r_ﬁh “_ x.i-:.,wsl,mx faj,}fﬂfﬂ.“}, \.szr a4 fm{fa.rlc oy

f“’ff.,mir £ - Agar f?#f’gf L é«.ﬁ ;rf{re_ _
—r—:'ﬁ’h ﬁ%-‘ﬁvﬁ?’#‘r pr ﬂ*”fFF#ﬂ L_,.q,{n '.- / f | mjfﬁfz«' JE=
ryrmﬁ s

Atividade — Ficha XIl — Anotagdes de aula. Principais idéias abordadas até o 6°

encontro.
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Antes de relacionarmos as principais idéias trabalhadas durante o curso, no

quadro branco, pedimos a cada participante para fazer uma
noc¢des estudadas no verso da ficha.

R1 destacou:
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Atividade — Ficha XIil

relagdo prévia das

R1 resolveu satisfatoriamente os exercicios dessa atividade. Utilizando a

calculadora e uma folha para rascunho obtém, por aproximagao, o valor da

velocidade instantanea em ¢ =2s.

1= 1,08 et=20100 iaF
[1=1,89et=2,0010 | T
t=1,000 et =2,0008 i a2
t=1,8998 e 1= 20001 ;ﬁ Fg T7

t=2 velocidads instantanea ¢, — g

A seguir, fez o mesmo calculo utilizando férmula conhecida do curso de

Fisica, como sugeriu o exercicio.

17 ey
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Atividade - Ficha XIV

O aluno nao encontrou dificuldades em manipular o programa para realizar
atividade proposta. Respondeu satisfatoriamente aos exercicios fazendo a
associagao do coeficiente angular da reta tangente tracada a curva com a

velocidade instantanea no instante ¢ considerado.

Ficha XV - Anotacoées de aula. Expressao algébrica da taxa de variagao
instantanea.

Utilizando a expressao para o calculo da taxa de variacdo média, a idéia de
retidao local e o auxilio da sequéncia de imagens da seg¢ao 2.2.6 foi apresentada a

expressao algébrica para o calculo da taxa de variagcéo instantanea.
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Atividade — Ficha XVI

Passamos, nessa atividade, ao calculo da expressao da taxa de variagcéo

. A ~ - . A
instantdnea de algumas fungdes elementares, utilizando a razao Ey quando

Ax — 0.

Pedimos que cada aluno desse uma explicagdo geométrica para a expressao
encontrada para 7TVida fungdo constante (1) e que justificasse porque a expressao
da 7TVi da polinomial do 1° grau ja era prevista (2).
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Neste momento, o aluno diz que ndo € necessario ter tanto trabalho para

obter as expressoes para a derivada da fungéo polinomial do 2° e 3° grau pela razédo

—y, quando Ax — 0. Diz que este trabalho deve ser exclusivo do professor e que o

aluno precisa conhecer apenas as formulas. O aluno deixa o resto da atividade em

branco. Faz registro apenas no momento da corregao.

Atividade — Ficha XVII

R1 ndo consegue dar solugao ao item (c). Tentou usar a férmula obtida para

TVi (f'(x)=2ax,+b) da fungédo polinomial do 2° grau.

c) Pape ity
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Ficha XVIIl — Anotagées de aula. O conceito de derivada.
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Ficha XIX — Anotagoes de aula. O conceito de funcéo derivada
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R1 n&o fez registro dos contra-exemplos apresentados para fungdes que nao

possuem derivada num ponto x, do dominio.

Relacionamos as formulas obtidas para o calculo da derivada de algumas
funcdes polinomiais. Apresentamos a regra para obter a expressao algébrica da

derivada de um monémio.

Atividades — Ficha XX
R1 apresentou respostas satisfatérias aos exercicios (1), (2) e (4) da atividade

1 (12 parte). No exercicio (3) , determinou corretamente a derivada em x, e x,, mas

n&o respondeu em x, .
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Na atividade 2 (22 parte), apresentou calculos confusos e incompletos aos
exercicios (3) e (6). Nao respondeu satisfatoriamente aos exercicios (1), (2), (4) e
(5).

Respostas dadas a atividade 2.
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Ao resolver o exercicio (3), deseja conhecer a regra para obter a expressao
da derivada da fungdo dada. Depois de ter feito uma exposi¢ao particular para o

aluno, ele apresenta o seguinte calculo:

o S

25 =
k. Jeplilbrte =
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Atividade — Ficha XXI — Exercicios de revisao.

R1 resolveu o exercicio (1) de forma parcialmente satisfatoria. Utilizou mesma

notagédo para identificar S(t) e V(t). O exercicio (2) foi resolvido sob orientagao.

Nao conseguiu resolver o exercicio (3).

(1)
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(2)

3)
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Participante R2

Atividade — Ficha ll

R2 apresentou respostas satisfatorias aos trés exercicios desta atividade.

Atividades 1,2 e 3 - Ficha lll

O aluno respondeu satisfatoriamente aos exercicios das atividades 1, 2 e 3.
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Respostas dadas ao exercicio 1

Resersatorio (1)
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Atividades 1 e 2 - Ficha IV

O aluno apresentou resposta insatisfatoria a um item da atividade 2. Ao

calcular a 7V, no intervalo [2,7], o aluno ndo considerou as variagbes e escreveu

v, :375:5m/s.

Ficha V — Anotagodes de aula.Definicao de taxa de variagdo média.

A taxa de variagdo média de uma fungéo fno intervalo [x

sendo Ay = flrs) -{lss) g Av=

, xploom x, < x,
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O coeficiente angular da reta s &:

= Iy VALY '!-.i.'-

intervalo [x; x; ]

Atividade - Ficha VI
R2 resolveu satisfatoriamente essa atividade. Refez o item (1) utilizando a

média aritmética das 7V, obtidas para determinar a variagdo média da fung&o no

intervalo [0,5] .

[ & variacao média de | A variegdo media de | A variagio média do k&

- : = ¢ | ne T Lh
fe_ & pe&_F 5 . L R
I o i i~ =

- - Zr

Atividade — Ficha VI

R2 apresentou respostas satisfatorias a esta atividade.

Atividade — Ficha VIiI

O aluno apresentou respostas satisfatérias a maioria dos exercicios desta
atividade.

Responde incorretamente: (2) — (b), (3) — (a) e (4) — (a) e (b).
(2)b) De -7 a 2.
(3) a) 5007 — 8000
(4)a) 4—4° =—4  =7unidades
b) 3 unidades

Atividade — Ficha IX

R2 néo realizou esta atividade. Faltou.

Atividades — Ficha X

R2 néo realizou esta atividade. Faltou.

Atividade — Ficha XI'

Na atividade 1, foi apresentada a seguinte pergunta: Quantos pontos em

comum podem ter uma reta tangente a um grafico e o proprio grafico?
152



R2 respondeu inicialmente que a reta tangente a um grafico o tocaria em pelo
menos um ponto.

Apos utilizar o programa Graphmatica para tragar tangente a um grafico em
diversas situagbes e destacar quantos pontos os graficos teriam em comum,
pedimos ao participante que respondesse novamente a pergunta feita na atividade 1
e a seguir fizesse consideragdes em relagcao a reta tangente a um grafico num ponto

x,. R2 manteve a mesma resposta dada a pergunta inicial e a seguir registrou:

Atividade — Ficha XIl — Anotagdes de aula. Principais idéias abordadas até o 6°
encontro.

Antes de relacionarmos as principais idéias trabalhadas durante o curso, no
quadro branco, pedimos a cada participante para fazer uma relagdo prévia das
noc¢des estudadas no verso da ficha.

R2 destacou:

PR L )
I

! Antes de iniciarmos a aula (atividade da Ficha Xl), R2 fez as atividades da Ficha X sem fazer nenhum registro

escrito.
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Atividade — Ficha XIil

R2 resolveu satisfatoriamente os exercicios desta atividade. Utilizando a
calculadora e uma folha para rascunho obtém, por aproximacdo, o valor da

velocidade instantanea em ¢ =2s.

f=1.8Ret=20100 B e ta
1= 188et=20010 E v Iy
1= 1000 at=2 0000 1, BHGE A in
t= 1,955% & t = 2,0001 B o Im

i t=2 | velacidade instantanea v, = —|

A seguir fez 0 mesmo calculo utilizando férmula conhecida do curso de Fisica,

COMO sugeriu o exercicio.

R R U o
£ -

) _0Lel < & s

Jiz) - 0«63 = 4 omin

Atividade - Ficha XIV

O aluno nao encontrou dificuldades em manipular o programa para realizar
atividade proposta. Respondeu satisfatoriamente aos exercicios fazendo a
associagao do coeficiente angular da reta tangente tracada a curva com a

velocidade instantanea no instante considerado.

Ficha XV - Anotacdées de aula. Expressdo algébrica da taxa de variagao
instantanea.

Utilizando a expressao para o calculo da taxa de variagcdo média, a idéia de
retidao local e o auxilio da sequéncia de imagens da secéo 2.2.6, apresentamos a

expressao algébrica para o calculo da taxa de variagao instantanea.
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Atividade — Ficha XVI

Passamos, nesta atividade, ao calculo da expressao da taxa de variacéo

instantdnea de algumas fungdes elementares, utilizando a razédo %, quando

Ax —>0.
Pedimos que cada aluno explicasse geometricamente a expressao
encontrada para 7Vida fungédo constante (1) e que justificasse porque a expressao

da TVi da polinomial do 1° grau ja era prevista (2).
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(3) Funcao polinomial do 2° grau

S = (1 _. i _. - Mo A owd : '-_:-'_.

Atividade - Ficha XVII
R2 nao resolveu o item (c) imediatamente. Usou a férmula obtida para

(f'(x)=2ax,+b) da funcdo polinomial do 2° grau.

W /D

o Id ~mn 8

Ficha XVIIl — Anotagées de aula. O conceito de derivada.
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Ficha XIX — Anotago6es de aula. O conceito de fungéo derivada.
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Apresentar contra-exemplos .

R2 n&o fez registro dos contra-exemplos apresentados para fungdes que nao

possuem derivada num ponto x, do dominio.

Relacionamos as formulas obtidas para o calculo da derivada de algumas
fungdes polinomiais. Apresentamos a regra para obter a expressao algébrica da

derivada de um monémio.

Atividades — Ficha XX
R2 apresentou respostas satisfatérias aos exercicios (1), (2) e (4) da atividade

1(1? parte). No exercicio (3) , determinou a derivada em x,, mas em x, e x,

escreveu f'(x,)=3x+9 e f'(x,)=3x+09.
Na atividade 2 (22 parte), o aluno respondeu satisfatoriamente aos exercicios

(2).(3)e ().

Solucio (1)

Resposta: %= Boamya
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(2)

L I

(a)= Hrif —h

. oy PRI
B0V | T [ T
a L SR

el ol
. LA
= o S =] . AL
? L A b 14
+ = Bba
Resposta: 4« 1 W= FE0

(3) PET L S ¢y . £ % A
Wiy -6 ko

“ .
e b J af - fhendn

i 4 T
‘5.':?.!'- = |:l-1
- - ﬂ
g 2 Zoem/e

() 24

AL
] Jadds b
W
Eﬁ:‘ i:b?f.'.:'
o= JI*:?
6) 2647, 3
JE 15"-'- ; _3._,
R 18
125, 8
gag Resposta: 4380

Resposta: 35 sieie

Resposta:

.—,‘—r—h‘l—\l‘ . —-"
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Atividade — Ficha XXI — Exercicios de revisao.
R2 resolve satisfatoriamente os exercicios (1) e (2). O exercicio (3) foi

resolvido sob orientagao.

(1)

a = —= g
v T | k). aw rlg
1 O R
; i e N =
e BT GAAOE) (IR e N
Ry W ’ | & &3 L ]

_ 5 iy 7
_ hEe + 508 -~ He o+
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.
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o I o sl 5 oL
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i 1 i
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T
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i
i
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i
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Participante R3
Atividade - Ficha Il
R3 apresentou resposta ndo satisfatoria ao exercicio (2). Assinala o grafico (I)

como opgao correta.

Atividades 1,2 e 3 — Ficha lll

O aluno respondeu satisfatoriamente aos exercicios das atividades 1, 2 e 3.

Respostas apresentadas a atividade 1
Hesanatdnio (1}

-;r1"$“!" ‘-\-"""‘-LE A ek
Feservatdnio (2)

T it hth B I B ;e aride et 200l dd-i.- ] .Ejn".’x-. , -'-noTa.l-nl'-(»'.-»'E'.T & -
-rl-'lf:':‘:- _iJ.-'.n'«.tl G U

Resersataria (3]

i LJI.:_JI_.-:.-.“ [

Reasratano (4]

Vg inlalpe copldomad  ae vola  Modawsds " g lin e idasds

Hesaratano [5)

i nitin |, Medlaad £ 7 g vl | bl Aopddbtnsdd " oot tE

Reseratino (B)
A ; [ o SRR B
Srdage, A i

T nians, bloosde " g e e = B Lot st 0

Esbocgo dos graficos da atividade 3.

r_ﬁeuu'u;::'i: ) I::mfc-l valbdria (21 E-!rv-_-l valiio 13
i
,f/
-
Ecr.r.r'm'.iri: N I:\‘_.;:::c:r\.':llél a (gl F"""_‘.“I wintrio
o

Atividades 1 e 2 - Ficha IV

R3 apresentou respostas satisfatérias a maioria dos exercicios das atividades
1 e 2. No entanto, o aluno calculou incorretamente a variagdo do tempo no intervalo

[2,7]: TV, :3?O:5m/s.
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Ficha V — Anotagdes de aula.Definicdo de taxa de variagao média.
R3 fez registro incompleto em relagdo a taxa de variagdo média e nao fez

nenhum registro em relagéo ao coeficiente angular de s (deixa em branco).

A
Escreveu apenas: 7V, =Ey =tga .

A taxa de variagdo média de uma fungae fno intervale [x,; x,] com x, <x,

sendo Ay = Yo = Yy e  Ax= XXy

Nao fez anotacdo alguma em relagdo ao coeficiente angular da reta secante.

O coeficiente angular da reta s &
=

intervalo [x ;; xz].

Atividade - Ficha VI
R3 respondeu satisfatoriamente a essa atividade. No item (1), utilizou a média

aritmética das 7V, obtidas, para determinar a variagdo média das funcdes f, g e &

no intervalo /0;5] .

A variagao media de | A variagio média de | A variagao média de ki
-1 . | |

fa i I - - D S R (T S|
i |

Atividade — Ficha VI

R3 apresentou respostas satisfatorias a essa atividade.

Atividade - Ficha VI

O aluno apresentou respostas satisfatorias a maioria dos exercicios dessa
atividade. Os erros cometidos no exercicio (3) ndo comprometeram o entendimento
do conceito estudado.

Respostas apresentadas ao exercicio (3):
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a) V' =8000—at a é o coeficiente angular.

b) 5000=8000-a.6

5=8-ab
—3=—6a
a=05
Resposta: a = 0,5
t t
c) 0=38000 B 8000 = 5 t =16000

Resposta: Possuira valor comercial até 16 000 anos.

Atividade — Ficha IX

R3 apresentou respostas satisfatorias a essa atividade.

Atividades - Ficha X

R3 nao apresentou dificuldades em manipular o programa Graphmatica.
Depois de realizar as quatro atividades, foi pedido que respondesse a pergunta ao
final da ficha, cujo objetivo era verificar o entendimento da nog&o de retidao local e
linearidade local.

R3 respondeu:

Atividade - Ficha XI

Na atividade 1, foi apresentada a seguinte pergunta: Quantos pontos em
comum podem ter uma reta tangente a um grafico e o proprio grafico?

R3 respondeu, inicialmente, que a reta tangente a um grafico o tocaria em um
unico ponto.

Apos utilizar o programa Graphmatica para tragar tangente a um grafico em
diversas situagbes e destacar quantos pontos os graficos teriam em comum,
pedimos a participante que respondesse novamente a pergunta feita na atividade 1
e, a segquir, fizesse consideragbes em relacdo a reta tangente a um grafico num

ponto x, .
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R3 modificou a resposta dada a pergunta inicial. Respondeu que a reta

tangente ao grafico o tocaria em infinitos pontos e a seguir registrou:

l-,,k/‘..'.‘,v_x_ -\;-‘L/, i,»:‘a fhd, Dt B Xo 2 Ang ;‘f o S condom @ ..';u..;;_,."‘ Ly
L4 15

¥ I

Lo ,(.f, \[.n'n_-\{.lll_(l_ r I an Y !:},'?'_(-' j jolfl Lo :'-LI&J {81 :n.ﬁ-rkj-'&'-- . ) S
i [/

Atividade — Ficha XIl — Anotagdes de aula. Principais idéias abordadas até o 6°
encontro.

Antes de relacionarmos as principais idéias trabalhadas durante o curso, no
quadro branco, pedimos a cada participante para fazer uma relagado prévia das
nocgodes estudadas no verso da ficha.

R3 destacou:

A\ 10 _
) Bgrdo miman g ind sl

SN AR A Breeandiadia o > e, \ i
I ~/ AWV A Al (Al pdoenp wai lLa

VAL g ,..,..1-_.{-{.-:1" ur';_ My G .f)',{,.['(,.. HL, GAga A
. _ Y
I EA Carra KX
g
r i , | 4
‘e aAl Ca an @ GAGHE R Agda A A P d
a ]
’f)u 5 ..) & Lop g Loyl | {10 & Q & X llwﬂ_h V.S -5 gl . 7/
J ! I J
= 1 f’ 1l
ciii .| & “] Lo .{{L-"J- *‘“‘-‘J"""""-'ﬁ (A2 LOVLE AR 1-&‘-(}-0"'1'{]2.
! 4 f

Atividade - Ficha XIII
R3 resolveu satisfatoriamente os exercicios desta atividade. Utilizando a
calculadora e uma folha para rascunho obtém, por aproximacdo, o valor da

velocidade instantdneaem ¢ =2s.

t=1,98et=20100 | _ F3F33 . (11,08 —10,9408) : 0,03
t=199et=20010 2 000182 wfr (1100900210, 1) 1 0,81
t=1,999 et=2,0009 T 9999 - : SoaaaaN ir a0 EY
+ LN )—10.492002\ 0,001
t=1,9998 et = 2 0001 9 WA o S a0
1 o A~1049430001):0, 000
t=2 velocidade instantanea v, = '

A seguir, fez 0 mesmo calculo utilizando férmula conhecida do curso de

Fisica, como sugeriu o exercicio.
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Atividade - Ficha XIV

O aluno nao encontrou dificuldades em manipular o programa para realizar
atividade proposta. Respondeu satisfatoriamente aos exercicios fazendo a
associagdao do coeficiente angular da reta tangente tracada a curva com a

velocidade instantanea no instante ¢ considerado.

Ficha XV - Anotacoées de aula. Expressao algébrica da taxa de variagao
instantanea.

Utilizando a expressao para o calculo da taxa de variacdo média, a idéia de
retiddo local e o auxilio da sequéncia de imagens da segédo 2.2.6 apresentamos a

expressao algébrica para o calculo da taxa de variagéo instantanea.

L | Y - iA 1
i = [, 1 vy ) o i
= — el == : ,

: 1 [
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Atividade — Ficha XVI

Passamos, nesta atividade, ao calculo da expressao da taxa de variacéo

. - ~ - ~ A
instantdnea de algumas fungdes elementares, utilizando a razao Ey quando

Ax — 0.
Pedimos que cada aluno interpretasse a expressao encontrada da 7Vi da
funcao constante (1) e que justificasse porque a expressao da 7Vi da polinomial do

1° grau ja era prevista (2).

oy BF o T
(1) T _;__'."" - L =
[ i & X
iy — |
.-'I ’ y
LY | L] I' o, ' L
I )
Pl g L
Ay [ an) g - o+ @b N- 96 e -
(2) FAN"
Ax—0
) J | [ %%
A i i 1 { L] ~<xedf E AL & Culla Vs 1 L pll g L / J
g ; | ] I/
& coed edede qaogulan ole g / ) ot
I J
N - 4 4 o
(3) L L Lt N
."-.J- Ri¥arat) 4 G ldye 0k — Ay 1. vy
T A . W
A = 11 .
Xy 4 kEx, + k 1 — L Fy— ke
e o f s =t = . a4 |
3+ ! 1 = i .
" —
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(4)

0y —»

[
=

Atividade - Ficha XVII
R3 ndo resolveu o item (c) imediatamente, como os outros participantes. Usou

a formula obtida para TVi ( f'(x)=2ax,+b) da fungdo polinomial do 2° grau.

Q) sa z Wedetel

Ficha XVIIl — Anotagoées de aula. O conceito de derivada.

(L torirsda  di A :;um:m Chloalhn s m*-b b gominas concunpends i Tong
{J ,,-.;L.rmw amldefinlt do. Q\u-w f’ T4 pvle Xy

% f -{J'f.'fl:f i, _|'_|J & l.:f,-lﬂrg{,:l ']}ILWL& =
u,.'u'f
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Ficha XIX — Anotago6es de aula. O conceito de fungéo derivada.

ﬂi "Jiﬂ-fmu -AY ,"

Fro) wgd i o
'rL.P'-’J =t lyee l; iy F vidg Mg fx_w,.-_u_; {i e Ly
At L _j ‘ff‘"" f_ﬁw & (—ﬁf,}' {JML\.“L-E LM_-\_‘JAJ_ZM
Pz daxsk Nk .Iﬂhvg?&.d? & gy M

APt gty Pttt g,

j () e SR A Pt <2
Y vy ,-".) :&{ml@h%f; ’rﬁlf-"' i

-f.,l.ﬂrm;,g.::
. v i Ly, Irﬂuﬂmlfv-"} FLoriai g
L 73 -gﬂh.gw _'-J-':Er"l.;“

Apresentar cantra-exemplos.

Relacionamos as formulas obtidas para o calculo da derivada de algumas

fungdes polinomiais. Apresentamos a regra para obter a expressao algébrica da
derivada de um monémio.

Atividades — Ficha XX

Respondeu satisfatoriamente a todos os exercicios da atividade 1(12 parte).
Na atividade 2 (22 parte), respondeu satisfatoriamente aos exercicios, exceto

ao (3), onde cometeu uma incorre¢ao ao calcular a expresséo para S'(¢).

(1) A== 205 210t
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(2)

T'g i ‘-"r{} T -2t 4100 415)

~ad Liga =0
el 244

o |

G by v = H PR

@ C{en) = 3000425 +15

ey 2 RG]
H . & gl
(1 RpLEfD =mC s
1 e
5) iy L 2x \
= 2
| 1
I i
i _,f’:
7
el
l\.;l i A
] Ey r
. 3
e -
Resposta: o O ]
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i |r 3 3 | i, I i LY Resposta: %@KW_

Atividade — Ficha XXI — Exercicios de revisao.
R3 resolveu satisfatoriamente os trés exercicios desta atividade.

(1)
] at 16

Sit) = ik =

..'1|I |I. Jl':-:'il.nl' § .'Jrl‘:a.-l' .; k] té - i’l’ +1E) = ;lj.'

M v = at ;?_E:J-'Ir

iy L Ihs g g:{_-r-_._)_..,

|
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2) e
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L

{4 1 ) - 19 L., e
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i._-— 8 1295
=y B
T o
R K
4 1
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T
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o
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Anexo IV

Resultados da avaliacao final
Apresentagao dos resultados da avaliagao final aplicada aos participantes do
curso. Passaremos as respostas dadas aos onze exercicios que compdem esta

avaliagao.

Participante M1
(Q1) M1 descreveu a diferenga entre taxa de variagdo média e taxa de variagéo

instantanea:

odzwca Ol U ovede anled £ At Ao

. - . 1 5 Sy
[ ¢ LALE N L T _|'i|q.|_l_.|.|.': 0 VAL LA .';-Eml r! '._f-'r’,"_'-'- '..-:'I L N T g R

i aer o F — - . 5h T
Lo ¥ Fl r

(Q3) Apresentou a seguinte interpretagdo geométrica para a derivada:

Ty Lovres
'

Fo @A o KOG ol v PO

(Q4) Em relagéo a importancia de se determinar derivadas, M1 acrescentou:

N
W, - ——

Lo o T
L ==

d
e

(TRl i N ] e e e

(Q5) Pedimos para que deduzissem a férmula para o célculo da derivada de uma
funcdo real definida por f(x)=x* ou f(x)=x, usando o conceito estudado.

Deveriam explicar, passo a passo, a deducgao.

M1 apresentou a seguinte solugéo:
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(Q6) Dada uma fungao real definida por f(x)=3x?, pedimos que determinassem a
equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x, =2.

A aluna apresentou a seguinte solugao:

L
15
%
EU.
|
J

(Q7) Apresentamos um problema de cinematica no qual o deslocamento do moével
era descrito por uma funcéo horaria definida por S(r) =9 + 2+ 3t* — 4¢> (S em metros

e t em segundos). Dessa forma, pedimos que determinassem a sentenca da
velocidade instantdnea e a sentenca da aceleragdo instantanea, a seguir, que

calculassem v(2) e a(4).

Solucéo de M1.

:..:.:_J_ ol |::-:{--'-|_ 4r:. !
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(@8) Foram dados, nesta questdo, quatro graficos de fungbes. Pedimos que
tracassem a reta tangente a esses graficos no ponto x,=2 e, a seguir, que
justificassem a resposta.

Tragados e justificativas apresentadas por M1.

a) b) c) d)
.I K { y
vy
i ra
s —'/.- ; v,
-_//' & 3
7
! -] o
al B wodfant poio e o povito corge O Opadut sty S5 Baiece
+t T
bl F s o Tt N o -l = R P g
f R T i i A LA¥ :-_,- s
i ' ke -
= S e =% P = I - Iz =
dl & o e M e R v D I - | - :? W one a : | R R TP et o o g =, 1 i T e T I =
A e k.L|" £ D et @Eageue s e i Aol ot ST F © S
T J

(Q9) Alguns graficos de fungao foram apresentados a fim de que fosse observada a
existéncia ou ndo da derivada no ponto indicado. Pedimos que justificassem as

respostas.

Respostas apresentadas por M1:

a; b 2l di
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(Q10) Nessa questao, através da analise do grafico dado, pedimos que registrassem
os intervalos que tivessem derivadas positiva, negativa ou nula. Ao mesmo tempo,
deveriam apresentar os intervalos em que a fungao fosse crescente, decrescente ou

constante.

Respostas apresentadas por M1:

Essa fungao:

a) tem darivada positiva anlre ¥4 @
| [ uppeapy o T
& arescania fo inbanala

gA £ i o
E - L

k) tem derivada nagativa entre Ao, @ §

2 decrascantas no infarvala Aoty Ml

c) tam gervada nula entra ¥ o £a ;
& oonztanie na intervaks | 3, %= ) .

d} tem darivada negativa antie__ 4. 8 K5
& facrescanie no intamvala ¥ i

e tem dervada manar ou igual & zerg anlrg _ta & My )

& decrescanta no intarvake , Foa, K5l

(Q11) Nessa ultima questao, apresentamos os graficos de duas fungdes crescentes

num intervalo [x,,x,]. Pedimos para que analisassem o modo como cada uma

crescia através da analise do crescimento da fungdo derivada nesse mesmo

intervalo. Deveriam apresentar justificativa.
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1)

&) O primairo gréfico tem conoavidade voltada “para cima’, sando agsim. podemaos
afirmar gque a fungao dervada neste interealc & owhednds . fcrescents
deciescental
Wustifigue

L Bl € QUALMTL, Pett OO el gai et dargenlio, ot
‘Cf'w"‘,-f-*-l-"l. T ..mltu.?T-‘L ”“-n', plragrmnrioe g Ahhey Adfs o

o -
AR G_—;.vclpr_; e ATliode Aoarifean £

Y =1

b) O segundo grafico tem concavidade voltada “para baixo" sendo assim, podemos
afirmar que a fungéo derivada neste intervalo &€ guzunamte . (crescente —
decrescente)

Justifique
Cl. @ ClELALACLTILL  PENA Lo Q@ ot W Thimepei - 5

LGk O eV KeEx2
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-
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Participante M2
(Q1) M2 apresentou a seguinte diferenga entre taxa de variagdo média e taxa de
variagao instantanea:

" ] - - x k] ¥
Howtad, chE wou war o wiitolaca, WAL Oo Whup O ele o flah
: -

[T i i, 11 A | | ki A - ~ T i
- .-'If (L LT TR L T T Wil Tl . Lae Al o Ly VLT I oS ERen,

! L]
Phehgrwmiooe oo Vo inneln dle oy Chonoy TG ol .
- . & ] i3 L o iy | [
r o I _|.|_.\_I| o |

(Q2) Quando perguntamos, o que entendia por derivada, M2 respondeu:

L derwedoe £ o coghoesale ovopios oae cale, loeoeole dp m

o

.-:I'_;.L:, -l
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- I
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N, i .
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¥ I CACK. i 3‘!-'?!",7-'4; el T :‘_-q s

(Q3) Apresentou a seguinte interpretacédo geométrica para a derivada:

-

D Coelicipaskt cogulor ol relo. nl'-"--.fJ-E"lI"f*- Cie (M9 Sencor

0o oralive

(Q4) Em relacao a importancia de se determinar derivadas, M2 acrescentou:

Cor aEto. citgevionn ol poclens e ouou vocon e Wioun  e5-

Pecilica. do ompor fomestn ol Joocdo | Bo cavell sronices bt

LLARES v e R L T T T (I T e =t )
: L D O RS TS ;I-i:.-f v LY e P Lo, "\.M L
AT R AT ]

S DR Euico ) . : : :
- A0 onbae din cpoe gquessoln doleraodcsics o, ol

AT
(Q5) Pedimos para que deduzissem a féormula para o célculo da derivada de uma
funcdo real definida por f(x)=x> ou f(x)=x, usando o conceito estudado.

Deveriam explicar, passo a passo, a dedugao.

M2 n&o apresentou solugédo para esse exercicio, apenas indicou:

(Q6) Dada uma funcdo real definida por f(x)=3x?, pedimos para determinar a
equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x, =2.

A aluna apresentou a seguinte solugéo:
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(Q7) Apresentamos um problema de cinematica no qual o deslocamento do movel
era descrito por uma funcéo horaria definida por S(r) =9 + 2+ 3t* — 4¢> (S em metros

e t em segundos). Dessa forma, pedimos para determinar a sentenga da velocidade

instantanea e a sentenga da aceleragao instantanea, a seguir calcular v(2) e a(4).

Solugao de M2.

(@Q8) Foram dados, nesta questdo, quatro graficos de fungdes. Pedimos que

tragassem a reta tangente a esses graficos no ponto x,=2 e, a seguir, que

justificassem a resposta.

Tracados e justificativas apresentadas por M2.
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(Q9) Alguns graficos de fungéo foram apresentados a fim de que fosse observada a
existéncia ou nao da derivada no ponto indicado. Pedimos que justificassem as

respostas.
Respostas apresentadas por M2:
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(Q10) Nesta questéo, através da analise do grafico dado, pedimos que registrassem
os intervalos que tivessem derivadas positiva, negativa ou nula. Ao mesmo tempo,
deveriam apresentar os intervalos em que a funcao fosse crescente decrescente ou
constante.

Respostas apresentadas por M2:

=z3a fungsa:

A lert derivada positiva entre =2 2 &

= S
fogrescenls noinkereale | [y A | i
g4 n

k] tern denveds regatva entre 4z B As
& demesranie no intervalo w207 .

¢ tem darivada nula entre w. @ L
é sonstanie nio ntervalo e ds |

di term derividia vegaing gnlee sy 8 e
& decrescante no intervalo Cia 11"_.
L]

&) lem dewada Metor ol iguai 8 Zercente %, 9 W
& dearmennbe o interak [ag, 000 o eyl

(Q11) Nesta ultima questdo, apresentamos os graficos de duas fung¢des crescentes
num intervalo [x,,x,]. Pedimos que analisassem o modo como cada uma cresce
através da analise do crescimento da fungdo derivada neste mesmo intervalo.

Deveriam apresentar justificativa.

1)
i
|
| A
I f- 3

| 1
a) O primeins grafico kam concavidade vellada “para cima’, 2endo assim, podemos
afirmar gue & fungao dervaca neste intervalc 8 _cyescops sl sreacente —

decre=cants;
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b) O segundo grafico tem concavidade voltada “para baixo” sendo assim, podemos
afirmar que a funca@o derivada neste intervalo & <eoemecag'® . (crescente —
decrescente)

Juslifinue

A conico olacto vebloodn ool oo sfoedron oeie JLopse O Poocor o ore-
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Participante M3

(Q1) M3 apresentou a seguinte descrigdo para a diferengca das taxas de variagao

média e instantanea:

(Q2) Quando perguntamos, o que entendia por derivada, M3 respondeu:

oo iar . Cla

(Q3) Apresentou a seguinte interpretacédo geométrica para a derivada:

o oh ¥ =2 Epl, clf ok
= T
4 . ’
X e P =0 L \_-_1\,‘ 3& L G 9% R
o _-.
= 2 e = =S . g T

i — : ol
) AN + ok HRnof o
!
¥ 2 . o - Rn o | -
{ & § TS o
as e - “
- ol G cha 4 e SR G A e 4
A & Harslroatis i
P Yoy . I
t . MEATBRe  diva eoales.  Ge Laam, SRR T S A ' Al
S rdren . GURG . | Les (O V. -y | i i
= 4 y

(Q5) Pedimos para que deduzissem a férmula para o calculo da derivada de
uma funcéo real definida por f(x)=x? ou f(x)=x’, usando o conceito estudado.
Deveriam explicar, passo a passo, a deducgao.

M3 apresentou o seguinte desenvolvimento:

i e N

. b IR -1 - o . =
. { ] L 2 B i o 4 i, e b A 5
T e e Xty = (A= i I K"-_ A o N e e e A = mrlis o gt
e : 2 -3 = B :
S0 Awagxd— .
T A oo aisss 1 —xd
5 O y " A S i Adms s 2
= ' § o
. ol
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(Q6) Dada uma funcdo real definida por f(x)=3x?, pedimos para determinar a
equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x, =2.

A aluna apresentou a seguinte solugao:

(Q7) Apresentamos um problema de cinematica no qual o deslocamento do moével
era descrito por uma funcéo horaria definida por S(r) =9+ 2 +3t* — 4¢> (S em metros
e t em segundos). Dessa forma, pedimos que determinassem a sentenca da
velocidade instantdnea e a sentenca da aceleragao instantanea, a seguir calcular
v(2) e a(4).

Solucéo de M3.

- =
L

) W= S 0R) T e T R .__(;_,.;H= e
Y Vi (- aw g5 ~aa-{a)* = 3423 - 47 :;,[_ft,-_. 'f_'—‘_l-__-_-:-:f: __'Hf
:—-\} (1Y = ¥HE): B+ 8B - 4% - o An.xb = (i?g_\_:__,_-?. :l: \
(s €- 244 = G- e 3 (B z\s_-—__‘*—:: ol

(Q8) Foram dados, nesta questdo, quatro graficos de fungdes. Pedimos que
tracassem a reta tangente a esses graficos no ponto x,=2 e, a seguir, que
justificassem a resposta.

Tragados e justificativas apresentadas por M3.
a) b) c) d)
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(Q9) Alguns graficos de fungédo foram apresentados a fim de que fosse observada a
existéncia ou ndo da derivada no ponto indicado. Pedimos que justificassem as

respostas.

Respostas apresentadas por M3:
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(Q10) Nesta questao, através da analise do grafico dado, pedimos que registrassem
os intervalos que tivessem derivadas positiva, negativa ou nula. Ao mesmo tempo,

deveriam apresentar os intervalos em que a fungao fosse crescente decrescente ou

constante.

Essa fungio!
a) tamn derivada positiva entre _x e & s )
& crascenle nointervalo S ee w o T

b} tern derivada nagatva entre _x. - & Ly |
& decrascente no intervald tag - sa !

citem dervada nula enre _=. & Ay

& constanie no intervalo Csey 5 e §

d) tern derivada negativa entre _+. € e |
& decrescente no intervalo l=. ol .

e} tem derivada manar ouigual 8 2ereantre ez & xs )
& cecrescente na intervalo Je. . s Ju T S |
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(Q11) Nesta ultima questado, apresentamos os graficos de duas fungdes crescentes
num intervalo [x,,x,]. Pedimos que analisassem o modo como cada uma crescia
através da analise do crescimento da fungdo derivada neste mesmo intervalo.

Deveriam apresentar justificativa.

a) O primeiro grafico tem concavidade voltada "para cima”, sendo assim, podemos

afirmar que a funcao derivada neste intervalo & curcoin . (crescente —
decrescente)
Justfigue
T _ ' - o o
Lo Hienipm Lepraen. el Pl et el B et fEQen I Aa g o B rep i,
A T =
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' 7
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v

’/‘I
b) O segundo grafico tem concavidade voltada “para baixo” sendo assim, podemos
afirmar que a fung@o derivada neste intervalo é dec, e . (crescente —

decrescente)

Juslifigue
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=g 5 e e el T = e i} e, Sl Jean -
X B i LTI ) R
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Participante M4
(Q1) M4 apresentou a diferenga entre taxa de variagao média e taxa de variagao

instantanea:

r e LT LR Los s e L e . = g L —_— o
(EAEE N LR = i = UNTL R LA SN O T I Tl s ¥ ._r__r',i..
v

(Q2) Quando perguntamos, o que entendia por derivada, M4 respondeu:

[3

g ol N ety o P ) D S \ , -
Lol ¢ ywa i_-ni:r\ ol 2 conShhuido o Pﬁ: W el LA et T

(Q3) Apresentou a seguinte interpretagdo geométrica para a derivada:

| J
ol oo\t ce poniho ()
u e

(Q4) Em relagao a importancia de se determinar derivadas, M4 afirmou:

o Al Aeve (550)

(Q5) Pedimos que deduzissem a formula para o calculo da derivada de uma fungéo
real definida por f(x)=x? ou f(x)=x>, usando o conceito estudado. Deveriam

explicar, passo a passo, a dedugao..

M4 nao apresentou solugéo a este exercicio.

(Q6) Dada uma fungdo real definida por f(x)=3x?, pedimos para determinar a
equacgao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x, =2.

A aluna apresentou a seguinte solugao:
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(Q7) Apresentamos um problema de cinematica no qual o deslocamento do mével
era descrito por uma funcéo horaria definida por S(r) =9+ 2 +3t* — 4¢> (S em metros

e t em segundos). Dessa forma, pedimos que determinassem a sentenca da
velocidade instantdnea e a sentenga da aceleragdo instantanea, a seguir, que

calculassem v(2) e a(4).

Solucéo de M4. N W

Y __'.",-4'_'_' il

{-=
ol

(Q@8) Nesta atividade, foram dados, quatro graficos de fungbes. Pedimos que
tragassem a reta tangente a esses graficos no ponto x,=2 e, a seguir, que

justificassem a resposta.

Tragados e justificativas apresentadas por M4.
a) b) c) d)

5 i il : LN - - - -
e | R TR L Y 1. Tt & o L e T o I =k
(LA - -

(Q9) Alguns graficos de funcao foram apresentados a fim de que fosse observada a
existéncia ou nao da derivada no ponto indicado. Pedimos que justificassem as
respostas.

Respostas apresentadas por M4

A aluna fez registro apenas no grafico (a).
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(Q10) Nesta questéo, através da analise do grafico dado, pedimos que registrassem
os intervalos que tivessem derivadas positiva, negativa ou nula. Ao mesmo tempo,
deveriam apresentar os intervalos em que a funcéo fosse crescente decrescente ou
constante.

Respostas apresentadas por M4

gy ——
| !
I/ . ¥ I S ——
¥

__.-"

i i —

Essa fungao

a) bzin dertvacia positiva sntre Y e 3

& ereacente nointersalo  da LS R
b) tarn dervada negativa anta " XS,
& cacrescenta no intarvalas | e 4w € s

—_—

o tem derivads nula acta 5 @ il
& consianta no inbarvaln s £ x ¥y

) b convada negatieg enlre 4 e g
e ouorescesleE no IntkErdakn oxyg o

o1 e dervada menor ou igual & 7arc entre ta B A
g desnesnante no intenvalo Tr,, e lul e, ae o

(Q11) Nesta ultima questdo, apresentamos os graficos de duas fungdes crescentes

num intervalo [x,,x,]. Pedimos que analisassem o modo como cada uma cresce

através da anadlise do crescimento da funcdo derivada neste mesmo intervalo.

Deveriam apresentar justificativa.
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1

a) O primeiro grafico tem concavidade voltada “para cima”, sendo assim, podemos

afirmar que a fungao derivada neste intervalo & _cvescan (i . (crescente —
decrescente)
Justfigqu - ) i .
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b) O segundo grafico tem concavidade voltada “para baixo” sendo assim, podemos
afirmar que a funcgéo derivada neste intervalo & _ ouicvesante . (crescente —

decrescente)

Jugtifigue :
"ﬁ:.- tl:h.'- verip £ SELOres e Wy Ih'iw'.' b SLmelpreniia F Pl e b el e g -
1 L

el i ) ‘]
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187



Participante R1
(Q1) R1 apresentou a seguinte diferenca entre taxa de variagcdo média e taxa de

variagao instantanea:

A beva AL MH.:mw*wm £ ?r..—,grm-_am st & Fufa 4 Vam agac
w&ﬁfrbf?w% g’ﬁ?ﬁ’*ﬂ 1. m-fa’tfffﬂ- o/ ii' o Lw fﬂmﬂ (G 2 a,} '.'r"
Y M 4 U I-Jf'r’ﬂlr‘?*t? WM I'T{,?"W Adivands 4 Mﬁ"

z#i}ﬂ&bf%{iﬁ!]?ﬂfg W{{_.I "'I.".-‘?"f“?m .}.-‘_M;fl‘ffj’,’ea,{_ £ Jd'uhﬁ.-.ﬁf-'_ F
;-{,Hﬂﬁf‘t LA dfizl’é'w"’{c ¥ en fum-fmﬁ

(Q2) Quando perguntamos, o que entendia por derivada, R1 respondeu:

ﬂ r’l':)il»{uwitlﬂ- r'_’af-'-dfi"" Etfﬁﬂw‘- F‘“’W ;m’bf«ulf_h;'-'l .:}qﬁj)ﬁ‘mﬂ .-’m'};ﬁ-//a-‘:ﬂ?‘&}m
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(Q3) Apresentou a seguinte interpretacdo geométrica para a derivada:
i Amkide o SN i anagnle i um erﬂf; M3 c}fm% 0
fo—a
.n’fl"d -:-'_.){3--":' I.I-é
T Zagi b f et

(Q4) Em relagéo a importancia de se determinar derivadas, R1 afirmou:
%’ ?W hﬂ-‘-jm {rz"l“ Jjﬂ"’r‘{i Gl ILAKM| -"—_thab .-fl_.'r 1l.q:-':°?"L-=-- 167
;f i ﬂfpﬂ'lu ,-’:E?E.;-j-m i ﬁwﬁrfmb o At Ve mi‘“l,r f"i‘l,r.‘r?zﬁ!'{;lmg
dehen. pifaen I}ﬂwgﬂ. wiﬁc’l

(Q5) Pedimos que deduzissem a formula para o calculo da derivada de uma fungao
real definida por f(x)=x* ou f(x)=x>, usando o conceito estudado. Deveriam

explicar, passo a passo, a deducao.

R1 ndo apresentou o desenvolvimento pedido. Apesar de usar a féormula
correta para obter a expressdo da derivada de uma funcgéo polinomial (no caso um
mondmio), ndo utilizou a notagdo correta para representar a sentenga da fungao
derivada, f'(x). i o

fi ; ] 1
i) i flaste) fhe
f’ = 4. g I A=A
yu“ R AN
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(Q6) Dada uma funcdo real definida por f(x)=3x?, pedimos para determinar a
equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x, =2.

O aluno apresentou os seguintes calculos sem concluséo:

(Q7) Apresentamos um problema de cinematica no qual o deslocamento do moével
era descrito por uma funcéo horaria definida por S(¢) =9+ 2z +3t* — 4+ (S em metros

e t em segundos). Dessa forma, pedimos para que determinassem a sentenga da
velocidade instantdnea e a sentengca da aceleragdo instantanea, a seguir, que

calculassem v(2) e a(4).

Solugao de R1:

fidegrioappe | R0 Witz pe b gdd

_I_'l - il - '_.I - ‘.:-'-\ ) ’ o A:'EI'I:E{‘I.:'{I;

h =
Bl I iy
L

3
e
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(Q8) Nesta atividade, foram dados, quatro graficos de fung¢des. Pedimos que
tracassem a reta tangente a esses graficos no ponto x, =2 e, a seguir, justificassem

a resposta.

Tragados e justificativas apresentadas por R1:
a) b) c) d)
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(Q9) Alguns graficos de fungao foram apresentados a fim de que fosse observada a

existéncia ou ndo da derivada no ponto indicado. Pedimos que justificassem as
respostas.

Respostas apresentadas por R1
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(Q10) Nesta questéo, através da analise do grafico dado, pedimos que registrassem
os intervalos que tivessem derivadas positiva, negativa ou nula. Ao mesmo tempo,
deveriam apresentar os intervalos em que a funcao fosse crescente decrescente ou
constante.

Respostas apresentadas por R1:
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Essa fungao:

a) tem derivada positiva entre__¥ 4 e =
e crescente no intervalo _ : :
b) tem derivada negativa entre = :
& decrescente no intervalo \
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(Q11) Nesta ultima questdo, apresentamos os graficos de duas fungdes crescentes

num intervalo [x,,x,]. Pedimos que analisassem o modo como cada uma crescia
através da analise do crescimento da funcdo derivada neste mesmo intervalo.

Deveriam apresentar justificativa.

a) O primeiro grafico tem concavidade voltada “para cima’, sendo assim, podemos

afirmar que a fungao derivada neste intervalo é Z7 . (crescente —
decrescente)
Justibigue
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b) O segundo grafico tem concavidade voltada “para baixo” sendo assim, podemos
afirmar que a funcéo derivada neste intervalo é _ , .. (crescente —

decrescente)
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Participante R2
(Q1) R2 apresentou a seguinte diferenca entre taxa de variagcdo média e taxa de
variagao

P instantanea:

(Q2) Quando perguntamos, o que entendia por derivada, M1 respondeu:

§ [ 3
LA HAL ._1!_: T Ly L Ao A,
Elag,

(Q3) Apresentou a seguinte interpretacdo geométrica para a derivada:

P § ol ot A g H = . 7
[ (S I . HERLLLTAL Y "I-'- bk, gl T, L R
F i

(Q4) Em relagado a importancia de se determinar derivadas, R2 afirmou:

1-1_.3';'.-'-: J-"--'--":'{- ] ¥ P TP A E -y il LAl
[= ! '

AR A LA P A 0T L e

(Q5) Pedimos que deduzissem a formula para o calculo da derivada de uma fungao
real definida por f(x)=x? ou f(x)=x’, usando o conceito estudado (a defini¢ao).

Deveriam explicar, passo a passo, a dedugédo. M1 apresentou a seguinte solugao:

£l A I IV, +
__& 1

1
(Q6) Dada uma funcdo real definida por f(x)=3x?, pedimos para determinar a

equacgao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x, =2.
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O aluno apresentou a seguinte solugao:

(Q7) Apresentamos um problema de cinematica no qual o deslocamento do movel
era descrito por uma funcéo horaria definida por S(r) =9+ 2+ 3t* — 4¢> (S em metros

e t em segundos). Dessa forma, pedimos que determinassem a sentenca da
velocidade instantdnea e a sentenca da aceleragdo instantanea, a seguir, que
calculassem v(2) e a(4).

Solucédo de R2.

a) a funcao velocidade instantanes;
LS A A |

b) a velocidade instantanea em t=2s.

¢) a funcdo aceleracao instantanea;

= ar
e 4
% 1]

a) a aceleracdo instantanesa desse movel (em m/s?) no instante t=4s.

Gl rmitm &

(Q8) Nesta questdo, foram dados quatro graficos de fungbes. Pedimos que
tragassem a reta tangente a esses graficos no ponto x,=2 e, a seguir, que
justificassem a resposta.

Tragados e justificativas apresentados por R2.
a) b) c) d)
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(Q9) Alguns graficos de fungao foram apresentados a fim de que fosse observada a

existéncia ou nao da derivada no ponto indicado. Pedimos que justificassem as

respostas.

Respostas apresentadas por R2:

1 o2 d o AR AT
Wi i e e 1 i AL
2 F7 Gt boes MeE Dy =1 o WG Tt s
el f)
\
|
| , -,
3 T
| A
i
| 1
u, i
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i |
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./ L
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Lol i Aevra il =
¥V | 3
i =
Htn g e I").fi- -]'.-( Filcs
a
i, 4
] o -
—
W DM AAEE A VUELATL
f v

(Q10) Nesta questéo, através da analise do grafico dado, pedimos que registrassem

os intervalos que tivessem derivadas positiva, negativa ou nula. Ao mesmo tempo,

deveriam apresentar os intervalos em que a funcao fosse crescente decrescente ou

constante.

Respostas apresentadas por R2:
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Fsea fungio:

a) tem d=rivada positiva enlie y, B Yy
g orescenle noinkerdan e el .

i1 ke cerlvaca I'IEHEIJEI E"‘l_‘"" e B ;
& CROIRSEENE No intervala i PR ]

c) tem dervada nula enbre e e Wy
g oonslarle noinlereals oo [

gl

d} tern cenvaca negativa antra _d,, 8 _Ma
& dacrescanie no intevalo _[rve Wl

= fam denvaca meEnar od gudl & 7em enire _ v, B fle |
& domestenta ne ntervae 1M, Mo

(Q11) Nesta ultima questdo apresentamos os graficos de duas fungdes crescentes
num intervalo [x,,x,]. Pedimos que analisassem o modo como cada uma cresce
através da analise do crescimento da fungdo derivada neste mesmo intervalo.
Deveriam apresentar justificativa.

a) O primeiro grafico tem concavidade wvoltada "para cima”, sendo assim, podemos

afirmar que a funcao derfvada nesta Intervalo & ppneeed, _. {crescente
dacrescente)

Justifique
f
) A “rit - T
2 2 iy 9 *..-'u..-ul,-\.h_.,-:.L.'..L N g i AT O
e .-l"li'.a-\.-'\,mq_. E A el re |
) . g dirntia S B gtglonpgpe A L
; ¢ £ kg T L
Mo SR fe e ik L "
J 1
L P R e

b) O segundo grafico tem concavidade voltada “para baixo” sendo assim, podemos

afirmar que a funcao derivada neste intervalo e ., 19 . (crescente —
decrescente)
Justifique
Gosner o Jiwtes, Fom: 0 mrarmael e renada AP AceTe |
: iina e 2 e
Cipanda da an Blexomia aoeiles vy, & T i S .

Lt o gy

195



Participante R3

(Q1) R3 apresentou a seguinte diferenca entre taxa de variagcdo média e taxa de

variagao instantanea:

Levsion ol P LT

15 e R A ELOf Ml LI, R | It aPe i, T s

(28

1 | -f
o o o -

(Q4) Em relagado a importancia de se determinar derivadas, R3 afirmou:

. T |
|._ At B, j I e O el O

i 1 F o N |

(Q5) Pedimos que deduzissem a formula para o céalculo da derivada de uma fungéo

real definida por f(x)=x> ou f(x)=x>, usando o conceito estudado. Deveriam

explicar, passo a passo, a deducgao.

R3 apresentou o seguinte desenvolvimento:
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(Q6) Dada uma funcéo real definida por f(x)=23x?, pedimos para determinar a
equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x, =2.

O aluno apresentou a seguinte solugao:

(Q7) Apresentamos um problema de cinematica no qual o deslocamento do moével
era descrito por uma funcéo horaria definida por S(7) =9+ 2z +3t* — 4+ (S em metros

e t em segundos). Dessa forma, pedimos que determinassem a sentengca da
velocidade instantdnea e a sentengca da aceleragdo instantanea, a seguir, que

calculassem v(2) e a(4).

(Q8) Nesta questdo, foram dados quatro graficos de fungbes. Pedimos que
tragassem a reta tangente a esses graficos no ponto x,=2 e, a seguir, que

justificassem a resposta.

Tragados e justificativas apresentadas por R3.
a) b) c) d)

1 | N ' 5
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(Q9) Alguns graficos de fungao foram apresentados a fim de que fosse observada a
existéncia ou ndo da derivada no ponto indicado. Pedimos que justificassem a

resposta.
Nao apresentou nenhum registro nos graficos.
Respostas apresentadas por R3:

&l (5} c o)

i | -1 - —

(Q10) Nesta questao, através da analise do grafico dado, pedimos que registrassem
os intervalos que tivessem derivadas positiva, negativa ou nula ao mesmo tempo,

deveriam apresentar os intervalos em que a fungao fosse crescente decrescente ou
constante.

Respostas apresentadas por R3:
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Ezsa funcha:

a) temn dervada positiva antre . 4. @ Ay
& crescente nointervain [e | ka

k) tem dernvada negaliva entre _ .« &

& decrescenta no nlervalo

cy tern derivada nula entre. ¥. e £y !
& constante no intervala | =, ; x]

o} tem derivada negativa entre fy &
& decrescanie no intervala N e

@’ tem derivada manor cu igual a Z2ro enirs _," w e K,
& decrescente no intervaln Ly, X ]

(Q11) Nesta ultima questado apresentamos os graficos de duas fungdes crescentes
num intervalo [x,,x,]. Pedimos que analisassem o modo como cada uma cresce
através da analise do crescimento da fungdo derivada neste mesmo intervalo.
Deveriam apresentar justificativa.

R3 nao justificou nenhuma das respostas dadas a essa questéao.
a) 0 primeiro grafico tem concavidade voltada “para ciima®, sendo assim, podemos
afirmar gue a funcio derivada neste intervalo & Tnp. .ped #. . (crescents —
decrescente)
bl O segundo grafico tem concavidade voltada “para baxe” sendo assim, podemos

afirmar cue a funcio dervada neste intervalo & (e L . {Crescente —
dacrescente)
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Anexo V

Fichal

Nome: Data: / /

Questionario

O que vocé entende por fungéo?

Explique suas principais idéias sobre fungao.

O que é dominio de uma fungédo? O que é imagem de uma fungéo?

Dada uma fungéo f e x elemento do dominio, o que representa a notagao f(x)?

Qual a sentenga que representa a fungao polinomial do 1° grau?

Considerando x € R, qual a representacao grafica dessa fungao?

Na férmula da fung&o polinomial do 1° grau, que valor constante representa o coeficiente angular?
Qual a interpretagdo geométrica do coeficiente angular?

O que significa determinar velocidade média de um mével num determinado intervalo de tempo?

O que vocé entende por velocidade instantanea?

Atividades relacionadas a 1° etapa

Anexo VI
Ficha ll

Nome: Data: / /

Atividade

Resolva os problemas:

1) Um reservatério cilindrico de altura a (em cm), com capacidade maxima de 100 L, vai ser usado

pela primeira vez. Para enché-lo, abriu-se uma torneira que despeja 10 L de agua por minuto.
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Qual dos graficos seguintes expressa corretamente a variagdo da altura x da coluna de agua em
fungéo do tempo t?

(T

+ 3% {om) el
a. -

o Wt

2) Um reservatorio conico de altura a (em cm), com capacidade maxima de 100 L, vai ser usado pela

primeira vez. Para enché-lo, abriu-se uma torneira que despeja 10 L de agua por minuto.

Qual dos graficos seguintes expressa corretamente a variagdo da altura x da coluna de agua
em fungado do tempo t?

T (e
I : WAy T |,I-
1 m}

[ Wt (mir 1| 10t {min

3) Os recipientes cilindricos A, B, e C, que tém altura a e raios da base respectivamente iguais a r, 2r
e 3r, estdo vazios. As torneiras que os abastecem estdo igualmente reguladas para despejar o

mesmo numero de litros de agua por minuto.
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Os graficos mostram a variagao da altura x da coluna de agua em fung¢ao do tempo t. Associe

cada recipiente ao grafico correspondente a ele:

Nesta atividade, a partir da analise das formas dos objetos, o aluno deveria
associar o melhor grafico que correspondesse a variagdo da altura em fungéo do

tempo.

Anexo VIl
Ficha lll

Nome: Data: / /

A idéia de variagdo de uma fungéo esta relacionada com o seu comportamento (crescimento,
decrescimento ou estabilidade) num determinado intervalo do seu dominio. O problema proposto € o

seguinte: sdo dados diversos reservatérios com a mesma capacidade e a mesma altura. (Gravina,

1992)
() @ (3] (4} o) (s)

Temos torneiras enchendo cada um dos reservatérios e vamos admitir que a vazao da agua é

a mesma para todos eles, constante e igual a k metros cubicos por minuto. Queremos analisar o
comportamento do nivel de agua no decorrer do tempo. Seja f,(¢) a altura do nivel de &gua no
instante t (i = 1,2,3,4,5,6, conforme o reservatorio); vamos medir a altura em metros e o tempo em

minutos. Temos f;(0) =0 e f;(t) = A, onde A ¢ a altura dos reservatorios e t é o tempo necessario

para enché-los. E claro que a altura fl(t) aumenta a medida que t aumenta, ou seja, todas as
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fungdes sdo crescentes. Mas existem diferengas significativas nestas fungdes que dizem respeito ao

aumento mais rapido ou mais lento do nivel de agua, conforme o tipo de reservatorio.
Atividade 1

Analisando a forma de cada um dos reservatoérios, descreva de que maneira a altura varia em
fungdo do tempo no inicio, meio e fim do processo. Use, quando necessario, as palavras lentamente,

rapidamente e uniformemente.

Reservatorio (1)

Reservatério (2)

Reservatorio (3)

Reservatorio (4)

Reservatério (5)

Reservatorio (6)

A atividade 1 analisaria a velocidade do crescimento de cada fungao definida

por f,(®).

Atividade 2

Relacione a forma do pote com o grafico da variagdo da altura em fung¢do do tempo de cada

um deles.

veloxl
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Depois da analise feita na atividade 1, o aluno deveria associar o melhor

Atividade 3

Esboce os graficos das alturas em fungéo do tempo para cada reservatério.

grafico que descrevesse a velocidade de crescimento a partir da forma do recipiente.

veloxl

Reservatorio (1)

5

Reservatério (4)

4

Reservatorio (2)

/2

Reservatério (5)

/s

Reservatorio (3)

e

Reservatério (6)

fs
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Nosso objetivo é entender qual o conceito matematico que registra estas diferencas no

comportamento crescente dessas fungdes.

Depois de corrigir e recolher a atividade 2, foi aplicada a atividade 3, cujo
objetivo era verificar se o aluno compreendeu a idéia do crescimento com
velocidades diferentes através da reprodugao dos graficos analisados na atividade

anterior.

Atividades relacionadas a 22 etapa

Anexo VIl

Ficha IV

Nome: Data: / /

Atividade 1

O conceito de taxa de variacdo média esta na base do estudo de funcbes e exprime a razao

com que a fungao “cresce” num dado intervalo do dominio.
Observe o grafico da fungdo quadratica definida por f(x) = x”.

Quanto variou f(x) quando x varioude 0 a 3?

Qual foi a variagdo média da fungao nesse intervalo?

Pelo grafico, podemos notar que f(x) varioude___a___ quando a varidvel x variou de 0
a 3. Em média, a variagdo foi de:

Ay

o
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O numero __, chamado de taxa de variagdo média da fungao no intervalo /0,3 ], revela que
y variou, em média, ___ unidades para cada unidade da variavel x.

Note que, no intervalo [0;1], f(x) variou ___unidade; no intervalo [ 1;2], ela variou ____
unidades; e no intervalo [ 2,3/, variou ____ unidades.

Em geral, chamamos de taxa de variagdo média (TV,, ) de uma fungdo f , num intervalo de
seu dominio, o quociente entre a variagdo (Ay ) de f(x) e a variagdo ( Ax ) da varidvel x nesse

intervalo.

Atividade 2
Vejamos ainda mais um exemplo:

e -
I F‘,__T__,_i-::l_ o

=|q‘-§§ —_— E{j' T

=
74

Um automovel desloca-se de A para B. A tabela a seguir relaciona o espago percorrido com o
tempo decorrido:
Tempo (segundos) 0 1 2 3 4 5 6 7
Espacgo (metros) 0 2 5 9 14 20 27 35

Calcule as taxas de variagdo média do espaco em funcéo de ¢:

e nointervalo/2;3] TV, =

e nointervalo /4, 5] v,

e nointervalo /6; 77 TV,
Vemos que o0 movimento é cada vez mais rapido, portanto é acelerado.
Calcule agora a taxa de variagdo média, por exemplo, entre 2 e 7 segundos:

e nointervalo /2,77 TV, =

Podemos dizer que a velocidade média entre 2 e 7 segundos foi de

As atividades 1 e 2 tinham o objetivo de interpretar a raz&o %
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Anexo IX

FichaV

Nome:

Data: / /

Anotacdes de aula

Generalizando para qualquer fungdo continua, podemos dizer que:

por:

A taxa de variacdo média de uma funcéo f no intervalo [x ,; xz] com x, < x, é definida

v, = =

m )

sendo Ay = e Ax=

A taxa de variagdo média de uma fungdo f', num intervalo [x ,; Xj], pode ser interpretada

geometricamente considerando-se a reta s (secante) que passa pelos pontos A(x ,, f(xA)) e

B(x,, f(x;))dograficode f .

fix) &

flxg)

fix,l

O coeficiente angular da reta s é:
Bt £ a= no intervalo
[x,; xp]
\ L

; "
' i

e

M Xp x

Ou seja, o coeficiente angular da reta que passa por Ae B é a de

fem[x,; xzl.

A
A tangente de « sera calculada através da razéoEy e nao pela medida de «, pois esta

pode variar dependendo da escala utilizada nos dois eixos coordenados. O desenho utilizado é
apenas ilustrativo.
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Passamos a definir formalmente taxa de variagdo média como uma razao de
variagbes de grandezas. A seguir, fizemos a interpretacdo geométrica desta razao

associando-a ao coeficiente angular da reta secante ao grafico.

Anexo X
Ficha VI

Nome: Data: / /

Atividade

Analisando as trés fungdes abaixo no intervalo [0; 5].

. gn
i) = 7 hlxl =2

flxl &

A partir de seus graficos e com 0 que sabemos sobre fungbes, podemos afirmar que as trés

fungdes sao crescentes nesse intervalo, mas ha uma diferenca na forma como elas crescem.
Os valores de f(x) crescem 2 unidades cada vez que x varia uma unidade. J& os valores
2(x) e h(x) crescem de forma diferente quando x varia uma unidade.

1) a)Complete a tabela abaixo.

x no intervalo | Taxa de variagcdo média

de 1'(f(x) = 2x).

Taxa de variagdo média
de g (g(x) = x).

Taxa de variagao média de &

(h(x) = 2°).

[0:1]

[1;2]

[2;3]

[3:4]

[4; 3]

[0;5]

A taxa de variagdo média
defé

A taxa de variagdo média

degé

A taxa de variacdo média de &

é
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Podemos afirmar que, apesar de as trés fungdes serem crescentes no intervalo [0; 5], elas

crescem com velocidades diferentes.

2) Observamos que a IV, da fungdo polinomial do 1° grau é em todos os

intervalos e, no exemplo acima, igual a 2. Vemos que esta TV _ corresponde ao

m

da reta que representa esta fungdo. A variagdo foi a mesma em todos os intervalos considerados.

3) No mesmo intervalo de x, a fungdo exponencial h cresce mais rapidamente que as outras duas

fungdes. E mais, h(x) = 2" varia (cresce) mais rapidamente nos ultimos intervalos, veja a tabela.

Mais uma vez exploramos a idéia de velocidade de crescimento, utilizando

uma tabela para analise da taxa de variagcdo média nos intervalos definidos.

Anexo Xl

Ficha VIl

Nome: Data: / /

Atividade

Ao esbogar os graficos na atividade 2 da Ficha lll, o que fizemos, através da observagao, foi
analisar a razao com que sobe o nivel de dgua em intervalos de tempo bastante pequenos. Se At é

uma fragéo de tempo, ¢ € um dado instante de tempo e [¢, ¢ + Af]é um intervalo, a razdo

Ni(t) _ it + D)~ fi(1)
At At

(que é uma razao do tipo metros/minuto) nos fornece quantos metros por minuto esta subindo o nivel
de agua no intervalo [,t + Atf], ja que f;(t+ At)— f,(t) é a variagdo do nivel de agua neste

intervalo e At é a fragdo de tempo decorrida a partir de .

Vamos analisar esta razdo graficamente. Para isto, tomando intervalos de tempo de mesmo
tamanho At em diferentes fases do processo. Assim, nos graficos a seguir, vemos que, conforme
avangamos no tempo:

Af(x) _ Ay
Ax

Lembre-se:
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Nesta atividade os alunos foram orientados a completar as lacunas de acordo

com a velocidade de crescimento (lento, rapido, constante).

Af (¢t
(a) % diminui, o que nos diz que o aumento do nivel de agua é cada vez mais
t

(b)

Af () : , , ,
A— é constante, o que nos diz que o aumento do nivel de agua é
t

)

A
(c) % diminui até chegar ao meio do processo e, depois, comega a aumentar, 0 que nos
t

diz que o nivel de agua sobe cada vez mais até a metade do reservatoério e, depois,

cada vez mais

M

A A A
Y , Vs e Vs serdo analisados oralmente ( compare —% com —- e
At At At At At

(d) os casos

A A
i com ﬁ )-
At At

i

, Af,
E importante notar que a razao T nos da a informagéo relevante sobre como é o
t

crescimento de fl sempre que At for bastante pequeno e, quanto menor Af, melhor é a

informacdo. Se Atr for grande, o crescimento ndo é registrado uma vez que, na média, esta

informacao se perde.

Este paragrafo foi lido com o grupo. Conversamos sobre a importancia da

y

razao N e da escolha do Ar para analisar o comportamento da fungao.
t

210



Anexo Xl
Ficha VIII

Nome: Data: / /

Atividade

1) Responda, justificando.
a) Qual a taxa de variagdo média da fungdo s(t)=5t+2 sendo ¢t tempo em segundos e §

espaco percorrido em metros?

b) Qual a interpretagéo, na Fisica, desta taxa de variagao?

c) Se uma fungéo tem taxa de variagdo constante e nZo nula num intervalo / < D(f), seu
grafico nesse intervalo, no plano cartesiano, sera uma linha

d) Se uma fungéo tem taxa de variagdo varidvel num intervalo I < D( f ), seu gréfico nesse

intervalo, no plano cartesiano, sera uma linha

e) Que tipo de fungéo apresenta taxa de variagéo nula?
f) Duas fungdes polinomiais do 1° grau s&o representadas pelas sentengas f(x)=3x+5 e
g(x) =3x—2. Analisando a taxa de variagdo de cada fungéo, que posi¢do no plano cartesiano

(paralelas/ concorrentes), teriam as retas que representam essas funcoes?

2) Considere os intervalos [-7,-3], [-3,-1], [-1,2], [2, 5] e [5, 8] do grafico de uma fungdo f. A seguir,
determine o que é pedido em cada item:

v &

a) D(f) = Im(f) =

b) Em que intervalo(s) do dominio a fungdo é crescente?

¢) Em que intervalo do dominio a taxa de variagdo média é negativa?

d) Em que intervalo de x temos f(x)>0 ?

e) Em que intervalo do dominio ha maior taxa de variagdo média? Qual o valor desta taxa?

f) Qual a taxa de variagdo média no intervalo [ 5, 8 ] ?
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3) A desvalorizagdo de um equipamento industrial ocorre segundo uma fungdo do 1°grau. O
equipamento vale hoje R$ 8 000,00 e daqui a seis anos, R$ 5 000,00.
Responda:

a) Qual a sentenca que relaciona valor (V) e tempo de desvalorizagao (t) do equipamento?

b) Qual a taxa média de desvalorizagdo deste equipamento?

c) Determine o intervalo de tempo para o qual o equipamento em questdo ainda possuira valor

comercial.

4) Esboce o grafico da fungao real dada pela equagéo y =4 — x’ e responda:

a) Quando x passa de 0 para 4, de quanto varia y ?

b) Qual a taxa de variagdo média no intervalo [0; 4] ?

c) Qual é a taxa de variagdo média dessa fungéo quando x varia de 0 a 2?7

1 X
5) Esboce o gréafico da fungdo f(x) :(E] e calcule sua taxa de variagdo média nos seguintes

intervalos de x:
a) [-1;0]
b) [0; 1];
c) [1;2]

Em qual desses intervalos a fungao varia mais rapidamente?

Aplicamos esta atividade no final da segunda etapa com o objetivo de revisar

e reforgar os conceitos de taxa de variagdo média até entao estudados.

Atividades relacionadas a 32 etapa

Anexo Xlll
Ficha IX

Nome: Data: / /

Atividade

Qual a taxa de variagdo média das fungdes abaixo no intervalo [1; 4]?
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Podemos constatar que a taxa de variagdo média dessas trés fungdes, no intervalo [1;4], é

igual a , isto &, no intervalo [1;4], elas variam em média para cada

unidade da variavel x.

Entretanto, como vemos nos graficos, a fungéo f tem variagédo (fungao polinomial
do 1° grau), a fungdo g varia (cresce) mais no comego do intervalo e mais
no final, e a fungdo h varia (cresce) mais no inicio do intervalo

e mais no final.

(Completar as lacunas acima com as palavras rapido, devagar ou constante)

Observando nos graficos as variagdes das trés fungbes no intervalo [1;2], por exemplo,
notamos que a fungdo g variou menos, e a fungéo h variou mais.
Assim, quanto menor for o intervalo a ser analisado de uma fung¢éo, mais significativa sera a

analise da variagao no intervalo em questao.

Nesta atividade, mostramos aos alunos que a taxa de variagdo média nem
sempre oferece uma anadlise precisa do comportamento de uma fungdo num

intervalo do dominio.

Anexo XIV

Ficha X

Nome: Data: / /

Atividade 1
a) Tragar o gréafico da fungdo f'definida por f(x)= x? = 3x.

b) Magnificar a curva f(x)=x° —3x em torno do ponto xX)=2.

¢) Mudar a janela gréfica para [1,8; 2,2] x [-3; 1]
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Atividade 2
a) Tragar o gréafico da fungéo g definida por g(x)=2".
b) Magnificar a curva g(x) = 2" em torno do ponto x, =1.

¢) Mudar a janela grafica para /-1, 2] X [-0,5; 4,5]
d) Mudar a janela grafica para /0,6 ; 1,4] X [-0,5; 4,5]

Atividade 3
a) Tragar o grafico da fungéo g definida por /(' x )= senx.

3
b) Magnificar a curva /(' x ) = senx no ponto x, = 771 .

¢) Mudar a janela grafica para /2,9, 6,5] X [-2; 2]
d) Mudar a janela grafica para /1,47 1,6 ] x [-2; 2]

Atividade 4

a) Construir a reta r tangente a curva f(x)= x? = 3x no ponto X, = 2 najanela grafica /-3; 8] x /-
5; 5]
b) Mudar a janela grafica para /-1, 3]x[-3; 4]
¢) Mudar novamente a janela gréfica para /1,5, 2,5] % [-2,5,;-1,5]
d) Repetir o procedimento para a janela grafica /1,8, 2,1] X [-2,2; -1,8]
Responda:
Quando magnificamos o grafico em torno do ponto x, = 2, ou seja, buscamos uma janela
grafica conveniente para observar “mais de perto” a parabola e a reta tangente a parabola em

X, =2, 0 que podemos constatar em relagéo a esses dois graficos?

Nesta atividade, utilizamos o organizador genérico Graphmatica. O aluno
pdde, através da mudanca de janela grafica, magnificar o grafico da fungdo em torno

de um ponto x, e observa-lo “mais de perto”. Desta forma, pdde perceber a retiddo

local do grafico da fungao (diferenciavel).

Construiu a reta tangente ao grafico no mesmo ponto x, , utilizando recurso

do programa e pode, assim, verificar a linearidade local.
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Anexo XV
Ficha Xl

Nome: Data: / /

Atividade 1

Responda:

Quantos pontos em comum podem ter uma reta tangente a um grafico e o préoprio grafico?

() um unico ponto.
) dois pontos.

(
() pelo menos um ponto.
(

) infinitos pontos.

Atividade 2

Tracgar o grafico das fungdes abaixo e a seguir a reta tangente ao grafico nos pontos dados.

Suponha que as fungdes tenham dominio R.
1) Tragar a curva definida por f,(x)= xeareta tangente a curva no ponto x, =0,5.

Usar a janela grafica /- 2; 2] X [- 2, 2,5]

Quantos pontos os graficos ttm em comum?

2) Tragar a curva definida por f,(x)= x?—=3x?+3x+1 eareta tangente no ponto x, = /.

Usar a janela grafica /- 3; 4] X [- 2, 4]

Quantos pontos os graficos ttm em comum?

3) Tragar a curva definida por fj(x) =x’—4x+3 eareta tangente & curva no ponto x, = 2.

Usar a janela grafica /- 2; 6] X [- 3, 4]

Quantos pontos os graficos tém em comum?

- X
4) Tragar a curva definida por f,(x ) = 5 1 e areta tangente no ponto x, =3.

Usar a janela grafica /- 3; 6] X [- 4, 4].

Quantos pontos os graficos ttm em comum?

Responda:
Quantos pontos em comum tém uma reta tangente a um gréfico e o proéprio grafico?
() um Unico ponto.
() dois pontos.
() pelo menos um ponto.
(

) infinitos pontos.
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Neste momento torna-se necessario fazer algumas consideragdes em relagdo a reta tangente

a um grafico num ponto X, .

Depois da primeira atividade colocamos no quadro branco a figura familiar da
reta tangente a um circulo e perguntamos se a reta tangente sempre tocaria o
grafico em um unico ponto. Sem dar a resposta, iniciamos a segunda atividade desta
ficha utilizando o Graphmatica.

Apos a segunda atividade discutimos sobre as cinco situagdes apresentadas

de reta tangente a um grafico.

Anexo XVI
Ficha XII

Nome: Data: / /

Anotacdes de aula

Relacionar as principais idéias apresentadas até o momento.
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Antes de relacionarmos as principais idéias trabalhadas durante o curso, no
quadro branco, propusemos a seguinte atividade: cada participante deveria fazer
uma relagdo prévia das nogdes estudadas no verso da ficha e a seguir ler para o
grupo. Desta forma, poderiamos observar as principais idéias retidas pelo aluno.

A seguir, listamos formalmente as principais idéias até entdo estudadas e
buscamos uma relagao logica entre elas. Esta relacdo pode ser observada na secgao
2.2.5.

Anexo XVII

Ficha XIlII

Nome: Data: / /

Atividade
Resolva o problema:

A posicdo s em funcdo do instante + de um modvel, que se desloca segundo uma trajetoria

retilinea, é dada por s(t):2t2+3, (para s em metros e r em segundos). Determinar:
a -
Lembre-se: s(¢) = s, + Vvt +—t¢

a) a posicao desse movel nos instantest=2se ¢ = 3.
b) a velocidade média no intervalode t=2sa ¢ = 3s.
c) um valor aproximado para a velocidade instantanea nos instantes t = 2s e

t = 3s baseado nos dados obtidos nas tabelas abaixo.

tempo (segundos) velocidade média

t=1,98et=2,0100

t=1,99et=2,0010

t=1,999 e t =2,0009

t=1,9999 e t = 2,0001

t=2 velocidade instantanea v, =
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tempo (segundos) velocidade média

t=2,98et=3,0100

t=2,99et=3,0010

t=2,999 et =3,0009

t=2,9999 e t = 3,0001

t=3 velocidade instantanea v, =

d) a velocidade instantanea nos instantes 1 = 2 s e t = 3 s usando a férmula da Fisica. Lembre-

se: v,(t)=v,+at.

Nesta atividade, utilizamos problema de Cinematica, familiar da Fisica para
retomar a taxa de variacdo média (velocidade média) e discutir a idéia de velocidade

instantanea.

Anexo XVIII

Ficha XIV

Nome: Data: / / Atividade

Resolver a letra d) do problema anterior utilizando os conceitos estudados e o recurso do

Graphmatica.

Utilizando o Graphmatica, tragar o gréafico da fungao definida por s(¢) = 2¢° + 3 com dominio

[0, o[ a seguir, magnificar o grafico em torno do ponto t = 2 e a seguir, através do comando

desenhar tangente, tragar a tangente neste ponto.

Aparecera na tela do Graphmatica o grafico da fungéo s(t) = 262 +3 , aretatangente em t =

2 e uma janela informando a equacéao da fungao, as coordenadas do ponto de tangéncia ,
a equacgao da reta tangente e a inclinagao (coeficiente angular)

Desta forma podemos constatar (comparando com o calculo feito anteriormente) que a
velocidade instantanea em t = 2 S, Vi = 8 m/s, corresponde ao

no ponto em questdo. Da mesma formaem t = 3

s a reta tangente tem equacgéao e conseqlientemente teremos v; =
Foi solicitado aos participantes que tragassem o grafico da fungao horaria do
problema anterior, magnificassem o grafico em torno de t = 2 e, a seguir, tragassem
a reta tangente nesse ponto. Repetimos o procedimento para t = 3. O programa
apresentou uma janela com informagdes sobre a curva, o ponto de tangéncia, a
218



equacgao da reta tangente e o declive (coeficiente angular) desta reta. Desta forma,
pedimos aos alunos que comparassem estas informagdées com os resultados obtidos
na letra d) do problema apresentado na ficha anterior.

Discutimos, a relagdo da velocidade instantdnea com o coeficiente angular da
reta tangente ao grafico. Passamos a fazer a seguinte relagdo no quadro branco:

velocidade média — taxa de varia¢do média— coeficiente angular da reta sec ante
velocidade ins tantdnea — taxa de variagdo instantanea — coeficiente angular da

reta tan gente
Levantamos, aqui, a seguinte questédo: Se a taxa de variagdo média (77, ) de
~ . . . ~ A
uma fungdo num determinado intervalo pode ser determinada pela razéo Ey qual

seria a expressdo que determinaria a taxa de variacdo instantédnea (7V;) de uma

funcao (diferenciavel) num determinado instante t?

Anexo XIX

Ficha XV

Nome: Data: / /

Anotacdes de aula

Obtendo a expressao algébrica da variagao instantanea.

Para chegarmos a expressao algébrica da taxa de variagao instantanea, nos
valemos da sequéncia de imagens da se¢ao 2.2.6. Utilizamos, aqui, aula expositiva

com o recurso do quadro branco.

Anexo XX

Ficha XVI

Nome: Data: / /

A taxa de variagao instantanea de uma fungéo fnum ponto x, € / € D( f) é dada

por:

Ay flxg+Ax)—f(x)
Ax Ax

—>TV,, quando Ax — 0
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Atividade
Determinar a expresséo algébrica da taxa de variagao instantdnea de algumas fungdes elementares.

Fungdo constante: /- R—> R, f(x)=k, keR

TVI:QZ
Ax
Ax —> 0

Como vocé explicaria geometricamente este resultado?

Funcdo polinomialdo 1°grau: f:R—> R, f(x)=ax+b com {a,b}cCR

Ay _
Ax

Ax — 0

Este resultado ja era previsto? Por qué?

Embora Ax seja um valor indefinidamente pequeno, ndo chega a se anular desta forma, é
. o oaNx
sempre possivel a simplificagédo E =a.

Portanto a taxa de variagao instantanea de qualquer fungéo polinomial do 1° grau é constante

e igual ao coeficiente angular da reta: a.
Observagéo: Na fung&o polinomial do 1° grau temos TV, =TV, = a,Vx € D(f).
Elaboramos os dois questionamentos, pois queriamos ver como cada um
associaria estes resultados a temas antes estudados e mais, queriamos que
observassem a importante relagdo deste calculo para determinar T7Vi com oOs

conceitos apresentados.

Fungio polinomial do 2° grau: 'R —> R, f(x)=ax’+bx+c, xeR e {a,b,c} R

4y _
Ax

Ax — 0

220



Sendo 4x um valor indefinidamente pequeno, a parcela aAx torna-se desprezivel para

efeito de calculo sendo assim, podemos considerar 2ax, + b + aAx = 2ax, + b .

Fungio polinomial do 3°grau: f:R—> R, f(x)=ax’ +bx’ +cx+d, xeR e {ab,c})R

&y _
Ax

Ax — 0
O objetivo desta atividade foi obter a expressao algébrica da taxa de variagao

~ . ~ Ay
de algumas fung¢des elementares (as familiares aos alunos) pela razéo e quando

Ax —> 0.

Anexo XXI
Ficha XVII

Nome: Data: / /

Atividade

Resolver o problema algebricamente utilizando os conceitos de taxa de variagao média e taxa
de variacao instantanea.
A posicdo s em fungéo do instante t de um moével, que se desloca segundo uma trajetoria

retilinea, é dada por s(t) = 2t% + 3 (para s em metros e t em segundos). Determinar:

a) a posicao desse mével nos instantest=2set=3s.
b) a velocidade média no intervalodet=2sat=3s.

c) avelocidade instantdnea nos instantest=2set = 3s.

Antes de iniciarmos esta atividade, fizemos uma relagdo, no quadro branco,
das expressOes das taxas de variagao instantanea obtidas na atividade anterior. A
seguir, pedimos aos alunos que resolvessem o mesmo problema de Cinematica

(Ficha XIII) utilizando o recurso algébrico obtido.

221



Atividades relacionadas a 4° etapa

Anexo XXII
Ficha XVIII

Nome: Data: / /

Anotacgbes de aula

O conceito de derivada.

A partir da idéia de taxa de variagao instantadnea, apresentamos o conceito de

derivada de uma fung&o (diferenciavel) num ponto x,. Passamos aqui a usar a

notagéo f'(x,) para representar a derivada neste ponto.

Anexo XXIII

Ficha XIX

Nome: Data: / /

Anotagbes de aula

O conceito de fungao derivada

Neste momento formulamos a seguinte proposi¢ao: Se em cada ponto de um
intervalo / contido no dominio de uma funcgéo continua for possivel tracar uma unica
tangente, entédo existira derivada em cada ponto considerado desse intervalo. Desta
forma, passamos a buscar uma expressao geral que nos fornecesse a derivada em

cada ponto x desse intervalo. Assim, chamamos y = f'(x) de expressao geral ou

sentenca da funcao derivada.

Fizemos, aqui, uma relagao das sentencas das fungcdes derivadas obtidas das
funcdes elementares apresentadas na Ficha XVI.

Oportunamente, apresentamos alguns contra-exemplos, casos em que nao
era possivel obter a derivada num determinado ponto do dominio. Vimos esses

contra-exemplos nas figuras 27 e 28 da secgao 2.2.7.
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Anexo XXIV
Ficha XX

Nome: Data: / /

Atividade 1

1) Para cada uma das funcgdes, representadas por seus respectivos graficos, determine o sinal da

derivada no ponto de abscissa Xx,:

)

cl

2) Dados o grafico de uma fungdo f definida por y= f(x)e os pontos de abscissas

X\, Xy, Xq, X4, X5, Xg, X5, Xg € Xy, determine o sinal da derivada em cada caso, indicando onde ela

se anula.

wedTlxh

[ Py ——

.=

3) Calcule a derivada da fungéo representada pelo grafico abaixo nos pontos de abscissas x,, x, e

X, . (Asretas r e s sdo paralelas a reta ¢ de equagdo y =3x+9).
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4) Compare os valores das derivadas nos pontos de abscissas x, e X, , determinando, em cada caso

se f'(x)=["(x;),se f'(x,)> f'(x,) ouse f'(x;)<f"(x,):

A atividade 1 desta ficha teve os seguintes objetivos: o estudo do sinal da
derivada através da inclinagdo da reta tangente; o valor da derivada a partir do
coeficiente angular da reta tangente; associagao do crescimento (ou decrescimento)
de uma funcgao e sua concavidade ao crescimento ou decrescimento da derivada em

cada ponto do intervalo considerado do dominio.

Atividade 2

Problemas

1) Um corpo em queda livre, a partir do repouso, percorre um distancia S (em metros) que varia com
o tempo t (em segundos), de acordo com a formula S(¢) = 5t . Qual a velocidade instantanea desse

corpo no instante 7, =15 ?

Solugao

Resposta:
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2) Um objeto é lancado obliquamente no espacgo. A partir do solo, a sua altura é dada pela formula

h(t)= —10¢° + 100t (h em metros e t em segundos). Quanto tempo depois do langamento o objeto

atinge a altura maxima? Qual é essa altura?

Solugéao

Resposta:

3) Em Cinematica, define-se do seguinte modo a fungéo aceleragéo instantanea, a(¢), de um movel

que se desloca segundo a fungdo horaria S(¢)e cuja velocidade instantanea é v(t), sendo

W(t)=S'(1):
Av
a(t):Zt

At =0
Portanto, a(t)=V'(t).

Uma particula se move sobre uma trajetéria obedecendo a equagéao horaria

S(t)= 200 +1+1 (S dado em metros e t dado em segundos). Determine:

a) a fungéo velocidade em fungdo do tempo;

b) a velocidade da particula no instante ¢ = 2 s;

¢) a fungao aceleragdo em fungéo do tempo;

d) a aceleragéo da particula no instante ¢ = 3 s.
Solucgao:

Resposta:

4) Chama-se custo marginal de produgédo de um artigo o custo adicional para se produzir um artigo
além da quantidade ja prevista. Na pratica, a funcdo custo marginal é a derivada da fungéo custo.

Uma fabrica de sapatos tem um custo para produzir x pares de sapatos dado por
C(x)=3000+25x, com C em reais.

Qual é o custo marginal m(x) que essa fabrica tera para produzir mais um par de sapato?

Solucgao:

Resposta:

5) Determine a equagéo da reta tangente ao gréafico da fungdo f(x) = x? no ponto x, =1.

Solucgéo:

Resposta:
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6) Uma torneira langa agua em um tanque. O volume de agua nele, no instante t, € dado por
V(t) = 5¢> + 3t litros, t sendo dado em minutos. Calcule a vazao da agua, no instante t = 3 minutos.

Solucéao

Resposta:

A atividade 2 teve o objetivo de aplicar os recursos algébricos estudados para
o calculo da derivada na resolugcao de problemas relacionados a outras ciéncias e na

propria Matematica.

Anexo XXV
Ficha XXI

Nome: Data: / /

Atividade
Revendo os conceito estudados.

1) Um corpo se move em linha reta, de modo que sua posicdo no instante t € dada por

S(t)=16t+ tz, 0 <t <8, onde otempo é dado em segundos e a distancia em metros.

a) ache a velocidade média quando o tempo passa de 3 para 3,07 segundos.
b) ache a velocidade do corpo no instante qualquer t;
c) ache a velocidade do corpo no instante t = 3.

d) ache a aceleracgdo no instante t.

2) Determine a equagéo da reta tangente ao grafico da fungdo f(x) = x* no ponto X, =2.

1

3) Esboce o gréafico da fungdo /4 : R — R definida por h(x)=— (Esta fungdo assim definida é
X

conhecida como fungéo reciproca).

. N : . , . Ay
Determine a expressdo geral da derivada da fungdo /4 (A'(x)) usando a razdo E quando

Ax — 0, a seguir, determine as equagdes das retas tangentes a essa curva, nos pontos da curva

cujas abscissas sdo x=/ e x=—1.

Esta atividade teve o objetivo de revisar os conceitos estudados.
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Anexo XXVI
Ficha XXII (Avaliagao Final)

Nome: Data: / /

Parte |
Questionario
1) Qual a diferenga entre taxa de variagdo média e taxa de variagao instantanea?

2) O que vocé entende por derivada?
3) Dé a interpretacdo geométrica da derivada.

4) Qual a importancia do calculo da derivada?

Parte Il
5) Deduzir a férmula para o calculo da derivada de uma fung&o real definida por f(x) = x? usando
a defini¢cdo. Explicar detalhadamente passo a passo da dedugao.

6) Calcular o coeficiente angular da reta tangente ao gréafico de uma fungéo definida por f(x)= 3x?

no ponto de abscissa x, = 2.

7) Um movel se desloca segundo a fungéo horaria S(t)=9+ 2t + 3t7 — 4¢3 (S em metros e t em

segundos). Determine:

a) a fungéo velocidade instantanea;

b) a velocidade instantanea em ¢ =2s .
¢) a fungao aceleragao instantanea;

d) a aceleragdo instantanea desse movel (em m/s?) no instante ¢ = 4s .

8) Dados os graficos abaixo, desenhar a reta tangente a esses graficos no ponto x, = 2 .Justifique

suas respostas.

a) b)
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9) Em cada caso, indique se existe ou ndo, no ponto indicado a derivada da fungao. Justifique suas
respostas.

10) Analise o grafico da fungéo f definida por y = f(x).
Essa funcéo: ¥

a) tem derivada positiva entre e ;
é crescente no intervalo

b) tem derivada negativa entre e ;
€ decrescente no intervalo

¢) tem derivada nula entre e ;
€ constante no intervalo

d) tem derivada negativa entre e ;
€ decrescente no intervalo

e) tem derivada menor ou igual a zero entre e ;
é decrescente no intervalo
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11) Observe os graficos de duas fungdes crescentes no intervalo [x,,x, /.

1) 2)

{v ¥ = fix}

Complete a lacuna com uma das palavras entre parénteses.

a) O primeiro grafico tem concavidade voltada “para cima”, sendo assim, podemos afirmar que a

fungéo derivada neste intervalo é . (crescente — decrescente)

Justifique

b) O segundo grafico tem concavidade voltada “para baixo” sendo assim, podemos afirmar que a
fungéo derivada neste intervalo é . (crescente — decrescente)

Justifique

Anexo XXVII

Sobre o programa Graphmatica (Barufi & Lauro, 2001):
O programa utiliza um conjunto de operadores, fungbes e constantes pré-definidas:

O peradar Signilicade

+ arlician

subibragda

e MplieacEn
! divisdc

. [HEH I TH ]

o | sl s

* E importante ficarmos atentos ao uso dos parénteses, pois podemos obter como resultado

graficos diferentes dos esperados.

Exemplo:

< x+1 . - :
A fungdo y =—— deverd ser digitada da seguinte forma y=(x+1)/(x+2). Se
X

1
digitarmos y=x+1/x+2< y=x+—+2 .ou y=x+1/(x+2) y=x+——.
x (x+2)

Constantes usadas
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constante

valor

d
=)
pi

comverte graus om sadianos
ooirracional 2,718281828459. .
adrracional 3141592653588

T
Em relag&o a constante d temos como exemplo: sen(45d ) = sen zmd

Fungda

Significada

absz
cos
ot
cse
BXp [oU 8"
in
log
&in
SEC
5 |:|r
tan

Ao entrarmos no Graphmatica sera apresentada a seguinte tela:

macule ou valor absaluto
COSERND
cotangente
cossecants
exsnENDA| (hage g
lzgantmio natiral (base s)

lppzriime decimal (base 10)

SE0D

sacanle

raiz quadrada

lengeris

Wl
prinzips.
Jaliz ds
bokees

wez il o
EF M R T J
CkajadE

e 207

Bl |
S5
aahi

A janela do Graphmatica

230



A barra de botdes possui 0s seguintes comandos:

Graph I Prosee na o gedlice dacapresefo diglocs (s cses DolEo o a leck DA

Fauza js=:a botfa ests alivaco scomasnba snguenta urm grddice gala sonds
dazer hacag.

Chear s .
;I Aoacs nckas on crafinns os teia.

Errw i A i,

Tl |

Lemm gll o

Hllldﬁ'&]:ll’ Drasenam todos oz oraficos que eslio armneeeades na Lsla de Sungaes

Default gpid Vol i sl i,

Ui:mdc!'m.-‘l R lre e pooadeadas de om ponto selszionado no grafoo,

Flifile: sy Rermee o aquagio solecicnsda da rela e da Lista de Fungoos,

Lista de Fungdes: o Graphmatica armazena as Ultimas 25 expressdes digitadas.

No menu principal encontramos as opgoes:

Feheimo ulbra, salva ¢ imprims os anquivas.

Etfitar cupors textos & imagens.

Radescnhar deE=gnhz o gralics da dtfma exoressdo intmodusida na Lista de Furgdes;
dazenna todas as graficos que ostio na Lista de Fungoos: escoade ¢ a2aga
grificos = ERpr EHEOES.

War aters 3 apzrancia da jarela do rrr.-rn—rrm (papel de furds, escala, corss
=1iz). R

Ctiguastas irsarg eados (Hulo, lensnda & anclacias) ra janala des graticos.

f_'lp:;’:lés- | visualza & ueling GF"P':u:u. de aparerzia e jancla dos graficos; mosra
labelas conenda a8 coordenadas de ponles ca funcdo fdesenneca,

=ontos cncaniea as coardeasuas da um ponte do gratioo caluala nuimcicamants ss
coprdenadas de um portz da grfico; detarming (com o Uso do MaLseE) o
darninio de uma funciia; mostra painel de variaves Lvics ¢ constartas,

Calculas encenira e desenby os graficos das fungdes dervads @ intecral do uma
funcis scleciorads; enanntra & |n--I-|¢n.;a|:| 2 dn:-- ennz a tela langenie as

grétfics de uma fungio am um pante sscelhic
[ A ajLca do Grapimatica.

Especificando o dominio:
No Graphmatica, podemos especificar o dominio, isto €, o campo de validade de uma funcao;

isso nos permite desenhar apenas uma parte de um grafico.
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Exemplo:
a) Para a fungdo f:[-2,4] >R definida por f(x)=2", devemos digitar:
y=2"x {=2;4}.
b) Para a fungdo f.:[2; o/—> R definida por f(x)=|2x—3| , devemos digitar:
yv=abs(2x-3) {2, }.
c) Para a fungdo f :/—o, ] > R definida por f(x)=senx, devemos digitar:

y=sin(x) { ,n}.
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